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UGO  AMALDI  (a  Modena) 


Quando,   in   mia  espressione  o  equaKÌone  difterenziale  relativa  ad  una  fun- 
zione z{jf)  e   alle   sue  derivate,  si  vuole  introdurre  una  nuova  variabile  .t,  tale 
cLe  sia  y  =  y(a?),   si  deve  notoriamente  ricorrere  alle  forinole  che  forniscono  le 
successive    derivate    rispetto    ad    x    della  funzione  di  funzione  z{y{x)).    Ma    è 
altrettanto  cliiaro  e  noto   che  codeste    formole    non    sono   senz'  altro   utilizza- 
i'ili  per  la  effettiva  sostituzione,  e  vanno   preventivamente    risolte  nelle  deri- 
vare della  z   rispetto  alla  primitiva  variabile  y.   Codesta   risoluzione ,  ovvia  e 
iiJiinedÌHta   quando  non  si  va  oltre  le  derivate  seconde  o  terze  (come,  per  esem- 
:»ìo,  nella   trasformazione  del  raggio  di  curvatura  o  delle    equazioni    di  defìni- 
7ione  dei   ^ra  ppi  continui  finiti  in  una  sola  variabile,  ecc.)  risulta  complicata 
f  praticamente  non  efifettuabile  nel  caso  generale.   Una  risoluzione  fu  già  data 
iallo  Schlomilch  (*);  ma,    per  quanto  il  procedimento  da  lui  seguito  sia 
i-Veg^noso   e   formalmente  elegante,  le  formole  finali   tisultano  involute  e ,  dal 
;»unto  di   vista  del  calcolò  effettivo,  portano  piuttosto  a  spostare  cbe  a  risol- 
vere la  difficoltà,  in  quanto  implicano  un'applicazione  progressivamente  iterata 
'!Hla  differenza  finita  e  della  derivazione. 

In   qnesta  Nota  io  mi  propongo  di  trattare,  dal  punto  di  vista  algebrico, 
i'  accennato    problema  ed  un  altro  analogo,  che  si  presenta  nello  studio  delle 


(^)   Sitson^sberichte  dei  k.  s&chs.  Gesellschftft  der  Wiss.  zn  Leipzig  (1857);   Compendium 
irr  kSkeren   ^waJy^ùi,  Il  Bd.,  II  Anfi.  (1879),  pp.  16-20. 
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cosidette  estensioni  del  gruppo  continuo  totale  in  una  sola  variabile  (cfr.  il  n.  IO). 
A  tale  scopo  dono  stato  condotto  a  valermi  di  quel  Calcolo  isobarico ,  che  fu 
già  tanto  In  onore  presso  gli  Algebristi  del  secolo  scorso  e  particolarmente, 
presso  la  nostra  Scuola  napoletana  per  opera  del  T  r  u  d  i  (*) ,  di  E.  Pèr- 
gola, di  D.  Amanzio,  di  G.  Torelli,  ecc.,  e  che  fu  poi  ripreso  e  ap- 
plicato, con  la  sua  caratteristica  genialità,  dal  C  e  s  a  r  o  nei  suoi  lavori  gio- 
vanili f). 

Il  Calcolo  isobarico  è  un'applicazione  e,  sto  per  dire,  un  travestimento 
algebrico  del  Calcolo  aritmetico  o  combinatorio  delle  partizioni  dei  ìiumeri;  ed 
io  comincerò  appunto  col  richiamare  e  precisare,  nel  §  I,  alcuni  concetti  o  alenili 
procedimenti  sostanzialmente  noti  di  codesta  teoria.  Nei  §§  III-IV  definisco  e 
studio,  sopra  tutto  in  rapporto  a  certi  sistemi  di  equazioni  ricorrenti  pure  o  mi- 
ste alle  derivate  parziali,  quelle  funzioni  omogenee  e  isohariclie  di  una  serie  nu- 
merata di  argomenti,  che  io  ho  chiamato  forme  isobariche  normali  e  che  costi- 
tuiscono gli  elementi  direttamente  calcolabili  e,  per  cosi  dire,  irreducibili,  da  cui 
dipende  la  risoluzione  dei  problemi  algebrici  accennati  dapprincipio.  Di  (questi 
mi  occuperò  nel  §  V  j  e  si  vedrà  come  tutto  si  riduca,  in  ùltima  analisi ,  a 
rendere  esplicito  il  risultato  che  si  ottiene  trasformando  una  qualsiasi  forma 
isobarica  normale  medicante  quella  tra-sformazionne  birazionale  involutoria ,  che 
intercede  tra  le  derivate,  fino  ad  un  ordine  qualsiasi,  di  una  qualsivoglia  fun- 
zione di  una  variabile  e  le  derivate,  fino  a  quel  medesimo  ordine,  della  fun- 
zione inversa,  Noi  otterremo  così,  in  particolare,  le  equazioni  esplicite  gene- 
rali della  accennata  trasformazione  involutoria  (*),  la  quale  appare,  sotto  di- 
versi aspetti,  degna  di  uno  studio  ulteriore.  Essa  infatti  fornisce,  come  si  ri- 
conosce immediatamente  (n.  24),  una  soluzione  esplicita  generale  del  vecchio 
problema  della  inversione  delle  Serie  ^  e  dà  luogo  perciò  a  qualche  ap[>lica- 
zione  non  priva  di  interesse,    specialmente   agli    sviluppi    in    serie    delle   ra- 


(«)  Ricorda  qui  purticolarmeiite  ]a  Momoria  del  T  r  11  d  i ,  Jn'orno  ad  alcuni  punii  di  Ana- 
Hhì  dipendeìiU  dalla  parUzioH€sdei  tiiimm  [Atti  della  li.  Acc.  d^lle  Se,  fi»,  e  mat.  di  Napoli, 
voi.  Vili  (1879),  N.  1].  È  questo  mi  lavoro  oltreuiodo  rimarchevole,  uon  meno  per  l'alto  iu- 
t«reHHo  dc^l  conteoiito  che  per  la  impeccabile  dignitÀ  della  forma;  ed  è  veramente  da  larneii- 
tarHÌ  Fohiio  in  cui  esso  ò  caduto.  Nel  .suo  Lehrbuch  del  Combinatorik  [Leipzig,  1901]  il  N  e  1 1 1», 
clie  è  pure  un  diligente  raccoglitore  di  notizie  Htorichò  e  bibliografiche^  non  ricorda  iieuiint>iu» 
il  nome  del  Trudi,  che  ha  recato  cohI  noti3Voli  contributi  all' Analini  combinatoria  e  allo 
Hue  applicazioni. 

(^)  Si  vedano  specialmente  le  varie  Note  del  t.  IV  della  Serie  HI  delle  Nouv.  AnnaleH 
de  matbématiqueB  (1885). 

{^)  Queste  stesse  equazioni  si  trovano  in  L.  Mina,  Foìfuole  generali  delle  derivate  mhC" 
ce88ive  d^nna  fwnzione  espresse  mediante  quelle  della  sua  inversa  [Giorn.  di  Mat.  voi.  XLIV  (12^ 
della  2^  serie)  1905,  x>p.  196-212].  In  queHt4i  Not>a  è  particolarment'é  elegante  respressione  delle 
formolo  indicate  dal  titolo,  mediante  Wronskiani. — Mi  sia  lecito  ricordare  che  il  Dr.  L.  M  i  - 
na,  già  mio  condiscepolo  nel  Liceo  di  Bologna,  fu  poi  Ufticiaie  del  lìenio  e,  dope  aver  avuto 
parte  notevole  nello  sviluppo  della  Aeronautica  militare,  cadde  gloriosamente,  col  grado  di 
Maggiore^  sul  campo  delP onore  nella  presente  guerra.  ^- 
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.'Vi  delle  equazioni  algebriche.  Ma  riserbo  siffatte   applicazioni    per    un'  altra 

Questioni  di  partizioui  di  numeri  e  di  Calcolo  isobarico  si  presentatilo,  nel 

L'HÌo  più  uatarale,  io  numerosi  problemi  di  Analisi  0;  e  qui,  in  particolare, 

ift  osserverò  che   l'algoritmo  da  me  assegnato  in  una  Nota    precedente  *(')    pel 

.ùcolo  diretto   delle  derivate  di  ordine  qualsiasi  di  una  funzione  composta  di 

«^aunte  ai  vogliano  variabili  (sia    intermedie    che    indipendenti)  è  appunto   un 

^iiiM^edimento  di   Galeolo  isobarico  multiplo    (cioè  rispetto  a  più   serie  di  argo- 

Eefiù  dotati  di  p€8o)  o,  se  si  vuole,  di  partizione  simultanea  di   un  sistemm   di 

w<  «Kiiert. 

Ma  a  questo  proposito  mi  incombe  l'obbligo  di  rilevare  esplicitamente  che, 
ziik  parecchi  anni  prima  della  pubblicazione    della  mia  Nota  or  ora  citata ,  il 
i*n>f.  Ernesto  Pascal,  nel  i)orre  i  fondamenti  della  sua  vasta  ed  ini  por- 
idrante  teoria  delle  forme  differenziali  di  ordine  e  di  grado   qualsiasi ,  aveva 
if^s^fgnato  una  formola  per  le  derivate  di  ordine  suiieriore  delle  funzioni  com- 
poste (nel  caso  in  cui  il  numero  delle  variabili    intermedie  è  uguale  a  quello 
tleUe  indipendenti),  alla  quale  si  può  agevolmente  ricondurre,  in  codesto  caso, 
la  formola  un  i>o'  più  generale  da  me  ritrovata  (per  le  funzioni  composte,  per 
^m  ù  numero  delle    variabili    intermedie    è    diverso   da  quello  delle    indipen- 
dentismi. Qui,  senza  risalire  ai  primi  lavori  del  Prof.  Pascal  sull'argomento,  i 


r)  Gli  svilappi  della  presente  Nota  conducono,  iu  particolare,  a  stabilire  con  metodo  »1- 
*vbrìoo  diretto  i  risultati  ottenuti  nello  uue  ultime  ricerche,  per  via  trascendente,  dal  C  a- 
{•  <?  J I  i ,  Smila  rUoluzione  generale  delle  equazioni  per  mezzo  di  sviluppi  in  serie  [3  Note  iu  Reud. 
•Ic-lJa  R.  Àcc.  deile  Se.  Fis.  e  mat.  di  Napoli  (1907)];  JJeierminazione  del  coefficiente  generale 
nfUo  evilmppo  in  serie  della  rttdice  di  un'equazione  algebrica  [Rend.  del  Gire.  mat.  di  Palermo, 
:.  XXVI  (1908)];  Sui  ooeffidenii  degli  sviluppi  in  serie  di  potenze  delle  funzioni  algebriche  di  più 
r^taèili  [Atti  del  IV  Coug,  interu.  dei  Mat.,  Roma  (1908),  voi.  II,  pp.  156-162]. 

{^)  Si  Tedaao,  p.  es..  oltre  la  Mem.  cit.  del  T  r  u  d  i ,  i  Gap.  6  e  7  del  Lehrbruch  cit.  del 
XeCto  (->. 

(')  Sulle  derivale  successive  delle  funzioni  composte  di  quante  si  vogliono  variabili  [Roud.  del  Gire 
MAt,  di  Palermo,  t.  XVII  (1917),  pp.  94-115]. 

(*)  Le  espressioui  differeuziali  da  me  designate  con  h*!*»**-*'*  [^.fr.  la  „ot,a  (**/]  si  i- 

«'•notificano,  a  mono  dì  un  fattore  numerico  (dipendente  dai  divisori  fattoriali  da  me  associati, 

■ 

■.'ìns   immeparabili,    alle  derivate)    coi    simboli  (*i^  "  '  *^"j  del    Pascal.    Considerando   i  nu* 
%€fì  A|  ,  Af  ,  .  •  •  »  ^r(9Ji  tJij  '  '  •  t  imi  come  elementi  di  una  partizione  del  numero 

h  +  K+  '  "  +  *r-[0Ìi  +J2+  •  •  •  +Jm]  y 

:  naiaeri  óm  me  designati  con  «^  ,  «j  ,.•.,*/*  [o,  rispettivamente,  con  a^  ,  a2  ,  .  •  •  ,  «n]  non 
^'Qo  altro  che  gli  esponenti  relativi  alla  partizione  considerata  (cfr.  n,  1).  —  Similmente  i 
limììoli  9^'       .  -  ■?       ^*^  Pascal  si  identiiicano,  a  meno  di  un  fattore  numerico,  colle  es])ressiooi 

ij  »!««••-  *'»^,    calcolate  poi  differenziali,  anzicli^  per  le  derivate. 


)(  i  )( 

quali  datano  fin  dal  1900,  ricorderò  soUanto  l'ampia  Memoria  riassuntiva:  La 
Teoì'ia  delle  fonale  differenziali  di  ordine  e  grado  qualunque  [^lern.  della  R.  Acc. 
dei  Lincei,  a.  6*,  CI,  di  se.  fis.,  mat,  e  nat.,  voi.  Vili  (1909-10)5  vedasi  in  par- 
ticolare il  §  ?]• 


I. 


SULLE  PARTIZIONI   DI  UN  NUMERO. 

1.  Il  problema  piti  semplice  e,  in  certo  senso,  piti  generale  della  parti- 
zione di  un  dato  numero  (intero  e  positivo)  s  consiste  nella  ricerca  di  tutti  i 
possibili  modi  di  decomporre  s  in  addendi  interi  e  positivi  quali  si  vogliono  (cioè 
ugnali  o  disuguali). 

Ora  si  possono  riguardare  come  distinte  due  partizioni  solo  nel  caso  in 
cai  differiscono  pel  valore  di  qualche  addendo  o  elemento^  qualunque  sia  l'or- 
dine in  cui  codesti  elementi  si  susseguono;  e  allora  parleremo  di  partizioni 
semplici.  Invece  si  parlerà  di  partizioni  variate^  se  si  considereranno  come  di- 
stinte due  partizioni ,  che  differiscano  o  pel  valore  di  qualche  elemento  o 
anche  soltanto  per  l'ordine,  in  cui  si  susseguono  gli  elementi.  Delle  partizioni 
variate  basterà  1'  aver  fissato  la  definizione;  giacché  l'essenziale  si  è,  come  ben 
si  comprende,  la  ricerca  delle  partizioni  semplici  ;  e  ad  esse  ci  riferiremo  in 
questo  paragrafo,  chiamandole  senz'altro  «partizioni». 

Diremo  classe  di  una  partizione^ il  numero  dei  suoi  elementi,  onde  è  chiaro 
che  un  numero  s  ammette  soltanto  partizioni  delle  classi  1 ,  2  , . . . ,  «.  Vi  è 
evidentemente  un'  unica  partizione  di  classe  1  ed  è  data  dal  numero  s  stesso; 
e  vi  è  un'unica  partizione  di  classe  «,  la  quale  è  costituita  da  s  addendi  uguali 
all'  unità. 

Conveniamo,  per  fisssare  le  idee,  di  rappresentare  ogni  partizióne  scriven- 
done gli  elementi  l'uno  di  seguito  all'altro  nell'ordine  crescente  o  non  decrescente 
dei  rispettivi  valori. 

Ora  notiamo  anzitutto  che  il  massimo  elemento  che  compare  nelle  diverse 
possibili  partizioni  di  classe  a  del  numero  s  è  s  —  a  -^  1,  in  quanto  si  incon- 
tra come  ultimo  elemento  della  partizione  i  cui  primi  a  —  1  sono  uguali  al- 
l'unità : 

(1)  1  1  ...  1     «  —  a  +  1. 

a  — 1 

Ciò  posto  e  considerata  una  qualsiasi  partizione  P  di  classe  a  di  »,  dire- 
mo i*""  esponente  (t  =  l,2,...,«  —  a  +  1)  relativo  alla  P  il  numero  r^  di  volte 
(positivo  0  nullo)  che  il  numero  i  compare  come  addendo  in  P.  Per  esempio? 


)(  6  )( 
w'a  esponente  relativi  alla  (1)  sono  ordinatamente 

r^=a  —  1     ,     rj  =  rg  =  . .  .  =  r,-a  =  0     ,     r,_a4.j=:l. 

Qualunque  sia  la  partizione  di    classe  a  di  s  i5onsiderata,  i  relativi  espo- 
beati  r,  sono  nameri  interi,  imsitivi  o  nulli,  soddisfacenti  alle  due  equazioni 

A 


f   »•.+ 


E,  viceversa,  è  chiaro  che  ogni  soluzione  in  numeri  interi,  positivi  o  miUi, 
«ii  codeste  due  equazioni,  caratterizza ,  ove  si  assuma  come  insieme  di  es[K)- 
S'^nti,  nna  ben  determinata  partizione  semplice  di  classe  a  del  numero  s;  onde 
rsnlta  il  fatto  ben  noto  che  il  problema  combinatorio  della  determinazione 
drlle  partizioni  di  classe  a  di  un  numero  s  è  equivalente  al  problema  aritme- 
TDtftico  della  soluzione  in  numeri  interi,  positivi  o  nulli,  del  sistema  (S)  f). 

t.  Per  la  effettiva  determinazione  di  tutte  le  partizioni  di  un  numero  dato 
SODO  9tati  già  da  gran  tempo  escogitati  due  diversi  algoritmi,   1'  uno  dal  B  o- 
scorieh  (***)  e  Faltro  dallo  Hindenburg  (**);  ed  io   qui    utilizzerò    que- 
.*t*aItifflo,  perchè  meglio  risponde  alle  questioni  di  cui  intendo  occuparmi. 


tO  Ia  partizione  di  esponenti  r^  ,1-^,  r^ , . .  . ,  si  pnò  simbolicamente  rappresentare  con 

in  2r»  3»",  ....  j 

BA  a  noi  tornerà  più  comodo  usare,  almeno  pel  momento,  la  notazione  meno  concisa,  lissuta 
'«acanzi,  in  cui  si  Bcrivono  di  segnilo  tutti  gli  elementi 

XI  ••  *  1    Za  ■••  «    00  •••  3  •  •  • 

{!'>)  Metodo  di  alzare  un  infinitinomio  a  qualunque  potenza   fOiornale  de'  Letterati  di  Roma 

.747-1748)]. 

^*'>  Injlmitinomii  digHitaium  exponeniie  indetei^minati  historittf  legee  ao  formulae:    Editio  pia- 
rla» aacta  et  passim  emendata  [Gottingae,  1779];   Ueber  combitiatorische  Involutionen   und   Evo- 
-K!Ì0uen,   umd  ikren  EinflueB  auf  die  eombinatorÌ9che  Analytik  [Archiv  der  reiuen  und  angevand- 
w^o  Matematiky   heransgegeben  von  C.  F.    Hindenburg.    1''  Band  (1795);  pp.  13-46].  —  Il 
Tr  D  d  i  y  nella  Mem.  cit.  ('),  dimostra,  con  nna  indagine  singolamente  ingegnosa  e  perspicace, 
'he  i  doe  algoritmi  del  B  o  h  e  o  r  i  e  h  ,  di  cni  rivendica  l'italianità,  e  dello  Hindenbnrg 
«ODO  in  sostanza  eqnivalenti,  inquanto  l'uno  conduce  ordinatamente  alle  partizioni  conitt^a/«  a 
'  iWie  fomite  dall'altro.  Ricordo  ohe  rappresontivta,    col    Sylvester,    nna    partizione  me- 
<^^nie  nn  diagramma  di  punti  a  scacchiera  (di  cui  lo  successi  ve    linee    contengano    tanti  punti 
■Gante  sono   lo   anità  dei  snccessivi  addendi)  la  partizione    coniugata   è  quella  che    si  ottiene 
.  ambiando  nel  disgramma  considerate  le  linee  in  colonne. 


)(  6  )( 

L'algoritmo  dello  Hindetiburg  (come,  del  resto,  quello  del  Bosco- 
V  i  cb)  è  notevole,  in  quanto  fornisce  le  diverse  partizioni  di  un  dato  numero 
8  in  un  ordine  ben  dettrminatOy  in  cui  si  incontrano  tutte  le  partizioni  volute 
e  ciascuna  una  volta  sola. 

Prefissata  uua  qualsivoglia  partizione  P  di  9,  per  esempio  di  classe  a,  lo 
Hindeuburg  ne  deduce  la  partizione  P'  successiva  in  base  alla   seguente 

Regola  1* — Scorrendo  gli  elementi  di  P  da  destra  verso  sinistra  (c\o^  nel- 
l'ordine decrescente  dei  lord  valori)  ci  si  arresti  a  quello  che  per  primo  risulta 
inferiore  di  2  unità  almeno  alVelemento  massimo  (cioè  al  primo  partendo  dalla 
destra);  si  aumenti  di  1  Velemento  cui  ci  si  è  arrestati,  e.  lasciando  inalterati  tutti 
quelli  alla  sua  sinistra ,  si  sostituiscano  con  codesto  stesso  elAnento,  così  aumen- 
tato di  1,  tuta  quelli  che  sono  alla  sua  destra,  eccetiuuio  lUdtimo,  in  luogo  del 
quale  va  messo  il  complemento  della  somma  di  tutti  gli  altri  rispetto  al  numero 
dato  s. 

Per  esoinpi't,  bi  partizione  dì  classe  7  del  nu'nero  UL* 

1113  3  6  7 

(in  cui  è  sottosegnatiO  il  primo  elemento  cbe  a  partire  dalla    destra  risulta  in- 
feriore di  2  almeno  rispetto  al  massimo  7)  ha  per  successiva  la  partizione 

1113  4  4  8. 

La  pre(5edeiite  Regola  I  non  basta  per  la  detirniinazìone  di  tutte  le  par- 
tizioni di  un  nuniero:  essa,  invero,  porta  sempre  da  U!ia  partizione  di  classe 
a  ad  un'altra  di  ugual  classe,  e  non  è  più  applicabile  quando  si  prenda  a  con- 
siderare una  partizione  P,  nella  quale  non  compaia  nessun  elemento,  cbe  sia 
minore  del  massimo  (ultimo  elemento  a  destra)  di  2  unità  almeno.  Ciò  è  pos- 
sibile solo  quando  si  verifica  l'una  o  l'altra  delle  due  seguenti  eventualità  : 

1)  quando  gli  a  elementi  di  P  sono  tutti  uguali  ad  un  numero  t; 

2)  quando  i  primi  a  —  ^  elementi  di  P  sono  uguali  ad  un  numero  i,  e 
gli  altri  p  elementi  al  numero  consecutivo  i  +  1- 

Neir  uno  e  nell'  altro  caso  ,  lo  H  i  n  d  e  n  b  u  r  g  determina  .  la  partizione 
successiva  alla  P  in  base  alla  seguente 

Regola  II. — Quando  non  è  applicàbile  la  Regola  I  [cioè  nei  casi  1)  e  2) 
dianzi  indicati]  si  assume  come  successiva  della  partizione  P  di  classe  a,  quella 
partizione  di  classe  a-f-  1,  j  cui  i  primi  a  elementi  sono  uguali  ad  1  e  V  ultimo 
ad  s  —  a. 

Notiamo  che  quest'  ultima  regoli  si  può  far  rientrare  nella  Regola  I, 
quando,  nel  caso  in  cui  la  P  n<m  comprenda  nessun  elemento  inferiore  all'ele- 
mento massimo  di  2  unità  almeno ,  si  «convenga  di  considerare  aggiunto  alla 
sinistra  della  P  un  elemento  fittizio  uguale  allo  zero,  (Questa  oSvServazione  mo- 
stra che  non  sarà  più  applicabile  ne  la  Regola  1,  ne  la  Regola  II,  quando  si 


){  7  )( 

<iaL  perveDQti   ad   una  partizione,  in  cui  tatti  gli  elementi  siano  ugnali  fra  loro 
f  minori  di   2,   cioè  all'unica  partizione  di  classe  s. 

1  1  1 ...  1 

8 

VI  questo  appunto  Vnltima  partizione  neir  ordine  fornito  cìall'  algoritmo  dello 
H'.nrt  e  n  b  II  r  ^  ;  e,  }K>ichè  questo  fa  sempre  seguire  ad  ogni  partizione 
nn'jltra  tlì  classe  iip^uale  o  immediamente  superiore,  coucludiamo  ch%  per  deter- 
minare  tutte  le  partizioni  di  un  datò  numero  a,  ni  prenderanno  le  mosse  dalVunica 
f*^rtìzione  di  elasse  1,  cioè  dal  numero  s  stesso;  di  qui,  in  base  alla  Regola  II, 
»i  dedurrà  la    prima  partizione  di  classe  2. 

1  «  —  1 , 

t  a  questa  si  applicherà,  finché  è  possibile,  la  Regola  I;    dalV  vltima  partizione 
di  elassi  2  si  ricaverà^  con  la  Regola  //,  la  prima  di  ellisse  3  e  così  ria, 

Per  esempio,  pel  numero  9  si  ottengono  ordinatamente  le  partizioni  : 


9:1SIÌ  7!l  1  1  6 


27  l  2  6  1  1  2  5 


36  13  5 


45  1  4  4 


225 


234 


333 


1134 


1224 


1  2  3  3 


22  2  3 


11115 


11124 


1113  3 


11223 


1  2222 


111114 


11112  8 


111222 


1111113 


111112  2 


1111111  211  11111111 


3.   È   facile  caratterizzare,  in  base  ad  una  opportuna  interpretazione,  l'or 
'/ine  ili  mi   le  partizioni    di    un    numero  s   sono    fornite   dalP  algoritmo    dello 
Hindenburg.  Dalle  due  Regole  del  n.  prer.  risulta  che  se 

P  ==  u^  «2  ^3  '  •  • 


P  =i  IV  r„  r. . . . 


1     '  2     "S 


Vino  dae    i^artizioni  consecutive  dello  stes^jo  numero,  si  veritiea  necessariamente 
nno  dei   due    casi  seguenti  : 


)(8X 

1)  P  e  P'  80U0  di  ugual  classe;  e  allora,  se  è 

ed  è  «x  ?  ^x  la  prima  coppia  di  elementi  di  ugual  posto  nelle  due    partizioni, 
che  non  siano  identici,  si  ha 

Ux  <  t'x. 

2)  P  è  di  classe  a  e  P'  è  di  classe  a-f-  1- 

Se  allora  consideriamo  i  segni  1  ,  2  ,  3  ,  .  .  . ,  «  ordinatamente  come  le  cifre 
significative  di  un  sistema  di  numerazione  di  base  «  -l~  ^  ?  ^  manifesto  che  le 
partizioni  di  «,  considerate  come  numeri  in  codesto  sistema  di  numerazione, 
si  presentano,  in  base  all'algoritmo  dello  Hindenburg,  precisamente  nel- 
r  ordine  dei  valori  crescenti,  cioè  nell'ordine  aritmografico  (**). 

Per  veriflcare  il  fatto  sull'esempio  del  n.  prec,  basta  interpretare  le  par- 
tizioni di  9  come  numeri  ordinari  (in  base  10), 

4.  Manifestamente  l'algoritmo  dello  Hindenburg  è  senz' altro  utiliz- 
zabile, anche  quando,  in  luogo  di  tutte  le  partizioni  di  uri  numero  8 ,  si  vo- 
gliano determinare  soltanto  quelle  di  data  classe  a.  Invero  la  i^n'm^  di  queste 
è  costituita  da  a  —  1  elementi  uguali  ad  1  e  dall'ultimo  elemento   s  —  a  -j-  1 


e  per  avere  tutte  le  altre  partizioni  di  classe  a  basterà  applicare  iteratamente, 
a  partire  da  codesta  prima  partizione,  la  Regola  I  del  n.  prec,  tino  a  quando 
essa  diventa  inapplicabile,  cioè  fino  al  momento  in  cui  si  incontra  una  parti- 
zione costituita  da  a  elementi  tutti  uguali  ad  un  numero  i,  oppure  da  due  ag- 
gruppamenti di  elementi  uguali  rispettivamente  a  due  numeri  consecutivi  i 
i-\-  ly  cioè 

(2) 


f 

Questa  partizione,  cioè  Vtiltima  delle  partizioni  di  classe  a  di  «,    si  può 


(^^)  I  Dumeti  cosi  rappresentati  dalle  partizioni  di  a  sono  tutti  e  soli  i  numeri^  ohe,  nel- 
^indicato  sistema  di  numerazione,  sono  formati  di  sole  cifre  significative  (cioè  non  compren- 
dono lo  zero)  -e  hanno  la  somma  delle  cifre  uguale  alla  baso  del  8ÌHt<^ma  di  numerazione,  di- 
minuita di  1. 


^  • 


H9X 

i^^'volDiente  asseg^nare  a  priori,  giacché,  dovendo  essere 


rt^sia 


(a-P)f  +  p(t+l)z:=« 


ai  -t[-  p  =  ér 


(0<p<a) 


ji  conclade  che  t  è  il  quoziente  intero,  per  difetto,  di  s  per  a,  e  p  è  il  resto 
iU  tale  dÌTÌ8Ìone  : 


a 


p  =  «  — aE 


l^' 


r.   * 


5.  Nel  se^fnito  ci  occorrerà  conoscere  il  massimo  e  il  minimo  numero  di 
volte  che  Telennento  1  compare  nelle  diverse  partizioni  di  data  classe  a  del 
uamero  «,  o,  in  altre  parole,  il  massimo  e  il  minimo  valore  del  primo  esponente 
r^  neiPinsieme   di  tutte  le  partizioni  suaccennate. 

Abbiamo  già  ripetutamente  ricordato  che  il  numero  8  ammette  una  unica 
partizione  di  classe  «,  costituita  da  8  elementi  uguali  ad  1 ,  cosicché  in  tal 
«^*o  si  ha  r^  =:  s  (e  tutti  gli  altri  esponenti  sono  nulli). 

^apposto,    invece,  a<^«,  la  partizione  di  classe  a,  in  cui  il  primo    espo- 

/lente  raglan  gè  il  suo  valore  massimo  é  manifestamente  la  prima  [cioè  la  (1) 

del  D.  JJ    e  yjer  essa  si  ha  r^  =  a  —  1  ;  mentre  ,  d'  altra  parte  ,  é  chiaro  che 

}»er  avere  il   uiinimo  valore  di  r^ ,  nell'insieme  dì  tutte  le  partizioni  di  classe 

2,  basta  considerare    1'  ultima   partizione.  Ora  per  quanto  si  è  visto    alla  fine 

...1  ..  prec.,  se  é  E  (!)>.,  cioè  ..  .^2.,  VnlUu..  p.rH*„.   [Co.  ..  (2,1 

non  contiene  nessun  elemento  1;  e  il  minimo  cercato  di  r^  è  lo  0  ;   se  invece 

e|-|=z1  ,   cioè  se  è  a<^«<:^2a,  l'ultima  partizione  comprende,    per  le  (3), 

In  —  s  elementi  uguali  ad  1  ed  è  quindi  appunto  2a  —  «  il  minimo  cercato  di 
r.  Abbiamo  dunque  che: 

XeW  insieme  di  tutte  le  partizioni  di  classe  a  di  un  dnto  numero  s  : 

1)  se  2a^«,  esistono  partizioni^  per  le  quali  il  primo  esponente    ha    ri- 
ipeftiramente  i  valori 


'■< 


0,l,2,...,a  —  1; 

2)  se  2a  >  «  ]>  a ,  il  primo  esponente  assume  soltanto  i  valori 

2a  —  «     ,     2a  --^  «  -f- 1     ,     2a  —  «  -|-  2,  é . . ,  a  —  Ij 

3)  se  a  =:  «  ,  il  primo  esponente  ha  ,    nelV  unica   partizione    delV  insieme^ 
il  valore  ol  =zs. 


LBmìLì 
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6.  Il  concetto  di  partizione  semplice  di  data  classe  a  di  nn  nomerò  4« 
8i  paò  limitare^  introducendo  la  restrizione  che  gli  a  elementi  non  debbano 
essere  minori  di  un  certo  numero  prefissato  ». 

Alla  determinazione  eftettiva  di  codeste  partizioni  limitate  di  data  classe 
a  si  perviene  in  base  alla  Regola  I  dei  n.  2.  Se  invero  anche  codeste  parti- 
zioni  limitate  si  immaginano  ordinate  aritmografieamente,  la  prima  è  manifesta- 
mente quella  costituita  da  a  —  1  elementi  uguali  ad  h  e  dall'  ultimo  elemento 
s  —  (a—  l)n 


(4)  f»  n  .  .  .  N         s  —  (a  —  l)»  ; 


ma  codesto  ultimo  elemento  dovrà  risultare  ^  n ,  onde  intanto  si  vetle  che 
per  l'esistenza  di  partizioni  della  S[)ecie  qui  considerata  occorre  e  basta  clie 
si  abbia 


(5)  «  ^  an  ossia  E 


(^)-- 


Ora,  in  primo  luogo,  se  nella  (4)  l'ultimo  elemento  « — (a — l)n  risalta  uguale 
ad  n  o  ad  n  4-  1 9  cioè  se  «=:aii  o  »  =  an  -^l  j  alla  (4)  non  è  a]>plicabile  la 
Regola  I  del  n.  2;  e  ciò  rist)Oude  al  fatto,  evidente  a  priori^  che,  in  tali  casi, 
la  (4)  è  Vuniea  partizione  di  elasse  a  del  numero  «,  limitata  ad  elementi  ^  n. 

Se  inve(5e  è  s  —  (a  —  l)n  >  n  -f-  1  ,  cioè  »  >  a»  -f  1  ,  la  Regola  I  risulta 
appliciibile  alla  (4)  e,,  poiché  codesta  Regola  non  introiluce  nessun  elemento 
minore  di  n  ,  i>erveniamo  così  alla  seconda  partizione  della  spiccie  qui  consi- 
derjtta.  £  così  si  potrà  procedere,  iterando  l'sipplicazioue  della  Regola  I,  tino  a 
quando  si  pervenga  icfr.  n.  4)  ad  una  partizione  della  forma 

•      •  • 

f  I  ...  1 

dove  il  numero  t  =  E|-|  è,  in  questo  caso,  i>er  la  (5),  non  minore  di  n;  ed  è 
questa  l'itl^tiiia  delle  partizioni  cercate  ('^. 

(^  Se  a  codesta  ultima  partizione  di  classe  a  applichiamo  la  Regola  II  del  n.  2,  introdn* 
eianio  degli  elementi  ugnali  ad  1  e  qnìndi  otteniamo  nna  partizione  di  classe  a  -\-  l  cfae  va 
qni  ricusata.  Per- avere  nn  proced'mento  che  dia  tutte  le  partizioni  del  numero  $,  limitate  agli 
elementi  ^  a,  bisogna  sostituire  nelF  algoritmo  dello  Ilindenburg,  quale  fu  da  noi  espo- 
sto al  n.  3,  alla  Regola  II,  quest'altra,  cUe  abbiamo  già  applicato  dianzi:  Regola  III.  —  Fra 
U  partizioni  di  un  numero  8,  limitate  agli  elementi  Z^n^  la  prÌMa  pnrtitioHt  di  cla$»e  a  è  roM- 
po»ta  di  ti  —  1  elementi  uguali  ad  n  e  deU'ultimo  rlemento  $  —  ^a —  1)m. 
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Biniuiciajido  a  dilangarei  sulle  proprietà  di  codeste  partizioni^  sopratntto 
-  reiaziooe  con  le  partizioni  ordinarie ,  ci  limitiamo  qai  da  ultimo  a  notare 
-^  se  sì  introdacono  anche  qui  ^M  esponenti  r^  ,  r„^., , . . . ,  r,_^a_,,„  relativi 
.  .-r  fmriizimmi  limitate^  si  vede  che  il  problema  combinat«»rio  della  determina- 
n  -ae  di  codeste  partizioni  equivale  al  problema  aritmetico  della  risoluzione  in 
l'Jttrrì  interi^   iio:»itivi  o  nulli,  del  sistema 

I    ■^-  "^  ''«+1  +  •  •  •  -f-  *'*-(a-,).  =  «T 


IL 


I-ESITATE    DKI.I.E    FrUZlOXI   DI   FUNZIONE   E   FORME    ISOBASICHE   NOB3IALI. 


7.  La  Tarìabile  z  sia  funzione  di  funzione  della  x,  mediante  la  variabile 


qui  Intendiamo  occuparci  di  questione  puramente  algoritmiche,  *am- 
soddisfotte  per  entrambe  le  funzioni  (6)  le  condizioni  di  derivabilità 
e  dì   invertibilità,  neir  intomo  di  un  punto  generico. 

la  base  alle  (6),  ciascuna  delle  tre  variabili  z,  y,  x  si  può  colisi- 
fdnxione  sia  dell'  una  che  dell'  altra  delle  due  rimanenti  e  si  potrà 
neli' ano  e  nell'aliro  senso.  Così,  accanto  alle  (I)  noi  considereremo  la 


«» 


7  x{z) 

-t  !e  rispettive  /unzioni  iurerBe  che  rappresenteremo  con  lettere  accentate 

^{^)=z(g{z))     ,     x'(y)=x(zitf)}     ,     y\z)  =  y(x{z)) 


^•Te  osiamo 


il  segno  ^  eoi  significato  di  identità  {^*). 


f^.  per  duATire  U  roUsione  così  fissata,  osservo  che  ì  lej^ami  fnnzionali  fra  le  varialiili 
X  ,  g  ,  X  m  lAdicano  qui  eoa  lettere  sémplici   qnando  intervengono  fra  due  variabili  su<«Heguen- 


«   ii«li'«rdia*  eireoUre  tjfx,  cati  lettere  accentate  qaaado  intervengono  fra  due  variabili  los- 

l'ardine  cireolare  inverno  zxy. 
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6.  Il  concetto  di  pmrtizione  semplice  di  data  classe  a  di  un  numero  à^ 
si  può  limitare ,  introducendo  la  restrizione  che  gli  a  elementi  non  debbano 
essere  minori  di  un  certo  numero  prefissato  n. 

Alla  deteru)inazione  effettiva  di  codeste  partizioni  limitate  di  data  cloche 
a  si  perviene  in  base  alla  Ecgola  I  del  n.  2.  Se  invero  anche  codeste  parti- 
zioni limitate  si  immaginano  ordiìiate  aritmograficamente,  la  prima  è  manifesta- 
mente quella  costituita  da  a  —  l  elementi  uguali  ad  n  e  dalP  ultimo  elemento 
8  —  (a —  1)« 


(4)  fi  n  .  .  .  n         8  —  (a  —  l)n  ; 


ma  codesto  ultimo  elemento  dovrà  risultare  ^  n ,  onde  intanto  si  vede  che 
per  l'esistenza  di  partizioni  della  8i>ecie  qui  considerata  occorre  e  basta  <'Iie 
si  abbia 


(5)  «  !^  an  ossia 


Ora,  in  primo  luogo,  se  nella  (4)  l'ultimo  elemento  8 — (a — l)n  risulta  uguale 
ad  n  o  ad  n  -[-  l  >  cioè  se  «  =:  aw  o  «  =  an  +  1 ,  alla  (4)  non  è  applicabile  la 
Regola  I  del  n.  2;  e  ciò  risponde  al  fatto,  evidente  a  priori^  che,  in  tali  casi, 
la  (4)  è  Vunica  partizione  di  classe  a  del  numero  «,  Ihnitata  ad  elementi  ^  ». 

Se  invepe  è  8  —  (a  —  l)n  ;>  n  +  1  ,  cioè  «  >  an  -|-  1  ,  la  licgola  I  risulta 
a])plicabile  alla  (4)  e,,  poidiè  codesta  Regola  non  introduce  nessun  elemento 
minore  di  n,  perveniamo  così  alla  seconda  partizione  della  specie  qui  consi- 
derata. E  così  si  potrà  procedere,  iterando  l'applicazione  della  Regola  I,  tino  a 
quando  si  pervenga  (cfr.  n.  4)  ad  una  partizione  della  forma 

i  i  .  .  .  i      4  -|-  1  »  +  1 . . .  t+  1 

dove  il  numero  i  =  Ef~j  è,  in  questo  caso,  per  la  (5),  non  minore  di  n;  ed  è 
questa  Vultima  delle  partizioni  cercate  (^^). 


(^^)  Se  a  codesta  ultima  partizione  di  classe  a  applichiamo  la  Regola  II  del  n.  2^  introdn* 
cìanio  degli  elementi  ugnali  ad  1  e  qnindi  otteniamo  una  partizione  di  ellisse  a  4*  I  ^^^  va 
qui  ricusata.  Per- avere  un  proced'mento  che  dia  ttit/0  le  partizioni  del  numero  «,  limitate  agli 
elementi  ^  tt,  bisogna  sostituire  nell'  algoritmo  dello  II  i  u  d  e  n  b  u  r  g  ,  quale  fu  da  noi  espo- 
sto al  u.  3,  alla  Regola  II,  quest' altra^  che  abbiamo  già  applicato  dianzi:  Regola  III. —  Fra 
te  partizioni  di  un  numero  8,  limitate  agli  ehmenti  ^n^  la  prima  pariizion»  di  classe  a  è  rom- 
posta  di  tu  —  1  elementi  uguali  ad  u  e  dell'ultimo  elemento  $  —  (a —  l)n. 


X  n  )( 

Binunciando  a  dilungarci  sulle  proprietà  di  codeste  partizioni,  sopratutto 
in  relazione  con  le  partizioni  ordinarie ,  ci  limitiamo  qui  da  ultimo  a  notare 
fce,  se  si  introducono  anche  qui  gli  esponenti  r„  ,  r,,^^  ?  •  •  •  >  *%-(a-i)«  relativi 
alle  partiziani  limitate^  si  vede  che  il  problema  combinatorio  della  determina- 
z^ne  di  codesta  partizioni  equivale  al  problema  aritmetico  della  risoluzione  in 
manieri  iuteri,  jiositivi  o  nulli,  del  sistema 

< 


IL 


DERIVATE    DELLE  FUNZIONI   Bl   FUNZIONE   E   FORME   ISOBARICHE   NORMALI. 


7.  La,  variabile  z  sia  funzione  di  fnnzione  della  x ,  mediante  la  variabile 
ìfitenaedia  y 

f6/  z{y)         ,         y(x)', 

**,  poiché  qui  intendiamo  occuparci  di  questione  puramente  algoritmiche,  am- 
niett/amo  soddisfatte  per  entrambe  le  funzioni  (6)  le  condizioni  di  derivabilità 
/^imitata  e  di  invertibilità,  neir  intorno  di  un  punto  generico. 

Allora,  in  base  alle  (6),  ciascuna  delle  tre  variabili  z,  y,  x  si  può  consi- 
rare  come  funzione  sia  dell'  una  che  dell'  altra  delle  due  rimanenti  e  si  potrà 
derivare  nell'uno  e  nell'altro  senso.  Così,  accanto  alle  (1)  noi  considereremo  la 
funzione 

• 

(7)  -  X  {z) 

t  le   rispettive  funzioni  inverse  che  rappresenteremo  con  lettere  accentate  :  . 

8)  z\x)=z{y{x))     ,     xy)  =  x{z{y))     ,     y\z)  =  y{x(z)) 

love  nsiamo  il  sogno  ^  col  significato  di  identità  ("). 


^  (^*)  Per  chiarire  la  rotazione  cofiì  fissata,  osservo  che  i  legami  funzionali  fra  le  variabili 

I    i ,  y  ,  X  BÌ  indicano  qui  con  lettere  sémplici    quando  intervengono  fra  due  variabili  susseguen- 
ti  nell'ordine  circolare  zyx,  con  lettere  accentate  quando  intervengono  fra  due  variabili  ms- 


Mfgnentiai  aeU'ordine  circolare  inverso  zxy. 
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Avremo  quindi 

(9)     x^x'{ii{x))  =  x{z\x))     ,     y  = /(«(y))  =  y(x'(y))     ,     z  =  z\x{z))^z{y'{z)). 

Ora,  in  luogo  della  derivata  «*"^  di  una  qualsiasi  funzione  di  una  sola  va- 
riabile, nel  seguito  userò  sistematicamente  nei  calcoli  il  quoziente  di  codesta 
derivata  per  il  fattoriale  8  !  del  rispettivo  ordine  di  derivazione.  L'  opportu- 
nità di  siffatta  convenzione  (*^)  fu  già  riconosciuta  dai  vecchi  Caleolisti,  per 
esempio  dall'  Arbogast  O;  e  noi  qui,  per  brevità  di  scrittura ,  porremo  : 

(10) 

^'~8ldx'        '       ^'~8l     dz'        '      ^'~T'd^' 

Avvertiamo  che  per  brevità  nel  seguito  talvolta,  ove  non  siavi  luogo  ad 
equivoco ,  designeremo  senz'  altro  le  «;,  ,  y,  ,  a?,  ,  ecc.  col  nome  di  «  de- 
rivate i>. 

G-ioverà  in  ogni  caso  tener  presente  che 


(11)! 

8.  Ciò  posto,  to  derivata  »'^ ,  rispetto   ad  x,  della  z'(x)f   ooneiderata   come 
composta  delle  «(y),  y(x)  è  data  notoriamente  da 


«'.  =  2««H".(y,>y«.---) 


(12) 

a-1 


dove  H%  rappreset^ta  la  8omma  di  tutti  i  prodotti  di  a  /attori 


Vui  (i  =  1 , . . . ,  a) 


(^^)  Tale  opportunità  bì  riconnette  semplicemente  al  fatto  ohe  nello  sviluppo  di  un»  fini- 
zione nell'intorno  di  un  punto  ì  coefficienti  sono  precinamente  i  valori,  assunti  in  codesto 
punto  dalle  derivate,  divise  per  il  fattoriale  del  rispettivo  ordine, 

(1^)  Du  CMlcttl  d^  dérivMans;  Art.  I,  $  II. 
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rkt  *£  ottengono^  prendendo  per  u^  Wg . . .  u^  tutte  le  possibili  partizioni  variate  di 

Tratte  a  del  numero  s  ("). 

A  codeste  espressioni  H/  (**^)  converrà  qui  dare,  con  un'  ovvia  modifica- 
zione di  Bcrittnira^  una  forma  più  maneggevole.  Un  termine  generico  di  H'*^, 
ove  se  ne  ordino  gli  a  fattori  y^.^  scondo  il  valore  crescente  o  non  decrescente 

degli  indici  «,  j  si  potrà  scrìvere 

•13)  yrvt^ìh'''-' 

àffft  la  somma  degli  esponenti  r^  (che  in  parte  possono  essere  nulli)  deve  ri- 
saltare ugnale  ad  a  (numero  dei  fattori),  mentre  la  somma  degli  indici  (di  cui  ì\ 
SODO  uguali  ad  1  ,  r,  a  2 , . . .)  deve  essere  uguale  ad  «;  cioè  gli  esponenti  r, 
debbono  soddisfare  sA  sistema 

i  ^+    U+    '•3  +  -^--  =  a 
(  r^  +  2r,  +  3r,  +  ...=s 

m  fu  riconosciamo  il  sistema ,  che  abbiamo  già   designato  con  (S)  al  n.  1  e 

ebe  Moisce  i  sistemi  di  esponenti  relativi  alle    varie   partizioni   semplici   di 

cÌMse  2  del  numero  8,  Siccome  poi  la  H*^,  è  la  somma  di  tutti  ì  prodotti  di  a 

fatforì  jf^.  che  si  ottengono  prendendo  per  gli  Ui   tutti   le   possbili  partizioni 

rariaie  di  classe  a  di  «,  vediamo  che  in  essa  il  termine  (13)  comparirà  tante 
volte  quanti  sono  i  modi  diversi  di  ordinarne  gli  a  fattori ,  di  cui  r^  hanno 
rindice  1,  r^  l'indice  2,  ecc.;  cosicché,  ridotti  i  termini  simili,  la  H",  avrà  per 


(i^  Qaesta  espressione  esplicita  delle  derivate  saccessive  di  una  fanzione  di  funzione  fu 
date  dal  Fais  [Giornale  di  Matematiche  di  Battaglini,  voi.  XIII  (1875),>p.  47-48]  e  fa 
ritrovata,  io  liase  al  Calcolo  isoharioot  dal  Cesare  [Kouvelles  Ann.  de  Matli.  ,  3°^®  sèrie, 
t.  lY  (1885),  pp.  41-45;  Corso  di  AnalxBÌ,  algebrica  pp.  496-499].  La  stessa  formola,  nella  forma 
immediatamente  equivalente  cl^  assume  ove  si  definiscono  le  H<*«  in  base  alla  (14),  si  fa  ri- 
«alire  da  parecchi  al  Terqnem  [Nouv.  Ann.  de  Math.,  1^  s..  t.  IX  (1850),  p.  122],  ma  essa 
era  inÀ  stata  data,  eenza  dimostrazione  e  riconnettendola  alle  ricerche  dell'  Arbogast  e 
del  Kramp  sullo  sviluppo  delle  funzioni  di  serie  di  potenze,  dal  Lacroix,  Tfaiié  du  Ca\^ 
imi  diféremHal  et  du  Calcul  integrai,  Il  ed.,  t.  III  (p.  629),  t.  I  (pp.  315-322).  La  medesima 
formola  fa  poi  ritrovata,come  nuova,  dal  Faà  di  Bruno  [Annali  del  T  o  r  t  o  1  i  n  i  (1855); 
Ikéorie  des  formes  binaires,  pp.  4,  304-305]  e  a  quest'ultimo  fu  attribuita  da  F.  Meyer,  che 
ne  diede  eoa  nuova  dimostrazione  [Math.  Annalen.  Bd.  XXXVI  (1890),  pp.  464-465].  Per 
au' altra  dioiostrazione  ved;isi  L.  Ko  n  ig  sber  ger  [Math.  Annalen,  Bd.  XXVI  (1886), 
pp.  473-477]. 

(^)  £  qneflta    la  notazione  già  da  me  usata    nella  Nota   citata  (~);  solo   ho  scambiato  di 
pofftn  ì  dae  aflS^mi  «  ed  a,  segiìando,  qui,  in  bnsHO  il  peso  9  e  in  alto  il  grado  a.  Il  Cesa  ro 


a 


n%8  (1.  e.)   nello  stesso  significato  il  simbolo  S. 


X  1*  X 

coefficiente  del  monomio  (13)  il  coefficiente  polinomiale 


a! 


*"i'  *■«'  ^J 


e  {tossiamo  da  ultimo  scrivere 


(U) 


«"•=«' 2  v^W  "'"'-'"''•" 


dove  la  soiiiraatoria  va  estesa  a  tutte  le  soluzioni  r^  in  numeri  interi,  positivi 
o  nulli,  delle  (S),  o,  in  altre  parole  a  tutti  i  sistemi  di  esponenti  relativi  alle 
partizioni  di  classe  a  del  numero  a. 

Considerando  per  ciascun  termine  di  H",  accanto  al  grado  r^-^r^-^-r^-^  ..^=i8, 
il  rispettivo  peso  r^  --[-  2r,  +  •^'"s  +  •  •  •  =^  *>  vediamo  clic  la  H",  è  una  funzione 
delle  jfi  omogenea  dì  grado  a  e  isobarica  di  peso  s  o,  come  noi  diremo,  una  for- 
ma isobarica',  e  il  fatto  che  il  coefliciente  numerico  di  ciascun  termine  di  H", 
è  dato  sem[)licemente  dal  numero  dei  modi  in  cui  se  ne  possono  ordinare  ì  fat- 
tori^ si  esprimerà  dicendo  che  le  H%   sono  forme  isobariche  normali  (*•). 

Risulta  senz'altro  dalla  definizione,  che  il  grado  a  di  una  qnarlsiasi  forma 
isobarica  non  può  superare  il  peso  «,  talché  per  un  dato  «,  si  hanno  soltanto 
s  forme  isobariche  normali 

HI  132  llS    .  ' 

t 

onde  porremo  ,  per  a  >  «  , 

Ricordando  poi  un'osservazione  fatta  sulle  partizioni  fin  dapprinci(>io  ,  abbia- 
mo ohe  il  massimo  peso  o  indice  delle  ^, ,  da  cui  dipende  una  data  U''^  è 
s  —  a  -|-  1 ,  cioè 

In  particolare  e>ì  ha 

(15)  H'.  =  y, 


(^')  Ho  adottato  qnesta  locnzione,  perchè  nel  Cnlcolo  isabivrifo  si  dice  norma  di  uà  tuono- 
uno  (13)  appunto  il  coefflcieute  polinomiale 

<*'i  +  ^2  +  *  •  •  )  • 

r    t   «•   f 
1'     '2*'    '* 

cbo  spetta  a  codesto  btesso  mouomio,  come  coeDioioute,  uella  li",. 
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loHne,  rigiiardaudo  la  z  come  derivata  di  ordiue  0  di    se    bt^essa ,    siamo 
(Diiotti  a  porre 

.16)  ■      U'^=l. 

9.  11  compnto  fatto  al  n.  5  dei  valori  dì  cai  è  suscettibile  il  primo  espo- 

'ifote  relativo  alle  partizioni  di  classe  a    del    numero  «  ci    permette    senz^  al- 

'(*  di  enunciare   le  seguenti  osservazioni,  che  ci  torneranno  utili  nel  seguito: 

1)  9e  2a  ^  8  la  forma  H"^,  non  è  divisibile  per  aJeuna  patema  di  y^  (e 
']à&  non  si  annalla  per  y,  =  0); 

2)  96  2a>«>a  la  H*,  è  divisibile  per  y,**"*  (e  non   }>er    una  potenza 
a  esponente  ma^^ore); 

3)  infine  per  a=:  s  si  ha 


ITI. 


EVrAZtONI    BI    DEFINIZIONE   DELLE   FORME   ISOfiAftTOHE   NOftMALt. 

10.  Dalla  flefinizione  delle  forme  isobariche  normali  risultano,  per  siffatte 
f'»nDe,  un  sistema  di  equazioni  lineari  alle  differenze  finite  e  un  sistema  di  equa- 
:>f^si  miste  alle  differenze  finite  e  alle  derivate  parziali^  ciascuno  dei  quali  è  atto 
i  definire  l'intiero  sistema  delle  IP^,  quando  si  tenga  conto  della  condizione 
:^izìale  (16). 

E  facile,  in  primo  luogo,  verificare  che  le  H",  soddisfanno  alle  equazioni 
ineart  alle  differenze  finite 

Al   -  H-.=y.H«-«._,+2y,H-'._,+...-(-^y,H'«-V..+ ...+(» -«+l)j^._+,H»-'a-, 
Consideriamo,  invero,  il  termine  generico  del  secondo  membro 

-  ricordando  che  la  forma  H****,..,  è  di  grado  ot  —  1  e  di  peso  «  —  f ,  vediamo 
titanio  immediatamente  che  il  secondo  membro  della  [A]  è  una  forma  isoba* 
«lirica  dello  ateaso  grado  e  dello  stesso  peso  del  primo  membro,  cosicché  tutto  si 
riduce  a  verifiiJare  la  identità  dei  coefficienti  numerici  nei  due  membri. 

^ì  prefissi   allora  ad  arbitrio  un  monomio  di  grado  a  e  di  peso  a,  cioè  un 


)(  l<i  )( 


inoUomìo 


(18)  y/' y,'^  •  - .  r~"^-a+i , 

i  cui- esponenti  t\-  soddisfacciano  al  solito  sistema 

Ad  esso,  nel  primo  membro  della  [A],  compete  il  coeflBciente  numerico 

8  a! 


Nel  secondo  membro  il  termine  generico  (17)  fornirà  un  monomio  simile  a  (18) 
se  r,  ;>  0  ;  in  quanto  in  tal  caso ,  la  H**"\_j  contiene  certamente  il  termine 
di  grado  a  —  le  peso  «  —  < , 

(a  —   1)  !  ^  ^  r        4        ^ 
i i_ y^i^  y^%^  .  .  .  y  '  ~\  y  '"«+^-a+i  ; 

cosicché  nella  espressione  (17)  il  monomio  (IS)  comparirà  col  coefficiente  nu- 
merico 


r^\  ì\ì  , , .  (Vt  —  1) I . . .  r,_a-i  J        ^    r^ I  Tgl . . .  r,! . . .  r^-a+i I 

Sommando  allora  da  t  =  l  a  t=:8  —  a  +  lj  concludiamo  ohe  al  secondo 
membro  della  [A],  ridotti  i  termini  simili,  il  monomio  (18)  compare  col  coef- 
6ciente  numerico 

^tri  al  8  a! 


cioè  appunto  con  lo  stesso  coefficiente,  che  gli  compete   nel    primo    membro^ 
Besta  così  stabilita  V  equazione  ricorrente  [A]  ('°)  \  la  qqale  permette    di 
calcolare  tutte  le  H*^, ,  quando  si  parta  dalla  (16). 


(^)  Qneato  risultato  si  può  tnaDÌfestaraente  Interpi etare  come  una  proprietà  combinatoria 
relativa  all'algoritmi  di  determinazione  delle  parti eioui  di  na  numero» 


)(  Ì7  )( 

11.  Altrettanto  semplice  è  la  deduzione  delle  equazioni  minte  alle  derivate 
parziali  e  itile  differenze ^  cui  soddisfano  le  H^«. 
Considerata  la 

dove  la  sommatoria    va  estesa   a  tutte   le  soluzioni   delle   solite  equazioni  (S) 
M  D.  prec,  si  derivi  rispetto  ad  y^  Otteniamo 


^,  ^  r^\ 


r^\  ...(r,  —  l)!...r,_a+,! 


f'  1  f^  2 . . .  y*"'  -S . . .  .v***-«+*.-a+i , 


dove,  al  secondo  membro,  compaiono  tutte  e  sole  le  derivate,  rispetto  ad  y, , 

diri  termini  di   H**,  per  cui  è  f <  >  0.  Poiché  derivando  tali  termini  rispetto  ad 

f:,  si  diminuiscono,  in  ciascuno  di  essi,  il  grado  di  1  e  il  peso  di  ^,  risulta 

senz'altro  che  la  sommatoria  del  secondo  membro  della  (19)  va  estesa  a  tutti 

e  soli  i  sistemi  di  esponenti  relativi  alle  partizioni  semplici    di  classe  a  —  1 

ilei  numero  s  —  t\  onde,  tenuto  conto  anche  del  coefficiente  numerico ,  si  ri- 

«mosre  in  codesto  secondo  membro  della  (19)  la  H**""*j_t  ?  salvo   che    vi   com- 

/lare  come  fattore  esterno  a!  in  luogo  di  (a  — 1)1. 

Si  conclude    così  che    le  H",  soddisfanno  al  sistema  di    equazioni    (v.    la 
nota  (^  )- 

IB\  -^=:aH«-*^,  (<  =  l,2,...«-«+l)  ,  _ 

il  qnale,  in  base   alla  condizione  iniziale  (IG),  definisce  manifestamente  l'intero 
«sterna  delle   H«,  (**). 


(^^}  Notiamo  che  l'eqna2ione  [A]  si  può  agevolmente  stabilire^  in  base  alla  [BJ.  Invero  la 
Ha,,  ia  qaanto  è  ì^oharvia  di  peso  «,  Roddisfa  alla 


<-ttf4     • 


1=1 


«  ani  haatA    aostttftire  alle  derivate  di  H»,  le    loto   espressioni    date    dalla  [B]    per    ottenei*!^ 

Oflflerviamo  che  se,  invece ,  teniamo   conto    del  fatto    che  la  H<^s  è  omogenea  di  grado  ot, 
ralcbè  -rmìe  Ia 


^Èà       ÒVi 


•"1 

VOI..    !*▼* 


K  18  X 


IV. 


fOBME  ISOBABIOHE  NOBMALI  LIMITATE. 

12.  Sin  qni  abbiamo  implicitamente  ammesso  cbe  nessuna  delle  y^ ,  y, ,  y,... 
fosse  identicamente  nulla;  ma  quando  si  applichino  effettivamente  le  (12)  del 
n.  8  alla  successiva  derivazione  di  una  data  funzione  di  funzione,  può  acca- 
dere (se  la  y{x)  è  un  polinomio)  che  le  y,  siano,  a  partire  da  un  certo  valore 
w  -1-  1  delFindice,  tutte  identicamente  nulle. 

Allora,  naturalmente,  le  H", ,  a  partire  da  determinati  valori  del  grado 
e  del  peso,  perdono  un  certo  numero  di  termini  e  in  parte  si  annullano  iden- 
ticamente. Precisamente,  se  è  yi  =  0  per  t>n,  restano  complete  tutte  e  solo 
le  H,"  per  cui  (n.  8)  è 

cioè  le  («) 

H«a  ,  H«a+|  ,  HVt  ,  .  •  M  H«a+n_,  («  =  1,2,3  ,....)  ; 


trovi  amo,  in  base  alla  [B], 


«-o^fl 


H^=  Vy,Ha-L,; 


ed  è  questo  nn  caso  particolare  di  un  risultato  generale  dovuto  al  Pascal  [Mem.  cit*,  i  2, 
forni.  (10)],  relativo,  nelle  mie  notazioni,  alle  forme  U  .  Non  è  difficile  generalizzare 

8 

ft  j  OCa  •  s  •  Ctii 

ulteriormente  tale  risultato  al  caso  delle  forme  quali  si  vogliano  H  .  Ma  qni  pìut' 

tosto,  per  indicare  una  formola  che  mi  sembra  più  notevole,  aggiungerò  che  la[B]  si  genentliz* 
za  nella 

9i^9f  •tifiti 


m 


(^)  de,  considerati  nel  primo  angolo  di  due  assi  cartesiani  tutti  i  punti  di  coordinate  in- 
tere, rappresentiamo  ogni  H^'.^  col  punto  di  ascisssa  «i  e  di  ordinata  «,  le  H^,  che  restano 
complete,  quando  si  ponga  y.  =  0  per  i^n,  sono  tutte  e  sole  quelle  rappresentate  dai  punti 
della  striscia  compresa  tra  la  bisettrice  degli  assi  {a^  gì)  e  la  parallela  ad  essa  per  il  punte 
0  ,  n  —  1(«  =  jt  +  n  -^  1). 


)(  10  )( 
wuo  identìcaiuente  nnlle  tatte  le  * 

u 

• 

H  «+1  7  "  n-ft  »  H  n+3  >  •  •  •  •  5 

e  clascana  delle   rimanenti  perde  un  certo  numero  di  teriniuì. 

Siffatte  fanzioni  H"*, ,  limitate  ad  n  argomenti  yi  y  si  incontrano   in  molte 

{\ia«stìonì  algebriche,  in  particolare  nella  inversione  (formale)  delle  funzioni  ra- 
ùm/àÀ  intere  di  "una  variubile}  ma  polche  non  ci  occuperemo  qui,  per  ora,  di 
UU  a^licazìoni,  ci  limiteremo  ai  pochi  cenni  precedenti  (^). 

13.  La  definizione  delle  fonne  isobariche  normali  si  può  modificare  anche 
in  nn  altro  senso ,  quando  si  supponga  di  partire ,  anziché  dalla  serie  di  ar- 
g»>oMinti  Vi  ,  2^2  9  2^3  9  •  -  •  9  da  una  serie,  ancora  illimitata, 

in  dd  il  primo  elemento  ha  un  peso  ^  1  ;  e  qui,  fra   po«o,  avremo   appunto 
«jQcasione  di  valerci  di  tali  forme  isobariche  nel  caso  piti  semplice  n  =  2. 
^  dirà  forma  isobarica  normale  H",  di  grado  a  e  peso  s  degli  argomenti  (20), 

la  semmsk  iì  tatti  i  prodotti,  fra  loro  diversi  anche  solo  per  l'ordine  dei  fat- 
torì^  di  a  argomenti  (20),  il  cui  peso  totale  sia  s  ;  cioè  porremo  (cfr.  il  n.  8) 


(n) 

C)  Agginngiamo  soltanto  ohe,  se  indicbiaiuo  con  H^^^  codeste  forme  isobariohe  normali  di 
», ,  f2  ,  .  .  .  ,  yn  ,  »i  ha,  per  noti  teoremi, 


kn 


(1  +  jTi*  +  y«**  + . . .  +  yn*'')*  =  2*'2  (!)^**^^' '  y« »  •  ■  •: 


»«0  «-O 


na 

(n) 


«=o 


Da  qaest'altimA  identità,  per  n  tendente  a  oo,  si  deduce  il  seguente  sviluppo  formato  per 
>  potfnze  CAl^ebriche,  non  operatorie),  ad  esponente  intero,  positivo,  della  differenza  finita  di 
sua  qoAlsiMi    tnniiloM  y(«)  : 


00 


!>(«  + 1)  -  »(«)]«  -  ^H«.(yt ,  y»  , . .  .  ,  y^oft). 


»=« 


)(  20  )( 

dove   la  soininatoria   d8l  secondo   membro   va  estesa  a  tutte  le   soluzioni  ia 
numeri  interi,  positivi  o  nulli,  delle  due  equazioni  . 

wrn  +  (n  +  1)  ^«+1  +  {»»  +  2)  r^+»  + =  s, 

o,  in  altre  parole,  a  tutti  i  sistemi  di  esponenti  relativi  alle  diverse  partizioni 
semplici  di  classe  a  del  numero  Sj  limitate  agli  addendi  non  minori  di  n  (n.  6). 
Anche  qui  supporremo  che  in  ciascuna  H°.  i  termini  si  susseguano  secondo 

in) 

l'ordine  aritmografico  delle  rispettive  partizioni  di  s. 

Dalle  osservazioni  fatte  sulle  partizioni  limitate  (n.  6),  risulta  che  la  H^ 
esiste  solo  per  ^""K 


cosicché,  per  un  dato  peso  8 .  esistono  soltanto  le  E  (-)  H",  dì  grado  a  =  1  , 

\^J   (n) 

2  , . .  • . ,  E  (-);  ed  in  una  data  H"«  il  peso  masHmo  delle  singole  Pi ,  che  et'- 

\^/  in) 

fettivamente  vi  compaiono,  è  s  —  (a  —  1)  n. 

È  manifesto,  infine,  che  se  in  una  forma  isobarica  H^  si  pone 

yi=Vt  = y«-i  =  o, 

il  risultato,  se  non  è  identicamente  nullo,  è  appunto  la  R\  di  ugual  grado  e 

(n) 

di  ugual  peso.  Risulta  senz'  altro  di  qui  e  da  quauto  si  è  detto  pocanzi    sai 

massimo  grado  di  una  H**.  di  dato  peso,  che  sussistono,    come   conseguenze 

iti) 

delle  [A] ,  fB]  dei  nn.  10,  11,  le  relazioni  (*') 


^H«.=ny„H«-'^+(n+l)H«-U-i+.  •  .+[«-(a-l)wly,-(a-i)nH«-Sa-i),  ; 

«(n)  (n)  (n) 


^  z=  a  H«-S.,  (n  ^  1 4$  ,  _  (a  -  l)n). 

^y*  (n) 

14.  "Sei  seguito  avremo  occasione  di  servirci  soltanto   delle  forme  isoba- 
bariche  normali  H%  della  serie  di  argomenti 

(n) 

^3  )  ^8  )  y*  >  •  •  • 


)(  21  )( 
Indicandole  per  semplicità  di  Borittara,  con  K"^.,  avremo  per  definizione 


3*  '3*  •  •  •  '^*— 2a4* 


jy,*y3^--r*-*^^*^r-i(a-i) 


dove  la  sommatoria  al  secondo  membro  va  estesa  a  tutte  le  soluzioni  in  uu- 
meri  interi,   positivi  o  nulli,  delle  equazioni 

(  2r,  +  3r3  +...  +  [«  —  2(a  -  l)]r^(a-,)  =  «. 

Sono  diverse  da  zero  tutte  e  sole  le  K",  per  cui  è  «  ^  2a,  cioè,   per   un 
dato  valore  s  del  peso,  le  E'*^  di  grado 


a  =  l,2,3,,..,E  (  -  j. 


11  massimo  peso  delle  gi  che  compaiono  in  K",  è  «  —  2(y  -[-  2  ,  e  si  ha  ma- 
nilestameate 

tot y  2  > 

menire,  in  accordo  colla  definizione,  porremo 

K%  =  1     ,     K^.  =  0(«>0)     ,     K%=:0(a>0). 

Infine  varranno  per  le  E"',  i  due  sistemi  di  relazioni  : 
I  A'J  -K-.  =  2y,K-*,-,  +  3y,K-''^,  +  ...  +  («_  2a  +  2)y^,«^,K«-',(„.,)  ; 


I 

15.  Osserviamo  qui  da  ultimo,  in  via  incidentale ,  che  ogni  H".  si  i)uò 
esprimere  per  mezzo  delle  K*, ,  qualora  la  H*,  si  ordini  secondo  le  potenze 
delia  y,.   Invero,  supposto  dapprima  «>a,  la 


){  22  )( 

dove  la  sommatoria  va  estesa  a  tutte  le  soluzioni  delle  solite  equazioni  (S)  del 
n.  10,  si  può  scrivere 


•  dove  la  prima  sommatoria  va  estesa  dal  minimo  ai  massimo  valore  del  primo 
esi)onente  r^ ,  relativo  alle  diverse  partizioni  semplici  di  classe  a  del  numero 
S'y  e  la  seconda  sommatoria  va  estesa  a  tutte  le  soluzioni  in  numeri  interi, 
positivi  o  nulli,  delle 

2r,  +  3  r,  +  •..  =  «,  —  r,  ; 


talché  risulta 


H".  =2(rh'^""'-'  ' 


dove  la  sommatoria  va.  estesa  (n.  9)  da  r  =  0  ad  rz^a  —  l  se  è  «  1^  2(X ,  da 
r=2a  —  8  ad  r  =  a  —  1  se  è  a<<»<;2a. 

Tenuto  conto  anche  del  fatto  che  si  ha  (n.  9  e  n.  prec.) 

concludiamo    che    sussiste  in  ogni   caso  ^    cioè  qualunque    sia   a4^«,    la  for- 
mola  (v,  la  nota  (^)). 

a-i 


>'«>a— « 


qualora  si  convenga  di  considerare,  nella  sommatoria,  identix^amente  nulli 
quei  termini  che  eventualmente  risultino  corrisiwndenti  a  valori  negativi  del- 
l' esponente  r. 


)(  23  )( 


V. 


PBOBIi£MI    Ar.aKBBICI  BELATIVI  iX.  CAMBIAMBNTO  DI  VABIABILU. 

16.  Eeanrite,  così  finalmente,  ie  considerazioni  preliminari,  riprendiamo 
W  formole  per  la  derivazione  successiva  di^una  funzione  z\x)y  composta  me- 
iìiiote  le  «(jf)  ,   y(ar) 

« 

-'1)  a'.  =  2««  H"«(».  >».»•••»  y^+i)  («  =  1,2,3,...); 


Qi^i 


f  mosirianH)  come,  in  taluni  calcoli  effettivi ,  si  presenti  la  necessità  di  risol- 
vere il  sistema  (21)  tanto  ris^ietto  alle  Za  quanto  rispetto  alle  y^. 

Al  primo  problema  si  è  condotti,  come  è  ben  noto,  quando ,  considerata 
i&a  espressione    differenziale 

ivlatini  alla  y,  alla  z{y)  e  alle  derivate  di  questa ,  si  voglia  cambiare  la  va- 
riMle  l'adipenAente,  i>onendo  y  =  y{x)  ;  giacché  in  tal  caso  occorre ,  per  pro- 
cedere alla  effettiva  sostituzione,  avere  le  espressioni  delle  Za  i)er  mezzo  delle 
!..  note  per  dato,  e  delle  (**) 

,  _1^    d'z 

z  g  — 


8\    dx' 


(^)  IiiT«ce  il  caniblaniMito  ilella  fansione  nella  V(y  t  *  f  »i  t  *  •  »  ,  tt)  ^  direttamente  ese- 
rut>iie  mediaote  formole  del  tipo  (21).  Se  invero  si  vuol  lasciare  inalterata  la  variabile  in- 
•■•P«tidente  y  e  asenmere  come  nuova  funzione  la  x  =  %f{y),  legata  alla  z  dalla ';;  =  e^(x),  In- 
«oj^oA  soetittiire   nella  F  alle  Zt  le  loro  eapressioni  mediante  le 


1  dg^ 
a!  dac*» 


.ote  per  dato,  e  le 


'>n,  considerando  1»  *(f),  com«  composta  mediaute    le  «'(e)  ,  x'(g) ,   ai   hanno  le  fbrmole.del 
upe  (81) 


a=l 


Uie  lODo  sena'  altro  «tiUiiabili  p«r  la  lettititiioiia  v^lnt». 
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Passando  ad  un  altro  ordine  di  interpretazione  delle  nostre  formole  con- 
sideriamo la  z  come  trasformata  della  y  mediante  il  gruppo  totale  in  una 
"Variabile 

cioè  riguardiamo  la  z  come  funzione  arbitraria  della  y. 

Ora,  nella  teoria  dei  grappi  continui,  quale,  sui  fondamenti  posti  dal  L  i  e 
venne  ulteriormente  sviluppandosi  per  opera  dell'  Engel,  del  T  r  e  s  s  e  ,  del 
Medolaghi,  del  C  a  r  t  a  n ,  le  indagini  sui  grappi  continui  (in  quante  si 
vogliono  variabili)  isomorfi  al  gruppo  totale  in  un^  variabile  hanno  per  punto 
di  partenza  un'idea,  altrettanto  semplice  quanto  feconda,  dovuta  al  Lie,  la 
quale  permette,  per  cosi  dire,  di  analizzare,  dal  punto  di  vista  differenziale, 
il  modo  di  operare  del  gruppo  z  =  z{y).  Si  considera  un  invariante  indetermi- 
nato X  (o  variabile  trasformata  per  identità)  e,  riguardando  la  x  legata  fun- 
zionalmente alla  yj  e  quindi  alla  z^  si  introducono  come  ulteriori  variabili  ac- 
canto alle  primitive  ^  e  2; ,  le  derivate  della  y  e  della  z  rispetto  alla  x ,  op- 
pure le  derivate  della  x  rispetto  alle  y  e  z.  Si  hanno  in  tal  modo  le  due  co- 
sidette  estengioni  («  Erweiternngen »  del  Lie)  del  gruppo  totale  in  una  va- 
riabile. 

Più  precisamente ,  nel  caso  in  cui  si  riguardano  le  due  variabile  z ,  .v 
come  funzioni  dell' invariante  a;,  abbiamo,  secondo  le  notazioni  convenuta  (n.  7) 
che  la  z'{x)  è  funzione  composta  delle  z(y)  ,  y(x\  onde  risulta  che  le  equazioni 
della  prima  estensione  sono  date  appunto  dalle  (21),  dove  le 

^^~  Ì\    dx^        '         ^'~Jl     daf' 

vanno  interpretate  come  variabili ,  rispettivamente  da  trasformare  e  trasfor- 
mate, mentre  le 

— -L  ^ 

compaiono  come  parametri  del  gruppo  esteso.  Appare  allora  la  necessità  di 
risolvere  le  (21)  rispetto  alle  y^,  quando  si  vogliano  le  equazioni  della  tra- 
sformazione inversa  della  (21). 

Nei  nel  seguito  (n.  23)  dimostreremo,  che,  quando  siansi  risolte  effettiva- 
mente le  (21)  rispetto  alle  Za ,  si  perviene  immediatamente  alla  risoluzione  in 
forma  esplicita  e  razionale  delle  stesse  (21)  anche  rispetto  alle  y^  ;  onde  in- 
tanto vediamo  che  la  prima  estensione  del  gruppo  totale  in  una  variabile  è  li- 
neare nei  parametri,  birazionale  nelle  variabili  di  estensione. 


X  25  )( 

Se,  in  secoudo  luogo,. si  vogliono  introdurre  come   variabili  dì  esteusioutì 
\c  derivate  dell'  invariante  x  rispetto  alla  ye  alla  z,  dovremo  prender  le  mosse 
lìalU  funzione  ìf'(^)  composta  per  mezzo  delle  x(z) ,  z(y) ,  onde  risulterà,  nelle 
^^ite  notazioni. 


Sono  qneste  le  equazioni  della  seconda  estensionej  dove  le  Zj  compaiono  an- 
fora come  iMir^metri,  e  le  variabili  da  trasformare  sono  le 


sì     dy* 


Motre  le 

1     d'^x 


Xn.  — ^ 


"*       al    *?« 

sono  le  Taiiabili  troiformate]  cosicché  per  ridurre  le  equazioni  (22)  alla  forma 

più  solitamente    utile  pei  calcoli  gruppali  (in  cui  le    variabili    trasformate  si 

esprìmono  in  funzione  delle  primitive)  si  è  ricondotti ,  come  nel  cambiamento 

*h  variabile,  a   risolvere  le  (22)  rispetto  alle  x^^  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  le  (21) 

rispetto  alle  z^. 

Da  quanto  precede  risulta  che  le  equazioni  (22)  della   seconda   estensione 
sono  lineari  nelle  variabili  e  birazionali  nei  parametri. 

Bicordo  da  ultimo  che  le  due  estensioni  (21)  (22)  costituiscono  due  gruppi 
''mili  nel  senso  del  L  i  e  (^);  e  noi  al  n.  22  assegneremo  in  forma  esplicita  la . 
jadfonuazione  (birazionale,  involutoria)  mediante  la  quale  le  due  estensioni  si 
Tasformano  l'nna  nell'altra  (^). 

17.  JLe  osservazioni  del  n.  prec.  giustificano  il  problema  (chequi  ci  propo- 
niamo) di  risolvere  il  sistenut, 

;^i)  «'.  =  2 ««H-Xy.  j  y. » •  •  • . y.-«+.)  («  =  1,2,3,...) 

fanio  rispetto  atte  z^j  qua/nto  rispetto  alle  yj. 


^)  P.  Medolaghiy  SuXla  teoria  d^  gruppi  infiniti  continui  [Ann.  di  Mat*.  pura  e  apph 
U.  t.   XXV  (1897),  pp.  179-217]. 

<*■)  l-e  cMwervaaioni  precedenti  valgoilo  in  geuerale  pet  le  eatenaioni  dei  grappi  totali  iu 
.ÀQt^  ai    yrogliono  Tariabilit 

TOI-.     I.VI.  ^  4 


){  2é  x     • 

Ora,  cominciando  dalla  risoluzione  rispetto  atte  z^^  fe  ben  manifesto  ti 
essa  si  può  assegnare  immediatatnete  per  mezzo  di  determinanti;  ma  è  altri 
tanto  chiaro  che,  in  quanto  siffatti  determinanti  hanno  per  elementi  le  fon 
isobariche  H"^. ,  la  complicazione  delle  formole  generali  è  cos)  grave  da  n 
dere  illnsoria,  praticamente,  la  risoluzione.  Occorre  quindi  procedere  ad 
esame  più  minuto  della  questione. 

Ed  anzitutto  oi  sarà  utile  la  osservazione  seguente.  Se,  aecanto  ad  u 
funzione  y{x)  qualsiasi,  consideriamo  la  sua  inversa^  che  noi  designeremo  (n. 
con  .^'(y),  avremo,  per  le  solite  formole  di  derivazione  delle  funzioni  di  fanzioi 
in  quanto  è 

y  =  y{x\y)  ) , 


fra  le 


^'  ~jr  ^         '         ^'~  %\  dy' 


le  relazioni 


1  =  y,R\  =  y,x\ 


(23) 


0  =  ^y.U\(x\  ,  x\,...,x'^+,)  («  =  2,3,4, 


a<~l 


mentre,  d^altra  parte,  in  quanto  si  ha 

X  =  x\y(x)  ) , 

si  ottengono  le  relazioni,  simmetriche  alle  (23), 
(24) 


0  =  2  a?',H«.(y,  j  y, , . . .  »  y.-a+i)  («  =  2,3,4,..*). 


a-i 


La  risoluzione  delle  (23)  rispetto  alle  yj  [o ,  ciò  che  è  analiticamente 
stesso,  delle  (24)  rispetto  alle  x\]  rientra  come  caso  particolare  nel  problei* 
indicato  dianzi,  di  risolve]:e  ìe  (21)  rispetto  alle  z^]  ma  qui,  dalla  forma  sii 
metrica  dei  due  sistemi  (23)  (24),  è  a  priori  evidente  che  la  trasformaziq 
che  così  si  ottiene  fra  le  yj  ,  j?',  {derivate  di  due  funzioni  inverse  quali  si  1 
gliano)  è  una  trasformazione  birazionale  involutoria. 


)(  27  )( 

È  beo  chiaro  che  epea  è  appunto  quella  trasformazione  che  fa  passiire 
j!i*iuia  all'altra  delle  (Ine  estensioni  del  grappò  totale  in  una  sola  variabile 
3.  ^»rec.). 

Biserbandoci  di  assegnare  più  innanzi  le  equazioni  esplicite  di  codesta 
*n^tbrmazioney  ci  basta  pel  momento  d' averla  definita.  Per  brevità  la  desi- 
.'nrremo  con  T. 

18.  Ciò  po8to,  riprendiamo  le  equazioni  (21)  e  osserviamo   che,  valendoci 
a>.vn  della  funzione  x'{y),  inversa  della  y(x)j  possiamo  riguardar  la  z{y)  come 
mpottCà  delle  z^(x) ,  x\y)j  onde  avremo,  derivando  successivamente 


25) 


«a  =  2  ^'^^'^  ^^'i  >  ^'t  '  •  •  •  >  *«-«+»)  (a  =  1 ,  2  ,  3  , .'. .). 


1—1 


Ora  qaeste  formole  fornirebbero  già  la  risoluzione  delle  (21)  rispetto  alle 

:..  qoalora  al  secondo  membro  comparissero,  oltre  le  z\j  le  derivate  yj  delle 

yx.  wntre  vi  risultano  le  derivate  x'i  della  funzione  inversa  x'{y).  Quindi  i)er 

jreit  la  effettiva  risoluzione  delle  (21)  bisognerebbe  sostituire  nel  secondo  mem- 

hro  delle  (35)  alle  x\  le  loro  espressioni  in  funzione  delle  yj ,  quali  son  date 

'laJIa  rrasforcnazione  T  del  n.  prec;    ma   anche    quando    già   conoscessimo    le 

f'ffmoìe  esplicite     della  T,  il  risultato    sarebbe    ancora   praticamente    illusorio 

>r  la  sua  enorme   complicazione;   onde   è  necessario  cercare  direttamente   di 

rodere  esplicito   il  risultato  della  trasfarmazione  T  sulle  forme  isobariche  U'a* 

ladfchoremo  8Ì£Eatto  risultato  con  H^a»  cioè  porremo 

«-•«iechè ,  a  calcoli"  fatti ,    la   voluta    risoluzione   delle  (21)    apparirà    sotto  la 

f<Tma    - 


«^  =  2  ^''^'«(^1  >  yf  »  •  •  M  3'a-^fl)  5 


26' 

t— i 

"  tatto  si  riduce  a  determinare  in  forma  esplicita  le  H'»- 

Queste  ultime  espressioni  risultano  fratte^  come  appare  manifesto,  ove  si 
>n^  conto  della  forma  delle  equazioni  della  T,  quale  è  evidente  in  base  alle 
-?•,  o  (24)  del  n.  prec;  e  qui  converrà  precisare  la  natura  delle  due  fundoni 

'Mie  yj  j  delle  qnali  è  quoziente    ciascuna  H^ 


)(  28  )( 

Se  a  tale  scopo,  eliminiamo  le  Za  tra  le  (2^1)  e  le  (26),  troviamo  che  fra  le  H.'*^  « 

le  H'a  ;  oomiderate  le  une  e  le  altre  come  aventi  per  argomenti  le  y^ ,  sassiatouo 
identicamente  le  a,  equazioni 


H*,H*„  +  H',H»„  +  . . .  +  HSH'.  +  •  • .  +  H'„H«,  =  0  , 


(27) 


H',  +  ...+H',H«a  =  0, 


•         •         • 


H«  H»«  =  1. 


o-"-^  a 


Di  qui  dedaciamo 


(28)  H*a=(— 1)^* 


H* 


*+i 


H' 


•+« 


H<+^ 


«+i 


H*-* 


i-H 


0 


H'+* 


t-b 


0 


0 


0 
0 


H'««ì     HH-i,.,     HH*„.,     H'^«-»....H«-^„-. 


H  e 


Ha'+*        H«*+»        H.M^. . .  .H«-* 


:H',HH-\+,...H«a; 


ossia,  indicando  con  A'a'il  determinando  ricorrente  (^  del  secondo    membro  e 
ricordando  (n.  9)  eh©  è  H'i  =  y\, 


(29) 


ff„  =  (-l)«+i  A'„:y, 


^(o+«)(tt-H-i) 


Nel  determinante,  di  ordine  a  —  t ,  A'a  ciascuna  linea  è  costituita  da  for- 
me isobariche  di  ugual  pe90  (rispettivamente  *-{-l,  o*  +  2,...,oa)  e  cia- 
scuna colonna  è  costituita  da  forme  isobariche  di  ugual  grado  (rispettivamente 
t  j  o  t-|-l,...,  o  a  —  1),  cosicché  lo  stesso  A  «  è  una  forma  isobarica  di 
grado 


-(a  +  f_l)(a  — t) 


(^)  Il  determiuante  A'a  ^  di  forma  un  po'  più  generale  di  quelli  cousiderati  da  E.  Pascal, 
IMtrminanii  rioorrtnii  e  le  loro  propì'ieià  [Bend.  del  K.  Jet,  Lomb.  di  bo.  e  leti.,  serie  11^ 
voU  XL  (1907)]. 


di  peto 


)(  29  )( 


-(a  +  f  +  l)(a-Q. 


3 


Ma,  a  calcoli  f^ttì,  si  verìfica  nella  (29)  una  semplificazione  j  in  quanto 
il  determinante  A'a  è  in  ogni  cado  divisibile  per  una  certa  potenza  di  y^.  Per 
^isare  qaesto  punto ,  ricordiamo  che  (n.  9)  la  H^.  è  divisibile  per  una  po- 
tKia  di  y^  solo  se  è  2;  >  ^  e  che  tale  potenza  è  appunto  y^^"'.  Scriviamo 
^oja  il  quadro  degli  esponenti  delle  massime  potenze  di  y^  j  per  cui  sono  or- 
d'oitamente  divisibili  i  singoli  elementi  di  A'a?  lasciando  in  bianco  i  posti 
rrirrispondenti  agli  elementi  nulli  (i  quali,  in  ordine  al  nostro  computo,  si  pos- 
sono riguardare  come  divisibili  per  una  qualsiasi   potenza   di  y^)  :    otteniamo 

così  n 


2» 


linea 


» 


» 


)> 


(oL—t—iy^  » 


(«-« 


t—i   f-f-i 


t—2     t 


0 
0 


2 
1 


<+2 


4 
3 


. . .  2t—V 

•  •  •  Àt-'-'a   2t 

...2t~3  2t—i  2t+l 


a — 5  a — 3  a — 1 


a — 6  a — 4  a—  2. 


In  questo  quadro  gli  elementi  non  nulli  di  ogni  linea  sono  in  progres- 
sione aritmetica  di  differenza  2  ;  nella  prima  linea  abbiamo  i  due  elementi 
'  —  l  e  t-\-l  e  ciascuna  delle  linee  consecutive  si  ottiene  da  quella  imme- 
'/iatamente  precedente,  diminuendone  tutti  gli  elementi  di  1  e  aggiungendo  un 
QQ  nuovo  termine  (in  progressione  aritmetica  di  differenza  2)  ;  intìne  gli  ele- 
menti che  in  tal  modo  risultano  nulli  in  una  linea,  vanno  considerati  nulli  in 
tutte  le  linee  successive. 

Ora  x>er  mettere  in  evidenza  una  potenza  di  y^ ,  per  cui  A'»  è  certamente 
*livi8ibile,  ricorriamo  al  seguente  artificio  :  moltiplichiamo  le   a  —  t  —  l  linee 


(V)  Qai  ammettiamo  ìmplicitaraeDto  a  —  f^t  ',  ma  il  ragionamento  bì   ripeterebbe  tale  e 
?wle  se  foflae  a  —  '  <C  *» 


X  30  )( 
di  A'o  a  partire  dalla  seconda  rispettÌTamente  per 


Vi  y  y* Vi 


OC— 1—1 


r^ 


con  che  si  ottiene  un  nuovo  determinante  D'a,  legato  a  A'o  dalla  relazione 


(30) 


D'a=:3^,i<«-'-*><«-'>A' 


a» 


D'altra  parte  il  quadro  analogo  a  [Q]  diventa  \}er  D'» 


1* 

linea 

t—l 

<+l 

2* 

» 

t—l 

<+] 

<+3 

(t     1)"** 

• 
» 

•        •        • 
t  —  l 

•         •         • 

«+1 

•         •         • 

e+3...3É— 3 

^ma 

p 

t        1 

<+l 

* Óé»»Ót'~'~Ó 

3^     1 

(«-4-1)"^*' 

» 

t 

■ 

«+1 

t — 3fót^^ó 

3e— 1 

3f+l 

(OL-t-1) 

ma^ 

a— t— 2 

a— <- 

-13     a— <— 2  .  . 

0      •       « 

(a-t) 


»ui 


» 


a—* — 1     a — e — 1     a — < — 1 


2a— «— 7  2a— e-— 5  2a— < 


dove  in  ciascuna  colonna  (v.  la  nota  (^))  gli  elementi,  quando  cessano  di  essere  u- 
guali,  crescono  (in  progressione  aritmetica  di  differenza  1).  Risulta  di  qui  che  in 
D'o  tutti  gli  elementi  della  prima  colonna  sono  divisibili  per  y/~S—  j  quelli  del- 
l' ultima  per  y^*»-'-^  •  cosicché  il  determina.nte  D'o  è  divisibile  abneno  per 


(«-0-|-(/+l)+...+(2o-<-a)  —-y  (a-f)(o-0  . 


e  allora  tenendo  conto  della  (30)  concludiamo  che  il  nostro  A'a  è  divisibile  al 
meno  (***^)  per 


(31) 


(a-2)(tt-<)-|(a-t-l)(a-0  --  y  1  (a4-<-3)(o-0^ 


(^^)  Notiamo  che  la  (31)  è  esattamente  la  potenza  di  y^  per  cui  è  diviHÌbile  il  termine 
principale  rli  A'a  ;  ma,  poioliò  non  si  può  eHclndere  che  codcflto  termine  possa  ridursi  con  altri 
nello  sviluppo  di  A'a  »  non  ci  è  locit-o  affermare  che  la  (31)  sìa  la  mopaima  potenza  di  y^  per 
cui  risulta  divisibile  codesto  dotami inant<e.  Ciò  por  altro  san\  veramente)  assodato  dalla  deter- 
mi nazione  delle  A'a  (n*  20). 


* 


)(  .^t  X 


Ponendo  alloi'a 


(32)  (—  l)«+'A'a  =  y^ì  («■H-3)<«~o  A'„ , 


la  (^pressione  (20)  delle  H'a  bì  semplificherà  nella  forma 

••^•^)  w  aiy^ ,  yj , .  - . ,  ya-»+i)  = --i^izi 

r  le  fonnole  (26)  [risolnzioui  della  (21)  rispetto  alle  Za]  che  intendiamo  rendere 
esplicite,  assameranno,  a  càlcoli  fatti,  là  forma 


(34)  ^, 


a 


onde  tatto  si  riduce  a  determinare  le  espressioni  A'a* 

19.  botiamo   anzitutto   che ,    essendo   A  «    una    forma  isobarica  di  grado 

1  1 

-fi  +  <  —  IKa  —  <)  e  di  peso  -  (a  +  e  +  l)(a  —  e) ,  te  A'a  è,  in  base  alla  (32), 
•*  2 

»M  forma  isobarica  di  grado  a  —  t  e  di  peso  2(a  —  t)  [doppio  del  grado]. 
Per  determinare  le  A'o  non  è  certamente  pratico  ricorrere ,    in    base  alla 

1.33},  alla  espressione  (28)  delle  H'a  per  mezzo  di  determinanti;  e  convien  me- 
glio procedere  direttamente,  utilizzando  un'  equazione  differenziale  ricorrente 
'he  é  facile  stabilire  |)er  le  A'^. 

Per  procurare  anzitutto  la    condizione    inizialo  di    siffatta  sistema    ricor- 
rente, ossserviamo  che  per  Ia4)rima  delle  (21)  si  ha 

-^\ 
Vi 

onde  si  ha  intanto,  identificando  colla  (34)  per  a  =  1 , 
(35)  A*,  =  1. 

Ciò  posto  deriviamo  la  (34)  rispetto  ad  y,  ricordando  che  : 
1)  si  ha  (n.  7) 

^  =  («  +  l)*^j 


)(  32  X 

2)  essendo  la  z\ ,  y^  fiinzionì  della  x,  risulta 

dy        *t    dy  y,  '   dy  y,         ' 

3)  essendo  le  A'a  fanzioni  delle  yj,  si  ha 


o-«+i 

dA' 


1   ^  ,.  ,   ,,        5A'„ 


dy 


Otteniamo  così 


a+i  f      o-H-i  ^  1 

onde,  tenendo  conto  delle  (34)  stesse,  si  trova  per  le  A'a  l'equazione  differen- 
ziale  ricorrente 


O     f+1 

(36)     (a  +  1)A'„+,  =  y,  2  ^^  +  l)y^+'  1^  +  2(<  -  2«)y8A'„  +<A„'-« , 

i-I 


che  si  tratta  di  integrare  in  base  alla  condizione  iniziale  (35). 

Eicordiano  anzitutto  che  la  A'a(y^  >  ^g  »  •  •  •  >  ^a-t+i)  è  una  forma  isobarica 
di  grado  a  —  f  e  di  peso  2(a  —  t) ,  talché  per  t  >  a  essa  è  da  considerarsi 
identicamente  nulla.  Così,  intanto,  ponendo  nella  (36)  ^  =  a  +  1  si  trova 


Aa4-4        —  Ao 


ossìa,  per  la  (35), 


A^  =  l 


qualunque  sia  a. 

Per  t  <C  a  »  nella  A'a ,  in  quanto  appunto  è  di  grado  ót  —  <  e  di  peso 
^(a  —  Q,  il  grado  dei  diversi  termini  rispetto  alla  y^  potrà  variare  dal  minimo 
0  al  massimo  a  —  t  —  1  (n.  5);  e  se  ordiniamo  la  A'a  secondo  le  potenze  di  y^ 
la  y^^(0  <r<a  —  f—  1)  risulterà  moltiplicata  per  una  forma  iiobarioa  di  grado 


Kr^' 


)(  33  .)( 
3-f  —  r  e  di  peso  2(a  —  t)  —  r  nei  ioli  argomenti 

'^'*  Pi  j  y»  7  Vii 

Ora,  calcolando  effettivamente  le  A'a  pei  primi  valori  del  grado  a  —  t  j 
Hiio  stato  indotto  a  riconoscere,  in  l'^odeste  forme  isobariche  limitate  alle  sole 
jr,  pnecisaroent^,  a  meno  di  coefficienti  numerici,  quelle  forme  isobariche  nor- 
«dit  che  ho  definito  al  u.  14,  e  che,  pei  valori  ti  e  X  del  peso  e  del  grado,  ho 
dMìfiato  con 

^\{yt  »  y»  >  •  •  •  »  y«-tx+t). 

Più  precisamente  sono  stato  indotto  a  porre 


a— «-I 

t 

•38) 

a 

r-mJD 


a— «-I 


i\*i\t  t«ii  (     j   indichiamo,  secondo  V  uso,  i  coefficienti  binomiali. 

Qui,  non  essendo  riuscito  a  trovare  un'altra  dimostrazione  più  soddisfa- 
"^Dr^,  assoderò  con  una  verifica  diretta  ehe  la  (38)  fornisce  la  soluzione  del- 
'Vqoazione  differenziale  jicorrente  (36). 

20.  Notiamo  in  primo  luogo  che  per  trovare  t  =  a  4~  ^  ^  ^^  (^^)  ^^  ^^  ^^' 
onJo  con  quanto  si  è  dedotto  dalla  (36)  al  n.  prec. 

o-j-i  —  -^  a  > 


[iTche.  si  ricordi  (n.  14)  che  K^o  =  ^  ^  ^^^  le  E  a  grado  o  peso  negativo  sono 
i  rl^aardarHi,  per  definizione,  identicamente  nulle. 

Se  in  secondo  luogo,  poniamp  nella  (38)  t  =  et  —  1  troviamo 


A«-*a  =  -  (a  ■>-  l)y,  ; 

i^-iure,  d^altra  parte,  sostituendo    nella  (36)  per  t  =  a   otteniamo  appunto  in 
4  rordu  col   risaltato  precedente 

A*»a-i  =  —  ay«. 

Ciò  premesso,  resta  da  verificare  che  la  (38)  soddisfa  alla  (36)  anche  per 
/bi  eoppia  di   interi  positivi  a,  t,  per  cui  sia  K^cn.  A  tale  scopo  si  sostituì- 

yoL.   LVl.  5 


)(  24  X 

Passando  ad  un  altro  ordine  di  interpretazione  delle  nostre  formole  con- 
sideriamo la  z  come  trasformata  della  y  mediante  il  grwppo  totale  in  una 
'Variabile 

cioè  rignardiamo  la  z  come  funzione  arbitraria  della  y. 

Ora,  nella  teoria  dei  grappi  continui,  quale,  sui  fondamenti  posti  dal  L  i  e 
venne  ulteriormente  sviluppandosi  per  opera  dell'  Engel,  del  T  r  e  s  s  e  ,  del 
Medolaghi,  del  Cartan,  le  indagini  sui  gruppi  continui  (in  quante  si 
vogliono  variabili)  isomorfi  al  gruppo  totale  in  nuiài  variabile  hanno  per  punto 
di  partenza  un'idea,  altrettanto  semplice  quanto  feconda,  dovuta  al  L  i  e ,  la 
quale  permette,  per  cosi  dire,  di  analizzare,  dal  punto  di  vista  differenziale, 
il  modo  di  operare  del  gruppo  z  =  z{y).  Si  considera  un  invariante  indetermi- 
nato X  (o  variabile  trasformata  per  identità)  e,  riguardando  la  x  legata  fun- 
zionalmente alla  y,  e  quindi  alla  z^  si  introducono  come  ulteriori  variabili  ac- 
canto alle  primitive  y  e  z  y  le  derivate  della  y  e  della  z  rispetto  alla  x ,  op- 
pure le  derivate  della  x  rispetto  alle  y  e  z.  Si  hanno  in  tal  modo  le  due  co* 
sidette  estensioni  («  Brweiterungen  »  del  L  i  e)  del  gruppo  totale  in  una  va- 
riabile. 

Più  precisamente ,  nel  caso  in  cui  si  riguardano  le  due  variabile  z ,  y 
come  funzioni  dell'  invariante  Xj  abbiamo,  secondo  le  notazioni  convenute  (n.  7) 
che  la  z\x)  è  funzione  composta  delle  z{y)  ,  y(x)y  onde  risulta  che  le  equazioni 
della  prima  estensione  sono  date  appunto  dalle  (21),  dove  le 

^^~  j\    dx^        '         ^'~'^    dF' 

vanno  interpretate  cx)me  variabili ,  rispettivamente  da  trasformare  e  trasfor- 
mate, mentre  le 

—  JL  — 

compaiono  come  parametri  del  gruppo  esteso.  Appare  allora  la  necessità  di 
risolvere  le  (21)  rispetto  alle  y^ ,  quando  si  vogliano  le  equazioni  della  tra- 
sformazione inversa  della  (21). 

Nei  nel  seguito  (n.  23)  dimostreremo,  che,  quando  siansi  risolte  effettiva- 
mente le  (21)  rispetto  alle  Za ,  si  perviene  immediatamente  alla  risoluzione  in 
forma  esplicita  e  razionale  delle  stesse  (21)  anche  rispetto  alle  y^;  onde  in- 
tanto vediamo  che  la  prima  estensione  del  gruppo  totale  in  una  variabile  è  li- 
neare nei  parametri,  birazionaìe  nelle  variabili  di  estensione. 


7- a 
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Se,  in  secondo  luogo,  .si  vogliono  introdurre  come  variabili  di  estensione 
If  derivate  dell'  invariante  x  rispetto  alla  ^«  alla  Zj  dovremo  prender  le  mosse 
MÌA  funzione  x'fy)  composta  per  mezzo  delle  x(z) ,  z{y) ,  onde  risulterà,  nelle 
s.)Jite  notazioni, 


i2L>)  x\  =  ^XaB\(z^  ,  «;,  , «f.-o+i)- 


Sono  queste  le  equazioni  della  seconda  estensione,  dove  le  Zj  compaiono  an- 
Lori  come  parametri,  e  le  variabili  da  trasformare  sono  le 


•jentre  le 


1     d'x 
—  «1     <iy" 


Xa.        " 


1     d^'x 


"      a!    ds^ 

sono  k  Tariabili  trasformate'y  cosicché  per  ridurre  le  equazioni  (22)  alla  forma 
piò  so/itamente    utile  pei  calcoli  gruppali   (in  cui  le    variabili    trasformate  si 

temono  in  funzione  delle  primitive)  si  è  ricondotti ,  come  nel  cambiamento 

'ii  Tariabile,  a  risolvere  le  (22)  rispetto  alle  x^,  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  le  (21) 

rispetto  alle  Za. 

Da  quanto  precede  risulta  che  le  equazioni  (22)  della    seconda   estensione 

sono  lineari  nelle  variabili  e  birazionali  nei  parametri. 

Bicordo  da  ultimo  che  le  due  estensioni  (21)  (22)  costituiscono  due  gruppi 

'imUi  nei  senso  del  L  i  e  C^);  e  noi  al  n.  22  assegneremo  in  forma  esplicita  la . 

c.'Kfonuazione  (birazionale,  involutoria)  mediante  la  quale  le  due  estensioni  si 

traà^formano  Pana  nell'altra  (^). 

17.  Le  osservazioni  del  n.  prec.  giustificano  il  problema  (chequi  ci  propo- 
niamo) di  risolvere  il  sistema» 


9 

21)  z',  =  ^z,R'^^y,,y„...,y,^,)  (,=;i ,  2  ,  3  , . . .) 


^nio  rispetto  alte  Za ,  quanto  rispetto  alle  yj. 


[^)  P.  Medolaghi,  Sulla  teoria  dei  gruppi  infiniti  continui  [àddì  di  Mat'.  pura  e  apph 
'  II.  t.  XXV  (1897),  pp.  179-217]. 

(^)  Le  oaservazioni  precedenti  valgoilo  in  geuerale  per  le  eeiensiotii  dei  gruppi  totali  iu 
.canta  si  vogliono  Tariabili  « 
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Ora,  cominciando  dalla  risoluzione  rispetto  aHe  z^ ,  è  ben  manifesto 
essa  si  può  assegnare  immediatamete  per  mezzo  di  determinanti;  ma   e   alti 
tanto  chiaro  che,  in  quanto  siffatti  determinanti  hanno  per  elementi   le  foi 
isobariche  H"*. ,  la  complicazione   delle  formole    generali  è  cos)  grave    da   r 
dere  illnsoria,  praticamente,  la  risoluzione.    Occorre    quindi   procedere  ad 
esame  più  minuto  della  questione. 

Ed  anzitutto  ci  sarà  utile  la  osservazione  seguente.  Se,  accanto  ad  i 
funzione  %j{x)  qualsiasi,  consideriamo  la  sua  iiwer^a^  che  noi  designeremo  (n. 
con  .r'(y),  avremo,  per  le  solite  formole  di  derivazione  delle  funzioni  di  funzio 
in  quanto  è 

y  =  y(;r'(y)  ) , 
fra  le 


le  relazioni 


(23) 


'   1  =  y,H\  =  y,x\ 


Oz=2y»H^«  »  ^'- , . . . ,  ^'.-a+l)  (*  =  2,3,4,.. 


a«i 


mentre,  d^altra  parte,  in  quanto  si  ha 


X  =  x\y{x)  ) , 


si  ottengono  le  relazioni,  simmetriche  alle  (23), 


(24) 

0  =  2  '^'.H»,(y,  ,  y, , . . . ,  yr-«+i)  («  s=  2  ,  3 ,  4 , . . .). 


O—I 


La  risoluzione  delle  (23)  rispetto  alle  y^  [o ,  ciò  che  è  analiticamente 
stesso,  delle  (24)  rispetto  alle  ar',]  rientra  come  caso  particolare  nel  problem 
indicato  dianzi,  di  risolvei:e  lie  (21)  rispetto  alle  z^\  ma  qui,  dalla  forma  sii- 
metrica  dei  due  sistemi  (23)  (24),  è  a  priori  evidente  che  la  trasfonnazioii 
che  così  si  ottiene  fra  le  yj  ,  a?',  {dev'ivate  di  due  funzioni  inverse  quali  si  v 
gliano)  è  nna  trMformazioue  birazionale  involutoriaé 


wr-'s- 
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È  ben  chiaro  che  epsa  è  appunto  quella  trasformazione  che  fa  passare 
iiLUHA  all'altra  delle  due  estensioni  del  gruppo  totale  in  una  sola  variabile 
L  prec.). 

Kìserbandoci  di  assegnare  più  innanzi  le  equazioni  esplicite  di  codesta 
ri^formazioney  ci  basta  pel  momento  d'averla  definit-a.  Per  brevità  la  desi- 
;3«remo  con  T. 

18.  Ciò  posto,  riprendiamo  le  equazioni  (21)  e  osserviamo  cbe,  valendoci 
cnfl  dell»  funzione  a?'(y),  inversa  della  y(x\  possiamo  riguardar  la  z(y)  come 
rspiista  delle  z\jp)  j  x\y\  onde  avremo,  derivando  successivamente 


2ó) 


Za  =  "X  ^'«H'a  {p0\  yX\j.  ..j  ^a-<+i)  (a  =  1  ,  2  ,  3  ,  .'.  .)• 


C-i 


Ora  queste   formole  fornirebbero  già  la  risoluzione  delle  (21)  rispetto  alle 

:,.  qualora  al   secondo  membro  comparissero,  oltre  le  z\,  le  derivate  yj  delle 

i2.!iieDtre  vi   risultano  le  derivate  x\  della  funzione  inversa  a?'(^).  Quindi  per 

aren  \i effettiva  risoluzione  delle  (21)  bisognerebbe  sostituire  nel  secondo  mem- 

■^.D  àtlk  (25)   alle  x\  le  loro  espressioni  in  funzione  delle  yj ,  quali  son  date 

iilk  rrasformazione  T  del  n.  prec;    ma   anche    quando    già   conoscessimo    le 

f'tmok  esplicite    della  T,  il  risultato    sarebbe    ancora   praticamente    illusorio 

>T  la  sua  enorme   complicazione;   onde   è  necessario  cercare  direttamente   di 

>Q'iere  esplicito  il  risultato  della  trasfqrmazione  T  sulle  forme  isobariche  U'a* 

biicfaeremo  siffatto  risultato  con  H  a  9  cioè  porremo 

> 

'"Picchè ,  a  calcoli"  fatti ,    la   voluta    risoluzione   delle  (21)    apparirà   sotto  la 

(.•raia 


•ic\ 
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'otto  si  riduce  a  determinare  in  forma  esplicita  le  H'a* 

Queste  nltime  espressioni  risultano  fratte^  come  appare  manifesto,  ove  si 
'lira  conto  della  forma  delle  equazioni  della  T,  qnale  è  evidente  in  base  alle 
'  0  (24)  del  n.  prec;  e  qui  converrà  precisare  la  natura  delle  due  fandoni 

Hle  yj ,  delle  quali  è  quoziente    ciascuna  H^ 


1 


)(  28  )( 

Se  a  tale  scopo,  eliminiamo  le  «„  tra  le  (2^1)  e  le  (26),  troviamo  che  fra  le  H" 

le  H-'a  j  ootuiderate  le  une  e  le  altre  come  aventi  per  argomenti  le  yj ,  sussisiou 
identicamente  le  «  equazioni 


H',H'.  +  H»  H*„  +  . . .  +  HSH'a  +  . . .  +  H«aH»„  =  0  , 


H*,H*.  +  . . .  +  ff,H'„  4- . . .  +  H*„H».  =  0  , 


(27) 


H',  +  ...+H'„H«„  =  0, 


•         ••••• 


H.  aM  h.  ——  1* 


o-"-^  a 


Di  qui  deduciamo 


(28)  H*a=(— 1)«+* 


W 


«+i 


H' 


•+t 


H*+^ 


«+i 


H^* 


H^ 


0 


H'+^ 


t-h 


0 


0 


0 


H'a— 1      H.^  tt-.i       H^a-l       H^o-l«»«»H""  a«i 


H', 


H^H*        H„H«        BJ^. . .  .H«-' 


:  H«,HH-S^.,...H«„; 


ossia,  indicando  con  A'a'il  determinando  ricorrente  O  del  secondo    membro  e 
ricordando  (n.  9)  che  è  H',  =  y'^ , 


(29) 


H'„  =  (-l)-+'A'.:y.*<-+'»'-^». 


Nel  determinante,  di  ordine  a  —  t^  A'a  ciascuna  lìnea  è  costituita  da  for- 
me isobariche  di  ugual  peso  (rispettivamente  ^-}-l,  of  +  2,...,oa)  e  cia- 
scuna colonna  è  costituita  da  forme  isobariche  di  ugual  grado  (rispettivamente 
t  y  o  t-^-l  y .. .  y  o  a  —  1),  cosicché  Io  stesso  A  «  è  una  forma  isobarica  di 
grado 


-(a  +  t~l)(a  — 0 


(^)  Il  determiuftiite  À'a  ^  di  forma  un  po'  piti  generale  di  quelli  coasiderati  da  E.  Pascal, 
I  determinanti  ricorrènti  «  le  loro  j^roprietà  [Rend.  del  B.  Xst,  I^omb.  di  so.  e  lett.,  serie  II» 
voi.  XL  (1907)]. 
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(li  pew 


-(«  +  <  +  !)  (a-«). 
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Ma^  a  calcoli  filetti,  si  verìfica  nella  (29)  una  semplificazione,  in  quanto 
il  determinante  A'a  ^  in  ogni  caso  divisibile  per  ana  certa  potenza  di  y^.  Per 
prei'isare  questo  punto ,  ricordiamo  che  (n.  9)  la  H-^.  è  divisibile  per  una  po- 
tenza di  y^  solo  se  è  2j  >  ^  e  che  tale  potenza  è  appunto  y^^~'\  Scriviamo 
ilim  il  quadro  degli  esponenti  delle  massime  potenze  di  y^ ,  per  cui  sono  or- 
•jinitamente  divisibili  i  singoli  elementi  di  A'a  »  lasciando  in  bianco  i  posti 
rorrìspoadenti  agli  elementi  nulli  (i  quali,  in  ordine  al  nostro  computo,  si  pos- 
Bono  riguardare  come  divisibili  per  una  qualsiasi  poteasa  di  y^)  :  otteniamo 
coli  (») 


2» 


'(/-l) 


iMa 


•Ql  r* 


«+i) 


ma 


linea 


» 


» 


» 


(a— 1—1)^  » 


.  («-<) 


t—1     ^+1 


t—2     t 


0 


0 


2 


t-\-2 


. . .  2t—V 


•  •  •  ^t*~~-2  2it 


. . .  2t—S  2t—i  2^4-1 


a — 5  a — 3  a — 1 


a— 6  a— 4  a-  2. 


In  questo  quadro  gli  elementi  non  nulli  di  ogni  linea  sono  in  progres- 
*»ione  aritmetica  di  differenza  2  ;  nella  prima  linea  abbiamo  i  due  elementi 
'  —  1  e  ^  +  1  e  ciascuna  delle  linee  consecutive  si  ottiene  da  quella  imme- 
diatamente precedente,  diminuendone  tutti  gli  elementi  di  1  e  aggiungendo  un 
QQ  nuovo  termine  (in  progressione  aritmetica  di  differenza  2)  ;  intìne  gli  ele- 
menti che  in  tal  modo  risultano  nulli  in  una  linea,  vanno  considerati  nulli  in 
tutte  le  linee  successive. 

Ora  per  mettere  in  evidenza  una  potenza  di  y^ ,  per  cui  A  «  è  certamente 
divisibile,  ricorriamo  al  seguente  artificio  :  moltiplichiamo  le   a  —  t  —  1   linee 


{**)  Qai  ammettiamo  ìmplicìtanieDto  a  —  <  ^  <  >  m»  il  ragionamento  si   ripeterebbe   tale  e 
qaalo  se  foflae  «  —  «  <  «, 


)(  30  )( 
di  À'a  a  partire  dulia  seconda  rispettivaineute  per 


o— 1-1 


yi  »  Ji*  7 .  •  •  >  ^i 


con  che  si  ottiene  un  nuovo  detenninante  D'a,  legato  a  A'a  dalla  relazione 


(30) 


D'«=y^Ì<«-'-*>«*-'>A'a. 


D'altra  parte  il  quadro  analogo  a  [Q]  diventa  per  D'c 


1*      linea 


«>» 


(<-i) 


ma 


Lina 


(<+i) 


ma 


» 


(a  -  t—VT  » 


(a-<) 


UUl 


» 


t—\ 


<— 1 


«— 1 


t 


f+1 


t+1         <+3...3e— -3 


e— 1  t+l         «+3...3«— 3     3^—1 


<+l 


«-h3...3<— 3     3^—1      3^+1 


a— <— 2     a— t— 2     a— <— 2 2a  -e— -7  2a— <— 5  2a — < 

a— t — 1     fx—t — 1     a — t — 1 2a — e— 7  2a — t — 3  2a — ^ 


dove  in  ciascuna  colonna  (v.  la  nota  (^))  gli  elementi,  quando  cessano  di  essere  u- 
gnali,  crescono  (in  progressione  aritmetica  di  difiereuza  1).  Risulta  di  qui  che  iu 
D'a  <ttWt  gli  elementi  della  prima  colonna  sono  divisibili  iHjr  y/-* ,...  ,  quelli  del- 
l'ultima  per  y^***"^"';  cosicché  il  determinante  D'»  è  divisibile  almeno  per 

e  allora  tenendo  conto  della  (30)  concludiamo  che  il  nostro  A'q  è  divisibile  al- 
meno (^)  per 


(31) 


y  (a-2){a-0-^(i»-'-l)(a-0  --_  y  l(a+/-3)(a-0^ 


(S»)  Notiamo  uhe  la  (31)  è  esattamente  la  potenza  di  ^i  per  cui  è  divÌBÌbilc  il  termitie 
principale  di  A'a  ;  mft»  poicliè  non  bì  può  oBolndere  che  codeRlo  termine  possa  ridursi  con  altri 
nello  sviluppo  di  A'a  »  non  ci  è  lecito  affermare  che  la  (31)  sin  la  matmima  potensa  di  yj  per 
oni  risulta  divisibile  codesto  determinante.  Ciò  por  altro  narìi  verament>e  assodato  dalla  deter- 
minazione delle  A'a  (n*  20)* 


)(  .^i  X 


Punendo  allora 


132)  (—  l)«+^A'a  =  y^i  <«-H-«)(«-OA'„ , 


h\  espressione  (20)  delle  B'a  bì  semplificherà  nella  forma 

'3*1)  H  oWi  ?  y, , . . .  5  ya-i+i)  = -j^ 

Vi 

e  le  forinole  (26)  [rìsolnzioni  della  (21)  rispetto  alle  Za]  che  intendiamo  rendere 
e:$pliciie,  assnoieranno,  a  calcoli  fatti,  là  forma 


1 

(34)  «a  =  -1^  >. «^>/-'A'a(yi , y, , . . .  ,ya-e+l) , 

ofttde  tutto  8i  riduce  a  determinare  le  espressioni  A'»* 

i9.  botiamo   anzitutto   cbe ,    essendo   A  «    una    forma  isobarica  di  grado 

1  1 

-  r«  -h  *  —  l){a—t)  e  di  peso  -  (a  +  f  +  l)(a  —  t) ,  to  A'»  è,  in  base  alla  (32), 

-  2 

arna  forma  isobarica  di  grado  a  —  t  e  di  peso  2(a  —  t)  [doppio  del  g:ra<lo]. 

Per  determinare  le  A'a  ^on  è  certamente  pratico  ricorrere ,    in    base  alla 

i33),  alla  espressione  (28)  delle  H'a  P^r  mezzo  di  determinanti;  e  convìen  me- 
glio procedere  direttamente,  atilizzando  un'  equazione  differenziale  ricorrente 
«'he  é  facile  stabilire  per  le  A* a» 

Per  procurare  anzitutto  la    condizione    inizialo  di    siffatto,  sistema    ricor- 
rente, ossserviamo  che  per  lajìrima  delle  (21)  si  ha 


Vi 
onde  si  ba  intanto,  identificando  colla  (34)  per  a  =  1 , 

(36)  A*,  =  1* 

Ciò  posto  deriviamo  la  (34)  rispetto  ad  y,  ricordando  che  : 
1)  si   ba  (o.  ?) 

dita 


)(  32  )( 

2)  essendo  la  z\ ,  y^  funzioni  della  x^  rissulta 

dy         *r    dy  y^  '    #  Vi         ^ 

3)  essendo  le  A'a  funzioni  delle  y^,  si  ba 


a-H-i 

dA 


Otteniamo  così 


*        «-.1  r      ^-1        .  \ 

onde,  tenendo  conto  delle  (34)  stesse,  si  trova  per  le  A-a  l'equazione  differen- 
ziale ricorrente 


o  ^f  1 


SA'a 


(36)     (a  +  1)A'„+,  =  y^^(j  +  ì  )y,+,  ^  +  2(<  -  2a)y,A'a  +t  A„'-» , 

i-I 

ebe  si  tratta  di  integrare  in  base  alla  condizione  iniziale  (35). 

Ricordiano  anzitutto  cbe  la  A^aiy^  >  ^g  >  •  •  •  >  ^a-f+i)  è  una  forma  isobarica 
di  grado  a  —  f  e  di  peso  2(a  —  t) ,  talcbè  per  t  >  a  essa  è  da  considerarsi 
identicamente  nulla.  Così,  intanto,  ponendo  nella  (36)  ^  =z=  a  +  1  si  trova 


A«+'«+,  =  A«a  , 


ossia,  per  la  (35), 


A««  =  l 


qulEtlunque  sia  a. 

Per  t  <^  a  ,  nella  A'a }  in  quanto  appunto  è  di  grado  dt  — ^  ^  e  di  peso 
^(a  —  t),  il  grado  dei  diversi  termini  rispetto  alla  y^  potrà  variare  dal  minimo 
0  al  massimo  a  —  t  —  1  (n.  5);  e  se  ordiniamo  la  A'a  secondo  le  potenze  di  y^ 
la  y^^{0  <r<a  —  *— -1)  risulterà  moltiplicata  per  una  forma  ùobarica  di  grado 


)(  33  )( 
3  -  f  —  r  e  di  peso  2(a  —  t)  —  r  nei  soli  argomenti 

'3^>  Pi  j  y»  7  Vi^  — 

Ora,  calcolando  effettivamente  le  A'a  P^i  primi  valori  del  grado  a  —  t  j 
*<«o  stato  indotto  a  riconoscere,  in  «*.odeste  forme  isobariche  limitate  alle  sole 
37,  precisamente,  a  meno  di  coefficienti  numerici^  quelle  forme  isobariche  nor- 
ttdt  che  ho  definito  al  u.  14,  e  che,  pei  valori  li  e  X  del  peso  e  del  grado,  ho 
kàgtksto  con 

^\(y% ,  y»  ?  •  •  •  »  y«-»x+t). 
Più  precisamente  sono  stato  indotto  a  porre 


a— t— I 
t 

,38) 

oc 


O— t— I 


<)oT«  efin  (     ì  indichiamo,  secondo  V  aso,  i  coefficienti  binomiali. 

Qui,  non  essendo  riuscito  a  trovare  un'altra  dimostrazione  più  soddisfa- 
f^ote,  assoderò  con  una  verifica  diretta  ehe  la  (38)  fornisce  la  soluzione  del- 
ia^Qazione  differenziale  licorrente  (36). 

20.  Notiamo  In  primo  luogo  che  per  trovare  t  =a  '\-l  j  la  (38)  dà  in  ac* 
eonJo  con  quanto  si  è  dedotto  dalla  (36)  al  n.  prec. 

o+t  —  -^  a  > 

Hirchè  si  licordi  (n.  14)  cfie  K^^,  =  1  e  che  le  K  a  grado  o  peso  negativo  sono 
id  riguardarsi,    per  definizione,  identicamente  nulle. 

Se  in  secondo  luogo,  poniamo  nella  (38)  /  =  a  —  1  troviamo 


A«-*a  =  -  (a  ^  l)y,  ; 

lontre,  d^altra  parte,  sostituendo    nella  (36)  per  t  =  a   otteniamo  appunto  in 
*tordu  col  risaltato  precedente 

A"a-i  =  —  ^Vr 

Oiò  premesso,  resta  da  verificare  che  la  (38)  soddisfa  alla  (36)  anche  per 
'^ùi  coppia  di   interi  positivi  a,  t,  per  cui  sia  <<!«♦  A  tale  scopo  si  sostituì- 
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)(  34  )( 

scano  nel  secondo  membro  della  (36)    alle  A'a ,  Aa*"^  le  espressioni  date   per 
esse  dalla  (38)  e  si  ricordi  (n.  14)  che 


àKJ^ 


^Vs 


.  =-X  K^-^^^  (2  ^  j  < 4,  -^  2X  +  2)  ; 


otteniamo  così 


/ 


(39) 


rwl  ^-.2 


O— I 


rmmO 


a-t-l 


Ma  per  la  identità  [A']  del  n.  14^  relativa  alle  forme  isobariche    normali     K, 
abbiamo 


r+8 


T-/t/+/  K— ^^(«-.+0-.  =  ^(3  +  l)y,+.K«--^,,a.,_,+, 


/-i 


ossia 


r+« 


[a_f  -  r  +  1]  2(Ì  +  l)y,+,K«-'-^,,«.,,>._,+.  - 


j-« 


=  [2(a  _  f  +  1)  ^  ,.]  K-'-+S,«-«+.,-r  -  2fa  -  <  -  r  +  lly,K»-'-%,a-„_.  j 

(^o»icchè,  sostituendo  nella  prima  sommatoria  delPespressione  (39),  ridncendo  e 
ricordando  che  (n.  14)  si  ha 


e  per  a>f 


KV,  =  0 


)(  35  )( 
a<0TÙUDO  cfae  l'espressione  (39)  si  trasforma  nella 


2;(-i)— ■H-'^5=t:^f"-'-'-),rK"*'.,^,-,+ 


+,_x^A.-i,(--')+^--'fr-irF--» 


-^fl)+ 


Àk    • 


a — r— 1 


— [a— *— r+l)i 


{'7-7% 


TTO— e— r 


Infine  tenendo  conto  delle  identità  evidenti 


2a  —  t  —  r  + 


H'rirH 


2a  —  e  —  r  + 


a 


')• 


[2a 


eooclndiamo  che  la  (40)  si  riduce  identicamente  alla 


2(-  ir-'-'-+^  ( 


-«-r+i  /2a  --  <  —  r  +  1\    ^^«_,_^. 


a 


y/K^ 


'+f 


l(a-^4.l)-r  > 


Cloe  appnnto  alla  espressione  che  la  (38)  fornisce  per  la  (a  +  l)A*a4.j  ;  cosic- 
ché resta  veri6cato  che  la  (38)  è  veramente  quella  soluzione  deWequazione  diffe- 
rtmifUe  ricorrente  (36)  che  soddisfa  alla  condizione  iniziale  A\  =  1  ,  o  in  altre 
parole,  che  la  (38)  fornisce  la  espressione  esplicita  di  quelle  forme  isobariche 
AV»  alla  c"i  determinazione  al  n.  (18)  abbiamo  ridotto  la  risoluzione  del  si- 
stema (21)  rispetto  alle  Za  (**). 


{^  Ls  (38)  in  qaantOy  per  r  =  0 ,  oontiene  il  termine  K^^^^iP^t)  ■**  *«""*   ^^^  ^   divisibile 
per  f j  ;  oosiocbè  resta  provata  russervazione  della  nota  (^. 


)(  36  )( 

21.  Biassunieodo,  abbiamo  stabilito  che  se  in  una  qualsiasi  forma  isobaric 
normale 


■"  a\^  i    >    X  g  ,  .  .  .  ,  A?  a— t-fi) 


delle  derivate 


.'  —  Jl  ^ 
^'~iVd^ 

di  una  qualsiasi  funzione  x\y) ,  sostituiamo  allr,  x\  (mediante  la  trasformazion 
T  del  n.  17)  le  loro  espressioni  per  mezzo  delle  derivate 


^^~J\    d^ 


della  funzione  inversa  y{x),  il  risultato  H*a(y^ ,  ^o  i  •  •  .  5  Va-t+i)  <f^^^  sostituziotie  è 
a  calcoli  fatti,  dato,  per  le  formole  (3)  del  n.  18  e  (38)  del  n.  prer.,  da 

O— «- 1 

(41)     H'.  z=  ^^  ^^-^^'"'^(^'^~a~\~  ^)f iK-'-.(„-,)-.(y. ,  y, , . . .  y.+,). 

Tenendo  poi  conto  della  (34)  del  n.  18,  possiamo  concludere  T 
Data  una  funzione  z\x)  composta  per  mezzo  delle 


e  posto 


'  —Jl  £L  ——  !?l1  _l     dfy 

^*~s\    daf       '     *"*"a!^      '     ^'~Jld^' 


si  considerino  le  espressioni  delle  derivate  successive  della  z\x) 


(21)  «'.  =  2  ^«^".(yi  »  3^2  »  •  •  •  »  y^a+i)  («  =  1,2,3,.. 


a—l 


dove    H",    rappresenta    la  forma    isobarica    normale    di   peso  s  e  grado   a  deU 


-r  f- 


X  37  )( 
Codette  equa. ioni,  risolte  ricetto  alle  Za,  Msumono  la  forma 


f—l 


a  o— e— 1 

4&rf  K^^  rapresenta  la  forma  isobarica  normale  di  peso  ti  e  gradoX  delle  sole 
Per  esempio  avremo 


4ov% 


A'=l 


-  (a)  ^^  +  (sV 


K\-L  y.K« 


y\^\ 


À.\  =  — 


A\  —  l 


^(s)-- 


y*- 


K\  =  2y^, 


3 


K*«  =  y. 


K*  =  y,, 


Si  avrà  quindi 


^  =  ^  j-  AWt  -  59iyjf»  +  y'iyJ  +  «>,[5y*,  -  2y,yJ  -  3^'y,y,  +  «'y.j. 

22.  1  risaltati  riassuDti  nel  n.  prec.  permettono  di  completare  alcune  os- 
servazioni già  accennate»  È  in  primo  luogo  facile  assegnare  in  forma  esplicita 
W  equazioni  della  trasformazione  blrazionale  involutoria  T  del  n.  17  ,  che  fa 
rorrisiiondere  alle  derivate  di  una   funzione  quelle    della   funzione    inversa^  e 


X  38  K 

che,  perciò,  trasforma  l'una  nell'  altra  le  due  estensioni  del  grappo  totale  in 
uaa  variabile  (n.  16). 

Invero,  si  tenga  conto  del  fatto  che  l'espressione 

è  [n.  18;  forno.  (33)]  il  risultato  che  si  ottiene  sostituendo,  mediante  la  T,  nella 

H'a(a?\  ,  ip'2 '  •  •  •  >  ^a-i-i-t)  **^^®  ^i  ^^  ^^'^  espressioni  in  funzioni  delle  y^  ,  o,  in 
altre  parole,  la  trasformata  di  H*o(ìp\  ,  Jt?'^ , . . , ,  a^'a-^+i)  per  mezzo  della  T.  Per- 
ciò ricordando  (n.  8)  che  si  ha 

Jd  ^  =  ^  a  j 

conchiudiamo  che  le  equazioni  della  trasformazione  birazionale  involutoria,  che 
lega  le  derivate  di  due  funzioni  inverse,  sono  d<ite  da 

(42)  ."  ^,^^A'„(y.,^^...,ya^ 

ossiUj  per  le  (38), 


r.^ 


(01  —  1  ,  2  j  3  ,  •  .  •). 
23.  Ciò  premesso,  si  perviene  agevolmente  a  risolvere  il  solito  sistema 


(21)*  z\  =  2  '^-^'^'^i  >  ^2  »  •  •  •  ^  y-«+i) 


ou-1 


anche  rispetto  alle  y-j. 

Considerate  invero  le  funzioni 

y»       ,       A^) 

inverse  delle  z{y) ,  x{z)  rispettivamente,  esse  definiscono,  come  funzione  di  fan 
zione,  la  y(x)y  talché  posto,  secondo  le  notazioni  fissate  (n.  7), 

^'~  jl    dx^      '     ^'""Xl    Ac^      '     ^'  — ff  1^' 


){39  X 
inemo   per  le  solite  forinole  di  derivazione  sncceBSiva  delle  funzioni  di  fun- 

s 

X— i 

e  qaeste  espressioni  delle  y^  fornirebbero  la  volata  risoluzione  del  sistema  (21), 
t^yora ,  al  secondo  membro,  insieme  con  le  z*8 ,  comparissero    in   luogo  delle 

'  — JL  ^ 

le 

_  1     d«« 

eioè  appunto  le  derivate  della  funzione  inversa.  Ora  per   quanto  si  è  visto   al 
Ti.  V^>  [form.   (42)]  si  ha  precisamente 


r    -^  x(^i  ?  ^g  >  «  «  «  ?  ^x) 


i 


oDde,  sostituendo  nelle  (44),  concludiamo  che  risolvendo  il  sistema  (21)  rispetto 
«/fe  jfj  si  ottiene 


X-i 

•love  le  A*x ,  H^^  hanno  il  solito  significato. 

Si  vede  così  che  il  sistema  (21)  è  veramente  hirazionale    rispetto,  alle  z^ 
t  alle  y^  (cfr.   n.  16). 


24.  Porrò  termine  a  questa  !Nota  con  alcune  osservazioni  del  tutto  elemen-' 
tiirì,  che  varranno  a  mostrare  come  la  trasformazioue  birazionale  involutoria 
T,  di  cui  si  son  trovate  al  n.  22  le  formole  esplicite,  sia  abbastanza  notevole 
<^l  interessante. 

B  anzitutto  manifesta  come  le  equazioni  (42)  (43)  della  T  conducano  alla 
risftiozione  generale  ed  esplicita  dell'antico  e  classico  problema  della  «  rever- 
^if»  serierum  »  o  inversione  formale  delle  serie  di  potenze ,  nel  caso  in  cui  non 
8ia  nallo  il  coefficiente  della  prima  potenza  della  variabile. 


)(  40  )( 


Invero,  data  una  serie  di  potenze 


«0  +^1^  +  ^«^  +  •  •  •  +  <^n^  +  •  •  • 


è  troppo  noto  che  si  ha 


n! 


.  X— 0 


Vn 


J«— 0 


mentre,  d'altra  parte,  se  nell'ipotesi  a^  ^f  0 ,  è 

a?  =  ò^(iP  —  a,)  +  ft,(a?  —  a/  +  . . .  +  6^(0?  —  %T  +  . . . 


la  ««m  tna^^^a,  si  ha 


y=«o 


«• 


ft 


JSf=ac 


Allora,  in  base  alle  (42)  (43)  del  n.  22,  sì   ottengono    per    la    invwèUme   delle 
serie^  nel  caso  a^^O,  le  fojmole  generali 


X   A*n(o^  ,  g^ , . . . ,  g^) 


o,  in  forma  esplicita. 


fi- 


(44) 


Al  problema  della  inversione  «formale  delle  serie  si>etta  oramai  un  inte- 
resse quasi  esclusivamente  storico;  tuttavia  spero  di  poter  mostrare  in  altra 
occasione  come  le  formolo  esplicite  ottenute  dianzi  si  prestino  a  qualche  ai>- 
plicaziene  non  priva  di  interesse ,  specialmente  in  ordine  alla,  inversione  delie 

« 

funzioni  razionali  intere,  nel  qual  caso,  se  m  è  il  grado  della  funzione  consi- 
derata, le  forme  K^„ ,  che  compaiono  nel  secondo  membro  delle  espressioni 
esplicite  (44),  vanno  limitate  alle  g^ , . . . ,  g„»  (cfr.  n.  12). 


25.  Noto  infine  che,  anche  dal  punto  di  vista  geometrico ,  la  trasforma- 
zione birazionale  involutoria  T  appare  degna  di  qualche  attenzione.  Ri  serbando- 
mi di  tornare  sulP  argomento,  mi  liuiito  qui  ad  osservare  che,  se  si  considerano 


)(  41  X 
i«JtBnto  le  derivate  dei  primi  due  ordini,  la  trasformazione  T  è  data  da 

^t  1  ^/  y« 

<-wMa,  introducendo  la  omogeneità  colle  dne  nuove  coordinate  x\  ,  y^ , 

x\  :  a'\  :  x\  =  f^  :  yjf\  :  —  f^^. 

È  questa  nel  piano  una  trasformazione  cubica  del  De  Jonquières, 
di  c'kMe  1  (^),  avente  il  punto  i^Htto  y^  :  y^  :  y^=:l  :  1  :  0  e  \ek  punteggiata 
di  coincidenza 

r  basta  eiieg^o ire  la  trasformazione  quadratica  speciale 

X^  :  X^  :  Xj=:Xq  :  X^X^  :  X^X^ 
ptT  ridurala    alla  omologia  armonica 

x\  :  x\  :  x\  =  y^  :  —y^  :  y^ 
*\ì  centro  O  :   1   :  1  e  di  asse  ^o  4"  ^2  ^^  ^* 


(31)   Diceai,   uoioriaijieiite_9^a««0    di    uu'  involugone  piana    il    Damerò   di    coppie    di    puuti 
roDÌngaii  apparteneuti  ad  una  riatta  generica. 
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){  34  )( 

scano  nel  secondo  membro  della  (36)    alle  A'»  j  A»^^  le  espressioni  date    per 
esse  dalla  (38)  e  si  ricordi  (n.  14)  che 


Q  — —  A  XSL         ^—j 


(2^Ì<it— 2X  +  2); 


otteniamo  così 


/ 


0-«  r+s 


O— t 


(39) 


+ fci)2(-^>"""^'  f  "«":!7  V^"-'-w4.-.  + 


riijO 


O-X-l 


r«0 


20»-l)-r' 


Ma  per  la  identità  [A']  del  n.  14^  relativa  alle  forme  isobariche    normali     E, 
abbiamo 


2(«  _  «  +  12- r  ^„_,. 
+ 


r+t 


tlt-r  +  1    ^"-'-'^«-+0-.  =  J^iJ  +  l)y.+.K-- 


8(«-0— »^+4 


i-l 


ossia 


rH 


[a-t-r  +  1]  2(i  +  l)y,+,K»--'-,,,^o-.-Ht  - 


J-2 


=  [2(a  _  f  +  1)  _  r]  K«-'-^+S(a-,+,)-r  ~  2[a  -  t  -  r  +  l]y,K«-'-'-.<«-,)-.  5 


(^ 


(*o8Ìcehè,  «sostituendo  nella  prima  sommatoria  deli^espressione  (39),  riducendo  e 
ricordando  che  (n.  14)  si  ha 


e  per  a  >  < 


y.^'^'tia^t)  =  K«-'+',,„>,+,> 


K  V.  =  0 


)(  35  )( 
tToviaiDO  ohe  l'espressione  (39)  si  trasforma  nella 


a — t 


+<-'>^f-'i(r-i')«^"-<T-7>-"'-^.. 


+ 


.1», 


r— 1 


-[«-«-»-+i)(^"^~*~'')jyrK-^'".(«-.)-r. 


Infine  tenendo  conto  delle  identità  evidenti 


2(x 


t  —  r  +  1  /2a  —  e  —  r\  _  /2a  —  e  —  r  4- 1\ 


(^l,_„(--'-;-')_,._,-.+.,(---')=<,, 


concladiamo  che  la  (40)  si  riduce  identicamente  alla 


a—t 


cioè  appnnto  alla  espressione  che  la  (38)  fornisce  per  la  (a  +  l)A*a-|.|  ;  cosic- 
ché resta  verificato  che  la  (38)  è  veramente  quella  soluzione  deWequazione  diffe- 
renziale ricorrente  (36)  che  soddisfa  alla  condizione  iniziale  A\  =  1  ,  o  in  altre 
parole,  che  la  (38)  fornisce  la  espressione  esplicita  di  quelle  forme  isobariche 
AVf  M»  coi  determinazione  al  n.  (18)  abbiamo  ridotto  la  risoluzione  del  si- 
nera»  (21)  rispetto  alle  Za  (*'). 


(^  I«a  (3S)  in  quanto,  per  i*  =  0 ,  oontiene  il  termine  K^^^^^a^t^  «a  y^^"'   non  è   divisibile 
per  y^  ;  oosioGhò  resili  provata  ro^tervazione  della  nota  (,^), 


1 


1 


)(  36  X 

21.  Biassamendo,  abbiamo  stabilito  ohe  se  in  una  qualsiasi  forma  isobaric 
normale 

delle  derivate 

,  _1^  d'x 
""'-JYdy^ 

di  una  qimlsiasi  funzione  x'iy) ,  sostituiamo  alle  x\  (luediante  la  traBfonDazion<| 
T  del  n.  17)  le  loro  espressioni  per  mezzo  dMe  derivate 


della  funzione  inversa  y(x)^  il  risultato  H'at^i  >  ^2  '  •  •  •  ?  ^a-e+i)  delibi  sostituzione  èy 
a  calcoli  fatti,  datOy  per  le  forinole  (3)  del  n.  18  e  (38)  del  n.  prec,  da 


o— f-l 

-  t 

(41) 


o— f-  1 

fi»mt 


Tenendo  poi  conto  della  (34)  del  n.  18,  possiamo  concludere  T 
Data  una  funzione  z\x)  composta  per  mezzo  delle 


«(y)   ,   y(«) 


e  posto 


'_JLÌ!i  ——  —  _l     d?y 

""'-sì    daf       '     ''-""^^      '     ^'-jTW 


si  considerino  le  espressioni  delle  derivate  successive  della  z\x) 


(21)  »\  =  2  ^«H^(yi  yPi^-^i  y-o+i)  («  =  1,2,3,..,) 


et— 1 


dove    H",    rappresenta    la  forma    isobarica   normale    di  peso  s  e  grado    a  delL 


X  37  )( 
Codeste  equaAoni,  risolte  rispetto  alle  Za ,  assumono  la  forma 


^^  'IT 

a  et— t— i 

<for«  K^^  ra|wc«eiifa  ia  forma  isobarica  normale  ài  peso  m  e  gradoX  d«iZ«  «oÌ6 

Ht^ff^jP^y  --(n.  14). 
Per  eseiDpio  avremo 

-IL'   A* 


, = j^  y,A\ + z'j,,A\ + *'yA'4 + *'y.A\ 


à«ve 


A'.  =  - 


/ft\  /f%\ 

—  I    IK'  -(-  I    Itf  K* 


y*.K*, 


A*.  =  ; 


^ 


A'. 


Il  ''■^'. 


A*.  =  1 


K».  =  »»,        ,        K\  =  2y^, 
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^\ = n 


K*3=    y,, 


Si  avrà  qaindj 


^t  =  p^  }-  «'.(Sy*,  -  5y,y,y,  +  y*.yj  +  «-^JS/»  -  2yj,^  -  3^'y,y,  +  «'yj 


22.  I  risaltati  riassunti  nel  n.  prec.  permettono  di  completare  alcane  os- 
servazioni già  accennate»  È  in  primo  luogo  facile  assegnare  iu  forma  esplicita 
le  equazioni  della  trasformazione  bi razionale  involutoria  T  del  n.  17  ,  che  fa 
corrispondere  alle  derivate  di  una   funzione  quelle    della   funzione    inversa,  e 
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che,  perciò,  trasforma  l'una  nell'  altra  le  due  estensioni  del  grappo  totale  in 
una  variabile  (n.  16). 

Invero,  sì  tenga  conto  del  fatto  che  Pespressione 

è  [n.  18;  form.  (33)]  il  risultato  che  si  ottiene  sostituendo,  mediante  la  T,  nella 
H'a(^'j ,  ic'g , . . . ,  a?'a-r+i)  ^^^®  ^'t  ^®  ^^^^  espressioni  in  funzioni  delle  y^ ,  o,  in 
altre  parole,  la  trasformata  di  H'o(a?'^ ,  aj'^ , . . , ,  ^t'a-i+i)  per  mezzo  della  T.  Per- 
ciò ricordando  (n.  8)  che  si  ha 

conchiudiamo  che  le  equazioni  della  trasformazione  birazionale  involutoria,  che 
lega  le  derivate  di  due  funzioni  inverse,  sono  d<ite  da 

(42)  ^/^_^Vi»y2j--->ya^ 


3^1 


o^siaj  per  le  (38), 


a— « 


(oc  =  1  ,  2  f  3  ,  • .  .)• 
23.  Ciò  premesso,  si  perviene  agevolmente  a  risolvere  il  solito  sistema 

(2if  z'.  =  2  ««H*.(y. ,  y, , . . . ,  y^-+.) 


a— 1 


anche  rispetto  alle  yj. 

Considerate  invero  le  funzioni 

y»       ,       2^'W 

inverse  delle  z(y),x(z)  rispettivamente,  esse  definiscono,  come  funzione  di  fuu 
zione,  la  y(x)y  talché  posto,  secondo  le  notazioni  fissate  (n.  7), 

.    —  —  ^  ,_J^d^  ,  _  1     d'z 

^'-  jl    d^     '    ^'-xi   d^     '     ^'-i\    '^' 


r^\  '  • 
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Avremo    per   le  solite  forinole  di  derivazione  sncceBsiva  delle  funzioni  di  fun 
zione  9 


'^^)  y^  =  2  ^'^  ^^^  ^^**  '  «'«?•••>  «S-x+i) , 


A— 1 


e  questo  espressioni  delle  ^^  fornirebbero  tavolata  risoluzione  del  sistema  (21), 
qualora ,  al  secondo  membro,  insieme  con  le  z's ,  comparissero    in   luogo  delle 

'  — JL  ^ 

doè  appunto  le  derivate  della  funzione  inversa.  Ora  per   qaanto  si  è  visto   al 
B.  V^ec.  [form.  (42)]  si  ha  precisamente 


/   -^  x(^i  ì  ^i  1  •  •  •  j  ^x) 


i 


onde,  soBtitaendo  nelle  (44),  concludiamo  che  risolvendo  il  sistema  (21)  rispetto 
aìk  y^  9i   ottiene 


y^  =  Z^  -         • — 


■  ■  r    '  I   ««—^jfafci 


X-1 

dove  le  A*x  9  H^>  hanno  il  solito  significato. 

Si  vede  così  che  il  sistema  (21)  è  veramente  hiraaionale  rispetto,  alle  z , 
e  alle  y^  (cfr.  n.  16). 

24.  Porrò  termine  a  questa  !Nota  con  alcune  osservazioni  del  tutto  elemen^ 
tari ,  ebe  varranno  a  mostrare  come  la  trasformazioue  bira^ionale  involutoria 
T,  di  coi  si  son  trovate  al  n.  22  le  formole  esplicite,  sìa  abbastanza  notevole 
ed  interessante. 

È  anzitutto  manifesta  come  le  equazioni  (42)  (43)  della  T  conducano  alla 
rÌ8o!a2ione  generale  ed  esplicita  dell'antico  e  classico  problema  della  «  rever- 
sio  seriernm  »  o  inversione  formale  delle  serie  di  potenze ,  nel  caso  in  cui  non 
aia  nullo  il  coefficiente  della  prima  potenza  della  variabile. 
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Invero,  data  ana  serie  di  potenze 


y  =  «0  +  «1^  +  ^«^  +  •  •  •  +  ««^  +  •  •  • 


è  troppo  noto  che  si  ha 


n! 


.  JP«-0 


y« 


jjp-t) 


mentre,  d'altra  parte,  se  nell'ipotesi  a^  ;zf  0 ,  è 

X  =  fc,((P  —  a,)  +  fc,(iF  —  «/  +  ...  +  6„(jp  _  o  j  4-  . . . 


la  «erte  tMver«a,  ai  ha 


ni 


'n 


éTx 


y=-ao 


X' 


n 


Jy=«c 


Allora,  in  base  alle  (42)  (43)  del  n.  22,  si   ottengono    per    la    inversione    delle 
serUy  nel  caso  a^^O,  le  fojmole  generali 


A*„(«4  ,  a^  , . . . ,  a^) 


a 


«n-i 


o,  in  forma  esplicita. 


n-« 


(44) 


Al  problema  della  inversione  «formale  delle  serie  spetta  oramai  un  inte- 
resse qaasi  esclusivamente  storico;  tuttavia  spero  di  poter  mostrare  in  altra 
occasione  come  le  formole  esplicite  ottenute  dianzi  si  prestino  a  qualche  a})- 
plicaziene  non  priva  di  interesse ,  specialmente  in  ordine  alla.  inveì*sione  delie 
funzioni  razionali  intere^  nel  qual  caso,  se  m  è  il  grado  della  funzione  consi- 
derata, le  forme  K\ ,  che  compaiono  nel  secondo  membro  delle  espressioni 
esplicite  (44),  vanno  limitate  alle  a, , . . . ,  a^,  (cfr.  n.  12). 


25.  Noto  infine  che,  anche  dal  punto  di  vista  geometrico ,  la  trasforma- 
zione birazionale  involutoria  T  appare  degna  di  qualche  attenzione.  Riserbando- 
mi di  tornare  suU'  argomento,  mi  limito  qui  ad  osservare  che,  se  si  considerano 
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soltanto  le  derivate  dei  primi  due  ordini,  la  trasformazione  T  è  data  da 

-r'  -i-  x'  --^ 

fissia,  introducendo  la  omogeneità  colle  dne  nuove  coordinate  x\  ,  y^, 

x\  :  x\  :  x\  —  f^  :  yjf\  :  —  f^^. 

E  qaesta  nel  piano  una  trasformazione  oMÒtea  del  De  Jonquières, 
di  cUuàe  1  e*),  avente  il  punto  unito  y^  :  y^  :  y^  =  l  :  1  :  0  e  la  punteggiata 
di  coincidenza 

yo  +  yi  =  ^; 

e  basta  eseguire  la  trasformazione  quadratica  speciale 

|fr  lidurala  alla  omologia  armonica 

x\  :  x\  :  x\  =  y^  :  —  .Vi  :  3^0 
di  eentro   O  :  1  :  1  e  di  asse  y  -\-  y  zzi  0. 


(»*)    Dicesi,  "otoriaiji©ijte,y-«/a«M    di    un'  intfo/itatofi«  /nana    il    numero   di   coppie    di    punti 
roniog^tì  appartenenti  ad  una  retta  generi cìì, 
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ALBERTO   PASCAL 


csinro  NscBOLOoioo  n 


DI 


ROBERTO   MARCOLONQO  (a   Napoli) 

(con  ritratto) 


La  mattina  del  28  gennaio  scorso ,  datante  1'  azione  vittoriosa  a  Mont 
Valbella,  trovava  la  morte ,  precipitando  col  proprio  aereoplano ,  Alberta 
Pascal,  tenente  di  artiglieria ,  laureando  della  nostra  Facoltà  matematica 

(•)  Bingrazio  pubblicamente  il  caro  amico  Prof.  Marcolongo  per  es 
sersi  volontariamente,  con  paterna  sollecitudine,  assunto  il  mesfo  incarico  d 
onorare  con  quewto  suo  nobile  scritto  ,  il  mio  ])overo  figlio  sulle  pagine  d 
questo  Oiornalej  del  cui  lavoro  di  redazione  il  caro  Berto  si  occupò  con  tant* 
amore  negli  anni  felici  della  sua  operosa  adolescenza. 

Egli  fu  un  mistico  sognatore,  e  cadde  dal  cielo  e  morì ,  si  può  dire ,  se 
gnando. 

Ogni  tanto,  durante  la  sua  giovinezza,  avea  dei  momenti  di  profondo  ra< 
coglimento,  quasi  di  estasi;  e  quante  volte  non  l'ho  sentito  allora  ripetere 
mesti  versi  : 

.....  che  è  mai  la  vita  f 

È  l'ombra  di  un  sogno  fuggente. 

La  favola  breve  è  finita, 

Il  vero  immortale  è  Vamor 

Fu  buono  di  una  bontà  angelica,  fu  di  animo  nobile  e  puro,  di  cuore  g( 
nerosissiuìo;  egli  sognò  la  gloria.  ' 

E  sembrava  che  tutto  fosse  mistico  attorno  a  lui. 

Proprio  nel  giorno  della  terribile  notizia,  un  pittore,  dal  quale  io  qualcb 
volta,  nei  bei  tempi,  solevo  acquistare  delle  copie  di  quadri,  ignaro  di  tutt< 
venne  per  offrirmi  una  copia  della  testa  di  S.  Oirolamo  del  B  i  b  e  r  a.  Ne 
1'  apprendere  la  inaspettata  novella ,  il  pover'uomo  resta  esterrefatto ,  imm< 
bile  davanti  a  me,  senza  parola,  col  quadro  in  mano ,  nell'  atto  quasi  di  m( 
strarmi  la  meravigliosa  testa  che,  rapita  in  estasi,  guarda  il  cielo;  quel  eie] 
dal  quale  il  mio  povero  6glio  era  caduto  per  sempre!  Parvemi  di  vedere  u 
simbolo. 

E  così,  figlio  mio  adorato,  giovinettx)  pensoso  dagli  occhi  profondi  piei 
di  sogni,  addio  !  Non  avrei  invero  mai  pensato  di  dovere ,  nei  giorni  di  qui 
sto  mio  triste  tramonto,  scrivere  per  te,  su  queste  pagine,  la  disperata  j» 
rola,  la  parola  di  amarezza  senza  conforto. 

Ma  verremo,  io  e  la  mamma  tua,  verremo  a  ricercarti  sotto  quella  ten 
in  cui  hanno  raccolto  i  tuoi  miseri  avanzi,  in  quei  piccolo  cimitero  alpino,  i 
mezzo  a  quelle  nevi  e  a  quei  fiori  delle  Alpi  che  tu  tanto  amavi. 

Ci  accosteremo  allora  raccapricciando.  Óome  ?  È  sotto  quella  umile  zoll 
di  terra  che  han  dovuto  chiudersi  \\^v  seuipre  tanti  desideiii,  tanti  ardori,  tan 
sospiri  di  giovinezza,  tante  speranze  e  tanti  sugni  i Ernesto  Pasca 


ALBERTO  PASCAL 
(M  Diambre  im'i-SS  Gennaio  tUlSJ 
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Lo  avevo  conosciato  giovinetto,  quando  ai  primi  del  1908  mi  trasferii  a 
Vifoli;  ne  apprezzai  subito  l'ingégno  svegliato,  l'animo  sereno,  la  bontà  an- 
Sxìk'à,  la  ferma  volontà  dei  propositi.  L'ebbi  carissimo  e  lo  amai  quasi  come 
a^Iiuolo.  L'affetto  si  rinsaldò  nella  scuola ,  per  la  comune  predilezione  agli 
(tiitil  della  storia  della  scienza ,  per  quella  simpatia  che  si  stabilisce  così 
firsso  tra  allievo  e  maestro  spinti  da  una  stessa  fede  ,  da  uno  stesso  entu- 
siiiimo  e  che  fa  della  scuola  un'altra  famiglia. 

Come  non  amare  quel  giovinetto,  fin  troppo  serio  per  la  sua  età;  per  la 
>iia  erudizione,  assolutamente  eccezionale  in  un  giovane  non  ancora  ventenne; 
fi^rla  illibatezza  dei  costumi;  per  l'entusiasmo  che  poneva  in  ogni  più  piccola 
ois»;  per  la  religione  del  dovere  a  cui  lo  aveva  iniziato  la  severa  educazione 
wttTna?  Ed  ora  che  è  sparito  per  sempre,  mi  è  parso  un  sacro  dovere  seri- 
ore di  lui  su  questo  giornale,  che  vide  il  frutto  dei  suoi  primi  studi.  E  forse 
j  mia  parola,  velata  da  una  indicibile  commozione,  non  saprà  dire  tutto  quello 
c.«?  il  mio  cuore  così  profondamente  sente. 

Alberto    Pascal  nacque  a  Pavia  il  23  dicembre  1894.  A  Milano  pri- 
la.  poi  a  Napoli,  ove  il  padre,  il  nostro  illustre  collega,  alla  tine  del  1907  era 
-v.u  chiamato  ad  occupare    la  cattedra    di   Analisi    superiore ,  seguì  e  'iomjìì 
p^^iì  elementari,  ginnasiali  e  liceali.  Nel  gennaio  1910  fu  addetto  all' Uf- 
«fr.fl  di  segreteria  del  Congresso  delle  Scienze  adunatosi  a  Napoli;  e  vi  spese 
'/-■ra  alacre    e    preziosa.    Si    inscrisse    alla    Facoltà    matematica    nell'  anno 
^ofastico  1912-1913    e    si    fé'  subito    notare    tra    i    primisvsimi    in    un    grup* 
f»  di    giovani     valorosi.    I    tre    anni    che   precedettero    la  nostra  guerra    fu- 
rono anni  di  lavoro  intenso,  meraviglioso.    Fin  dalle    prime  ore  del  mattino, 
^2ii  veniva  all'Università  e  non  ne  usciva  che  a  sera  inoltrata,  concedendosi 
.«K'bi  istanti  di  riposo,  occupandosi  dei  suoi  studi  ,  dei  suoi  doveri  scolastici 
*■  trovando  anche  il  tempo  di  dedicare  le  sue  cure  alla  Biblioteca   del   nostro 
N'ininario  matematico.    Come  è  ancora  vivo  in  me  il    lieto  ricordo    di    quegli 
^oni;  di  quel  manipolo  di  giovani  audaci,  intelligenti;  delle  discussioni  vivaci 
Jatte  nei  nostri  Istituti  scientifici;  della  febbre  di  lavoro.  Quanti,  ahimè,  di 
(^storo  potranno  tornare  al    lavoro  sereno  e  onorare  la  scuola  f 

Sostenne  in  modo  brillante  tutti  i  suoi  esami,  quasi  sempre  con  lodo.  Al 
l»rincipio  del  terzo  anno  fu  nominato  as8i^tentc  alla  cattedra  di  geometria 
analitica;  e  fa  maestro  a'  suoi  coetanei  e  la  prova  delle  sue  prime  armi  su- 
\^Tb  anzi  la  comune  aspettazione.  Conseguì  ancora  un  premio  presso  la 
ttnstra  Facoltà.  Lungi  dall'insuperbire,  egli  non  era  soddisfatto;  temeva  sein- 
i^re  eli  far  troppo  jwco;  di  essere  da  meno  dei  suoi  compagni;  temeva  pel  suo 
avvenire  scientifico  ! 

Le  qualità  al  suo  ingegno  acuto,  sintetico,  lo  spingevano  allo  studio  della 
^•'«'Dietrìa;  ma  intanto  egli  non  trascurava  lo  studio  dell'analisi,  di  cui  voleva 
tendersi  padrone.  Due  brevi  note,  redatte  nel  suo  secondo  anno  di  università, 
tbiare  ed  elefanti,  bq  alcune  questioni  della  teoria  dei  determinanti,  non  danno 
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che  una  pallida  idea  delle  profonde  cognizioni  dì  analisi  chVgli  sf  era  saputo 
acquistare. 

Pur  attendendo  a  seguire  con  la  consueta  tenacia  la  strada  in  cui  egli 
si  sentiva  chiamato  e  in  cui  indubbiamente  si  sarebbe  afferniat.0  ;  egli  era 
del  pari  potentemente  attratto  verso  gli  studi  Helbi  storia  delle  matematiche. 
Anche  in  questo  campo  egli  non  ci  hrv  lasciato  che  pO(;bi  sagg'  ;  ma  sono 
eccellenti  e  danno  la  misura  di  quauto  si  sarebbe  potuto  attendere  da  lui. 

La  Memoria  su  Girolamo  Saccheri  nella  vita  e  nelle  opere,  è  esauriente;  è 
il  suo  primo  e  più  completo  lavoro,  frutto  di  vari  anni  di  ricerche  pazienti, 
minuziose  e  intelligenti I  Dopo  il  suo  lavoro,  non  credo  vi  sia  altro  a  dire  di 
notevole  sull'opera  dell'acuto  geometra  ligure.  Le  varie  notizie  raccolte  ;  le 
osservazioni  acute  di  cui  è  pieno  il  lavoro,  non  sembrano  quasi  il  lavoro  di 
un  giovane! 

Rammento  ancora  la  sua  gioia  quando,  con  non  [)Ocbe  insistenze,  mi  riuscì 
ad  ottenergli  in  prestito  dalla  sventurata  bit)lioteca  di  Lovanio  una  delle  poche 
copie,  ancora  esistenti  in  Europa,  della  terza  edizione  della  Logica  dimostrativa 
del  S  a  e  e  h  e  r  i . 

*  In  un'altra  Nota  egli  ha  pure  illustrato  una  lettera  inetiita  tlel  Saccheri. 

*     « 

Mi  parlava  spesso  del  suo  desiderio  di  fare  una  traduzione  completa  del- 
VEuclides  ab  omni  naevo  vindieatus^  e  di  commentarla;  la  cominciò,  ma  non 
pot>è  (indurla  a  termine. 

A  questi  studi  egli  dedicava  specialmente,  in  Milano,  i  mesi  di  vacanza; 
per  non  distrarsi  troppo  da  quelli  ben  più  ardui  delle  matematiche  pure.  Nac 
quero  così  la  breve  nota  sull'apparecchio  polisettore  di  T  o  m  m  a  s  o  C*  e  v  a; 
la  pubblicazione  di  una  lettera  del  Grandi  da  lui  rinvenuta  alla  Braidense; 
ed  il  lavoro  più  poderoso  sul  carteggio  inedito  di  Giovanni  (!!  e  v  a  col 
Viviani.  Sono  undici  lettere  esistenti  alla  Nazionale  di  Firenze  che  egli 
illustra  con  acume  e  rara  perizia;  e  che  insieme  a  quelle  del  G^r  a  n  d  i  pul»- 
blicate  dal  Paoli,  gettano  così  viva  e  bella  luce  sui  nostri  matematici  con 
tinuatori  della  scuola  di  Galileo,  e  sulla  vita  italiana  degli  ultimi  anni  del 
1600  e  dei  principi  del  1700. 

Scoppiata  la  guerra,  fu  ammesso  alla  R.*  Acc.  Militare  di  Torino;  com- 
piuto il  breve  corso  fu  nominato  sotto  tenerne  al  7**  artiglieria  da  fittezza. 
Chiamato  agli  aerostieri  di  artiglieria,  vi  restò  un  anno  e  fu  promosso  tenente 
nel  27  luglio  del  1916.  Nel  gennaio  1917  passò  al  corso  per  gli  osservatori 
di  areoplani  e  ottenne  il  brevetto  di  osservatore  il  2S  febbraio  1917.  In  ultimo 
apparteneva  alla  33^^  squadriglia  di  aeroplani. 

Non  si  risparmiò  mai,  pur  non  dimenticando  gli  studi  prediletti.  Alcune  recen- 
sioni comparse  in  questo  giornale  sono  state  scritte  nei  brevi  momenti  di  tregua. 

Ebbe  l'encomio  solenue  (31  agosto  1917);  un  particolare  elogio  (21  gen- 
naio 1918)  per  il  valido  aiuto  portato  nell'individuazione  delle  difese  nemiehe. 

I  suoi  compagni  di  squadriglia  sono  unanimi  nell'  attestare    la    immensa 
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conoscenza  cbe  egli  aveva  acquistato  dell'altopiaDo  di  Asiago;  la  estrema  pre- 
rmone  Bel  dare  segnalazioui  alle  batterie ,  nel  prendere  schizzi  e  cenni  illa- 
mirativi  a  complemento  delle  fotograiie  presse. 

La  motivazione  per  la  proposta  di  iinu  medaglia  d'argento  lo  dipinge 
■  >e!^no  sempre  fra  l'accanimento  degli  antiaerei;  conscio,  ma  sprezzante  sem- 
pre del  jiericolo  »   (*). 

Nemmeno  però  era  negletta  la  geometria.  Un  anno  fa,  dnrante  una  breve 
licenza,  egli  aveva  sostenuto  1'  esame  di  geometria  superiore  con  esito  felice: 
f  p«co  oramai  lo  separava  dalla  laurea.  Ma  era  tornato  alla  sua  squadriglia; 
e  noi  non  lo  rivedemmo  piti  !  ^ 

Dopo  Caporetto  mr*  scrisse  due  parole  sole:  «  Una  parola  di  fede  dal  suo 
Alb*»rto  ♦  ! 

Eifli  aveva  fede:  quella  purissima  fede  che  crea  lo  scienziato  o  l'eroe;  ma 
i^t-va  anche  un  vago  presentimento  della  sua  fine  i)roHsima. 

Da  qualche  sua  lettera;  da  un  piccolo  quaderno  di  memorie   trovato    tra 

1»  sne  carte,  si  sprigiona  un  senso  di  melanconia  profonda;  un  rimpianto  per 

gì.  rtudi  bruscamente  interrotti  ;  ma  al  tempo  stesso  la  volontà  di  fare  sempre 

'■. -no  dovere  e  piCi  del  dovere;  il  desiderio  di  emergere,  di  far  tutto  con    la 

v^jU  perfezione,  calmo  e  sereno  come  dinanzi  a  qualche  questione  di  geome- 

tndit'A  qualche  vecchio  e  amato  volume! 

Lo  trafiggeva  «sempre  il  pensiero  dei  parenti  lontani,  della  mamma  adorata 

•""Ila  quale  intratteneva  giornaliera  corrÌ8|»ondenza,  traboccante  di    affetto,  di 

^♦fsia,  di  gentilezza;  di  quella  santa  per  cui  era    sempre   rimasto    il    piccolo 

H^rto:  il  pensiero  di  quel  picciol  tetto  sulla  s[naggia  incantata  di  Mergellina, 

•iniasto  vuoto  e  deserto  dopo  la  sua  partenza  e  quella  dell'unico  fratello  Mario. 

Giunta  l'ora  di  fare  il  suo  dovere,  egli  non  badava  piìi  a  nulla;  partiva 
o»l  8I10  aerofdano  deciso  a  fare  quanto  era  umanamente  possibile. 

Il  28  gennaio  1918  egli  partì;  doveva  tornare  ad  una  data  ora.  Giunto 
'  ipparecehio  pel  suo  cambio,  egli  non  volle  ritornare  al  campo,  ma  si  man- 
•funp  in  volo  osservarlo  i  movimenti  delle  truppe  e  abbassandosi  a  bassa 
'iHora.  Dopo  mezz'ora  cessò  di  radiotelegrafare;  fu  visto  l'apparecchio  planare 
tentando  di  raggiungere  le  proprie  linee,  indi  precipitare.  E  cadde  col  suo 
<<im[»agno,  il  pilota  sergente  Arturo  Bocchetto,  torinese,  in  una  loca- 
'ita  detta  Buso  del  Termine. 

«  Per  un  anno  intero,  dice  la  motivazione  con  cui  gli  è  stata  concessa  la 


•  *)  Osservatore  daU^aeroplano  compì  nutuerosiasime  r)9«ignizioni  sul  nemico,  spesso  volon- 
tari», ed  in  condiziODÌ  atmosferiche  *  avverse  :  sereno  sempre  fra  l'accanimento  degli  anti- 
»»"r'» .  rhe  piti  volt»  gli  colpirono  V  appai*e(;cliÌ4»  ,  risoluto  e  c»lmo  agli  attacchi  degli  aerei 
Latici.  Mitragliò  a  brevissima  qnota  truppe  nemiche,  eseguì  numerosissime  fotografie  e  fornì 
'apportanti  notizie.  Cousoio,  ma  sprezzante  sempre  del  pericolo,  dio  luminosa  prova,  per  ahne- 
i4?ione  ed  entusiasmo,  per  costanza  ed  ardimento,  di  seulimento  di  amor  patrio  e  di  nobili 
•:rtti  militari.  (.Cielo  deWAltipiafw  di  ABÌago  —  Cielo  del  Carso,  Gennaio- Dicembre  1917), 
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che  una  pallida  idea  delle  profonde  cognìziioiii 
acquistare. 

Pur  attendendo  a  seguire  con  la  cons'^ 
si  sentiva  chiamato  e  in  cui  indubbiaiiie^, 
del  pari  potentemente  attratto  verso  gì' 
Anche  in  questo  campo  egli,  non  ci   ' 
eccellenti  e  danno  la  misura  di  quau'  \ 

La  Memoria  su  Girolamo  Sacf 
il  suo  primo  e  piìi  completo  lav*^ 
minuziose  e  intelligenti!  Doik)  ^ 
notevole  sull'opera  dell'acuto  ;  ^ 
osservazioni  acute  di  cui  e  i  *  ^ 
un  giovane! 

Rammento  ancora  1  , 
ad  ottenergli  in  presti'    \ 
copie,  ancora  esisten*^  ^ 
del  S  a  e  e  h  e  r  i  . 
'  In  un'altra  Y 

té 

Mi  parlavif^  ^ 
VEucUdes  ab  : 
potè  con<iur' 

A  qu 
per  non 
quero 
la  p' 
ed 
T 


^^o  in  ^ll^^ 
^  Ver    \\^r 


\ 


./ 


«ioruale    dj 

'  kSaccheri,    (Atti 
i4I916)J. 


niatein«,tiche, 


301-304  (1914)1.  ^««y<^y.  fG 


(1914)] 

cu  Auflage  von  Cantor's    Vorl^sunaen  iìK... 
,  536—536)    [Bibliotheca    Mathem.    (8).     Bd 
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uisettort;  di  Tommaso  Cfva  e  una  lettera  inedita  di  r     -^ 
Lombiudo,  V.  XLVIIl,  pp.  173-181  (1915)].  ^'""^0 

,  minanti  ottenuti  da    «n  altro  operando    una    medem 


ima 


are  sugli  elementi  di  una  o  piti  colonne.  [Giornale  di  matemaHoK  *^ 
.,J,  pp.  35-42  (1915)].  .  '"'■^^^^ 

aiovanni  Ceva    ed    il   suo   carteggio    con   Vincenzio   Viviani.    [Annali    ^- 
,,,eiiiVs.  ^'  *•  -^^f^'  ^'^''  287-311  (1915)J.  ^^ 

8    Recensione  dell' opera  di    A.    Maire,    L^  a^nvre  scicìitifiqtie  de  Bla  i»^ 
Pascal;  Paris,  1912.  (Bollettino  di  bibliografia  e  storia  delle  scienze    materxia. 
ticbe,  anno  XVII,  pp.  54-56  (1915)|. 

9.  Idem  su  A.  F  a  v  a  r  o,  Amici  e  corrispondenti  di  Galileo  Galilei,  XXXJT- 
Bonaventura  Cavalieri,   Venezia  1915,  [Giornale  di  matematiche,  s.  :i',  v.  5^ 
pp.  247—248  (191 5)J. 

10.  Idem  su    Gino    L  o  ria,    Guida  allo  studio  della  storia  delle  matepntv 
tiche,  Milano  1916.  [Giornale  di  matematiche,  s.  3,  v.  54,  pp.  371 -372  (1916)]. 

Oltre  i  precedenti  scritti  ci  sono  poi  tre  articoli  pubblicati,  quando  av^v^i 


precocìia  nai  muvctnu^tixyv  \^i.  uja^^ivr  V  *^v  f^.i.^uvr  xifx^j,  iiiuidre  un  sunto  ilei 
lavoro  su  G  i  i*  o  l  a  m  o  S  ac  e  h  e  r  i  deve  essere  comparso  in  Bibliotheca  ma- 
them.  del  1915  ;  ma  di  esso  non  possiamo  dare  le  indicazioni  precise,  non  aveuilo 
potuto  consultare  gli  ultimi  volumi  di  quella  Rivista,  a  causa  della  attuale  inter- 
ruzione degli  scambi  internazionali. 

maggio  1918. 


GRANDI 
^  II 


e  rappresentabili  coi    nameri 

«l'altra  proposìzìoDe  [trimìtiva 

In  quale  enancifaremo  nel 


la" 

M     ; 

,   ^  '  tra  loro. 


'li  tra  loro, 
«li    altri 


CAPITOLO  I. 

.  iDUZIONK    ALLA   TRf)BIA   GRNESALB   DRLLB   GRAMnBZZB   LINEARE    ; 
NON    FINITE   E    CONTINUE. 

§   1."   Concetti  primitivi  particolari  in  questa  meiuoria  sono  quelli  iì\  gran- 
dma e  dì   aomma  <li  una  graniìezza  qualunriue   a  con  uua  grandezza    qualun- 
que b,   soninia  che  rappresentiamo  siiubolicameute  «a-^-b». 
ha   parola  uguale  avrà  il  siffuiflcato  leibniziano. 

Se  6  ^,  «  rappresentano  due  grandezze,  una  grandezza  qualunque  a,  che 
sia  HoiuiDa  di  b  con  e,  si  dirà  maggiore  di  i.  Invece  dì  dire  a  maggiore  di 
b,  potremo  anche  dire  b  minore  di  a  e  acriveiB  Bimholicamente  o  a>6 
o  6<^  a. 

Direnio    che    una    grandezza  a  è  omogenea  ad   una    graudezza  b ,  quando 
succede  almeno  uno  dei  seguenti  tre  (lasi: 
1."  a  è  uguale  a  b  ; 
2."  A  è  maggiore  di  b  ; 
3.'   6  è  maggiore  di  a. 

Cor.  S<>  una  grandezza  a  è  omogenea  ad  una  grandezza  b,  la  grandezza 
b  i-  omogenea  alla  grandezza  a. 

liireroo,  qualche  volta,  che  due  grandezze  sono  omogenee  tra  loro,  quando 
noa  (li   esHe  ^  omogenea  all'altra. 

(*k  <^tieslA  Memoria,  praMiilala  al  i^nucoriio  a  preiiiii  iniuiateriali  oh»  m  ^  cbiiiBo  il  31  ili- 
rfmbre  11115,  è  la  contiDiinzioiie  •Ielle  altre  pnlibliraU  nel  Volume  LI  (1913)  (4°  <lell»  3*  ae- 
riei  e  ne)  Volume  LIl  (1914)  (&<  della  3'  oerìe)  di  qaesto  Kioniale,  ed  era  già  Statu  invinU 
maDoscritt»  »à   prof.    Roberto    Marcolongo    sia  dal  gennaio  1914. 
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8e  a  e  b  sono  dne  grandezze,  stabiliamo  di  attribuire  alla  locuzione  «  la 
somma  ài  a  con  b  esiste  »  il  significato  dell'altra  frase  :  esiste  almeno  una  gran 
dezza^  che  è  somma  di  a  con  b. 

Diremo  che  una  grandezza  a,' appartenente  ad  una  classe  oc  di  grandezze, 
è  minima  in  a ,  quando  qualunque  graudezza  appartenente  ad  a  è  maggiore 
di  a  od  uguale  ad  a;  come  pure  diremo  che  a  è  massima  in  a,  quando  qua- 
lunque grandezza  appartenente  ad  a,  è  minore  di  a  od  uguale  ad  a.  Diremo 
che  una  grandezza  b  è.  compresa  fra  le  due  grandezze  a  e  e,  quando  b  è  mi- 
nore di  una  e  contemporaneamente  maggiore  delP  altra  delle  due  grandezze 
a  e  e. 

La  classe  di  tutte  le  grandezze  omogenee  ad  una  assegnabile  è  detìnita 
in  se  stessa  dalle  iseguenti  proposizioni  primitive  : 

1.°  Esiste  almeno  una  grandezza  ; 

2.^  Se  a  e  b  sono  grandezze  omogenee  fra  loro ,  la  somma  di  a  con  b 
esiste  ; 

3.^  Se  esiste  la  somma  di  una  grandezza  a  con  una  grandezza  &  ,  a  è 
omogenea  a  6  ; 

4.°  Se  a,  bf/p  sono  tre  grandezze,  ed  a  e  6  sono  omogenee  a  o ,  quan- 
d'anche le  tre  grandezze  siano  a  due  a  due  disuguali  a  e  ò  sono  tuttavia 
omogenee  tra  loro  ; 

5.**  Se  le  grandezze  e  e  e'  sono  somme  di  una  grandezza  a  con  una 
grandezza  6,  deve  essere  e  uguale  a  e') 

6."  Una  soltanto  di  due  grandezze  può  essere  maggiore  dell'altra  ; 

7.^  Se  a,  bj  e,  sono  grandezze  a  due  a  due  omogenee,  è 

{a'\-b)-\'  C'=a-[-{b  -^  e)  • 

8.*^  Esiste  almeno  una  grandezza  minore   di   una  grandezza    qualunque 
9.''  Se  due  classi  oc  e  ^  soddisfano  alle  seguenti  condizioni: 


data; 


I.  Nessuna  delle  due  classi  è   vuota  ; 

II.  Ognuna  delle  grandezze  di  ^  ^  maggiore  delle  grandezze  di  a  ; 
III.  Ognuna  delle  grandezze  omogenee  ad  una  graudezza  di  a  appartiene 
a  qualcuna  delle  due  classi  a  e  ^; 

allora  si  verifica  almeno  uno  dei  seguenti  due  casi  : 

I.  Qualche  grandezza  di  a  è  massima  in  a  ; 
II.  Qualche  grandezza  di  ^  è  minima  di  p. 

Le  nove  proposizioni  primitive  enunciate  sono  comuni  tanto  ai  sistemi  ci 
grandezze  omogenee,  finite  e  continue  secondo  il  principio  di  Dedekiit  <l 
quanto  ai  sisteuii  di  grandezze  omogenee  ,  continue  secondo  lo  stesso  prii\i<! 
pio,  finite  e  non  finite,  di  cui  tratteremo  particolarmente  nel  Cap.  Ili  di  qu* 
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ita  Memoria.  Perchè  le  grandezze  siano  finite  e  rappresentabili  coi  numeri 
r^ali  ordinari  bisogna  aggiungere,  alle  predette  un'altra  proposizione  primitiva 
(i^aivalente  a  quella  attribuita  ad  Archimede,  la  quale  enuncieremo  nel 
<nv)ado  capitolo. 

Cor.  1.®  Una  grandezza  non  è  maggiore  di  se  ètetaa. 
Infatti  la  propo8Ìzione  contraria  è  esclusa  dalla  Pp.  .6.* 

OoB.  2.*  Due  grandezze  omogenee  ad  una  terza  sono  omogeuee  tra  loro. 
La  tesi,  nel  caso  che  due  delle  tre  grandezze  date  siano  uguali  tra  loro, 

f  dimostrata  dalla  definizione  di  grandezze    omogenee  fra  loro ,  e   negli    altri 

itsi,  dalla  Pp.  4.* 

Con.  3.*  8e  a,  ò,  e,  sono  grandezze  omogenee  ,  (a  +  ò)  +  (J  ed  a  +  (ò  -f-  o) 
ciiv/oKo  e  rappresentano  una  sola  grandezza, 

Infièttì  pel  corollario  2."*  a -\- b^h  -\-,c,  sono  rispettivamente  omogenee  a  e 
e  ail  fl,  quindi  la  Pp.  2.%  5.*  e  7.*  dimostrano  il  corollario. 

ToR.  4.''  8e  una  grandezza  a  è  maggiore  di  una  grandezza  b  ^  e  b  è  mag- 
pyrrii  una  grandezza  c^  a  è  maggiore  di  e. 

Inietti  ^esistono,  per  la  definizione  di  maggiore,  due  grandezze  h  e  k  tali 
'be  3ia  az=zb  -\-  h  ^  b  =  e  -{-k'y  quindi  a  =  (e  -{- k) -\- h  =  e  '\-  (k  -{-  h)  ciò  che 
tiifflostra  la  tesi. 

Cor.  5."*  Esiste  almeno  una  grandezza  maggiore  di  una  grandezza  qualunqne 
'fata  a. 

Infatti  a  -{-  «p  è,  per  definizione  maggiore  di  a. 

Cor.  6.®  8e  a,  ò,  e  sono  grandezze  omogenee^  e  b  è  maggiore  di  e  j  è  anche 
^  -  b  maggiore  di  a  -{-  e. 

Infatti  esiste  una  grandezza  h  tale  che  ò  =  e  -f-  A  ;  quindi  a  -{-  b  =  a  -{- 
-te-\-  h)=z{a  -^  e)  -\-  h]  ciò  dimostra  la  tesi. 

Cor.  7.^  Se  a  e  b  sono  grandezze  omogenee  disuguali^  esiste  almeno  una  gran- 
i*zza  compresa  fra  esse.  . 

Infatti  per  la  definizione  di  grandezze  omogenee  tra  loro  e  poiché  a  e  b 
^»no  disuguali,  dev'essere  oa>fto&>^.  Posto  che  sia  ay>b  dove  esistere 
nja  grandezza  k  tale  che  a  -\-  b  -j-  h.  D'altra  paite  per  la  Pp.  8  esiste  almeno 
inu  grandezza  k  minore  di  h,  quindi  pel  corollario  6^*  b -\- k  dimostra  la  tesi. 
Analoga  dimostrazione  si  può  ripetere  se  è  ò  >  a. 

§  2.""  Dalle  proposizioni  primitive  enunciate  e  dai  corollari  dimostrati  ri- 
sulta che,  se  alle  parole  elemento,  segmentò,   primo ,  ultimo  si  attribuiscono  ri- 
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spettivamente  i  significati  delle  parole  grandezza^  maggiore^  minimo,  manimo  al- 
lora tutte  le  proprietà  primitive  e  derivate  come  anche  tutte  le  definizioni  che 
abbiamo  riferite  al  continuo  lineare  aperto  ed  illimitato  (vedi  volume  LI, 
1913,  del  Giornale  di  Matematiche  di  Battaglini)  ricevono  un'interpreta- 
zione concreta  e  riescono  valide  per  la  clasRe  di  tutte  le  grandezze  omoge- 
nee ad  nha  grandezza  data.  In  particolare  acquistano  un  significato  precisole 
locuzioni  residuo  a  deatra  o  residuo  e  sinistra,  limite  a  destra,  o  limite  a  sini- 
stra di  una  classe  di  grandezze  omogenee,  e  sono  veri  i  teoremi  : 

l.""  Solo  una  grandezza  può  essere  limite  a  destra  (a  sinistra)  di  una 
classe  esistente  di  grandezze  omogenee. 

2.^  Condizione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè  esista  il  limite  a  destra 
(a  sinistra)  di  mia  classe  esistente  a  di  grandezze  omogenee,  è  resistenza  del 
residuo  a  destra  {a  sinistra)  della  classe  ot. 

Coi  simboli  V ,  l^  indicheremo  rispettivamente  i  concetti  di  limite  a  destra 
e  di  limite  a  sinistra. 

Se  a  è  una  grandezza^  ed  a  è  una  classe  di  grandezze  omogenee  ad  a, 
colle  parole  somma  di  a  con  a  o  col  simbolo  a-f-<i,  indicheremo  la  classe  di 
tutte  quelle  graiulezze,  ognuna  delle  quali  è  sommii  di  una  grandezza  di  a  con 
a.  Analogamente  si  definisce  la  somma  di  a  con  a.  Diremo  inoltre  successiva 
di  a  secondo  a,  e  rapresenteremo  quah*he  volta  col  simbolo  (j(a ,  a),  la  gran- 
dezza limite  a  destra  della  classe  a  -4-  a. 

Se  a  è  una  grandezza,  col  simbolo  t(a),  o  colle  parole  intera  in  a,  indi- 
cheremo una  grandezza  qualunque  della  classe  che  soddisfa  alle  seguenti  con- 
dizioni : 

1.*"  a  è  un  intera  in  a; 

2,^  nessuna  intera  in  a  è  minore  di,  a; 

3."*  se  a  è  una  classe  esistente  d'intere  in  a  tale  che  : 

I.  o(a  ^  a)  esista; 

II.  ove  la  grandezza  6  appartenga  ad  oc,  o  nessuna  intera  in  a  sia  minore 
di  ò,  o  qualunque  intera  in  a,  minore  di  6,  appartenga  a^i  a; 

allora  a(a  ,  a)  è  un'intera  in  a. 

4,*  Se  fc  è  nn'  intera  in  a,  od  è  6=a,  o  6  è  successiva  secondo  a  d'una 
elasse  esistente  a  d'intere  in  a  tale  che,  se  la  grandezza  &'  appartiene  ad  a, 
o  nessuna  intera  in  a  sia  minore  di  b\  o  qualunque  intera  in  a  minore  di  b' 
appartenga  ad  a. 

■ 

Cor.  l.**.iSe  a  è  una  grandezza,  e  b  un'intera  in  a,  dev'  essere  o  b=::a'j  o 

Cor.  2.°  Sia  a  una  grandezza,  e  b  un^  intera  in  a»  Se  è  b^a,  b  è  succes 
sica  secondo  a  di  una  classe  di  i{a)  cui  appartiene  a. 

Teor.  ì.  Se  a  è  una  classe  di  grandezze  omogenee  a  una  grandezza  a,  e  ^(ai,a] 
esiste,  una  grandezza  qualunque  di  a  è  minore  di  a(a ,  a). 
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Infatti,  se  la  grandezza  a'  appartiene  ad  a,  a'  -\-  a  appartiene  ad  a  -j-  ^- 
Ma,  per  la  definizione  di  limite  a  destra  di  nna  classe,  dev'essere  a'-{-a^o(a  ^  a) 
quindi  è  «'  ^  <3(a ,  a). 


Cor.  3.^  Sia  a  uno  grandezza  e  h  un^  intera    in    a:  se  è  b^  a   dev^  essere 

Infatti  b  è  successiva  secontto  a  di  una  classe  di  grandezze,  cai  appar- 
tiene a,  e  cioè  è  limite  a  destra,  dViua  classe  cui  appartiene  a  -^  a» 

Cor.  4.**  Sia  d  una  grandezza  e  b  e  e  due  intere  in  a:  se  è  b  <C^c  dev^  es- 
KTt  h  -\-  a  -^  e* 

Infatti  b  -\-a  appartiene  ad  una  classe  di  grandezze  il  cui  limite  a  de- 
stra è  e. 

Cor.  òJ^  Se  a  è  una  grandezza  e  b  un^  intera  in  a ,  b  -^  a  è  un*  in- 
Ura  in  a. 

Infatti  8i  consideri  la  classe  a  foruinta  da  b  e  da  tutte  le  i(a)  minori  di  ò. 
Nj  ia  grandezza  e  appartiene  ad  a,  si  ha  e  -f-  «  ^  ^  +  <3tj  quindi  b  -}-  a  =:  o{a  ,  a), 
hMoL  soddisfa  a  tutte  le  condizioni  perchè  9(a ,  a)  sia  una  i(a),  il  teorema  è  di- 

iD09tntO. 

Teob.  il  Se  a  è  una  grandezza  e  h  è  una  i(a) ,  od  è  b  =  a^  o  b  è  succes- 
'ira  secondo  a  delta  classe  di  tutte  le  i{a)  che  sono  minori  di  b. 

Basta  provare  che  è  assurda  l'ipotesi  dell'  esistenza  d'una  classe  ^  di  t(a) 
tale  che  : 

1.®  nessuna  grandezza  di  ^  sia  uguale  ad  a; 

2.^  nessuna  grandezza  V  di  p  sia   successiva  secondo  a  della  classe  di 
di  tutte  le  t(a)  minore  di  ò'; 

3.^  ogni  grandezza  ò'  che  sia  i(a)  e  contemporaneamente  non  sia  succefi- 
^iva  secondo  a  della  classe  di  tutte  i(a)  minoro  di  b\  appartenga  a  p. 

In  vero  supponiamo  <tlie  p  esista  e  sia  a  la  classe  di  tutte  le  i(a) ,  ognu- 
na delle  quali  sia  minore  di  tutte  le  grandezze  di  p.  La  classe  a  dovrebbe  esi- 
stere ,  perchè  a  ed  a  -^  a  dovrebbero  appartenere  ad  a  ;  essa  poi  dovrebbe 
esigere  tale  che,  se  b  appartenesse  ad  a,  ogni  i(a),  minore  di  6,  apparterrebbe 
ad  3.  Una  c(a)  qualsiasi  od  apparterrebbe  ad  a,  o  sarebbe  minima  in  p,  o  sa- 
rebbe maggiore  di  qualche  p.  Inoltre  l'esistenza  di  p  ci  condurrebbe  ad  affer- 
mare resistenza  del  residuo  a  destra  di  a,  e  quindi  del  limite  a  destra  l  di 
1.  Evidentemente ,  se  le  grandezze  &  e  e  appartenessero  ad  a,  e  fosse  b 
luinore  di  o  dovrebbe  esser  b-l-a-^c.  Allora  se  fosse  l  la  grandezza  mas- 
Hnia  di  OL  jl  ■{-  a  sarebbe  anche  massima  in  a  -\-  a  ,  perchè  per  ogni  grau- 
<iezza  b  di  a,  non  uguale  ad  i,  si  dovrebbe  avere  6<^/,  e  quindi  &-[~*^^^"h^' 
Si  dedorrebbe  che  in  tal  caso,  cs(a  j  a)  dovrebbe  esistere  ed  essere  uguale  ad 
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che  una  pallida  idea  delle  profonde  cognizioni  di  analisi  chVgli  si  era  sapnto 
acquistare. 

Pur  attendendo  a  seguire  con  la  consinHa  tenacia  la  strada  in  cui  egli 
si  sentiva  chiamato  e  in  cui  indubbiamente  si  sarebbe  affermato  ;  egli  era 
del  pari  potentemente  attratto  verso  gli  studi  della  storia  delle  matematiche. 
Anche  in  questo  campo  egli  non  ci  h^v  lasciato  che  jiochi  ^sagg'  ;  ma  sono 
eccellenti  e  danno  la  misura  di  quauto  si  sarebbe  potuto  attendere  da  luì. 

La  Memoria  su  Girolamo  ISaccheri  nella  vit4i  e  nelle  opere,  è  esauriente;  è 
il  suo  primo  e  pili  completo  lavoro,  frutto  di  vari  anni  di  ricerche  pazienti, 
minuziose  e  intelligenti I  Do^k)  il  suo  lavoro,  non  credo  vi  sia  altro  a  dire  di 
notevole  sull'opera  dell'acuto  geometra  ligure.  Le  varie  notizie  raccolta  ;  le 
osservazioni  acute  di  cui  è  pieno  il  lavoro,  non  sembiuiio  quasi  il  lavoro  di 
un  giovane! 

Rammento  ancora  la  sua  gioia  quando,  con  non  poche  insistenze,  mi  riuscì 
ad  ottenergli  in  prestito  dalla  sventurata  biblioteca  di  Lovanio  una  delle  poche 
copie,  ancora  esistenti  in  Europa,  della  terza  edizione  della  Logica  dimostrativa 
del  S  a  e  «  h  e  r  i  . 

'  In  un'altra  Nota  egli  ha  pure  illustrato  una  lettera  inetiita  del  S  a  e  e  li  e  r  i. 

Mi  parlava  spesso  del  suo  desiderio  di  tare  una  traduzione  completa  dtd- 
VEuclides  ab  omni  naevo  vindieatus,  e  di  commentarla;  la  cominciò,  ma  ntm 
potiè  condurla  a  termine. 

A  questi  studi  egli  dedicava  specialmente,  in  Milano,  i  mesi  di  va<',anza; 
per  non  distrarsi  troppo  da  quelli  ben  più  ardui  delle  matematiche  pure.  Nac 
quero  così  la  breve  nota  sull'apparecchio  polisettore  di  Tommaso  C  e  v  a; 
la  pubblicazione  di  una  lettera  del  Grandi  da  lui  rinvenuta  alla  Braidense; 
ed  il  lavoro  piti  poderoso  sul  carteggio  inedito  di  Giovanni  C  e  v  a  col 
Viviani.  Sono  undici  lettere  esistenti  alla  Nazionale  di  Firenze  che  egli 
illustra  con  acume  e  rara  perizia;  e  che  insieme  a  quelle  del  G^randi  pub- 
blicate dal  Paoli,  gettano  così  viva  e  bella  luce  sui  nostri  matematici  con 
tinuatori  della  scuola  di  Galileo,  e  sulla  vita  italiana  degli  ultimi  anni  del 
1600  e  dei  principi  del  1700. 

Scoppiata  la  guerra,  fu  ammesso  alla  R.*  Acc.  Militare  di  Torino;  com- 
piuto il  breve  corso  fu  nominato  sotto  tenente  al  7®  artiglieria  da  fc^rtezza. 
Chiamato  agli  aerostieri  di  artiglieria,  vi  restò  un  anno  e  fu  promosso  tenente 
nel  27  luglio  del  1916.  Nel  gennaio  1917  passò  al  corso  per  gli  osservatori 
di  areoplani  e  ottenne  il  brevetto  di  osservatore  il  28  febbraio  1917.  In  ultimo 
apparteneva  alla  33^^  squadriglia  di  aeroplani. 

Non  si  risparmiò  mai,  pur  non  dimenticando  gli  studi  prediletti.  Alcune  recen- 
sioni comparse  in  questo  giornale  sono  state  scritte  nei  brevi  momenti  di  tregua. 

Ebbe  l'encomio  solenne  (31  agosto  1917);  un  particolare  elogio  (21  gen- 
naio 1918)  per  il  valido  aiuto  portato  nell'individuazione  delle  difese  nemiche. 

I  suoi  compagni  di  squadriglia  sono  unanimi  nell' attestare    la    immensa 
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conoscenza  cbe  egli  aveva  acquistato  delPaltopiano  di  Asiago;  la  estrema  pre- 
cisioDe  nel  dare  segaalazioui  alle  batterie ,  nel  prendere  schizzi  e  cenni  illa- 
>trativi  a  conìpleoiento  delle  futogratìe  prese. 

La  motivazione  per  la  proi>osta  di  una  medaglia  d'argento  lo  dipinge 
«sereno  sempre  tra  l'accanimento  degli  antiaerei;  conscio,  ma  sprezzante  sem- 
pre ilei  pericolo  »  (*). 

Nemmeno  però  era  negletta  la  geometria.  Un  anno  fa,  durante  una  breve 
licenza,  egli  aveva  sostenuto  l'  esame  di  geometria  superiore  con  esito  felice: 
e  p«co  oramai  lo  separava  dalla  laurea.  Ma  era  tornato  alla  sua  squadriglia; 
e  noi  non  lo  rivedemmo  piii  !  ^ 

Dopo  Oaporetto  mi'  scrisse  due  parole  sole:  «  Una  parola  di  fede  dal  suo 
Alberto  »  ! 

Egli  aveva  fede:  quella  purissima  fede  che  crea  lo  scienziato  o  l'eroe;  ma 
ivtfva  anche   un  vago  presentimento  della  sua  fine  prossima. 

Da  qualche  sua  lettera;  da  un  piccolo  quaderno  di  memorie  trovato  tra 
l»- 3ue  carte,  si  sprigiona  un  senso  di  melanconia  profonda;  un  rimpianto  per 
^ì  i^tudi  bruscamente  interrotti  ;  ma  al  tempo  stesso  la  volontà  di  fare  sempre 
il  ^«10  dovere  e  più  del  dovére  ;  il  desiderio  di  emergere,  di  far  tutto  con  la 
NiU  perfezione,  calmo  e  sereno  come  dinanzi  a  qualche  (questione  di  geome- 
tria «  a  qualche  vecchio  e  amato  volume  ! 

I/)  tratigi^evai  sempre  il  pensiero  dei  parenti  lontani,  della  mamma  adorata 
'''»'la  quale  intratteneva  giornaliera  corrispondenza,  traboccante  di  affetto,  di 
|«'<*Ma,  di  gentilezza;  di  quella  santa  per  cui  era  sempre  rimasto  il  piccolo 
Birtij;  il  pensiero  di  quel  picciol  tetto  sulla  spiaggia  incantata  di  Mergellina, 
rimasto  vuoto  e  deserto  dopo  la  sua  partenza  e  quella  dell'unico  fratello  Mario. 

Giunta  Fora  di  fare  il  suo  dovere,  egli  non  badava  più  a  nulla;  partiva 
col  8110  aeroplano  deciso  a  fare  quanto  era  umanamente  possibile. 

Il  28  gennaio  1918  egli  partì;  doveva  tornare  ad  una  data  ora.  Giunto 
l'apparecchio  pel  suo  cambio,  egli  non  volle  ritornare  al  campo,  ma  si  man- 
l^-une  in  volo  osservando  i  movimenti  delle  truppe  e  abbassandosi  a  bassa 
'luota.  Dopo  mezz'ora  cessò  di  radiotelegrafare;  fu  visto  l'a[)parecehio  planare 
'untando  di  raggiungere  le  proprie  linee,  indi  precipitare.  E  cadde  col  suo 
lODipagno,  il  pilota  sergente  Arturo  B  o  e  e  h  e  1 1  o,  torinese,  in  una  loca- 
lità detta  Buso  del  Termine. 

«  Per  un  anno  intero,  dice  la  motivazione  con  cui  gli  è  stata  concessa  la 


(*}  Osfwrrjfttore  dall'aeruplano  compì  numerosissime  ricognizioni  sul  nemico,  spesso  volon- 
tarie, ed  in  condizioni  atmosferiche  *  avverse  :  sereno  sempre  fra  l'accanimento  degli  anti- 
^'ffi .  che  pifi  volte  gli  colpirono  V  apparecchio  ,  risoluto  e  calmo  agli  att^icchi  degU  aerei 
Damici.  Mitrsigliò  a  brevissima  quota  truppe  nemiche,  cHcgui  numerosissime  fotografie  e  fornì 
iQiportantl  notizie.  Couscio,  ma  sprezzante  sempre  del  pericolo,  dio  luminosa  prova,  per  ahne- 
^iono  ed  entusiasmo,  per  costanza  od  ardimento,  di  sentimento  di  amor  patrio  e  di  nobili 
unii  mUitarì.  {Cielo  deW Altipiano  di  Asiago  —  Cielo  del  Carso,  Gennaio- Dicetnbre  1917), 
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«  medaglia  d'  argeuto,  si  prodigò  con  il  più  aito  entusiasmo  ed  ammirevole 
«  abnegazione  ne!  servizio  di  ricognizione  di  aeroplano,  ottenendo  in  numerosi 
«  arditi  voli  sempre  preziosi  risultati.  Audace  fino  alla  temerità  nella  esecu 
«  zione  di  mandati  durante  il  volo,  in  un  radioso  mattino^  dopo  aver  per  un'ora 
«  trasmesse  importanti  segnalazioni,  portandosi  a  quota  molto  bassa  sulle  po- 
«  sizioni  nemiche,  alla  patria  sacriticava  combattendo  Ja  sua  giovine  e  nobile 
«  esistenza  ». 

Fu  sepolto,  nel  pomeriggio  del  successivo  V  febbraio,  nel  cimitero  di  Ma- 
rostica,  con  solenni  onori  militari,  tra  il  compianto  e  P ammirazione  dei  suoi 
compagni  e  di  qnanti  lo  conobbero. 

La  )>agina  gloriosa  eh'  egli  ha  scritto  ricordi  semphe  ai  maestri ,  ai  con- 
discepoli e  a  tutta  la  gioventù  italiana  il  nome  di  Alberto   Pascal. 

PUBBLICAZIONI  DI  ALBERTO  PASCAL 

1.  Girolamo  Saccheri  nella  vita  e  ìielle  oliere.  [Giornale  di  matematiche, 
8.  3,  V.  52,  pp.  229-^251  (1914)], 

2.  Sopra  una  lettera  Inedita  di  Girolamo  Saccheri,  [Atti  Ist.  Veneto , 
t.  LXXIV,  Parte  seconda,  pp.  813—820  (1914  1915)]. 

3.  Sopra  i  minori  del  determinante  generalizzato  di  Scholtz-Hunyady.  [Gior- 
nale di  matematiche,  s.  3,  v.  52,  pp.  301—304  (1914)]. 

4.  Kleine  Bemerkung  zur  letzen  Aufiage  von  Cantor'*%  Vorlesungen  ilder  Gè- 
8cliicte  der  Mathcmatik  {Bd.  3 ,  535^536)  [Bibliotheca  Mathem.  (8).  Bd.  14 
p.  350  (1914)]. 

5.  V  apparecchio  poli  settore  di  Tommaso  Ce  va  e  una  lettera  inedita  di  Guido 
Grandi.  [Rend.  Ist.  Lombardo,  v.  XLVIII,  pp.   173—181  (1915)]. 

6.  Sili  determinanti  ottenuti  da  tcn  altro  operando  una  medesima  trasfor^ 
mozione  lineare  sugli  elementi  di  una  o  più  colonne,  [Giornale  di  matematiche, 
8.  3,  V.  53,  pp.  35—42  (1915)]. 

7.  Giovanni  Ceva  ed  il  suo  carteggio  con  Vincenzio  Viviani.  [Annali  di 
matem.,  8.  3,  t.  XXIV,  pp.  287—311  (1915)], 

8.  Recensione  dell'opera  di  A.  Maire,  V  wuvre  scientifique  de  Blaise 
Pascal;  Paris,  1912.  [Bollettino  di  bibliografia  e  storia  delle  scienze  matema- 
tiche, anno  XVII,  pp.  54—56  (1915)]. 

9.  Idem  su  A.  Fa  varo.  Amici  e  corrispondenti  di  Galileo  Galilei,  XXl^lz 
Bonaventura  Cavalieri,  Venezia  1915.  [Giornale  di  matematiche,  s.  3,  v.  5o  ^ 
pp.  247—248  (1915)]. 

10.   Idem  su    Gino    Loria,    Guida  allo  studio  della  storia  d^lle  matema- 
tiche^ Milano  1916.  [Giornale  di  matematiche,  s.  3,   v.  54,  pp.  371 — 372  (19I6)J. 

Oltre  i  precedenti  scritti  ci  sono  poi  tre  articoli  pubblicati,  quando  aveva 
appena  17  anni,  sul  giornale  quotidiano  di  Napoli,  il  Roma,^  intitolati:  Aìh- 
tonio  Genovesi  (in  occasione  del  bicentenario  della  nascita.)  (8  maggio  1912)  ; 
La  precocità  nei  matematici  (21  maggio  e  30  giugno  1912),  Inoltre  un  sunto  del 
lavoro  su  Girolamo  Saccheri  deve  essere  comparso  in  Bibliotheca  ma- 
them. del  1915  ;  ma  di  esso  non  possiamo  dare  le  indicazioni  precise,  non  avendo 
potuto  consultare  gli  ultimi  volumi  di  quella  Rivista,  a  causa  della  attuale  inter- 
ruzione degli  scambi  internazionali. 

maggio  1918. 
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LE  GRANDEZZE  LINEARI  E  CONTINUE 
SECONDO  IL  PRINCIPIO  DI  DEDEKIND 

MEMORIA  ni  {*) 

DSL 

Dott.  GIUSEPPE  PUCCIANO  (a  San   Demetrio  Corone,  Cosenza) 


CAPITOLO  I. 

bTBODUZIONK   ALLA   TEOBIA   GENERALE   DRLLE   GRANDEZZE   LINEARI    FINITE, 

NON    FINITE   E    OONTINTJE. 

§1.''  Concetti  primitivi  particolari  in  queata  memoria  sono  quelli  dì  gran- 
dezza  e  di  somma  di  una  ^andezza  qualunque  a  con  una  grandezza    qualun- 
que b,  somma  che  rappresentiamo  simbolicamente  «a-\-hf>. 
La  parola  ngtiale  avrà  il  significato  leibniziano. 

Se  b  ei  e  rappresentano  due  grandezze,  una  grandezza  qualunque  a ,  che 
sia  somma  dì  b  con  e,  si  dirà  maggiore  di  b.  Invece  di  dire  a  maggiore  di 
ò,  potremo  anche  dire  b  minore  di  a  e  scrivere  simbolicamente  o  a^b 
o  b  <C  a,  ■ 

Diremo    che    una    grandezza  a  è  omogenea  ad   una    grandezza  b ,  quando 
succede  almeno  uno  dei  seguenti  tre  casi: 
l.""  a  è  uguale  a  b  ; 
2.^  a  è  maggiore  di  b  ; 
3.*  b  è  maggiore  di  a.  ^ 

Cor.  Sp  una  grandezza  a  è  omogenea  ad  una  grandezza  b,  la  grandezza 
6  è  omogenea  alla  grandezza  a. 

Diremo,  qualche  volta,  che  due  grandezze  sono  omogenee  tra  loro,  quando 
una  di  esse  è  omogenea  all'altra. 


(*)  Questa  Memoria,  presentatA  al  noncorso  a  premi i  miuisteriati  che  h\  h  chinso  il  31  di- 
«enibre  1915,  è  la  continuazione  «Italie  altre  piibblicat^^  nel  Volume  LI  (1913)  (i'*  della  3*  se- 
rie) e  nel  Volnme  LII  (1914)  (5o  della  3*  serie)  di  questo  giornale,  ed  era  già  stata  inviata 
manoscritta  ai  prof.    Roberto    Marcolongo    sin  dal  gennaio  1914. 
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Se  a  e  ò  sono  dne  grandezze,  stabiliamo  di  attribuire  alla  locuzione  «  la 
somma  ài  a  con  b  esiste  »  il  significato  dell'altra  frase  :  esiste  almeno  una  gran 
dezza^  che  è  somma  di  a  con  b. 

Diremo  che  una  grandezza  a,  appartenente  ad  una  classe  oc  di  grandezze, 
è  minima  in  a ,  quando  qualunque  grandezza  appartenente  ad  a  è  maggiore 
di  a  od  uguale  ad  a;  come  pure  diremo  che  a  è  massima  in  a,  quando  qua- 
lunque grandezza  appartenente  ad  a,  è  minore  di  a  od  uguale  ad  a,  Direuio 
che  una  grandezza  b  è.  compresa  fra  le  due  grandezze  a  e  c^  quando  ò  è  mi- 
nore di  una  e  contemporaneamente  maggiore  dell'  altra  delle  due  grandezze 
a  e  e. 

La  classe  di  tutte  le  grandezze  omogenee  ad  una  assegnabile  è  detìnita 
in  se  stessa  dalle  seguenti  proposizioni  primitive  : 

l."*  Esiste  almeno  una  grandezza  -, 

2.^  Se  a  e  &  sono  grandezze  oaiogenee  fra  loro ,  la  somma  di  a  con  b 
esiste  ; 

3.^  Se  esiste  la  somma  di  una  grandezza  a  con  una  grandezza  & ,  a  è 
omogenea  a  6; 

é.*"  Se  a,  b0p  sono  tre  grandezze,  ed  a  e  6  sono  omogenee  a  e ,  quan- 
d'anche le  tre  grandezze  siano  a  dne  a  due  disuguali  a  e  [»  sono  tuttavia 
omogenee  tra  loro  ; 

5.®  Se  le  grandezze  e  e  e'  sono  somme  di  una  grandezza  a  con  mia 
grandezza  ò,  deve  essere  e  ugnale  a  o'; 

6.**  Una  soltanto  di  due  grandezze  può  essere  maggiore  dell'altra  ; 

7.^  Se  a,  b,  e,  sono  grandezze  a  due  a  due  omogenee,  è 

8.^  Esiste  almeno  una  grandezza  minore  di   una  grandezza    qualunque 
9."^  Se  due  classi  a  e  p  soddisfano  alle  seguenti  condizioni: 


data; 


I.  Nessuna  delle  due  classi  è   vuota; 

II.  Ognuna  delle  grandezze  di  ^  è  maggiore  delle  grandezze  di  a  ; 
III.  Ognuna  delle  grandezze  omogenee  ad  una  grandezza  di  a  appartiene 
a  qualcuna  delle  due  classi  a  e  ^; 

allora  si  verifica  almeno  uno  dei  seguenti  due  casi  : 

I.  Qualche  grandezza  di  a  è  massima  in  oc  ; 
II.  Qualche  grandezza  di  ^  è  minima  di  p. 

Le  nove  proposizioni  primitive  enunciate  sono  comuni  tanto  ai  sistemi  di 
grandezze  omogenee,  finite  e  continue  secondo  il  principio  di  Dedekiiid  , 
quanto  ai  Histemi  di  grandezze  omogenee  ,  continue  secondo  lo  stesso  princi- 
pio, finite  e  non  finite,  di  cui  tratteremo  particolarmente  nel  Gap.  Ili  di  que- 
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sta  Memoria.  Perchè  le  grandezze  Hìano  finite  e  rappresentabili  coi  numeri 
r<-a]t  ordinari  bisogna  aggiungere  alle  predette  un'altra  proposizione  primitiva 
e<^oivalente  a  quella  attribuita  ad  Archimede,  la  quale  enuncieremo  nel 
vetmdo  capitolo. 

(^OB.  1.^    Una  grandezza  non  è  maggiore,  di  se  stessa. 
Infatti  la   |iropoHÌ2ione  contraria  è  esclusa  dalla  Pp.  .6.* 

CoB.  2.*  Due  grandezze  omogenee  ad  una  terza  sono  omogenee  tra  loro. 
La  tesi,  nel  caso  che  due  delle  tre  grandezze  date  siano  uguali  tra  loro, 

r  dimostrata  dalla  definizione  di  grandezze    omogenee  fra  loro ,  e   negli    altri 

tasi,  dalla  Pp.  4.^ 

CoB.  3.**  Se  ff,  ò,  e,  sono  grandezze  omogenee ,  (a  +  ò)  +  ^  ©d  a  -{-  (b  -\-c) 
t^ittono  e  rappresentano  una  sola  grandezza. 

Infatti  pel  corollario  2.**  a -{- by  b -\-,  e,  sono  lispettivamente  omogenee  a  e 
t  &<i  fl,  quindi  la  Pp.  2.*,  5/  e  7.*  dimostrano  il  corollario. 

i'oB.  4."*  Se  una  grandezza  a  è  maggiore  di  una  grandezza  b ,  e  b  è  mag- 
^n  ii  una  grandezza  c^  a  è  maggiore  di  e. 

iDfotti^ esistono,  per  la  definizione  di  maggiore,  due  grandezze  h  e  k  tali 

•  be  8iaa  =  fr+A,  fc^zrc-j-À:;  quindi  a  =1  (e  -{-  k)  -\- h  =z  e  -\-  (k  -^  h)  ciò  che 
tlifflostra  la  tesi. 

CoB.  5.®  Esiste  almeno  una  grandezza  maggiore  di  una  grandezza  qualunqne 
4at4i  a. 

Infatti  a  -\-  a  è,  per  definizione  maggiore  di  a. 

CoB.  6.^  8e  a,  by  e  soìio  grandezze  omogenee^  e  b  è  maggiore   di  e  ^  è  anche 

*  -  b  maggiore  di  a  -\-  e. 

Infatti  esiste  una  grandezza  h  tale  che  ò  =  e  -j-  ^  ;  quindi  a  -\-bi=:a  -\- 
-  (e  -\-  h)=z{a  -}-  e)  -^h',  ciò  dimostra  la  tesi. 

(Job.  7.*  Se  a  e  b  sono  grandezze  omogenee  disuguali,  esiste  almeno  una  gran- 
dezza compresa  fra  esse,   . 

Infatti  per  la  definizione  di  grandezze  omogenee  tra  loro  e  poiché  a  e  b 
*mo  disugnali,  dev'essere  oa^bob^a.  Posto  che  sia  a'^b  dove  esistere 
una  grandezza  h  tale  che  a  -j-  b  ■]-  h.  D'altra  parte  per  la  Pp.  8  esiste  almeno 
ina  grandezza  h  minore  di  A,  quindi  pel  corollario  Q"*  b -}- k  dimostra  la  tesi. 
Analoga  dimostrazione  si  può  ripetere  se  è  b^  a. 

^  2."  Dalle  propoHizioni  primitive  enunciate  e  dai  corollari  dimostrati  ri- 
'«ulta  che,  se  alle  parole  elementOy  segmentò,   pi-imo  ,  ultimo  si  attribuiscono  ri- 
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spettivamente  i  significati  delle  parole  grandezza^  maggiorej  minimo,  masaimo  al- 
lora latte  le  proprietà  primitive  e  derivate  come  anche  tutte  le  definÌEÌoni  cbe 
abbiamo  riferite  al  continuo  lineare  aperto  ed  illimitato  (vedi  volarne  LI  , 
1913,  del  Giornale  di  Matematiche  di  Battaglini)  ricevono  nn' ìnterpreta- 
zioue  concreta  e  riescono  valide  per  la  classe  di  tutte  le  grandezze  omoge- 
nee ad  nha  grandezza  datn.  In  partic^ìlare  acquistano  un  significato  preciso  le 
locuzioni  residuo  a  deatra  o  residuo  e  sinistra,  limite  a  destra,  o  limite  a  sini- 
stra di  una  classe  di  grandezze  omogenee^  e  sono  veri  i  teoremi  : 

1.°  Solo  una  grandezza  può  essere  limite  a  destra  (a  sinistra)  di  una 
classe  esistente  di  grandezze  omogenee. 

2.^  Condizione  necessaria  e  sufficiente,  affim^hè  esista  il  limite  a  destra 
{a  sinistra)  di  una  classe  esistente  a  di  grandezze  omogenee ,  è  V  esistenza  del 
residuo  a  destra  (a  sinistra)  della  classe  a. 

Coi  simboli  r ,  l^  indicheremo  rispettivamente  i  concetti  di  limite  a  destra 
e  di  lìmite  a  sinistra. 

Se  a  è  una  grandezza^  ed  a  è  una  classe  di  grandezze  omogenee  ad  a, 
colle  parole  somma  di  a  con  a  o  col  simbolo  a  -^  a,  indicheremo  la  classe  di 
tutte  quelle  grandezze,  ognuna  delle  quali  è  sommii  di  una  grandezza  di  a  con 
a.  Analogamente  si  definisce  la  somma  di  a  con  a.  Diremo  inoltre  successiva 
di  a  secondo  a,  e  rapresenteremo  qualche  volta  col  simbolo  a(a ,  a),  la  gt*an- 
dezza  limite  a  destra  della  classe  a  -{-  a. 

Se  a  è  nna  grandezza,  col  simbolo  t(a),  o  colle  parole  intera  in  a,  indi- 
cheremo una  grandezza  qualunque  della  classe  che  soddisfa  alle  seguenti  con- 
dizioni : 

1.^  a  è  un  intera  in  a; 

2.^  nessuna  intera  in  a  è  minore  di.  a; 

3.^  se  a  è  una  classe  esistente  d'intere  in  a  tale  che  : 

I.  a(a  ,  a)  esista; 

II.  ove  la  grandezza  b  appartenga  ad  a,  o  nessuna  intera  in  a  sia  minore 
di  b,  o  qualunque  intera  in  a,  minore  di  6,  appartenga  ad  a; 

allora  o(a ,  a)  è  un'intera  in  a. 

4.*  Se  &  è  nn'  intera  in  a,  od  è  b=zaj  o  fc  è  successiva  secondo  a  d'una 
elasse  esistente  a  d'intere  in  a  tale  che,  se  la  grandezza  b'  appartiene  ad  a, 
o  nessuna  intera  in  a  sia  minore  di  b\  o  qualunque  intera  in  a  minore  di  b' 
appartenga  ad  a. 

Cor.  ì.""  Se  a  è  una  grandezza,  e  b  un'  intera  in  a,  dev^  essere  o  b^=:a}   a 

Cor.  2.**  Sia  a  una  grandezza,  e  b  un"*  intera  in  a*  8e  è  b^a^  b  è  succes - 
sica  secondo  a  di  nna  classe  di  i(a)  cui  appartiene  a, 

Teor.  L  Se  a  è  nna  classe  di  grandezze  omogenee  a  una  grandezza  a,  e  o(a^a) 
esiste,  una  grandezza  qualunque  di  a  è  minore  di  a(a ,  a). 
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Infiatti,  66  la  grandezza  a*  appartiene  ad  a,  a'  -\-  a  appartiene  ad  a  4~  ^• 
Ma,  per  ]a  definizione  di  limite  a  destra  di  una  classe,  dev'essere  a'-fHi^<3(a  ^  a) 
qaiDdi  è  a'  <^  <3(a ,  a). 

Cor.  3.^  i9»a  a  uno  grandezza  e  h  ti»'  intera  in  a:  se  è  b^  a  dev^  essere 
h^a  +  a. 

Infatti  b  è  saccessiva  seconifo  a  di  una  classe  di  grandezze,  cai  appar* 
tieo«  a,  e  cioè  è  limite  a  destra,  d^ma  classe  cai  appartiene  a  -^^  a. 

Cor.  4.**  Sia  d  una  grandezza  e  b  e  o  dm  intere  in  a:  se  è  b <;^c  dev^  es- 
tere b  -\-  a  ^  e. 

Infatti  h-\-a  appartiene  ad  una  classe  di  grandezze  il  cui  limite  a  de- 
stra è  e. 

Cor.  5.**  Se  a  è  una  grandezza  e  b  un^  intera  in  a ,  b  -\-  a  è  un^  in- 
Ura  in  a. 

Infatti  si  c<insideri  la  classe  a  fonunta  da  b  e  da  tutte  le  t(a)  minori  di  b. 
^  la  grandezza  e  appartiene  ad  a,  si  ha  e  -|-  «^  -^  ^  +  a\  quindi  fe  +  ^  =  ^(*  >  ^)- 
P««c\iè  a  soddisfa  a  tutte  le  condizioni  perchè  o(a ,  a)  sia  una  t(a),  il  teorema  è  di- 
fliosfrato. 

Teor.  11.  Se  a  è  una  grandezza  e  h  è  una  t(a) ,  od  è  b=:a,  o  b  è  succes- 
lira  se4:ondo  e  della  classe  di  tutte  le  i(a)  che  sono  minori  di  b. 

Basta  provare  che  è  assurda  l'ipotesi  dell'  esistenza  d'una  classe  ^  di  t(a) 
tale  che  : 

1.*  nessuna  grandezza  di  ^  sia  uguale  ad  a; 

2.^  nessuna  grandezza  b'  di  p  sia   successiva  secondo  a  della  classe  di 
di  tutte  le  i(a)  minore  di  ò'; 

3.**  ogni  grandezza  b'  che  sia  t(a)  e  contemporaneamente  non  sia  succes- 
siva secondo  a  della  classe  di  tutte  i(a)  minore  di  &',  appartenga  a  p. 

In  vero  supponiamo  che  ^  esista  e  sia  a  la  classe  di  tutte  le  t(a) ,  ognu- 
na delle  qnali  sia  minore  di  tutte  le  grandezze  di  p.  La  classe  a  dovrebbe  esi- 
stere ,  perchè  a  ed  a  -f-  ^  dovrebbero  appartenere  ad  a  ;  essa  poi  dovrebbe 
e«:^re  tale  che^  se  b  appartenesse  ad  a,  ogni  i(a),  minore  di  b,  apparterrebbe 
ad  s.  Una  i(a)  qualsiasi  od  apparterrebbe  ad  a,  o  sarebbe  minima  in  p,  o  sa- 
r<^hbe  maggiore  di  qualche  p.  Inoltre  l'esistenza  di  ^  ci  condurrebbe  ad  affer- 
mare l'esistenza  del  residuo  a  destra  di  a,  e  quindi  del  limite  a  destra  l  di 
2.  Evidentemente ,  se  le  grandezze  b  e  e  ai)partene88ero  ad  a,  e  fosse  b 
minore  di  e  dovrebbe  esser  b  -]-  a-^c.  Allora  se  fosse  I  la  grandezza  mas 
sima  di  a  jl  -\-  a  sarebbe  anche  massima  in  a  +  ^  >  perchè  per  ogni  gran- 
dezza h  di  a,  non  uguale  ad  i,  kì  dovrebbe  avere  b<:^l,  e  quindi  b-\-^'^l<^l-\-a. 
Si  dedurrebbe  che  in  tal  caso,  o(a ,  a)  dovrebbe  esistere  ed  essere  uguale  ad 
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l  ^  a.  Se  invece  l  non  appartenesse  ad  a,  questa  sarebbe  illimitata  a  destra, 
quindi  pee  ogni  grandezza  6  di  a  sarebbe  possibile  determinare  in  fx.  altre  due 
grandezze  e  e  d  tali  che  sia  b<Cc<Cd,  e  quindi  b  <:^b  -\-a  ^c  <C^c  -\-  a  ^  d. 
Confrontando  le  due  classi  a  ed  a -f- a  si  dedurrebbe  che  ogni  grandezza  ^  di 
a  +  <i>  e  che  ogni  grandezza  b  -{-a  ìM  a  -{-  a  sarebbe  minore  di  una  grandezza 
d  di  a.  Pertanto  il  residuo  a  destra  di  a  sarebbe  (Teorema  XXI,  Mem.  cit.)  il  resi- 
duo  a  destra  di  a  +  a,  e  quindi  o(a  ,  a)  =i  1\ol  -j-  a)  :=rz  r(a)  esisterebbe.  Allora 
o(a  y  a)  per  definizione  sarebbe  un'intera  in  «r,  e,  pel  teorema  I ,  o  sarebbe  la 
grandezza  minore  di  p,  o  sarebbe  maggiore  di  qualche  p.  Tali  conclusioni  sono 
entrambe  assurde,  perchè,  se  fosse  o(a  ,  a)  minima  in  p  ,  (3(a  ,  a)  sarebbe  succes- 
siva secondo  a  della  classe  di  tutte  le  t(a)  minori  di  o(a,a),  e  ciò  si  oppor- 
rebbe alle  proprietà  di  p.  Se  una  grandezza  b  di  p  fosse  minore  di  <j(a ,  a)  al 
lora  b  non  potrebbe  essere  successiva  secondo  a  d'una  clssse  y,  cni  appartenga 
una  grandezza  di  p,  perchè  a  y  dovrebbero  af)i)artenere  tutte  le  grandezze  di 
a,  e  quindi  dovrebbe  essere  o((a  ,  a)  ^  6,  ciò  che  sarebbe  assurdo.  D'altra  parte 
se  b  fosse  successiva  di  una  classe  7  di  i(a),  tutte  contenute  in  a,  e  se  ^  non 
coincidesse  con  a,  esisterebbe  in  a  una  grantlezza  e  ('),  maggiore  di  tutte  le 
Y  e  quindi  maggiore  od  almeno  uguale  ad  ogni  y  +  '*•  Se  ne  dedurrebbe  Pas 
surdo  c'^^b.  Pertanto  la  classe  p  non  può  esistere  e  quindi  il  teorema  da  dime 
strare  è  vero. 

Teob.  III.  Se  a  è  una  grandezza  ^  ed  ol  è  una  classe  esistente  di  i{a) 
tale  che: 

I.  esista  il  residuo  a  destra  di  a  ; 
allora  esiste  0  [a ,  a). 

Infatti  esiste  il  limite  a  destra  l  di  a.  Se  l  appartiene  ad  a,  poiché  l-\'a 
esiste,  ed  è  l  -\-  a  =  o(a  ,  a)  il  teorema  è  vero. 

Se  l  non  appartiene  ad  a,  allora,  scelta  una  graudezza  qualunque  b  di  a, 
si  può  determinare  in  a  una  grandezza  e  >  6 ,  epperò  tale  che  si  abbia 
b  -{-  a^Cj  ed  una  grandezza  0'  >  e. 

Se  ne  deduce  che  per  ogni  grandezza  ò  di  a  ,  esiste  in  cl-\-  a  la  gran- 
dezza b-\-  a  maggiore  di  6,  e  per  ogni  grandezza  b  -\-  a  di  a  -|^  a,  esiste  in  a 
una  grandezza  e'  maggiore  di  6  +  a.  Ciò  basta  (Teorema  XXI,  Mem.  cit.) 
per  asserire  che  il  residuo  a  destra  di  a  è  anche  il  residuo  a  destra  di  a-{-a 
e  che  è  1  =  o(a ,  a). 

Teob.  IV.  Se  a  è  una  grandezza  in  ogni  classe  esistente  a  di  intere  in  a 
esiste  la  grandezza  minima. 

Infatti,  se  a  contiene  a,  il  teorema  è  dimostrato  dalla  stessa  a.  Se  a  non 
contiene  a ,  esiste  la  classe  p ,  che  contiene  solo  tutte  le  t(a)  minori  di  ogni 
grandezza  di  a,  poiché  a  appartiene  a  p. 


(})  Una  grandozz»  0  di  a  per  non  appartenere  a  y  ^^^  V^^^   essere  minure  di  qualche  y.. 
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La  classe  ^  soddisfa  alle  condizioni  del  teorema  III,  perciò  o(P  ,  a)  esiste, 
eii  è  inoltre  un'  intera  in  a.  Ma  g(P  ,  a) ,  pel  teorema  I ,  non  appartiene  a  ^ 
quindi  non  è  minore  di  ogni  grandezza  di  a.  D'altra  parte  o(P  ,  a)  non  è  uiag- 
pore  di  nessuna  grandezza  a'  di  a,  poiché  a'  dovrebbe,  per  conseguenza  del 
lifurema  II,  appartenere  a  p,  ciò  che  sarebbe  assurdo. 

Se  ne  de^duce  (Corollario  12*,  §  3**  Memoria  citata)  che  o(p ,  a)  e  la  gran- 
dezza minima  di  a.  > 

Teob.  V.  Sia  a  una  grandezza  ed  a  una  classe  dHntere  in  a.  Se  a  appar- 
tiene ad  a,  e  se  si  sa  dimostrare  che ,  quando  ad  a  appartengano  tutte  le  intere 
in  a  minori  di  una  t(a) ,  anche  tale  i{a)  appartiene  ad  a ,  allora  qualunque  i(a) 
appartiene  ad  a. 

Basta  dimostrare  che  l'ipotesi  dell'esistenza  della  classe  (3,  che  contenga 
Milo  latte  le  intere  in  a  non  appartenenti  ad  a,  conduce  ad  un  assurdo. 
Pertanto,  se-p  esisteisse,  esisterebbe  anche  per  il  Teorema  IV  una  grandezza 
k  minima  in  p.  Poiché  a  a))partiene  ad  a ,  dovrebbe  essere  b  maggiore  di  cr, 
•{uindi  esisterebbe  la  classe  a'  contenente  solo  tutte  le  i{a)  che  siano  minori 
•ù  i.  Le  grandezze  che  app.irterrebbero  ad  a',  poiché  non  potrebbero  essere 
fifttpnute  iu  p,  dovrebbero  appartenere  ad  a.  Allora  noi  dovremmo  saper  di- 
iDoànre  che  b  sia  contenuta  in  a,  e  ciò  appunto  si  ojjporrebbe  all'ipotesi 
<iW/>sÌ8tenza  di  p. 

//  predente  teoretna  sarà  richiamato  col  nome  di  «  legge  dHnduzione  ». 

Teob.  YL  Se  a  è  una  grandezza  la  classe  di  tutte  le  i(a)  non  ha  residuo 
n  d€9ira. 

Infatti  se  il  residuo  a  destra  della  classe  a  di  tutte  le  i(a)  esistesse ,  ai- 
loia  a  soddisferebbe  alle  condizioni  del  Teorema  III,  e  quindi  esisterebbe 
>i,a),  e  o(a,<»),  per  definizione,  dovrebbe  essere  un'intera  in  a.  Ma  o(a,o), 
H  Teorema  I ,  non  potrebbe  appartenere  ad  a ,  e  si  sarebbe  ottenuto  un 
issurdo. 

Teob.  VII.  Sia  a  una,  grandezza  ed  a  una  classe  di  t(o);  Se  o(a  ,  a)  esiste, 
"il, a)  è  una  i{a). 

Infatti  si  consideri  la  classe  a'  tale  che: 

1.*  Ogni  grandezza  appartenente  ad  a  appartenga  ad  a': 
2.*  Ogni    t(a)    minore    di    una    grandezza    qualunque    di   a    appartenga 
ad  a'; 

3.*  Ogni  grandezza  appartenente  ad  a'  o  appartenga  ad  a ,  o  sia  una 
•it  minore  di  qualche  grandezza  di  a.  Allora  se  b  appartiene  ad  a'  ogni  i{a) 
minore  di  b  appartiene  a<l  a',,  poiché  é  minore  di  qualche  grandezza  di  «. 

intanto  le  due  classi  a-\-a  ed  a'  +  a  soddisfano  alle  seguenti  con- 
dizioni: 

1.*  Ogni  grandezza  di  a-\-  a  appartiene  ad  a'  -f-  <*  ; 
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2.**  Ogni  grandezza  di  a' -]- a  od  appartiene  ad  a -|- a  od  è   minore    di 
nua  grandezza  di  ol  -\^  a.' 

Si  deduce  che,  esistendo  ^(a  -|~  «)?  esiste  anche  J'(a'  ~\-  a)  e  che  è  r(a+a)rz: 
=  V(a'  +  a)  ossia  o(a  ,  a)  m  o(a' ,  a).  Ma  o(a' ,  a)  è,  per  definizione,  un'  intera 
in  a  quindi  il  teorema  è  dimostrato. 

TeOR.  Vili.  Se  %  è  una  classe  di  grandezze  omogenee  ad  una  grandezza 
a  ed  V{a)  esiste^  allora  a  +  l\^)  =  l\^  +  a). 

Infatti  osserviamo  prima  di  tutto  che  il  residuo  a  destra  di  a  +  <*  esiste, 
poiché  la  somma  di  a  con  una  grandezza  che  appartenga  al  residuo  a  destra 
di  a,  è  maggiore  di  ogni  grandezza  di  a  ~\-  a.  Allora  V(a  +  a)  esiste.  Intanto 
se  &  è  una  grandezza  qualunque  maggiore  di  a -{- V((x)  si  ha  òzrra-j-^?  ove  e 
è  una  grandezza  maggiore  di  ^(a)  ;  quindi  è  b'^Via  -{-  a).  Analogamente  una 
grandezza  qualunque  b'  compresa  tra  a  e  a-\-V(a)  è  somma  di  a  con  una 
grandezza  minore  di  V(ol)  ,  e  perciò  è  minore  di  V{a  -f-  a).  Si  deduce  che  tra 
a  +  ^'(a)  ed  l\a  ~\-  a)  non  è  compresa  nessuna  grandezza ,  e  che  quindi  deve 
essere  a  +  V(ix)  =  l\a  -^  a). 

Cor.  G.**  tSia  a  una  grandezza,  a  una  classe  di  intere  in  a  e  h  unHniera  in 
a,  8e  o(a  ,  a)  esiste,  si  ha  b  -\-  o(a  ,  a)  =  0(6  +  a  ,  a). 

Infatti  ò  +  o(a  ,  a)  =  ò  -[-  V(ol  +  a)  =  V[b  +  (a  +  a)\  =  V[(b  +  a)  +  a]  = 
=  o(b  -\-  a  j  a). 

Teor.  IX.  8e  a  è  una  grandezza  e  b  e  e  sono  due   i(a) ,    b  -{-  e  è  una  i(a). 
Infatti  sia  a  la  classe  di  tutte  le  i(a)  tali  che,  se  6'  è  una  a,    6  -)-  6'  sia 
una  t(a).  La  classe  a  esiste,  poiché,  pel  corollario  4^,  a  appartiene  ad  a. 
D'altra  parte  se  p  è  una  classe  di  i(a)  tale  che  : 
1.*  Esiste  o(P  ,  a)  ; 

2."  Se  ò"  é  una  grandezza  di  p,  o  sia  6"  =  a,  od  ogni  i{a) ,  minore  di 
y\  appartenga  a  p  ; 

3.^  Ogni  grandezza  di  p  sia  una  grandezza  di  a  ; 
allora,  poiché  è  b  -j-  o(p  ,  a)  =  <j(6  +  p  ,  a),  e    ogni    grandezza    di  6  4"  P   ^  ^^^^ 
t(a),  pel  Teorema  VII,  o(p ,  et)  appartiene  ad  a.  Per  la  legge  d'induzione   ogni 
intera  in  a  appartiene  ad  oc. 

Teor.  X.  Sia  a  una  grandezza  e  b  e  e  siano  due  i(a).  Se  è  b<:^c,  è  anche 
b  -}-  a  <Cc-\-  a. 

Infatti  è  6  -f-  a  ^  e  <^  e  -{-  a. 

Tkqr.  XI.  Sia  a  una  grandezza  e  b ,  e,  d  siano  i(rt).  Se  è  b<C.c ,  allora 
b  -{-  d  non  è  maggiore  di  e  -\-  d. 

Il  teorema  X  afferma  che  la  tesi  da  dimostrare  è  vera  quando  è  cf  rz.  a. 
Per  dimostrarla  in  ogni  caso,  supponiamo  che  essa  sia  vera  per  tutte  le  gran- 
dezze di  una  classe  a  d'intere  in  a  tale  che: 
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1.*  (3(a  ,  a)  esista  ; 

2.*  Se  b'  appartiene  ad  a ,  o  sia  h'^za,  od  ogni  i{a)   minore  di  b'  ap- 
(tart«n^  ad  oc  ; 

Allora^  pel  teoi^iua  X ,  scelta  in  {b  '-\-  a)  -\-  a  una  grandezza  qualsiasi  h, 
esiste  ÌD  (cr  -f-  a)  +  <»  una  grandezza  A:  tale  che  /*  non  sia  maggiore  di  k. 

Si  conclude  che  V[(b  +  «)-[-«]  non  è  maggiore  di  V[{e  +  «)  +  **]  ossia 
che  b  -^  V(pL  -{-  a)  non  è  maggiore  di  e  -\-  V(a  -f-  a),  e  quindi  che  b  -\-  aia  y  a) 
non  è  maggiore  di  e  +  <3(a ,  a).  Per  la  legge  d' induzione  il  teorema  è  vero 
nella  sua  generalità.. 

l-OB.  8.®  Se  a  è  una  grandezza  è  b  e  e  sono  due  intere  in  a,  allora  e  non  è 
maggiore  di  6  +  ^• 

Infatti  si  ha  a  <^  a  -|~  ^   ®   q.uindi  a  -\-  e  non  maggiore    di    (a  +  fc)  +  ^ 

ossia  tt  -f-  e  non  nvaggioie  di  a  -\~  {b  -f-  e)  donde  o  non    maggiore    di    fe  +  <?. 

Teob.  XTC.  Siano  a  una  grandezza  e  b^  e  due  infere  in  a.  Se  è  b  <^  e  la  gran- 
iizza  b'  tale  che  sia  b  -\-  b^  =i  e  è  un^intera  in  a. 

Infatti  è  b  -\-  a  ^  e,  Seèò  +  ^  =  ^'»i  teorema  è  dimostrato  da  a  ;  se 
iwtce  è  6  -j-  a  <;  e ,  e^Ì8t«  la  classe  a  di  tutte  le  intere  in  a  tali  die  ogni 
>£rao(Jezza  della  classe  b  -]'  m  sia  minore  di  Cj  i)erchè  a  appartiene  ad  a.  Si 
(«servi  che  se  d  è  una  t(a)  maggiore  di  e,  allora  b  -{-  dy  pel  corollario  5.**  non 
e  minore  di  <l ,  e  quindi  è  maggiore  di  e.  Allora  d  dev'  essere  maggiore  di 
••?ni  grandezza  di  a,  e  quindi  esiste  il  residuo  a  destra  di  a,  e  conseguente- 
mente (3(a ,  a). 

D^altra  parte,  poiché  ogni  b  -{-  à  è  minore  die,  una  grandezza  qualunque 
appartenente  a  (^  +  «)  +  ^  ^  >  pc^  corollario  5.^,  minore  di  e  od   uguale  a  f. 

Si  deduce  che  è  /'f(^  -f"  «)  +  «1  <  <^  ossia  ò  +  o(a  ,  a)  ■:^  e.  Ma  ^(a  ,  a)  è 
QDMnteiu  ih  a  che  non  può,  pel  teorema  1.%  appartenere  ad  a,  quindi  deve 
tSJiere  b  ~\-  a(a  ,«)  =  £?. 

Tede.  XIII.  Se  a  è  una  grandezza,  ed  a  una  classe  esìstente  di  intere  in  a, 
allora  l^(a)  è  tin'  intera  in  a. 

Il  teorema  è  conseguenza  immediata  del  teorema  IV. 

Teob.  XIY.  Sia  a  una  grandezza  ed  a  una  classe  esistente  di'  intere  in  a. 
>ie  esiste  il  residuo  a  destra  di  a,  allora  V(a)  è  unUntera  in  a. 

Se  esiste  in  a  la  grandezza  massima  la  tesi  da  dimostrare  è  evidente.  Se 
in  a  non  esiste  la  grandezza  massima,  confrontiamo  allora  le  due  classi  a  ed 
1  r  ^  d'intere  in  a.  Se  la  grandezza  b  appartiene  a<l  a,  poiché  a  è  illimitata 
a  destra,  si  possono  determinare  in  a  due  grandezze  b'  e  ò''  tali  che  sia 
^<6'<[é"  e  quindi  b  <Cib  '^a<^b^\  Allora  per  ogni  grandezza  òdi  a  esiste 
in  a  -^  a  la  grandezza  b  -\-  a  maggiore  di  ò,  e   per  ogni   grandezza   b  -\-  a   di 
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a  -f-  a  esiate  in  a  la  grandezza  &"  maggiore  di  b  -|-  <».  Si  deduce  (Teorema -XXI 
Memoria  citata)  che  il  residuo  a  destra  di  a  i-'oincide  col  residuo  a  destra  di 
a -}- a  e  che  è  ^(a)  =  r(a -p  a)  =  o(a' ,  a).  Ma,  pel  teorema  VII,  o(a  ,  a)  è  unMn- 
tera  in  a;  quindi  resta  dimostrata  la  tesi. 

Tbob.  XV.  Se  a  è  una  grandezza  e  b  è  un^  intera  in  a,  ogni  intera  in  b 
è  anche  tinHntera  in  a. 

Il  teorema  è  vero,  per  iporesi,  per  la    grandezza  ò.    Supponiamo  eh^  esso 
sia  vero  per  tutte  le  grandezze  contenute  in  una  classe  ^  tale  che  : 
1  .*  <3(P ,  b)  esista; 

2.®  Se   6'  appartiene  a  p,  o  sia  6'  =  ft  ,  od  ogni    t(6)  minore  di  b'  ap 
partenga  a  p; 

Allora  ogni  grandezza  appartenejite  a  p  -|-  ò  è ,  pel  teorema  IX ,  una 
t(a),  e  quindi,  pel  teorema  XIV,  a(p ,  ò),  uguale  ad  V(^  +  ò),  è  un'intera  in  a. 
Per  la  legge  d'induzione  il  teorema  è  vero  nella  sua  generalità. 

Teob.  XVI.  Sìa  a  una  grandezza  e  6,  e,  (?,  siano  i{a).  Seèb-{-d<^e-\-d 
dev'  essere  b  <Cie. 

Infatti  non  può  'essere  ugnale  bz=zc  perchè  b  ■{-  ^isdovrebbe  essere  uguale 
a  e  -f-  rf,  né  pnò  essere  b  y>  e,  perchè  pel  teorema  XI,  b  -\-  d  non  potrebbe  es- 
sere minore  di  e  -{•  d, 

Teob.  XVII.  Sìa  a  nna  grandezza  e  b  ,b\  e ,  e*  siano  intere  in  a.  Se  è 
b  <Cb'  e  e <; e'  dev^  essere  b  -{-  e  <Cib'  -\-  e'. 

Infatti  ft  +  0  non  è  maggiore  di  V  -\-  e  ma  V  -\-  e  h  minore  di  V  -\-  e' 
quindi  è  b  -{-  e  <C^V  '\-  c\ 

Ad  evitare  ulteriore  ripetizione  di  frasi  conveniamo  che  le  lettere  minu- 
scole dell'alfabeto  latino  indichino  grandezze. 

Teob.  XVIII.  &  ,  ò' ,  e  ,  e'  siano  t(a),  se  è  b'^V  e  b  -\-  e  <CV  -\-  o'  dev^  es- 
sere c<^c'. 

Infatti  se  fosse  o  ^  e'  non  potrebbe  essere  ò   }-  e  <^  ^'  -[-  e. 

Teob.  XIX.  6  ,  ft' ,  e  ,  e'  siano  i(a),  se  è  C^c'  e  b  -\-  e  <CiV  -{-  e'  dev^essere 
b<:b\ 

Infatti  se  fosse  b'^b'  non  potrebbe  essere  />  +  e  <  ft'  -fr  c\ 

Teob.  XX,  Se  non  esiste  il  residuo  a  destra  di  qualsiasi  classe  illimitata  a 
.  destra  di  t(n),  i/wa  i(a)  qualunque  od  è  successiva  seconda  a  di  un'  altìHX  i(a),  od 
e  uguale  ad  a. 

Infatti  nna  i(a)  qualunque  dev'  essere  od  uguale  ad  a  o  successiva  secondo 
a  di  una  classe  a  limitata  u  destra  di  i(a).  Se  /  è  il  limite  a  destra  di  a  la 
i(a)  considerata  è  uguale  a  a(/ ,  a). 
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Teor.  XXI.  8e  fin'  intera  qualunque  in  a  od  è  uguale  ad  a  od  è  auocesaiva 
forando  a  di  un'  intera  in  a,  una  clasne  qualsiasi  illimitata  a  destra  di  intere 
m  a  non  ha  residuo  a  destra. 

Infatti  se  a  è  una  elasse  illimitata  a  destra  di  intere  in  a,  qualora  est- 
<r«e  il  residuo  a  destra  di  a  esisterebbe  anche  ^(a)  che  sarebbe  un'  intera  in  a. 
AlhiTìì  i'(a)  non  potrebbe  essere  successiva  secondo  a  d'una  intera  in  a,  perchè 
>f  fosse  b  una  t(rt)  e  conteinporamente  b  -\-  a  =  V{a) ,  b  dovrebbe  essere  mi- 
nore (li  qualche  a  e  quindi  anche  b  -\-  a  dovrebbe  essere  minore  di  qualche  a, 
ciò  elle  è  assordo. 

Diremo  qualche    volta   Cshe  la   grandezza  a  è  contenuta   in   b   quando   è 

Teor.  XXII.  Se  a  e  b  sono  due  grandezze  ed  è  a^b  fra  le  i{a)  contenute 
%  6  esiste  la  massima. 

Infatti  la  relazione  a  ^  ò  afferma  l'esistenza  della  classe  a'  di  tutte  le  i{a) 

"fitenute  in  6.  Se  in  a'  non  esistesse  la  grandezza  massima,   sarebbe  a'  illi- 

aiuta  a  destra,  e  quindi  V(a')  e  b  apparterebbero  entrambe  al   residuo  a  de- 

*'T%  di  a'  ;  come  pure  per  la   definizione  di  limite  a  destra    dovrebbe    essere 

!.$/>.  E   poiché  V{ol)  è  una  t(rt),  si  sarebbe  ottenuto  un  assurdo. 

i  3.'  Dep.  Se  a  è  una  grandezza,  eolle  parole  multipla  di  a,  o  col  simbolo 
li',  mììchianw  qualunque  grandezza  della  classe  che  soddisfa  alle  seguenti  con- 

!.•  Se  la  grandezza  b  è  una  i(a)  tale  che  ogni  i(a)  contenuta  in  b  o  sia 
>i^tiaìe  ad  «,  o  sia  successiva  secondo  a  dUina  t(a),  allora  b  è  una  |i(a); 

2/  Se  la  grandezza  b  è  una  \i{a)  ,  allora  b  è  una  i(a)  tale  che  ogni  i{a) 
^^Atcnuta  in  b  od  è  uguale  ad  «,  od  è  successiva  secondo  a  di  una  i(a). 

Cor.  ì/"  a  è  una  ^(a). 

Infatti  a  è  una  t(a)  ed  è  la  sola  i(a)  contenuta  in  a. 

Cor.  2.**   Ogni  ^{a)  diversa  da  a  è  maggiore  di  a. 
Vedi  Corollario  l.''  del  §  2.% 

Cor.  S.'*  In  ogni  classe  effettivamente  esistente  di  ^{a)  esiste  la  minima. 
Vedi  il  teorema  IV  del  §  2.^ 

Tbor.  l.  Se  b  è  una  |À(a),  o{b ,  a)  è  una  |JL(a). 

Infatti  a(bjà)  è  una  t(a),  e  se  e  è  una  i{a)  qualunque  contenuta  in  o(ft,a),  od  è 
'  ~n{b^a)j  od  è  e  contenuta  in  b.  Se  è  e  =  <j(i> ,  a),  e  è,  per  definizione,  suc- 
''**8siva  secondo  a  d'un'intera  in  a:  se  e  è  contenuta  in  ft,  allora  e  è,  per  l'ipo- 
•♦•M  fatta  su  &,  od  uguale  ad  a  o  successiva  di  una  t(a).  Resta  così  provato 
l'asserto. 

vol.  lvi.  ,  8 
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Teob.  II.  La,  classe  |i.(a)  è  illimitata  a  destra. 

Infatti  se  6  è  una  grandezza,  è  o(6 ,  a)  >  ò;  inoltre  se  ft  è  una  |JL(a),  o(&  ,  a) 
è  una  |i.(a);  quindi  esiste  uiia  (i(a)  maggiore  di  una  {j.(a)  qualunque  data.  Ciò 
prova  l'asserto. 

Teob.  III.  8e  b  è  una  t(a)  ^  ed  è  b  minore  di  qtialehe  (i(a) ,  allora  b  è 
una  ^a). 

Infatti  se  e  è  una  |Ji(a)  maggiore  di  b ,  ogni  t(a)  contenuta  in  b  è  anche 
contenuta  in  o;  epperò  ogni  i(a)  contenuta  in  b  od  è  uguale  ad  a  ,  od  è  sue- 
cessiva  secondo  a  di  qualche  i(a).  Ciò  prova  che  b  è  una  ^(a). 

Cor.  4.^  8e  b  è  una  c(a) ,  ma  non  una  {Jt.(a),  allora  b  appartiene  al  residuo 
a  destra  della  classe  ^a).  . 

Infatti  l'ipotesi  che  b  sia  contenuta  in  qualche  (JL(a)  conduce  ad  un  assurdo^ 
quindi  dev'essere  b  maggiore  di  tutte  le  (i,(a). 

Teob.  IY.  Se  a  appartiene  ad  una  classe  a,  e  se  si  sa  dimostrare  che  quando 
una  (i(a)  appartenga  ad  a,  aìicfie  la  successiva  secondo  a  di  tale  |i(a)  appartiene 
ad  CL  allora  ogni  ^(a)  appartiene  ad  ol. 

Infatti  se  la  classe  p  che  contiene  tutte  le  (i(a)  non  appartenenti  ad  a  non 
fosse  vuota,  dovrebbe  anche  esistere  la  grandezza  minima  òdi  ^.  Tutte  le  \L{a) 
minori  di  b  dovrebbero  appartenere  ad  a,  e  d'altra  parte  esÌ8tere})hero  delle  \>^{a) 
minori  di  b  perchè  a  sarebbe  una  |i(a)  minore  di  b.  Inoltre  posto  che  b'  sia  la  [L{a) 
tale  che  a(ft' ,  a)  ^=:  6,  dovrebbe  essere  V  minore  di  ft,  e  cioè  ft'  dovrebbe  apparte- 
nere ad  a.  Ma  allora  per  l'ipotesi  stabilita  anche  o(/>' ,  a)  dovrebbe  appartenere 
ad  a,  epperò  sarebbesi  ottenuto  un  assurdo. 

Il  predetto  teorema  sarà  richiamato  col  nome  di  legge  di  induzione  sem- 
plice ,  ed    è  vero    anche   se   si    parte  invece   che  da   a  da  una  ii(a)  qualsiasi. 

Teob.   V.  Se  be  e,. sono  due  (jl(ci),  b  -{- c  è  una  ]L(a), 

Infatti  b-\-a  è  una  ^(a).  Posto  inoltre  ehe  b-^c  sia  una  \i(a)^  poiché  si  ha 
6  -|-  a(c  ,  a)  =  0(6  -f-  e  ,  a),  dev'  essere  b  -f-  ^{o ,  a)  una  {t(a).  Sesta  quindi,  per  in- 
duzione, dimostrato  l'asserto. 

Teob.  VI.  Se  b  e  o  sono  due  ^{a),  si  ha 

b  -\-  o{c  ,  a)  =  <y(b  ^a)  -{-  e. 

Infatti  il  teorema  è  vero  per  e  =  a,  [ìoichè  è  b  -{-  (a  -{-  a)  ^=  (b  -{-  a)  -\-  a. 
Posto  che  sia  ft  -f-  a(c  ,  a)  =:  o(b  ^a)  -\-  e,  dev'  essere 

[b  +  o(c  ,a)]-{'a  =  [^(ft  ,a)-\-c]  +  aj 
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b  +  [<3(c  ,  a)  +  a]  =  0(6  ,  a)  -f-  (e  -f-  a) 

f  qaindi  6  -f-  ^W*?  >  <*)  >  ^J  =  ^'(^  ?  ^)  +  ^'(^  >  <'^)'  Resta  quindi  per  induzione  dimo- 
strato Fasserto- 

Teor.  vii.  8e  b  è  una  [i(a),  è  b  -{-  a  =  a  -{-b, 

In^ti  il  teorema  è  vero  per  b=za.  Posto  che  sia  b -}- a=:a -^  b  ^  deve 
fssere  anche  {b  -{-  a) -{-  a=:{a -^-b)  -{-  a^  ossia  ft  -]~  (3{a ,  a)  =  a  +  ^(^  ?  <*)>  ®  quindi 
pel  teorema  precedente  o(ò  ,  a)  +  <*  =  <*  +  <5(*  ?  «)•  Resta  quindi  per  induzione 
dimostrato  P  asserto. 

Teor#  Vili.  Se  b  e  e  sono  du«  |JL(a)  si  ha  b  -{-  e  =zc  -{-b. 

Infatti  il  teorema  è  stato  dimostrato  per  e  =  a.  Posto  che  &Ì3,  b  -}-  e  =  e  -^  b^ 
'W  essere  anche  (b  -{-  e)  -{-a  =  {0  -\-b)  -^  a  j  ossia  6  +  ^(c  ,  a)  =  0  +  0(6  ,  a)  = 
^'sfe^a)  -\-  b^  Per  la  legge  di  induzione  semplice  il  teorema  è  dimostrato. 

Teob.  IX.  8e  b  e  e  sono  due  [i(a) ,  ed  è  b  minore  di'  e ,    la    grandezza  che 
4^iiUa  a  b   dà  e  è  una  {i(aj. 

Matti  la  minima  delle  \L(a)  maggiore  di  6  è  6  -|-  a.  Il  teorema  è  vero 
p^r  b-^  a.  Posto  che  esso  sia  vero  per  e  ossia  che  mentre  si  abbia  c  =  b  -\-  e', 
sia  e'  una  {t{a),  ai  ha  anche  (5(c  ^a)  =  0  -{-  a  =  {b  ■■{-  e')  -]-  a=zb  -\-  (e'  +  ^)-  Poi- 
rbe  e'  -\-a  è  una  |i(a),  il  teorema  è  anche  vero  per  o(c ,  a),  sicché  per  la  legge 
dmduzione  semplice  esso  è  vero  per  tutte  le  |i(a)  maggiori  di  b, 

Teor.  X.  Se  b  è  una  (i(a),  ogni  \s,(b)  è  una  |Ji(a). 

Infatti  il  teorema  è  vero  per  b.  Posto  che  e  sia  una  ^{b)  e  che  il  teorema 
valga  per  c^  x^ichè  si  ha  a(c  ,  6)  =c  -|-  fe,  e  la  somma  di  due  ^a)  è  una  |i.(a), 
il  teorema  sarà  vero  per  o(c ,  b).  Per  la  legge  di  induzione  il  teorema  è  di- 
mostrato. 

Teor.  XI.  Se  b  è  unni  }x(a)  ed  n  è  una  classe  di  |Ji(a)  contenute  in  6,  fra  le 
grandezze  di  a  esiste  la  massima. 

Infatti  V(a)  è  una  t(a)  contenuta  in  6  e  quindi  è  una  [i{a).  Se  a  fosse  il- 
limitata a  destra,  quando  sia  e  la  (jL(a)  tale  che  c~\-a=:V{fx)  sarebbe*  «  minore 
«li  qualche  a  allora  anche  e  ~\-  a  ossia  ^(a)  di^vrebbe  essere  minore  di  qualche  a, 
m  che  sarebbe  assurdo. 

Teor.  XII.  Se  bè  contenuta  in  qualche  [i(a),  si  ha:  a-\-b  maggiore  di  b. 
Infatti  se  è  o  ^  6  il  teorema  è  immediato,  essendo  a  +  ft  >  a. 
Se  invece  è  a<;  i,  sia  e  la  massima  (i(a)  contenuta  in  6.  Si  ha  :  a  -}-  e  :^  a  +  ^> 
e  e  -f  a  >  t.  Ma  ha-\'0=zo-\'a  quindi  è  anche  a  +  fc  >  fc. 
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Teok.   XIII.   Se  b  appartiene  al  residuo  a  deatra   della  elasse  |i(a),   si    li£ 
a  -\~b=:b. 

Infatti,  poiché  se  e  è  una  |i(a)  qualsiasi  si  h^,  a  -\-  e  =  e  -\-  a,  dev'essere 

a  -\-  V[^(a)\  =  V[a  -\-  |i(a)]  =  V[^a)  -\-  a)  =  r[|i(«)]  ;  quindi  il   teorema    è    ver<i 
se  è  ò  zz=  i'[ti.(a)].  Se  è  6  >  ^'[pi-l»)]  ?  dev'essere  b  =  l'\^(a)\  +  ò^,  e  quindi  a-^-b^^ 

=-a+)  r[|i(a.)]  +  b,\  =  \a  +  Z'[|i(a)J  H  ^  ^  ^'[l^(^)J  +  K  -^  *• 

Cor.  5.°  8e  a  e  b  sono  due  grandezze  a  -\-b  non  è  minore  di  b. 

Cor.  6.*  8e  è  a  >  &,  a  -f-  o  non  ^  minore  di  b  -\-  e. 

Infatti  dev'essere   a  =^  b  -\-  b/^    e    quindi    a  -\-  cz=z  (b  -^  b^)  -{-  e  =  b  — j- 
+  (^  +  c). 

E  poiché  b^  -j-  e  non  é  minore  di  c^  a  -{-  e  non  è  minore  di   b  -\-  e. 

Cor.  7.^  Se  è  a^b  ed  a^  >  ò^  dev^essere  a  -\-  a^^b  ~\-  6^. 
Infatti  dev'essere  a  -{-  a^^  b  -\-  a^;  ma  é  6  -|-  ^'i  >  ^  +  ^i  i  quindi  deve 
essere  a  +  «^  >  fe  +  ^i- 

Cor.  8.®  Se  è  a  -\-  a^^  b  -j-  b^  ed  è  (ì^  ^  b^  dev'essere  a^  b. 
Infatti  una  tesi  contraria  conduce  immediatamente  ad  un  a.<surdo. 

Cor.  9.®  Se€a-\-a^'^b-{-b^  ed  è  a  :^  b  dcv^essere  a^  >  b^. 
Infatti  una  tesi  contraria  conduce  immediatamente  ad  un  assurdo. 

Cor.  lo.**  Se  è  a  -f-b  ^  b  dev'  essere  b  contenuta  in  qualche  \i.(a). 

Infatti  se  fosse  b  maggiore  di  tutte  le  \i,(a)  dovrebbe   essere  >«  -f"  ^  ^^=^  ^• 

Cor.  11.**  Se  è  a-j-6  =  fc  deve  essere  b  maggiore  di  qualsiasi  \L(a). 

Teor.  XIV.  Se  b  è  contenuta  in  qualche  ]i(a) ,  per  ogni  \L(b)  si  può  deter- 
minare una  |x(a)  tale  che  la  \L{b)  considerata  sia  minore  della  \L{a)  corrispondente. 
Infatti  il  teorema  è  vero  per  ipotesi  quando  la  \k(b)  che  si  considera  è  b. 
Posto  che  b^  sia  una  [j.(ò),  cBe  a^  e  a^  siano  diie  \i.(a)  e  che  sia  ftj  <^  a 
b<C,<^ì  dev'essere  b^  +  ^  <  ^i  +  %}  ossia  che,  qtiando  il  teorema  è  vero 
per  b^j  é  vero  anche  per  0(6^,6).  Resta  così  per  induzione  dimostrato  1'  as- 
serto. 

Teor.  XV.  Se  mentre  a  è  contenuta  in  qualche    \L(b)   e    b    è    contenuta    in 
qualche  ^a),  V[\f{a)]  esiste,  esiste  anche  l'I'^b)] ,  e  si  ha  : 

ì'[^a)]  =  l'imi    ■ 
Infatti  per  conseguenza  del  teorema  precedente ,  ogni  |j,(a)    è   minore    di 
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qualche  (jl(6)  e  YÌceversu  ogni  |jl(ò)  è  minore  di  qualche    |i(a) ,   ciò    che    prova 
l'asserto.  (Teor.  XÌI  Memoria  citata,  §  3.^). 

I)£F.  Diremo  che  a  è  finita  rispetto  a  b ,  ne  a  è  contenuta  in  qualche  (i(ò) 
f  contemporaneamente  b  è  contenuta  in  qtuilehe  (i(a). 

D£F.  Diremo  che  a  è  infinit-esima  rispetto  a  b  se  b  è  maggiore  di  ogni  |Ji(a). 
Inrece  di  dire  che  a  è  infinitesima  rispetto  a  b  potremo  dire  che  b  è  infinita 
mpetto  ad  a. 

Cor.  12.®  Se  a  è  finita  rispetto  a  b,  b  è  finita  rispetto  ad  a. 

Cor.  13.*   Uno  ed  uno  soltanto  dei  seguenti  tre  casi  si  verificai 

1.'  Od  a  è  infinitesima  rispetto  a  b  ; 

2J*  Od  a  è  finita  rispetto  ab] 

3.*  Od  a  è  infinita  rispetto  a  b. 

Cor.  14.**  Due  \L{a)  qualsiasi  sono  reciprocamente  finite. 

Cor.  15.**  Se  a  è  infinitesima  rispetto  a  b  e  b  è  infinitesima  o  finita  rispetto 
''<*.«  è  infinitesima  rispetto  a  e. 

Infatti  b  appartiene  al  residuo  a  destra  di  (jL(a)  e  quindi  anche    |i(6)    ap 
iwrtiene  a  quel  residuo.  Se  e  fosse  contenuta  in  qualche  \L(a)  ogni  \l(c)  sareb- 
W  contenuta  in  qualche  [i(a),    epperò  b  non    potrebbe    essere    uè    infinitesima 
UH  finita  con  e.  Ne  risulta  che  o  deve  api^artenere  al  residuo  a  destra  di  \L(a) 
opperò  che  a  è  infinitesima  rispetto  a'  o. 

Cor.  16.**  Se  a  è  finita  rispetto  ab  e  b  è  infinitesima  rispetto  a  e,  a  è  infinite- 
'ima  rispetto  a  e. 

Cor.  17.*  Se  a  è  finita  rispetto  ab,  e  b  è  finita  rispetto  a  Cy  a  è  anche  finita 
tipetto  a  e. 

Infatti  sia  b^  una  \i.(b)  clic  contenga  a,  b^  dev'essere  contenuta  in  qualche 
V^l  quindi  a  è  contenuta  in  qualche  [jl(o).  Analogamente  si  prova  che  e  è 
contenuta  in  qualche  \L(a). 

CAPITOLO  II. 

LE    GRANDEZZE   LINEARI   FINITE    E   1    NUMERI    REALI    POSITIVI     ' 

Prof.  Prim.  10.*  Fì'a  le  grandezze  finita  rispetto  ad  una  grandezza  qualun- 
9^  d^Ua  non  esiste  la  minima. 
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Teob.  I.  Bue  grandezze  qualunque  date  sono  reciprocamente  finite. 

Infatti  se  una  grandezza  a  fosse  infinitesima  rispetto  a  ò ,  6  dovrebbe 
appartenere  al  residno  a  destra  di  ^(a)  e  quindi  r|(i(a)]  dovrebbe  esistere  e 
verificare  la  relazione  r[(jL(a)J  ^  b.  Ogni  grandezza  e  <C.  Hl^W]  dovrebbe  essere 
minore  di  qualche  (jL(a),  e  quindi  dovrebbe  essere  infinitesima  con  r[(i(a)].  Ciò 
proverebbe  che  r[(i(a)]  sarebbe  la  minima  grandezza  finita  rispetto  a  sé  stessa, 
il  che  è  assurdo. 

Cor.  1.^  Esiste  sempre  una  multipla  di  una  grandezza  qualunque  data  che 
sia  maggiore  di  un^altra  grandezza  qualsiasi  data, 

Def.  Diremo  traformazione  di  una  classe  di  oggetti  un  segno  che  lascia 
corrispondere  ad  un  oggetto  della  classe  un  Oggetto  di  un'  altra  o  della  stessa 
classe 

Def.  Bue  trasformazioni  applicabili  ad  una  classe  di  oggetti  si  diranno 
uguali  rispetto  a  quella  classe,  se  eseguite  sovra  un  oggetto,  comunque  sceltOy  della 
classe  danno  per  risultato  uno  stesso  oggetto, 

Def.  Bue  trasform^azioni  applicabili  ad  una  classe  di  oggetti  si  diranno  di- 
suguali se  esiste  almeno  un  oggetto  della  classe  trasformabile ,  che  è  trasformato 
in  due  oggetti  disuguali  dalle  due  date  trasformazioni. 

Evidentemente  sono  vere  le  leggi  dell'  uguaglianza  per  le  trasformazioni 
uguali. 

Def.  Biremo  unità  e  rappresenteremo  col  segno  1  la  trasformazione  che  fa 
corrispondere  ad  una  grandezza  qualunque  data  la  grandezza  istessa. 

Cioè  se  a  è  una  grandezza,  poniamo  per  definizione  al=%i,  qualun- 
que eia  a, 

^Def.  Siam  una  trasformazione  tale  che,  se  a  è  una  grandezza  arbitraria  j 
esista  una  grandezza  b  che  verifichi  la  relazione  b  =  am.  Col  simbolo  m  ~\-  1  rap- 
presentiamo la  trasformazione  tale  che  sia  a(m -\- 1)  =  am -^  a. 

Evidentemente  se  le  trasformazioni  m  ed  n  sono  uguali,  poiché  soDime  di 
grandezze  uguali  sono  uguali,  sono  anche  uguali  m  -\-  l  ad  n~\~  1. 

Def.  Biremo  numero  naturale  ogni  trasformazione  che  lascia  corrispondere 
ad  una  grandezza  qualunque  a  un  multiplo  di  a  y  sotto  la  condizione  ehe ,  se  n 
è  un  numero  naturale,  o  sia  n  =:  1 ,  od  esista  un  numero  naturai  m  tale  che 
m  -{-  l=n. 

Cor.  2.'  1  è  un  numero  naturale. 

Cor.  3.*  Se  m  è  un  numero  naturale,  m  -{-1  è  un  nuuiero  naturale. 
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Dep.  Invece  di  1  -f-  ^  gualche  volta  adopereì^emo  il  simbolo  2 ,  così  in- 
Tftt  del  iimbolo  (1  -|-  1)  +  1  adopereremo  il  aimbolo  2  -^  1  od  anche  il  sim- 
bolo 3  eee. 

Tkob.  II.  Data  una  grandezza  a  ed  una  grandezza  b,  multipla  di  a  esiste 
jineno  un  numero  naturaìe  che  trasforma  a  in  h. 

Il  teorenia  è  vero  per  fe  =  a,  poiché  a  1  =  a.  Posto  elie  esso  sia  vero  per 
^  Q^aale  ad  un  multiplo  ()ua1nnqne  di  /?,  e  cioè  che  esista  uà  naturale  m  tale 
.he  sirt  b  =  a«,  ai  ha  o{b  ,  a)  :=  b  -{-  a  ::=  aìn  -\-  a  =  a(m  +  !)•  Quiudi ,  essendo 
•  ed  iw  -f-  1  dei  naturali  il  teorema  è  vero  per  <3(ft ,  a),  Per  la  legge  di  indù- 
QODe  il  teorema  è  dimostrato. 

Tede.  III.  Unico  è  il  numero  naturale,  che  fa  corrispondere  ad  una  grandezza 
julunque  data  la  grandezza  istessa. 

Difatti  sia  n  un  naturale  siffatto  che  si  abbia 

an  =  a,  , 

Se  non  fosse  n  =  1 ,  dovrebbe  esistere,  per  definizione,  un  naturale  m  tale 
cWsia  iii-j-l=.-n,  e  quindi  anche  a{m~\-l)  =  a,  ossia  am-{-a^=a.  Pertanto 
^9  dorrebbe  essere  infinitesima  rispetto  ad  a  ciò  ch^  è  assurdo. 

Teob*  IV.  Unico  è  il  numero  naturale  che  trasforma  una  grandezza  data  a  in 
BM  grandezza  data  b  multipla  di  a. 

Infatti  sia  n  un  naturale  che  trasforma  a  in  ft.  So  è  ft  =  a  il  teorema  è 
stato  già  dimostrato.  Posto  che  ogni  naturale  ?w,  tale  che  am^^h^  sia  uguale 
m\  a,  ])os8ianio  dimostrare  che  il  teorema  è  vero  anche  per  un  naturale  w'  tale 
fbf  8ia  an'  =  o{b  ,  a).  Basta  difatti  osservare  che  ,  se  è  dm'  =3  an'  ed  m'  è  un 
nniuero  naturale,  né  m'  né  n'  possono  essere  ugnali  ad  1,  poiché  é  o(ft  ,  a)  >  ft  ^  a. 
Se  ne  deduce  per  definizione  l'esistenza  di  due  naturali  *n"  ed  n"  tali  che  sia 
m"  f-  1  =  m'y  n"  +  1  =1  «'  e  quindi  a(w"  +  1)  =  a(»"  +  1)  =  a(^  ,  a) ,  donde 
am"  rrz  an"  =  b  =z  an.  Allora  dev'  essere  ?w"  rrr  w"  =  n  ,  e-  quindi  anche 
«"  -|-  1  =zz  n"  -]-  1  ossia  w'  :=  n\  Per  la  legge  di  induzione  il  teorema  è  vero 
ia  ogni  c^so. 

Teob.  V.  8e  il  naturale  1  appartiene  ad  una  elasse  a,  e  se  si  sa  dimostrare 
cAe,  quando  il  naturale  m  appartenga  ad  cu,  anche  m  -\-  1  appartiene  ad  a,  allora 
ogni  nnmero  naturale  appartiene  ad  a. 

Per  la  dimostrazione  si  osservi  che  se  a  è  una  grandezza  qualunque  per 
(«gni  dato  multiplo  di  a  esiste  un  numero  naturale,  ed  uno  soltanto,  che  tra- 
sforma a  nel  multiplo  considerato  di  a.  Reciprocamente  ogni  numero  naturale 
trasforma,  per  definizione,  a  in  un  multiplo  di  a.  Se  ne  deduce  che  la  classe 
x'  (lei  multipli  di  a  che  si  ottengono  da  a  mediante  i  nunieri  naturali,  appar- 
tenenti ad   a,  soddisfa  alle  due  seguenti  coudizioni: 
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1.*  n  appartiene  ad  a'  ; 

2.*"  se  b  è  un  multiplo  di  a  che  api)artieiie  ad  a'  anche  a(ft ,  a)   appar- 
tiene ad  a'. 

Per  la  legge  di  induzione  ogni  mnltiplo  di  a  appartiene  ad  a',  quindi 
ogni  numero  naturale  appartiene  ad  a. 

Teor.  vi.  8e  m  e  n  sono  due  numeri  naturali^  e  se  un  numero  naturale  tra- 
sforma una.  grandezza  determinata  a  in  am  -{-  an^  esso  trasforma  un'altra  grandezza 
qualunque  h  in  hm  -\-bn. 

Il  teorema  è  vero  per  w=l,  poicliè  il  naturale  che  trasforma  a  in  am-\~al 
è  w -[*■  1?  ^'^Jc  trasforma  anche  6  in  hm -\-h\.  Osserviamo  intanto,  che  ,  se  il 
naturale  jp  trasforma  a  in  am  -)-  an  e  contemporaneamente  h  in  hm  +  hn  ,  il 
naturale  j>  +  1  trasforma  a  in  am  -|-  an  -}-  a  =  am  -j-  (an  -|-  a)  =  am  -|-  a(«  \-\) 

e  h  in  fe?» -|- ftn -f- fe  =:fewi -[- fc(H  +  ^)«  P^»'  la  legge  di  induzione  il  teorema  è 
vero  qualunque  siano  m  ed  n. 

Def.  Se  m  e  n  sono  due  numeri  naturali  diremo  somma  di  m  eon  »,  e  rappre- 
senteremo con  m  +  H>  *^  naturale  p  tale  che,  se  a  è  una  grandezza,  si  abbia  ap  = 
=::  am  +  »W' 

Si  ha  quindi  per  definizione  : 

a(m  -f-  w)  =  am  -\-  an. 

Teob.  vii.  Se  mj  n,  p^  sono  naturali^  ed  è  m=:  n,  dev^essere  m-\-pz=n-{-p. 
Infatti,  qualunque  sia  la  grandezza  a,  è  am  i:=  a?*,   ed  anche   am  -f-  op  m 
=  an  -\-ap.  Ma  allora  è  a{m  -|-  p)  =  a(n  -{-p)j  e  quindi  wi  =/>  —  n  -{-p. 


Teob.  Vili.  Se  w,  n,  p^  sono  naturali^  ed  è  m-{-pz=r.n-]-p,  dev^essere  m:=^n. 
Infatti,  qualunque  sia  la  grandezza  a^  si  ha  a(w+|))=a(n-|-p),  ossia  am+ 
-\-ap=an-{-ap,  e  quindi  am=:an.  Ciò  prova  essere  m=n, 

Teob.  IX.  Se  m  ed  n  sono  naturali  è  anche  m  f-  w  zn  «  -f"  ^*« 
Infatti,  comunque  si  scelga  la  grandezza  «,  è  am  +  an  =  an  -f-  «w. 

Teob.  X.  ;8^^  wi ,  n  ,  jp ,  sono  numeri  naturali    si    ha   (m  -|-  n)  -f- 1>  ==^  w  -f- 

+  (»*  + 1>). 

Infatti  se  a  è    una    grandezza   si  ha   a\{m  -\-  n)  + 1)]  =r  a(m  +  n)  -f-  ap  =: 

=  am  -|-  an  -|-  ap  =  aw  +  a(n  -f-  p)  =  afm  +  (n  +  p)]  ;  donde 

(w  -\-  n)  -{-  p=r:m  -\-  (n  -f-  !>)• 

Col  metodo  noto  in  aritmetica  ragionale  si  dimostrano^  tanto  per  i  multipli 
di  una  grandezza  quqjunque  data ,  quanto  per  i  numeri  naturali ,  le  proprietà 
commutativa  ed  associativa  generali  della  somma. 


Teob.  XI.  Siano  m  ed  n  due  naturali  ed  a  una  grandezza.  8e  è  am^>«t9t, 
fff  ogni  altra  grandezza  qualufique  b  si  ha  bm  ]>>  bn. 

Infatti  da  am  ^  an  si  ricava  l'esistenza  di  una  grandezza  a'  multipla  di 
i  tale  che  sia  am  zzzan-]'  a\  Se  jp  è  il  naturale  soddisfacente  alla  relazione 
:|=ia',  si  ricava  am-=.an-\-af^  e  quindi  anche  &m=6n+6p,  donde  bnC^bn. 

0 

Def.  Se  m  ed  n  sono  due  naturali,  diremo  che  m  è  maggiore  di  n,  e  seri- 
:tTmo  M  }>  n,  quando  esiste  almeno  una  grandezza  [a  ,  tale  che  sia  am  ^  an. 
Jneee  di  dire  che  m  è  maggiore  di  n,  potremo  anche  dire  che  n  è  minore  di  m 
ticritere  n<C«i. 

Teob.  XII.  Se  m  ed  n  sono  due  naturali  ed  è  m^n  esiste  un  naturale  p 
ukcke  sia  m=:n  -{-jp. 
La  dimostrazione  discende  immediatamente  dalla  definizione  del  segno  ]]>. 

Teob.  XIII.  Se  w,  w,  p,  sono  dei  naturali,  ed  è  mzzzn-^-p  dev^ essere  m^>n. 

w 

Teob.  XIV.  Se  m,  ed  n  sono  dìie  naturali  si  verifica  uno  ed  uno  soltanto 
^ti  kfunti  tre  casi  : 

1.*  ffi  >  «  ;   2.®  wi  =  n  ;  3.°  w  <  n. 

Vedi  analogo  teorema  pei  multipli  di  una  grandezza. 

Teob.  XV.  Se  m,  n,  p  sono  naturali  ed  è  m'^n^p,  è  anche  m'^p;  se 
f«>n^p  si  ha  m'^p. 

Il  teorema  si  deduce  da  quello  analogo  pei    multipli  di    una    grandezza. 

Teob.  XVI.  Se  la  grandezza  a  è  maggiore  della  grandezza  b  j  ed  m  è  un 
^^turaUj  si  ha  am'p>bm. 

Infatti  il  teorema  è  immediato  per  m  =  1.  Posto  che  sia  am  ^  bm,  si  ha 
su  -I-  a  >  ftm  -f-  6,  ossia  a{m  +  1)  >  b{m  +  1).  Per  la  legge  d'induzione  il  teo- 
^^  è  dimostrato. 

Teob.  XVII.  Se  m  è  un  naturale  ed  a,  b  sono  grandezze  ,  da  am"^ bm  si 
^«a  a  >  ò,  come  da  am  =  bm  si  ricava  a=:b. 

Infatti  le  tesi  contrarie  conducono  immediatamente  ad  un  assurdo» 

Tbob.  XVIII.  Se  m,  n,  p  sono  naturali  ed  a  una  grandezza,  quando  sia 
«w'/H  =  ap^  per  ogni  altra  grandezza  b  si  ha  (bm)n  =  bp, 

n  teorema  è  vero  per  n  =  1  ,  poiché  è  (am)l  =  am  e  {bm)l  =  bm  ;  posto 
^^  contemporaneamente  sia  [am)n^=zap  e  {Jbm)n=.bp,  dev'essere  anche  {aw)/i+ 
--(^m=zap-{-am  e  {f^m)n-\-bm=bp-\-bm,  ossia  (am)(n+l)=<i(p+w)  e  {f>m)[n-[-l)z=i 
^p-\'m).  Per  la  legge  d'induzione  il  teorema  resta  dimostrato. 

▼OL,  LTI  9 
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Def.  Se  m  ed  n  sono  due  naturali  con  mn  o  con  le  parole  ^prodotto  i 
m  per  n  »  indiclieremo  il  naturale  tale  che  se  a  è  una  grandezza^  si  aibbia: 

a{mn)  =  {am)n. 

Coi  procedimenti  induttivi  adoperati  in  aritmetica  razionale  e  ricorrend 
alla  predetta  definizione  si  possono  dimostrare  tutti  i  seguenti  teoremi,  nei  qual\ 
quando  non  si  dica  esplicitamente  il  contrario,  le  lettere  delValfabeto  latiìio  ra} 
presentano  numeri  naturali  : 

Teor.  XIX.  Se  è  m=:in,  è  anche  mp  =  np  e  reciprocamente / 

Teor.  XX.  m{n  -]-p)  =  mn  +  mp  ; 

r 

Teob.  XXI.  (m  4-  w)|)  =  mp-\-np] 

Teor.  XXII.  mn^=nm  'y 

Teor.  XXIII.  (mn)p  =  m{np)  ; 

Teor.  XXIV.  Se  è  m'^n,  è  mp^np  e  reciprocamente* 
Si  dimostrano  anche  come  in  aritmetica  le  proprietà   cpmmutativa   ed   ass^ 
dativa  generali  del  prodotto  di  più,  naturali. 

Def.  Se  m  ed  n  sono  due  numeri  naturali  poniamo  per  definizione  tn*=i 
Come  in  aritmetica  si  dimostrano  per  induzione  i  seguenti  teoremi: 
Teor.  XXV.  m''m^  =  m*^^; 
Teor.  XXVI.  m^n^  =  (mnY'y 

Teor.  XXVII.  {wYrzim"*; 

Teor.  XXVIII.  {1  +  mT  >  wm* 
.  La  dimostrazione  dell'ultimo    del   precedenti   teoremi    può    procedere   m 
seguente  modo  :  11  teorema  è  vero  per  n  =  1,  poiché  (1  -\-  mY  =  1  -[-  w  >  >i 
Posto  che    sia  (1  -}-  wi)**  >  mn   si    ha    (1  +  ?w)'*+*  >  mn(l  -{-  m)  un  m(n  +  mn)  2 
^  m{n  +  1).  Per  la  legge  d'induzione  il  teorema  è  dimostrato. 

Cor.  4.^  2*^  >  m. 

Infatti  (1  +  ir  >lm  —  m. 

Teor.  XXIX.  Data  una  grandezza  a  ed  Ufi  naturale  m  esiste  dimeno  un 
grandezza  a'  tale  che  sia  a'm  <^  <** 
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DiiDOstiiaino  che  il  teorema  è  vero  per  m  =:  2.  Si  scelga  perciò  la  gran- 
dezza b  in  modo  che  sia  ò  <[  a^  e  e  sìa  tale  che  si  abbia  b  -{^  e  =:  a. 

Se  è  i r=  e,  ogni  grandezza  a' <Cb  verifica  la  relazione  a'2<;62=ft4-6=a. 
Se  &  è  diverso  da  Oy  sia  ad  esempio  b  la  minore  delle  due   grandezze  b 

m 

'  (  (il  ragionamento  non  varierebbe  se  invece  di  b  si  considerasse  o).  Allora 
:iii  grandezza  a'  contenuta  in  6  è  tale  che  a'2  ^b2  <:^b  -{-  e  ^=  a.  Posto  che 
s  sia  un  numero  naturale  e  che  il  teorema  sia  stato  dimostrato  per  m  =  2% 
:i»s8Ìamo  dimostrarlo  per  m  =  2**+*.  Se  pertanto  è  a^2^  <C  a,  sia  a'  tale  che 
:  2  <  a^'f  si  ha  (a'2)  2"  <<  a  ossia  «'2**+*.  Per  la  legge  d' induzione  il  teorema 
e  vero  per  una  potenza  qualsiasi  di  2.  Poiché  è  possibile  determinare  n  in 
DTido  che  sia  2**  >  « ,  ogni  grandezza  a'  tale  che  a'2*  <C  d  soddisfa  anche  alla 
rdizione  a'm  <[  ^'  Il  teorema  è  così  dimostrato  in  generale. 


Teob.  XXX.  Data  una  grandezza  a  ed  un  naturale  m  esiste  almeno  una  gran- 
kw  a"  tale  che  sia  a"m  >  a. 

hifatti  ogni  grandezza  a'^'^a  è  tale  che  a^am<^ a^'in. 

Teob.  XXXI.  Dati  una  grandezza  a  ed  un  naturale  m^  la  elasse  a'  delle  gran- 
ioti  tali  ehe  9ia  a'm  <Ca  e  illimitata  a  destra. 

lohttì  sia  a^  una  grandezza  qualsiasi  di  a\  eb  sia  tale  che  si  abbia 
5,»^J  =  a.  Se  &j  è  una  grandezza  che  verifica  le  relazioni  b^m  ^  &  ,  b^'^a^y 
ìi  i»a  («^2)1»  =  a^m  +  a^m  ^  ajn  +  ^i^  <C  ^i^  +  ^  =  ^5  ®  quindi  esiste  in  a'  la 
^Tandezza  aji  >  a^.  Se  invece  6^  è  tale  che  b^m  <^b  jb^<^a^y  sia  bjc  il  massimo 
Tinltiplo  di  \  contenuto  in  a^,  Dev'  essere  bJc  ^  a^  <<!  b^{h  -{-  1);  e  quindi  è 
^,fi  -j-  l)]i»  ^  ft^fc?»  -j-  6^w  ^  a^m  -|-  òjW  <^  a^rn  +  &  =  «t.  Se  ne  deduce  che  esiste 
:2  a'  la  grandezza  ò/fc  +  1)  >  a^.  Ciò  prova  che  una  grandezza  qualunque  di 
1  è  minore  sempre  di  un'  altra  grandezza  determinabile  in  a'  e  cioè  che  a  è 
Oimitata  a  destra. 

Teob.  XXXII.  La  classe  a"  delle  grandezze  a"  tali  ohe  a"m  sia  maggiore 
^i  a  è  illimitaia  a  sinistra. 

Infatti  si  a^  una  grandezza  qualsiasi  di  a''  e  b  sìa  tale  che  si  abbia 
^-b  =  a^m.  Se  ^b^  tale  che  &^w<!&,  si  ha  anche  b^m<C(i^^  e  quindi  b^<C(i^, 
>^  hjc  il  massimo  multiplo  di  &^  minore  a^  ;  si  ha  bJc  <C  ^2  ^  ^i(^  "l~  -l)'  ^^^^' 
tre  è  {bjc)m  <  a,wi  e  contemporaneamente  [b^(Jc  -{-  l)]m  =  bjcm  +  ^i^**  ^  «^2^  = 
=:fl-}-6.  Se  ne  deduce  (6,fe)m>>a,  e  quindi  l'esistenza  in  a"  della  grandezza 
i.i',  che  è  minore  di  a^.  Ciò  prova  l'asserto. 

Teob.  XXXni.  8e  a  è  una  grandezza  ed  m  un  naturale  esiste  una  gran- 
ama  a^m  =  a. 

Infetti  la  classe  a\  contenente  tutte  le  grandezze  a'  che  verificano  la . re- 
lazione a'm  <C  «j  esiste  ed  è  illimitata  a  destra.  Essa  è  provvista  di   residuo 
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a  destra,  la  cui  minima  grandezza  è  r(a').  Se  a''  è  la  classe  di  tutte  le  gran- 
dezze a"  tali  che  a"m  >  a,  la  classe  a"  appartiene  al  residuo  a  destra  di  a'. 
Ma  poiché  a"  è  illimitata  a  sinistra  ^(a')  non  appartiene  ad  a".  Allora  [V(a')]m 
non  è  né  minore  né  maggiore  di  a,  epperò  dev'  essere  uguale  ad  a. 

Teob.  XXXIY.   Unica  è  la  grandezza  a^  tale  che,  se  a  è  una  grandezza  ed 
m  un  naturala,  si  abbia  a^m  =  a. 

Infatti  basta  ricordare  che  da  a^  ^  a^  si  ricava  a^m  ^zf  a^m, 

Def.  8e  m  è  un  naturale  con  —  rappresenteremo  la  tra^formaaiono  che  la- 

m 

srift  cor rly pandore  ad  una  grandezza  qualunque  a  la  grandezza  a^  tale  che  a^m  =  a. 

Poniamo  cioè  per  dijinizione  [a  — |  m  :i=  a. 

\      ^1 

La  grandezzza  a  —  diremo  sottomultiplo  di  a  seconda  m, 

m 

Def.  Se  m  ed  n  sorto  due  numeri  naturali,  diremo  numero  razionale  e  rap- 

tn 
presenteremo  col  simbolo   —  la  trasformazione  che   luscia    corrispondere  ad   una 

grandezza  quaiunque  a  la  grandezza  multipla  secondo  m  della  sottomultipla  se- 
condo n  di  a. 


Teor.  XXXV.  Se  a  è  una  grandezza  ed  w,  n  -sono  due  naturali  dev^essere 


am\  —  :=\a  —  i  m. 
n        \     n 


Infatti 


am\  - 
n 


n^=:am 


,   mentre   è  anche    \a-]m  n=z  {a-\n 


m  ■=.  am. 


( 


Teor.  XXXVI.  Se  a  è  una  grandezza  ed  m  ,n  sono  due  naturali  dev^essere 


1\1  1 

a  —    -  =  a 

min  mn 


Infatti 


(a  — ì  -  imn\  =  )  (^  — )  ~  nim  =  la  — j  w  =  a ,  mentre    è  anche 


a 


mn 


mn   =  a. 


Teob.  *XXXVII.    Se  m,  w,  p,  q  sorto  naturali  ed    è   mq=i  np  dev'  essere 

—  =  -.  Eeciprocamente  se  è —  =  -  dev^  essere  mQ  =  np. 
n        q  n        q  ^        r 

Difatti  per  dimostrare  la  prima  parte  si  osservi  che  comunque   si  scelga 
la  grandezza  a  dev'  essere  (a — jfw^)  ^^  [a — [(|np  ) , 


ossia 


.11 


q\m  = 


.It 

qjni 


n\p  e  quindi  \a-Ym=i{a-\p  cioè  a  —  =za-.  Per  dimostrare  I» 
)  \  «/  \  3/  n  q 


)(  6»  ){ 


steonda  parte  si  noti  che  è  per  dato  a  — =  a -',  e  quindi  lo — j|«gj  = 


e  quindi  a{mq)  =  €({^71)  ,   donde 


ifmim. 


m        inp 

Cor.  5.*  Se  w,  n,  p  sono  naturali  si  ha  —  =: , 

^     '  ^  n        np 

ìnfE^ti  è  m(np)  =z  n{fnp), 

Teob.   XXXVIII.    8e  a  è  una  grandezza  ed  —  e  -   iono    razionali  da 

n       ^ 

«         jp       .     .  m      p 

I  — =za-,  8%  ricava  —  =  -. 

»  «  n       a 

Infetti  essendo  (a  — )(»5^)  =  (« -jfwg  )   ossia    a{inq)  =  a(pn)   dev'essere 
*^=jwi  e  quindi  la  tesi  è  vera. 

%  9n        D       r 

Teob.   XXXIX.  Siano  a  e  b  due  grandezze  qualsiasi  ed  —  ,   -  ,  -  dei 

n    '   g   '   » 

«ism  razionali.  Se  è  a \-a  -  =  a  -  deve  essere  anche  b 1-6-  =  5-. 

n     '       g  «  n  q  s 

Infetti    (a^+«?)(na»)=:[a^)(««.),  osala  (a  ^+ a  ?^)(»««)  = 


9 


i^)(«4«+«p«) 


ng«  =  arn^  e    quindi  a^mqs)  -j-  a(pn«)  =  a{rnq). 


m         p  r 

Allora  è  anche  b(mqs)  +  b(pns)  =  6(mg)  e  quindi  6 \-b-  =  b  -. 

Dep.  Diremo  somma  dei  due  numeri  razionali  —  e -il  razionale  -  tale  che. 

n      q  s 

•^'Siunqne  «  scelga  la  grandezza  a,  si  abbia  a [-  a-  =  a  -. 

n  q     ,     s 

m       p  m       p      ma  -\-  np 

Teob.  XL.  Se  —  e  -  sono  dei  razionali  dev^  essere 1--  =  -^^ . 

n        q  n       q  nq      , 

Infatti  si  ha  a \-  a-  =  a  — ^+  a  —  =  [a  —  |  Imq]  +  (a — I  ip^  I  = 

»  3  M  3»       \  MI  \     I       \   nq)  V     / 


-ìa^^{m+pn)  =  a 


mq -\- pn  .    ,.  r  wi    ,   »       mq  +  pn 

— ^ — '         e  quindi  è \--=: — ^ 

nq  n        q  nq 


^M  Al 

Teob.  XLI.  Dati  i  ragionali  —  e-,  se  per  una  grandezza   determinata  a 

n      q 

n  Ka  a  —  Z>  «  -  degl'essere  mq  >  np. 
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Infatti  (^^)('*^)>(«|)(»*9 


ossia  a{mq)  >  a(np)  e  quindi  mq  >  np» 


% 

Teoe.  XLII.  DcUi  i  numeri  naturali  m^  n^  p,  q  se  è  mq'^np,  allora^   co 

tn  p 

munqu^  si  scelga  una  grandezza  a.  si  ha  a  —  >  a  -  . 

n  q 


Infatti  è  a{mq)'^a(np)   e   quindi  la  —  j  (tt^ )>(»-)  \m] 


m 

ossia  a  — 
n 


Def.  Diremo  che   il   razionale  —  è  maggiore   di  -  e  scriveremo  —  ">  —  • 

n  ^^  q  n  ^   q  ' 

quandoj  comunque  si  scelga  una  grandezza  a,  si  abhm  a  —  ^  a  - . 

Per  la  dimostrazione  delle  proprietà  aritmetiche  delle  disuguaglianze  e  della 
somma  dei  razionali  si  riscontri  V Aritmetica  Generale  ^i  Peano. 

9 

.  Def.  Diremo  campo  di  razionalità  di  una  grandezza  a  Vinsieme  di  tutte  le 
grandezze  che  possono  ottenersi  da  a  mediante  i  numeri  razionalù 

Teob.  XLIII.  Il  campo  di  razionalità  di  una  grandezza  qualunque  a  n^n 
ha  residuo  a  destra. 

Basta  osservare  cbe  la  classe  ^a)  appartiene  al  campo  di  razionalità 
di  a. 

Teor.  XLVl.  Il  campo  di  razionalità  di  una  grandezza  a  non  ha  residuo 
a  sinistra. 

Infatti  se  &  è  una  grandezza  qualsiasi,  poiché  b  è  finita  con  a  deve  esi- 
stere un  multiplo  di  by  ad  esempio  bm  che  sia  maggiore  di  a,   iPertanto  sarà 

6>a  — . 
m 

Teob.  XLV.  8e  a,  b,  e  sono  tre  grandezze  e  b,  e  sono  disuguali  è  possibile 
trovare  due  equimultipli  di  b  e  Cj  tra  cui  sia  compreso  un  multiplo  di  a. 

Supponiamo  per  fissare  le  idee  che  sia  e  >  i>  e  che  perciò  la  grandezza 
d  verifichi  la  relazione  c=^b  -{-d.  Scelto  un  naturale  i>  ^  2  si  determini  la 
grandezza  d'  in  modo  che  sia  contemporaneamente  d'  <  6  e  d'p  <C  d.  Siano 
allora  r  ed  r  -}-  1  i  numeri  naturali  che  verificano  le  relazioni  dV  ^  6  <;; 
<;  d\r  -f- 1).  Se  ne  deduce  che,  poiché  h  d'r  -]-  d'p  <Cib  -]-  d  =  e,  anche  d\r-\-l) 
e  d\r  +  2)  sono  minori  di  e. 

Posto  che  n  sia  un  naturale  tale  che  si  abbia  d^n  >  a  ed  a  ^  &» ,  siano 
ni  ed  w  -|-  1  i  naturali  che  verificano  le  relazioni  atw  ^  6»  <;  oi^i^  +  !)•  Si  avrà: 


)(  W  K 

«;»  -f  1)  =  a»  +  a  ^  6n  +  a<  bn  +  d'n  <  d'[(r  +  l)n]  +  d'n  =  d'[(r  +  2)n]  <  cn. 
Besta  quindi  provato  che  a(m  + 1)  è  compreso  fra  hn  e  e». 

CoB.  6.**  Fra  due  grandezze  qualsiasi  è  compresa  almeno  una  grandezza  del 

MBipo  di  razionalità  di  una  grandezza  a. 

Difatti  se  b  e  e  sono  dae  grandezze  disugaali  ed  m,  n  due  nnmeri  natu- 

m 
lali  tali  che  am  sia  compresa  fra  bn  e  on  allora  a  —  è  compresa  fra  ò  e  e. 

n 

CoB.  7,^  La  cla&se  derivata  prima,  o  la  classe  derivata  prim^i  a  destra,  o 
la  classe  derivata  prima  a  sinistra  del  campo  di  razionalità  di  una  grandezza  a 
^alsiasi  coincide  con  la  classe  delle  grandezze  lineari  finite  e  continue.  (Vedi 
Memoria  citata). 

Pertanto  ogni  oscillazione  del  campo  di  razionalità  di  una  grandezza  qual- 
mi  eosta  di  una  sola  grandezza.  (Vedi  Memoria  citata). 

Sia  a  una  grandezza,  p  il  tampo  di  razionalità  di  a.  Ogni  classe  a  di  gran- 
kzse  del  campo  p,  purché  soddisfi  alle  due  condizioni  di  non  essére  vuota  e  di 
mre  provvista  di  residuo  a  destra  ha  per  limite  a  destra  una  grandezza  effet- 
^M.  V  ultimo  corollario   insegna  inoltre  che  una   grandezza   qualsiOrSi  è  limite 

«  kdra  di  una  classe  di  grandezze  effettivamente  esistenti ,    tutte    contenute  nel 
e^spo  p. 

Def.  Diremo  che  a  è  una  classe  limitabile  di  grandezze  (o  di  razionali)  se 
^Mn  è  vuota  e  se  contemporaneamente  esiste  una  grandezza  (o  un  razionale)  mag- 
giore di  tutte  U  grandezze  (o  di  tutti  i  razionali)  contenuti  in  a. 

Sia  a  una  classe  limitàbile  del  suddetto  campo  p ,  sia  a!  la  classe  di  tutti 
^  numeri  razionali,  mediante  i  quali  la  grandezza  a  è  trasformata  nelle  gran- 
kzzt  di  a.  Evidentemente  la  classe  a'  è  una  classe  limitabile  di  razionali.  Vice- 
Uffa  se  a!  è  una  classe  limitabile  di  ragionali,  la  classe  delle  grandezze  che  si  ot- 
tingono  applicando  ad  una  grandezza  qualunque  a  i  numeri  razionali  contenuti  in  a' 
è  aneh'  essa  limitabile. 

Dbp.  Se  a  è  una  grandezza  ed  a  una  classe  non  vuota  di  razionali  con 
il  rappresentiamo   la   classe   delle   grandezze  ottenibili  da  a  mediante  i  nume- 

n  di  a. 

Dbp,  8e  a  è  una  classe  limitabile  di  razionali  diremo  limite  superiore  di  a^ 
p  rappresenteremo  con  V((x)  la  trasformazione  [che  sostituisce  ad  una  grandezza 
^dunque  a  la  grandezza  (a'a).  Poniamo  cioè  per  definizione,  comunque  si  scelga 
^a  grandezza  a^ 

uV(a)  =1  V{a  a). 

Bbp.  Qualche  Isotta  diremo  numero  reale  positivo  invece  che  limite  superiore 
i^  una  classe  limitarle  di  numeri  rati^ionalié 


)(  ^2  ){ 


Cor.  8.*  &  —  è  un  razionale.  —  è  un  numero  reale  positivo. 

n  n 

Difatti,  comuuque  si  scelga  la  grandezza  a,  si  ha  aV  { — j  =  i'  (a  — j  = 

m 
=  a  — . 
n 

Cor.  9.®  8e  a  e  b  sono  due  grandezze  qualsiasi  j  esiste  almeno  un  num^o 
reale,  che  trasforma  a  in  b.  Viceversa  se  a  è  una  grandezza  qualsiasi  ed  a  una 
classe  qualunque  limitabile  di  razionali,  esiste  sempre  una  gra/ndezza,  in  cui  a  è 
trasformata  da  V(a). 

m 

Teob.  XLVI.  Siano  a  e  ^  due  classi  limitabili  di  numeri  razionali.  Con- 
dizione necessaria  e  sufficiente  affincliè  sia  l\a)  =  V{^)  è  che  ogni  raaionale  mi- 
nore di  qualche  raaionale  di  a  sia  minore  di  qualche  razionale  di  ^  e  viceversa 
ogni  razionale  minore  di  qualche  raaionale  di  ^  sia  minore  di  qualche  razio- 
nale di  a. 

m 

Infatti  se  è  ^(a)  =  V(^)  ed  —  minore  di  qualche  razionale  di  a  dev'essere, 

n 

A%B  Mìa 

comunque  si  scelga  la  grandezza  a  ^  a  —  <  V{aa)  =  V(a^)  e  quindi  a  —  deve 

n  n 

essere  minore  di  qualche  a^ ,  0S9Ìa  —  minore    di   qualche   razionale   di    ^.    In 

modo  analogo  si  prova  che   ogni  razionale   minore   di    qualche   ^  è  anche  mi- 
nore di  qualche  a. 

Reciprocamente  se  ogni  razionale  minore  di  qualche  a  è  minore  di  qual- 
che ^  e  contemporaneamente  ogni  razionale  minore  di  qualche  p  è  minore  di 
qualche  a  allora  non  può  esistere  una  grandezza  a  tale  che  si  abbia  l\aa)^V(a^), 
Infatti  se  ciò  fosse  si  potrebbe  supporre  senza  togliere  generalità  al  ragiona- 
mento che  sia  V{aa)  ^  1\ol^)»  In  tal  caso,  poiché  esisterebbe  almeno  una  gran- 

m  ,       I 

dezza  a  —  del  campo  di  razionalità  di  a,  la  quale  sarebbe  compresa  tra  l(aa) 
n 

m 

ed  l\a^)y  dovrebbe  essere  a  —  minore   di   qualche    aa  e  contemporaneamente 

n  i 

maggiore  di  tutte  le  ap;  ciò  sarebbe  assurdo. 

CoB.  10.®  Se  la  classe  ol  di  numeri  razionali  contiene  il  massimo  allora  tale 
massimo  è  il  limite  superiore  di  a.  ' 

Teob.  XLYII.  Se  esiste  una  grandezza  che  è  trasformata  da  due  numeri 
reali  dati  in  due  grandezze  uguali  allora  i  due  numeri  reali  sono  uguali. 

Siano  l\(x)  ed  ^(p)  i  due  numeri  reali  dati ,  epperò  a  e  p  siano  classi  li* 
mitabili   di    numeri   razionali.    Se  a  è  la  grandezza   che    verifica  la  relazione 

V(aa)  =  V(a^)  allora  per  ogni  razionale  —  minore  di  qualche  a  si  ha  a  —  <:  V  [a^) 

n  n 


L/BRERIA  SCIENTIFICA  ED  INDUSTRIALE 


di  BENEDETTO  PELLERANO 

Oasa   fondata    nel    1836 


•  ^  • 


LUIGI  CARLO   PELLERANO,  Successore 

NAPOLI  (5)  ~  Via  Gennaro  Serra,  20 


Opere  di    propria  edizione  o  possedute  in  numero 


I 

AVVERTENZA  —  Jfi  prezzi  segnati  nel  presente  Catalogo  aggiungere 

20  010  per  le  spese  postali,  oltre  quelle  di  raccomandazione  per  c/ji  la 

kudera.  Jfon  si  risponde  delle  spedizioni  a  mezzo  sotto/ascia  non  rac'* 

tmandate.  Xe  commissioni  inferiori  alle  X.  20  dovranno  essere  accampa^ 

5w/e  dal  relativo  importo,  non  convenendo  fare  l'assegno  per  tale  cifra. 

itói  C.  Elementi    delia  Teoria   delle  Equazioni.  1  voi.  in  8°,  1891.        .        L.  1,00 

«tt  L  Nuove  lezioni  di  Geometria  Descrittiva  riordinate  ed  accresciute  di   appli- 

-iioni  alle  ombre  e    del  metodo  dei  piani  quotati  da  A.  Chevillard,  Traduz.  del 

Prof.  D.  Massitelli,  5.^  ediz.  1    voi.  in  8**  con  atlante  di  28  tav.,  1893.     »     9,60 

-  Appendice  a  detta  Opera,  che  tratta  dei  Poliedri  regolari,  delPElica,  deirElicoide 

'^ìiippabile  e  delle  Elicoidi  gobbe  ;  in  8^  con  tavole      .         .  .         »     4,00 

^•fcfi»  ^.  Soluzioni    e    dimostrazioni    dei  Problemi  •  e   Teoremi    proposti   dai  Prof. 

f  to  e  F.  Brioschiy  come  esercizi  agli  Elementi  di  Euclide.  4^  ediz.  riveduta 

^iTrrefta.  1  voi.  in  8°  con  163  fig.,  1886 3,50 

^WBI.  (/.  Grammatica  della  Lingua  Tedesca  secondo  Tuso  moderno. 

'^^e  I.  Fonologia  ,  morfologia ,  articolo,   sostantivo,  aggettivo,   pronome,   verbi, 
^  -    1?  ediz.  1  voi."  in  8^,   1900       .........     4,50 

^an  F.  La    teoria   della   Divisione  del  Cerchio  e  le  sue  applicazioni  alla  teoria 

-numeri.  Versione  di  C.  M.  Ceniti.  Parte  L   1  voi.  in  8^,  1883        .         »     1,50 

farjfhii  G.  Trattato  elem.  sulla  Meccanica  Razionale,    con  molti  esempi,  compilato 

.1-  opere  di  Todhunter,  Tait,  Steele,  Routh  ed  altri.  2  voi.  in  8^,  1873     »   19,80 

^wliflfer  J.  {Prof,    di  Statica   Grafica   nella  R.  Scuola  Politecnica  di  Monaco)  — 

nienti  di  Statica  Grafica.  Versione  del  Prof.  Ernesto  Isè.  1  vo'.  in  4^,  con  atl. 

i'  tav.,  1875 »     5,00 

^^i  J.  A.  Corso  elementare  di  Meccanica  Applicata,  ad  uso  degli  Istituti  Tecnici, 
t  Scuole   Professionali  ,  Industriali ,  Tecniche  e  degli  Operai.  Trad.   deiring.   ' 
■  ^ini^aglia.  5*  ediz.  riveduta    e    corretta    sulla  6^  francese,  con  3  Appendici. 
voi.  in  8^  di  pag.  VIII.367,  con  180   fig.,  1922         ....         »   12,00 
^ii  A.  Elementi  di  Meccanica  Razionale  e  di  Cosmografia,  in  base  ai  programmi 
^   .rnativi  per  gl'Istituti  Tecnici.  1  voi.  in  8^  con  fig.,  1881        .         .         »     1,00 
ruttato  elementare  di  Topografìa  compilato  su!  Sonnet  e  sui  migliori  autori  mo- 
li ad  uso  degli  Istituti  tecnici.  1  voi.  in  8®  con  192  fig.,  1876     .         .         »     1,50 
^'9«F.  C.  P.  I  Diagrammi  dei  Momenti  inflettenti  e  la  freccia  massima  delle  travi 
•linee  in  una  o  più  campate,  qualunque  sia  la  natura  del  sopraccarico  e  la  sua 

•  nizione.   1  voi.  in  8^  gr.,  con  9  tav.,  1885 »     7,00 

^  ■  Momenti  d'Inerzia  nelle  Costruzioni  Metalliche — Tavole  dei  Momenti  dMnerzia 

^  principali  profili  di  travi  ale  per  agevolare  il  calcolo  dei  Momenti  d'inerzia 

-'avi  composte  a  sezioni'  simmetriche  o  dissimmetriche.   1  voi.  in  16®  con  fig., 

V  to  in  tela,    1885 »     3,00 

^*  Q.  Lavori  Marittimi.  Trattati  nel  Corso  di  Lezioni  date  nella  R.  Scuola  Sup. 
:itecnica  di  J^^apoli.  1  voi.  in  8*^  gr.  di  pdg.  VIII-300  con  224fig.,  1903  •  12,00 
^  Fondazioni  Pneumatiche  e  quelle  Profonde.  Appendice  al  Corso  di  Costru- 
ii Idrauliche  dettato  nella  R.  Scuola  Superiore  Politecnica  di  apoli.  2*  ediz. 
ol.  in  8«  con  13  tav.,  1895 »     7,00 


)(  66  )( 

Def.  8e  m  ed  n  sono  due  naturali  con  mn  o  con  le  parole  <!i  prodotte 
m  per  n  s>  iìidicheremo  il  naturale  tale  che  se  a  è  una  grandezza,  si  abbia: 

a{mn)  =  {am)n. 

Coi  procedimenti  induttivi  adoperati  in  aritmetica  razionale  e  ricorre 
alla  predetta  definizione  si  possono  dimostrare  tutti  i  seguenti  teoremi^  nei  qui 
quando  non  si  dica  esplicitamente  il  contrario,  le  lettere  delValfabeto  latino  r 
presentano  numeri  naturali  : 

Teor.  XIX.  Se  è  m  =  n,  è  anche  mp  =inp  e  reciprocamente  ; 

Teor.  XX.  m{n  'j-p)  =  mn  +  mp  ; 

Teor.  XXI.  (m  +  n)p  =  mp  +  np  5 

Teor.  XXII.  mn  z=z  nm  5 

Teor.  XXIII.  (mn)p  =  m{np)  ; 

Teor.  XXIV.  8e  è  m'^nj  è  mp'^np  e  reciprocamente. 
Si  dimostrano  anche  come  in  aritmetica  le  proprietà  commutativa    ed    ai 
dativa  generali  del  prodotto  di  più  naturali. 

Dep.  Se  m  ed  n  sono  due  numeri  naturali  poniamo  per  definizione:  fn*= 
Come  in  aritmetica  si  dimostrano  per  induzione  i  seguenti  teoremi: 
Teor.  XXV.  m'^m*' =  m**+^  ; 
Teor.  XXVI.  m^n^  —  [mnY] 

Teor.  XXVII.  [my  =  m''^)  j 

TBOft.  XXVIII.  {1  +  mr  >  mn.  j 

La  dimostrazione  dell'ultimo    del   precedenti   teoremi    può    procedere 
seguente  modo  :  Il  teorema  è  vero  per  n  =  1,  poiché  (1  -[-  m)^  =  1  -]-  w  ]>! 
Posto  che    sia  (1  +  tw)"  >  mn   si    ha    (1  +  ^1)"+*  >  mn[l  -f  ^0  ^=  ^(^  +  ''^^ì 
^  w(n  +  1).  Per  la  legge  d'induzione  il  teorema  è  dimostrato. 

Cor.  4.^  2*"  >  m. 

Infatti  (1  +  VT  >  Iw  rr  m. 

Teor.  XXIX.  Data  una  grandezza  a  ed  un  naturale  m  esiste  almeno  tj 
grandezza  a'  tale  che  sia  a'm  <^  a* 
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Dimostriamo  che  il  teorema  è  vero  per  m  =  2,  Si  scelga  perciò  la  gran* 
dexia  b  in  modo  che  sia  &  <[  a^  e  e  sìa  tale  che  si  abbia  b  -\-  e  =z  a. 

Se  è  J  =  I?,  ogni  grandezza  a' <Cb  verifica  la  relazione  a'2<^b2=:b'\'b=a. 
Se  &  è  diverso  da  o ,  sia  ad  esempio  b  la  minore  delle  due  grandezze  b 

m 

rr(U  ragionamento  non  varierebbe  se  invece  di  b  si  considerasse  e).  Allora 
:^[  grandezza  a'  contenuta  in  6  è  tale  che  a'2  ^b2  <^b -{- o  =  a.  Posto  che 
i  sìa  nn  numero  naturale  e  che  il  teorema  sia  stato  dimostrato  per  m  =  2**, 
^*siamo  dimostrarlo  per  m  =  2**+*.  Se  pertanto  è  a^2^  <^  a,  sia  a'  tale  che 
il<Cai}  si  ha  (a'2)2"<;a  ossia  a'2'*+^  Per  la  legge  d' induzione  il  teorema 
e  vero  per  ana  potenza  qualsiasi  di  2.  Poiché  è  possibile  determinare  n  in 
z^^  che  sia  2"  >  » ,  ogni  grandezza  a'  tale  che  a'2'*  <<!  d  soddisfa  anche  alla 
relazione  a'm  <^  a.  Il  teorema  è  così  dimostrato  in  generale. 

Teob.  XXX.  Data  una  grandezza  a  ed  un  naturale  m  esiste  almeno  una  gran- 
ì'2a  o"  tale  che  sia  a"m  >  a. 
Infatti  ogni  grandezza  a'^'^ah  tale  che  a'^av/K^  a"m. 

Teob.  XXXI.  Dati  una  grandezza  a  ed  un  naturale  m,  la  elasse  tf!  delle  gran- 
httl  tali  che  sia  a'm  <Ca  e  illimitata  a  destra. 

IsMti  sia  a^  una  grandezza  qualsiasi  di  a' ,  eb  sia  tale  che  si  abbia 
^«-6  =  a.  Se  b^  è  una  grandezza  che  verifica  le  relazioni  b^m<^b ,  b^'^a^j 
;:  ìa  {afi)m  =  a^m  +  a^m  ^  a^m  +  b^m  <[  a^m  +  &  =  «;  e  quindi  esiste  in  a'  la 
^ìandezza  a^2  >  a^.  Se  invece  6^  è  tale  che  b^m  <!  ^  >  ^j  <I  *i  ?  sia  ^J^  ii  massimo 
ùaltiplo  di  &j  contenuto  in  «^.Dev'essere  bjc  ^a^^^iC*  +  1^)5  ^  quindi  è 
M-f  1)]«  ^  &t*w  -j-  ^1^  ^  ^i*^  +  ^1^  <C  ^i*w  +  6  =  a.  Se  ne  deduce  cbe  esiste 
3  a'  la  grandezza  b^(k  +  1)  >  a^.  Ciò  prova  che  una  grandezza  qualunque  di 
:  è  minore  sempre  di  un'  altra  grandezza  determinabile  in  a'  e  cioè  che  a  è 
:ìliiDitata  a  destra. 

Teob.  XXXII.  La  classe  a"  delle  grandezze  a"  tali  che  a"m  sia  maggiore 
'^>  a  l  illmitata  a  sinistra. 

Infatti  si  «2  una  grandezza  qualsiasi  di  a''  e  b  sia  tale  che  si  abbia 
'^-hz=ajn.  Se  è'^ft^  tale  che  b^m<:^bj  si  ha  anche  b^m<^a^m  e  quindi  ft^^^a* 
'»  bjfe  il  massimo  multiplo  di  b^  minore  a^-,  si  ba  6^^ <; a^ ^  &^(fc -f- !)•  Inol- 
••f  è  {6^^)m  <<  a^w  e  contemporaneamente  [b^jijc  -{-  l)]m  =  bjcm  +  b^m  ^  a^m  = 
=  «-f6-  Se  ne  deduce  (6,fe)wi>>a,  e  quindi  l'esistenza  in  a"  della  grandezza 
\K  che  è  minore  di  a^.  Ciò  prova  l'asserto. 

Teob.  XXXIII.  Se  a  è  una  grandezza  ed  m  un  naturale   esiste  una  gran- 

Infatti  la  classe  a\  contenente  tutte  le  grandezze  a'  che  verificano  la  re- 
larione  a'm  <C  «,  esiste  ed  è  illimitata  a  destra.  Essa  è  provvista  di   residuo 
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a  destra,  la  cai  minima  grandezza  è  r(a').  Se  a"  è  la  classe  di  tutte  le  gran- 
dezze a"  tali  che  a"m>a,  la  classe  a"  appartiene  al  residuo  a  destra  dì  a'. 
Ma  poiché  a"  è  illimitata  a  sinistra  l\a!)  non  appartiene  ad  a".  Allora  \V{o!)\m 
non  è  né  minore  né  maggiore  di  a,  epperò  dev'  essere  ugnale  ad  a. 

Teor.  XXXIY.   TJnica  è  la  grandezza  a^  tale  che,  se  a  è  una  grandezza  ed 
m  un  naturale,  si  abbia  a^m  =■  a. 

Infatti  basta  ricordare  che  da  a^  jzf  a^  si  ricava  a^m  :p£  ajn, 

1 
Def.  8e  m  è  un  naturale  con  —  rappresenteremo  la  trasformaaiono  che  la- 

rn 

sciti  corrispondere  ad  una  grandezza  qualunque  a  la  grandezza  a^  tale  che  a^m  =.  a. 
Poniamo  cioè  per  definizione  [a  — ]  w  z=  a. 

La  grandezzza   a  —  diremo  sottomultiplo  di  a  seconda  w. 

m 

Def.  Se  m  ed  n  sono  due  numeri  naturali,  diremo  numero  ragionale  e  rap- 
presenteremo col  simbolo  —  la  trasformazione  che   lascia    corrispondere  ad   una 

grandezza  quaiunque  a  la  grandezza  multipla  secondo  m  della  sottomultipla  se- 
condo  n  di  a. 

Teob.  XXXV,  Se  a  è  una  grandezza  ed  m,  n-sono  due  naturali  dev^essere 


atn 


n 


Infatti 


a  —  I  m. 

n  ^ 

am  \  - 
n 


n  =z  am  ,   mentre   è  anche 


a  -\m 


n 


a  -In 
n 


ni 


am. 


Teor.  XXXYI.  Se  a  è  una  grandezza  ed  m  ,n  sono  due  naturali  dev^essere 


1\1  1 

a  —   -  =  a 

m    n  mn 


Infatti 


(« 


a 


1\  1 


mi  71 


mn]  =  <(<*  — ]  -  n>m=:i[a  — ) 


m 


a ,  mentre    è  anche 


mn 


mn   zz:  a. 


Teor.  'XXXVIL    Se  m,  w,  p,  q  sono  naturali  ed   è   mq=:  np  dev'  essere 

—  =  -.  Reciprocamente  se  è  —  =  -  dev'essere  mg=znp. 
n        q  n        q  ^        x 

Difatti  per  dimostrare  la  prima  parte  si  osservi  che  comunque   si  scelga 


la  grandezza  a  dev'  essere 


[( 


i"^)H=(-^)(>'')' 


ossia 


q\m  = 


qjnl 


n\p  e  quindi  (a-ì.«t  =  (a-ì  i»  cioè  a  —  =  a-.  Per  dimostrare  I» 

W  \   9/  »  i 


F 
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seconda  parte  si  noti  che  è  per  dato  a  — ==a-',  e  quindi  la — Il ng|  = 
-jfn^j  ossia   ja-jn(wgj=  fa-)g^  (l?»»),  e  quindi  a{mq)  =:  a{pn) ,   donde 


.(a' 


^=pn. 


m        mp 

Cor.  5/  Se  tn.  n,  p  sono  naturali  si  ha  —  =: • 

'^  n        np 

Infatti  è  «i(np)  =  n(mp). 

Teob.   XXXVIII.    8e  a  è  una  grandezza  ed  —  e  -   sono    razionali  da 

n       q 

i  — =  a-,  «♦  ncaua  —  =  -. 
»         «  n       a 

Infatti  essendo  la  — )(»5^)  =  (<*-)(w3]   ossia    a(mq)  =  a{pn)   dev^  essere 

«^zzp»  e  qaindi  la  tesi  è  vera. 

%  fn       p      r 

Teob.  XXXIX.  Siaìio  a  e  h  due  grandezze  qualsiasi  ed  —  ,   -,  -  dei 

«t»m raztanaU.  Se  è  a \-a  -z=za  -  deve  essere  anche  o \-o-  =  o-. 

n     ^       q  s  n  q  s 

Infetti   (a^  +  «^](««.)  =  [a^)(«2.),  ossia  («  ^  +  a  ?^)(»«,)  = 


=f^)("«'')'''^  [("i^«)("**')  +  (*i^«)H*)lH-="H)  ""^  ''"''^^ 


'•— 1(««««  +  '»P« 


)] 


nqs  =  ar»5  e    quindi  a(m  qs)  -\-  a{pns)  =  a(rnq). 


Allora  è  anche  6(i»g«)  +  h(pns)  =  b(rnq)  e  quindi  6 [-6-  =  &-. 

Dbf.  Diremo  somma  dei  due  numeri  razionali  —  e -il  ragionale-  tale  che. 

n      q  s 

m  f)  r 

"^unqne  si  scelga  la  grandezza  a,  si  abbia  a \-  a-  =  a  -. 

n  q  s 

_.  iit        p  m       p       ma  -\-  np 

Teob.  XL.  Se  —  e  -  sono  dei  razionali  dev^  essere 1 —  = . 

n        q  n        q  nq      , 

Infatti  si  ha  a [-  a-  =  a  — =-+  a  —  =  la  —  1  Ima]  +  fa — I  IP»  I  = 

»  q  nq    '        qn       V  ^«/  \      /        \    ««/  \     / 

I    1\/  \  mq -\- pn  .   j.  x  ^^    \  P       mq -^  pn 


n  =  a 


^  a---   m^  +pn   =  a -^ e  quindi  è  —  +^  = 

m\  I  ^9.  n        q  nq 

Tkob.  XLI,  Dati  i  razionali  —  e-,  se  per  una  grandezza   determinata  a 

n      q 

n  to  a  —  >  a  -  dev^ essere  mq  >  np. 
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Infatti  («  ~-)(^^)  >(«!)( ^9) 


ossìa  a(mq)  >  a{np)  e  quindi  mq  >  np. 


Teob.  XLII.  DcUi  i  numeri  naturali  w,  n,  p,  q  se  è  mq^np,  allora^  co- 

munque  H  scelga  una  grandezza  a,  si  ha  a  —  >  a  -  . 

n  q 

Infatti  è  a(mq)  ]> a{np)  e  quindi  la  —  j  (  ^5  j  >  (a  -  J  {  wg  J  ossia  a  —  > 

Def.  Diremo  che   il   razionale  —  è  maggiore   di  -  e  scriveremo  —  >  -  ; 

n  ^^  q  n         q 

quandoj  comunque  si  scelga  una  grandezza  a,  si  abbia  a  —  ^  a  - . 

Per  la  dimostrazione  delle  proprietà  aritmetiche  delle  disuguaglianze  e  della 
somma  dei  razionali  si  riscontri  V Aritmetica  Generale  ^i  Peano. 

.  Def.  Diremo  campo  di  razionalità  di  una  grandezza  a  Vinsieme  di  tutte  k 
grandezze  che  possono  ottenersi  da  a  mediante  i  numeri  razioncUÙ 

Teob.  XLIII.  Il  campo  di  razionalità  di  una  grandezza  qualunque  a  non 
ha  residuo  a  destra. 

Basta  osservare  cbe  la  classe  ^{a)  appartiene  al  campo  di  razionalità 
di  a, 

Teob.  XLVI.  Il  campo  di  razionalità  di  una  grandezza  a  non  ha  residuo 
a  sinistra. 

Infatti  se  6  è  una  grandezza  qualsiasi,  poicbè  b  è  finita  con  a  deve  esi- 
stere  un  multiplo  di  by  ad  esempio  bm  che  sia  maggiore  di  a.   Pertanto  sarà 

6>a  — . 
m 

Teob.  XLV.  Se  a,  b,  e  sono  tre  grandezze  e  b,  e  sono  disuguali  è  possibile 
trovare  due  equimultipli  di  b  e  Cy  tra  cui  sia  compreso  un  multiplo  di  a. 

Supponiamo  per  fissare  le  idee  che  sia  e  >  ò  e  che  perciò  la  grandezza 
d  verifichi  la  relazione  c  =  b  -{-  d.  Scelto  un  naturale  p  ^  2  si  determini  la 
grandezza  d'  in  modo  che  sia  contemporaneamente  d'  <  6  e  d'p  <C  d.  Siano 
allora  r  ed  r  -|-  1  i  numeri  naturali  che  verificano  le  relazioni  d'r  ^b  <C 
<;  d'{r  -|-  1).  Se  ne  deduce  che,  poiché  è  d'r  -\-  d'p  <:^b  -{-  d  =  c^  anche  d'(r+I) 
e  d\r  +  2)  sono  minori  di  e. 

Posto  che  n  sia  un  naturale  tale  che  si  abbia  d^n  >  a  ed  a  ^  6» ,  siano 
w  ed  m  -f- 1  i  naturali  che  verificano  le  relazioni  am  ^  6»<;  a(»i  +  1).  Si  avrà: 


)(  71  )( 

«{111  + 1)  =  am  +  a^6»  +  a<6w  +  d'n<Cd'[(r  +  l)n]  -f  d'n  =  d'[{r  +  2)n]<cn. 
Besta  quindi  provato  che  a{m  -|- 1}  è  compreso  fra  bn  e  cn. 

CoB.  6.*  Fra  due  grandezze  qualsiasi  è  compresa  almeno  urta  grandezza  del 
tmpo  di  razionalità  di  una  grandezza  a. 

Difatti  86  &  e  0  sono  dae  grandezze  disngaali  ed  m,  n  due  numeri  natu- 
rali tali  che  am  sia  compresa  fra  bn  e  on  allora  a  —  è  compresa  fra  beo, 

fi 

CoB.  7.**  La  cla^e  derivata  prima,  o  la  elasse  derivata  prim^  a  destra,  o 
h  classe  derivata  prima  a  sinistra  del  campo  di  razionalità  di  una  grandezza  a 
fialsiasi  coincide  con  la  classe  delle  grandezze  lineari  finite  e  continua.  (Vedi 
Memoria  citata). 

Pertanto  ogni  osdllaaione  del  campo  di  razionalità  di  una  grandezza  qtuih 
mi  eosta  di  una  sola  grandezza,  (Vedi  Memoria  citata). 

Sia  a  una  grandezza,  p  il  tampo  di  razionalità  di  a.  Ogni  classe  a  di  gran- 
iizze  del  campo  p,  purché  soddisfi  alle  due  coftdizioni  di  non  essere  vuota  e  di 
mtre  provvista  di  residuo  a  destra  ha  per  limite  a  destra  una  grandezza  effet- 
^^  U  ultimo  corollario  insegna  inoltre  che  una  grandezza  qualsiasi  è  limite 
«  kAra  di  una  classe  di  grandezze  effettivamente  esistenti ,  tutte  contenute  nel 
(i*fo  p. 

Dep.  Diremo  che  a  è  una  classe  limitabile  di  grandezze  (o  di  razionali)  se 
2  MH  è  vuota  e  se  contemporaneamente  esiste  una  grandezza  (o  un  ragionale)  mag- 
giore di  tutte  le  grandezze  (o  di  tutti  i  ragionali)  contenuti  in  a. 

Sia  a  una  classe  limitabile  del  suddetto  campo  p,  sia  a'  la  classe  di  tutti 
TuH  numeri  razionali,  mediante  i  quali  la  grandezza  a  è  trasformata  nelle  gran- 
ime  di  a.  Evidentemente  la  cUbsse  a'  è  una  classe  limitabile  di  ragionali.  Vice- 
tersa  se  a'  è  una  classe  limitabile  di  razionali,  la  classe  delle  grandezze  che  si  ot- 
^fsgono  applicando  ad  una  grandezza  qualunque  a  i  numeri  razionali  contenuti  in  a' 
è  anch'  essa  limitabile, 

Dbf.  8e  a  è  una  grandezza  ed  a  una  classe  non  vuota  di  razionali  con 
*i  rappresentiamo  la  classe  delle  grandezze  ottenibili  da  a  mediante  i  nume- 
ri di  a. 

Dep.  8e  ól  è  una  classe  limitabile  di  razionali  diremo  limite  superiore  di  a^ 
f  rappresenteremo  con  V{a)  la  trasformazione  [che  sostituisce  ad  una  grandezza 
qualunque  a  la  grandezza  (a'a).  Foniamo  cioè  per  definizione,  comunque  si  scelga 
^0  grandezza  a^ 

tiV(a)  =  V{a  a). 

1)EF.  Qualche  "dotta  diremo  numero  reale  positivo  invece  che  limite  superiore 
di  una  elasse  Umit<nbile  di  numeri  razionali» 


K  ?2  )( 


(Job.  8.*  Se  —  è  un  razionale,  —  è  un  numero  reale  positivo. 

n  n 

Difàtti,  comunque  si  scelga  la  grandezza  a,  si  ha  aV  (  —  1  =  ^  (a — J  = 


m 
a  — 
n 


GoB.  9.^  Se  a  e  b  sono  due  grandezze  qualsiasi^  esiste  almeno  un  nuntero 
reale,  che  trasforma  a  in  b.  Viceversa  se  a  è  una  grandezza  qualsiasi  ed  a  una 
classe  qualunque  limitabile  di  razionali,  esiste  sempre  una  grandezza,  in  cui  a  è 
trasformata  da  l\a). 

Tbob.  XLYI.  Siano  a  e  ^  due  classi  limitabili  di  numeri  razionali.  Con- 
dizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  sia  V{a)  =  r(p)  è  che  ogni  razionale  vii- 
nore  di  qualche  ragionale  di  oc  sia  minore  di  qualche  ragionale  di  ^  e  viceversa 
ogni  ragionale  minore  di  qualche  ragionale  di  p  sia  minore  di  qualche  razio- 
nale di  a. 

Infatti  se  è  l\a)  =  V{^)  ed  —  minore  di  qualche  razionale  di  a  dev'essere, 

n 

comunque  si  scelga  la  grandezza  a^  a  —  <^ V{aa)  =  V(aP)  e  quindi  a  —  deve 

m 
essere  minore  di  qualche  ap ,  ospia  —  minore    di   qualche   razionale  di   p.   In 

n 

modo  analogo  si  prova  che   ogni  razionale   minore   di    qualche   p  è  anche  mi- 
nore di  qualche  a. 

Reciprocamente  se  ogni  razionale  minore  di  qualche  a  è  minore  di  qual- 
che p  e  contemporaneamente  ogni  razionale  minore  di  qualche  p  è  minore  di 
qualche  a  allora  non  può  esistere  una  grandezza  a  tale  che  si  abbia  V(aa)^l\(i?}- 
Infatti  se  ciò  fosse  si  potrebbe  supporre  senza  togliere  generalità  al  ragiona- 
mento che  sia  V{aa)  >  ^(ap).  In  tal  caso,  poiché  esisterebbe  almeno  una  gran- 
dezza a  —  del  campo  di  razionalità  di  a,  la  quale  sarebbe  compresa  tra  l  (a^) 
n 

ed  r(ap),  dovrebbe  essere  a  —  minore   di   qualche    aa  e  contemporaneamente 

n 

maggiore  di  tutte  le  aP;  ciò  sarebbe  assurdo. 

CoB.  10.®  Se  la  classe  a  di  numeri  razionali  contiene  il  massimo  allora  tak 
massimo  è  il  limite  superiore  di  a. 

Teob.  XLVII.  Se  esista  una  grandezza  che  è  tra^formMa  da  due  nu'mer% 
reali  dati  in  due  grandezze  uguali  allora  i  due  numeri  reali  sono  Urguali» 

Siano  V{a)  ed  ^(p)  i  due  numeri  reali  dati ,  epperò  a  e  p  siano  classi  li- 
mitabili   di    numeri   razionali.    Se  a  è  la  grandezza    che    verifica  la  relazione 

V(aa)  =  l\a^)  allora  per  ogni  razionale  —  minore  di  qualche  a  si  ha  a  ^  <i  ^  '^'^^ 
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Cor.  8.*  Se  —  è  un  razionale,  —  è  un  numero  reale  positivo. 

n  n 

Difatti,  comuaque  si  scelga  la  grandezza  a,  si  ha  aV  ( — )  =  ^'  (^  — )  = 

m 
=  a  — . 
n 

Cor.  9.°  8e  a.  e  b  sono  due  grandezze  qualsiasi ,  esiste  almeno  un  numeri 
reale,  che  trasforma  a  in  b.  Viceversa  se  a  è  una  grandezza  qualsia^si  ed  a  une 
cUisse  qualunque  limitabile  di  ragionali,  esiste  sempre  una  gra/ndezza^  in  cui  a  t 
trasformala  da  l\a). 

Teob.  XLYI.  Siano  a  e  ^  due  classi  limitabili  di  numeri  razionali.  Con- 
dizione necessaria  e  sufficiente  affinchè  sia  l\(x)  =  V{^)  è  che  ogni  ragionale  mi- 
nore di  qualche  ragionale  di  a  sia  minore  di  qualche  ragionale  di  ^  e  moeversa 
ogni  razionale  minore  di  qualche  razionale  di  p  sia  minore  di  qualche  razio- 
nale di  a, 

m 

Infatti  se  è  ^(a)  =  V{^)  ed  —  minore  di  qualche  razionale  di  a  dev'essere, 

n 

comunque  si  scelga  la  grandezza  a^  a  —  < V{aa)  =  V(a^)  e  quindi  a  —  deve 

n  n 

m 
essere  minore  di  qualche  a^ ,  os^ia  —  minore    di  qualche   razionale   di   p.   In 

modo  analogo  si  prova  che   ogni  razionale   minore   di    qualche   p  è  anche  mi- 
nore di  qualche  a. 

Beciprocamente  se  ogni  razionale  minore  di  qualche  a  è  minore  di  qual- 
che p  e  contemporaneamente  ogni  razionale  minore  di  qualche  ^  è  minore  di 
qualche  a  allora  non  può  esistere  una  grandezza  a  tale  che  si  abbia  V{a^)^l\a^). 
Infatti  se  ciò  fosse  si  potrebbe  supporre  senza  togliere  generalità  al  ragiona- 
mento che  sia  V(aa)  >•  r(ap).  In  tal  caso,  poiché  esisterebbe  almeno  una  gran- 
dezza a  —  del  campo  di  razionalità  di  a,  la  quale  sarebbe  compresa  tra  /V^) 
n 

m 
ed  r(aP),  dovrebbe  essere  a  —  minore   di   qualche    aa  e  contemporaneamente, 

n  ' 

maggiore  di  tutte  le  a^;  ciò  sarebbe  assurdo.       *  i 

GoB.  10.°  8e  la  classe  a  di  numeri  raaionali  contiene  il  massimo  allora  taU 
massimo  è  il  limite  superiore  di  a. 

Teob.  XLYII.  8e  esiste  una  grandezza  che  è  trasformata  da  due  numeri 
reali  dati  in  due  grandezze  uguali  allora  i  due  numeri  reali  sono  uguali. 

Siano  V(aL)  ed  l\^)  i  due  numeri  reali  dati ,  epperò  a  e  ^  siano  classi  li* 
mitabili   di    numeri   razionali.    Se  a  è  la  grandezza   che    verifica  la  relazione 

A%ft  AMA 

V{aa)  =  V(aP)  allora  per  ogni  razionale  —  minore  di  qualche  a  si  ha  a  —  <  ^(«P) 

n  n 
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-^  travi  composte  a  sezioni'  simmetriche  o  dissimmetriche.  1  voi.  in  16°  con  fig., 

^iio  in  tela,    1885 »     3,00 

^'*9  6  Lavori  Marittimi.  Trattati  nel  Corso  di  Lezioni  date  nella  R.  Scuola  Sup. 
-iiecnica  di  Napoli.  1  voi.  in  8^  gr.  di  pàg.  VIII-300  con  224fig.,    1903     »   12,00 
^  Fondazioni  Pneumatiche   e   quelle  Profonde.    Appendice  al  Corso  di  Costru- 
ii Idrauliche  dettato  nella  R.  Scuola  Superiore  Politecnica  di      apoli.  2*  ediz. 
ol.  in  8»  con   13  tav.,  1895 »     7,00 
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Capelli  A,  Istituzione  cH  Analisi  Algebrica.  4*  ediz.  notevolmente  ampliata,  ad  1 
degli  aspiranti  alla  Licenza  universitaria  in  Scienze  Fisiche  e  Matematiche.  1  gj 
so  voi.  in  8°  gr.  di  pagine  XXVIII-955,  1909,  rarissimo. 

—  Elementi  di  Aritmetica  Ragionata  e  di  Algerba  ad  uso  dell*  Istruzione  seco? 
ria.  Libro  I  :  Genesi  combinatoria  deirAritmetica  e  Introduzione  al  calcolo  le 
rale.  Libro    II  :    Divisibilità  e  proprietà   fondamentali  dei  numeri  naturali.  1 
in  H\  1902 L. 

—  Idem.  Libro  III  :  I  Numeri  negativi.  1  voi.  in  8*^,    1904      ...» 

—  Lezioni  sulla  Teoria  delle  Forme  Algebriche.  1  voi.  in  8^  gr.  di  pagine  VII 
{"in  litografiaj,    1902 »  1 

—  Suli*  Ordine  di  Precedenza  fra  le  operazioni  fondamentali  deir aritmetica  ;  in 
1901 

Caporali  E.  Memorie  di  Geometria  Superiore  ,  edite  ed  inedite,  1  voi.  in  8®  di  | 
VIII-378,  con  ritratto,  1888 

Ciccone  L.  e  Campanile  P.  Elementi  di  Cosmografìa  ad  uso  dei  Licei.  1  voi.  in8^> 

Claiidel  J.  Manuale  di  Formole  ,  Tavole  e  Notizie  di  uso  frequente  agi'  Ingegn 
Architetti,  ecc.  Parte  Pratica.  Versione  italiana  con  note  ed  aggiunte  dei  prol 
Bonolis  e  F,  Massa.  2  grossi  voi.  in  8^  di  2764  pag.,  di  cui  800  sono  di  aggi 
dei  traduttori,  con  458  fìg.  e  7  tav.  1881  .......  »  1 

Clebsch  A.  Della  vita  e  delle  opere  di  Giulio  Plucker,  prof,  di  matematica  e  di  { 
all'Università  di  Bonn.  Versione  di  E.  Beltrami\  in  8°  gr.  1872 

D*Anielio  S.  (R.  Avvocato  Erariale).  La  Beneficenza  nel  Dritto  Italiano.  Voi.  I  : 
ria  delle  Leggi.  Testi  delle  Leggi  vigenti.  Glossa,  Parte  generale.  1  voi.  in  \ 
pag.   XXVIII-576,  1909 

De  Jonquières  E.  Mémoires  sur  les  Figures  Isographiques  et  sur  un  mode  uniforn^ 
generation  des  courbes  à  doublé  courbure  d'  un  ordre  quelconqueau  moyen  dei 
faisceaux  correspondants  de  droites  ;  in  4°,  1885 '       * 

Delaunay  C.  Trattato  elementare  d'Astronomia  atto  airinsegnamento  della  Cosmo^r 
Unica  versione  italiana  aut9rizzata,  di  D.  MUller.  l  voi.  in  lò°,  con  589  iig.  » 

Dino  N.  S.  Elementi  di  Geometria  Proiettiva.  2*  ediz.  1  voi.  in  8^  gr.  con  atlan 
39  tav.,  1902 

Dominelli  G.  Introduzione  alle  Macchine  Idrauliche,  l  voi.  in  8^  di  pag.  VIII  12^ 
91  lig.  1917.         ............. 

D*  Ovidio  E.  Prime  nozioni  di  Geometria  (Libri  I  e  II  d'  Euclide).  4'^  edizione  1  v 
80,  1899       .         . •      . 

Forte  0.  {Prof,  nel  R.  Istituto  Industriale  e  nel  R.  Collegio  Militare  di  Napoli). 
menti  di  Chimica  per  gP  Istituti  Tecnico-Industriali.  Voi.  I.  Generalità,  Metalli 
Chimica  organica.  1  voi.  in  8^  di  pag.  VIII-215  con  71  fig.  \^\X  (esaurito^ , 

—  Voi.  IL  CombustibUi,  Metalli  e  Metallurgia.  1  voi.  in  8"  di  pag.  VIII-2r)b,  e 
fìg.  1914,  (esaurito) 

—  Voi.  III.  Applicazioni  varie.  1  voi.  in  8°  di  pag.  IV-168  ,  con  55  fìg.  1914   » 

—  Voi.  IV.  Elettrochimica.  App.  1  voi.  in  8"  di  pag.  VIIM80  con  tìg.  1914   . 

—  Supplemento  al  Voi.  I  per  glMstituti  Secondarli  di  Coltura  generale  -  M 
1  voi.  in  8*^  di  pag.  88,  con  29  ^\%.  1914 

Froio  0.  Il  presente  e  l'avvenire  dei  Vini  d'Italia  ovvero  suggerimenti  per  migl 

i  Vini  d*  Italia  e  renderli  serbevoli  e  commerciabili.  1  voi.  in  8^  1876    . 
Puortes  T.  Elementi  di  Prospettiva  Lineare   per   gli  artisti.  Libro  premiato  da' 

cademia  Pontaniana.  1  voi.  8'  con  atlante  di  12  tavole,   1880 
Gambardella  E.  Lezioni  elementari  di  Macchine  a  Vapore  date  nel  R.  Istituto  N 
di  Napoli.  Parte  I  :  Delle  proprietà  tìsiche  e  dinamiche  del  vapore  acqueo, 
in  8' ,  1879.         .•........•,  * 

Giornale  di  Matematiche  dì  Battagliai.  Fondato  nel  1863  sotto   la  direzione  dell'  I 

Prof.  G,  Battaglini^  colla  collaborazione  di  altri  eminenti  matematici  e  pros 

dal  1866  sino  alla  sua  morte   (1893)  sotto   la  sua  esclusiva  direzione.   Direi 

1864  sino  al  1909  del  defunto  Chiarissimo  Prof.  Alfredo  Capelli, 

Ora  la  direzione  è  affidata  airillustre  Prof.  Ernesto  Pascal  della  R.  Univ.  di  X 

Abbonamento  annuo  per  V  Italia > 

»         per  r  Unione  postale  {oro) 

P  Serie  (1863-1893)  volumi  31  {rarissima) 

T"     »         (1894-1909)  voi.  16 

3*'*     »         (1910-1921)    voi.  12 
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Geni  votame  separato  sino  al  1909  L.  16,  ad  eccezione  dei  volumi  VI  a  XVIII  (1868 
a  1880)  esauriti,  dai  1910  al  1914  L.  18.  dal  1915  al  1919  L.  25,  1920  e  21  L.  40. 

(Mffres  Sommario  iconografico  di  Fasciature,  Medicature  ed  Apparecchi.  Versione  ita- 
liana djL.  Capparellù  4*  edizione  con  Appendice  sulla  Medicatura  Guérin  e  Lister. 
1  voi.  in  8**  leg.  in  tela  di  pag.  712  con  81  tavole,  1884       ...»    5,00 

Orassi  0.  (Prot,  nella  R,  Scuola  per  gV  Ingegneri  in  Napoli),  Termodinamica.  Intro- 
duzione al  Corso  di  Fisica  applicata.  2*  edizione.  1  voi.  in  8"*,  1896      .         .  '      »     2,00 

tkióei  J.  Tables  de  Logarithmes  à  cinq  décimales  pour  les  nombres  et  les  lignes  tri- 
cjonométriques  ;  suivies  des  Logarithmes  d'addition  et  de  soustraction  ou  Logari- 
ìhmes  de  Gauss  et  de  dfverses  Tables  usuelles.  1  volume  in  8*^,  1816.         *       , 

ìtm  J.  Corso  elementare  di  Fisica,  proposto  come  libro  di  testo  per  le  Scuole  secon- 
darie. Traduz.  dei  Prof.  L,  Ciccone  e  F,  Campanile.  Parte  I  :  Meccanica  dei  Solidi 
e  dei  Fluidi,  Acustica  e  Cosmografia.  2*ediz.  1  voi,  in  8°  con  256  fig.,  1903  »     7,20 

Jiui  V,  Lezioni  di  Algebra  Complementare.  3*  edizione.  1  voi.  in  8*,  1886   .         *     2,00 

-  Trattato  elementare  di  Geometria  Analitica,  Parte  2*  :  Analisi  a  tre  coordinate; 
in  ^  .       ,         ,         .         .         .         .         .         .         .         .         .         .         .         >     1,00 

Haswi  U.  Corso  d'  Idraulica  Teoretica  e  Pratica,  dettato  nella  R.  Scuola  Superiore 
Politecnica  di  Napoli.  4*  ediz.  ampliata.  1  grosso  voi.  di  pagine  XX-860  con  227 
tig.  1921 »  85,00 

-  Corso  d*  Idraulica  Sanitaria  ed  Agricola.  Appendice  a  detto  corso.  1  voi.  in  8<*, 
on  IH  fig.,  1896       . 6,00 

-Teoria  dell'Efflusso  a  Stramazzo.  P  Appendice  alla  1^  ediz.  del  Corso  d'Idraulica, 
Teoretica  ;  in  8',  1894 »     0,50 

•jM  F.  Elenco  di  Prezzi,  delle  Mercedi,  Materiali  ed  Opere  compiute  di  Muratore, 
Scarpellino,  Falegname,  Fabbroferraio.  Verniciatore,  ecc.  relativi  alle  città  di  Roma, 
rirenze,  Milano,  Napoli  e  Torino.  Per  servire  di  estimi,  approssimativi  e  stati  pre- 
Ttntin  e  sommarli  delle  Costruzioni  architettoniche;  in  8",  1882.         .         »     1,50 

^«f  F.  Rapporto  sui  progressi  della  Teoria  Proiettiva  degli  Invariati  nell'ultimo  quarto 
-secolo.    Trad.   dal  tedesco  di  G.   Vivanti,  con  aggiunte  e  modifiche  dell'autore. 

'  .ri  in  4"  di  pag.  240,  1900 .     2,00 

*«fiKH,  M.  Creile  Scuole  PieJ,  Primissime  Nozioni  di  Fisica  e  Meteorologia  per  le 

v:^le  normali  maschili  e  femminili,  per  le  Scuole  Tecniche  e  per  le   Classi  ele- 

^tari  di  grado  superiore.  1  voi.  in  8°,  con  455  fig.,  1888  .         ,         .         »1,50 

-  Prenozioni  di  Chimica  Elementare,  scritte  per  la  Scuola  di  Suor  Orsola  e  per  le 
'tó  magistrali.  1  voi.  in  8\  con  27  fig.  1881 »     0,50 

-  Brevi  cenni  di  Trigonometria  Piana.  1  voi.  in  8^,  1880  ...»  0^50 
*^*«n  Q.  (Processore  nel  Collegio  Militare  e  nelV  Istituto  Tecnico  di  Napoli).  Trat- 

'ìto  elementare  di  Aritmetica.  11.^  ediz.,  1  voi.  in  8»,  1893    ...»  3,00 

-  Elementi  di  Algebra.  8*^  ediz.  ampliata  di  3  Appendici.  1  voi.  in  8°,  1893  >  9,00 
~  Appendici  1.*  e  2.*  alla  7.^  ediz.  dell'  Algebra  :.in  8»,  1892     .         .         .  •  0,30 

-  Teoria  delle  Proporzioni.  Appendice  alla  13*^  ediz.  della  Geometria;  in  .8®,  1892»  0,20 
-Complementi  agli  Elementi  d'  Algebra.  Parte  1.^  1  voi.  in  8«,  1883  .  »  3,50 
^«eci  S,  Risoluzione  di  Esercizi  di  Trigonometria  Piana.  1  voi.  in  8<^  1878  »  1,50 
^«0  G.  Metodo  pratico  e  spedito  sulla  Correzione  delle  Bussole  Thomson.  Cenno 

Jlla  manovra  d'  una  nave  presa  in  un  ciclone  ;  in  8^,  1905  ...»  0,50 
^le  A.  La  Terapia  delle  Lesioni  Violenti  in  condotta.  Norma  di  pratica  medico- 

^irurgica  per  studenti  e  medici  condottati  ;  in  12**,  1903  ...»  0,50 
^»uiia  C.  Manuale  delle  Malattie  Veneree.  2^  ediz.,  1  voi.  in  16°  1885  .  »  0,50 
*^^o  B.  Guida  di  Napoli  e  Dintorni  :  Pompei,  Ercolano,  Vesuvio,  Sorrento,  Capri, 

•Ma,  Pozzuoli,  Cuma,  Baia,  Pesto,  ecc.   1  voi.  in  12°,  con  fig.  nel  testo  e  3  piante 

-ristampa). 
^-i  stessa  in  Inglese  {id.) 
,  U  stessa  in  Francese  (id). 
'•"iRea  G.   Teoria  delle   Equazioni  Algebriche.  Versione  autorizzata  dall'Autore,  dei 

"j*.  G.  RosBolino  e  G.  Sforza,  Voi.  I  :  Equazioni  in  generale  e  Risoluzione  Al- 

*^^t-rica  delle  Equazioni.  1  voi.  in  8°,  1891  (esaurito) 

'*ol  11:  Risoluzione  numerica  delle  Equazioni.  Sostituzioni.  1  voi.  in  8°,  1892  »  5,50 
^•^«ttri  N.  Calcolo  di  Deviazioni,  Incroci,  Attraversamenti  e  Collegamenti  per  Fer- 

'vie  e  Tramvie    1  voi.  in  4°  ,  con  19  fig.,  1916 »     4,50 

Nota  sul  Calcolo  della  Portata  dei  Pozzi  Artesiani;  in  4^,  con  fig.,  1916  »  2,00 
^■fie  D.  La  pratica  dell'  Architettura  e  della  Costruzione,  opera  adatta  all'insegna- 
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mento  negl'Istituti  tecnici,  ed  utilissima  agli  Architetti,  Ingegneri,  Proprietarii  e  Ca 
i  maestri  muratori-.  2   ediz.  f  voi.  in  8^  di  821  pag.  con  584  tìg.  e  2  tav.,  1891  L.  12,( 

^  Razzano  D.  Nuove  Lezioni  di  Algebra  Elementare,   ad-  uso  delle  Scuole  tecniche. 

voi.  in  S^    1882 »     0,( 

Rivelll  A.  ("Prof,  nella  R.  Scuola  Industriale  A.  VoltaJ,  Elementi  di  Geometri 
4*  ediz.,  interamente  rifatta.  1  voi.  in  8*^,  con  fig.  1902                 .  »     4,f 

Rozzoliao  G,  Epicicloide  ed  Ipocicloide  Piane;  esposiz.  analitica;  in  8^,  1880  »  2,f 
Russo  E.  M.  (Prof,  nel  R,  Istituto  Nautico  di  Piano  di  Sorrento),  Elementi  di  Fisic 
Meccanica  applicata  alla  Nautica  e  di  Meteorologia  e  Geografia  fisica  del  Mare 
ad  uso  degl'  Istituti  Nautici  e  delle  Scuole  di  costrizione  navale  e  macchine 
vapore.  Parte  I  :  Elementi  di  Fisica  e  Meccanica  applicata  alla  Nautica.  1  ve 
in  8°,  di  pag.  624,  con  224  fig.,  1877 »     2,( 

—  Parte  II  :  Meteorologia  e  Geografia  fisica  del  mare.  1.  voi.  in  8^  di  pag  591  ce 
143  fig.  e  6  tav.,  2877 »     2,( 

—  I  due  volumi  presi  uniti .         »     3,( 

Salmoa  0.  Trattato  analitico  sulle  Sezioni  Coniche  contenente  un  cenno  dei  più  impo 

tanti  metodi  moderni  algebrici  e  geometrici.  V^ersione  italiana  suirultima  edizior 
inglese  del  prof.  N,  Salvatore- Dino]  aggiuntovi  gli  Elementi  di  Geometria  a  Ti 
Coordinate  estratti  dal  Trattato  del  Salmon.  6^  ediz.  riveduta.  1  voi.  in  8^  di  pag 
XXIV-618,  con  fig.,  1902.         .         . 14,( 

Sanala  A,  Lezioni  di  Geometria  Proiettiva,  dettate  nella  R.  Università  di  Napoli.  1 
ediz.  corretta,  emendata  ed  ampliata  di  tre  nuovi  paragrafi.  1  voi.  in  8*^  di  pa^ 
XVI-784  con  fig.  1895   [rarissimo). 

Sanala  A.  e  D*  Ovidio  E.  Elementi  di  Geometria. 

Voi.  I  :  ad  uso  dei  Ginnasii  ed  Istituti  tecnici.  14^^  ediz.  1  voi.  in  8°,  1918  »     4,f 
»     II  :  ad  uso  dei  Licei  ed  Istituti  tecnici.  IS*"^  ediz.  1  voi.  in  8^,  1913  .        »     1  ,< 

Scala  C.  Il  Perito  Estimatore  ossia  gli  apprezzi  dei  fondi  rustici  ed  ufbani.  Manuai 
pratico  ad  uso  degli  Ingegneii,  Architetti  ed  Agrimensori.  6*  ediz.  ampliata  e  m 
gliorata,  1  voi.  in  8^  gr.  di  pag.  VIII-280,   1902    ......     5,C 

Schreber  D,  Ginnastica  da  Camera,  medica  ed  igienica;  in  8°,  con  tav.,  1857  »     0,'. 

Slalgaslla  P.  (ProJ,  nella  R.  Scuola  Superiore  Politecnica  di  Napoli),  Principii  s 
Bilanciamento  dei  Motori  con  applicazioni.  1  voi.  in  8^  gr.,  di  pag.  VI-72,  con  * 
fig.,  1907    ..............     3, i 

Sialscalchi  V.  Istituzioni  teorico-pratiche  di  Topografia  ed  Agrimensura  ad  uso  d 
gr  ingegneri  civili  e  militari,  con  Appendice  contenente  i  precetti  peri  Rilie 
Tacheometrici  e  le  teorie  dell'Ottica,  necessarie  a  ben  comprendere  alcune  pai 
degli  strumenti  a  cannocchiale  ed  a  riflessione.  2  voi.  in  4^,  con  atlante  di  39  ta 
con  circa  600  disegni.  1879 *     5» 

Stassaao  P,  Elementi  di  Geometria.  1  voi.  in'8o    con  138  fig.,    1^09.         .         «     ^ 

Testa-Piccoloniiai  C.  M.  Il  Codicp  delle  Perizie,  ossiano  i  Commenti  sugli  articoli  de' 
vigenti  servitù  prediali  e  le  leggi  di  procedura  per  gli  accessi  sui  luoghi  contt 
versi  dei  giudici  e  degli  architetti ,  con  la  tariffa  legale  ,  riguardante  i  periti- 
voi.  in  16',    1894        . •         «     1^ 

Tirelli  P.  Teoria  geometrica  di  alcuni  Sistemi  Lineari  triplamente  infiniti  di  Cur 
piane.  1  voi.  in  8^,  1894 »     2. 

Todhuater  I.  ,  M.  A.  P.  R,  S.  Elementi  d'  Algebra.  Versione  dall'  inglese  del  Pr 
O.  Porcelli.  W-  ediz.  stereotipa.  1  voi.  in  8°,  1916        .         ...»     5 

—  Appendice  a  detta  Opera,  conforme  ai  Programmi  degli  Istituti  Tecnici;  in  8'  »     1 

—  Trattato  sul  Calcolo  Differenziale  ed  Integrale  e  sue  applicazioni,  con  molti  es 
pii.  Versione  dall'inglese  con  aggiunte,  del  Prof.  G.  Battaglini,  5'^  ediz.  ampi 
2  voi.  in  8^  1913 »    1 

—  Trigonometria  Sferica,  con  molti  esempii.  Versione   di   Vito  Eugenio.   1    voU 

o  ^ao/«j.  .  t  .  .  .  .  .  .  .  •  .  .  • 

Valeriaal  V.  Genesi  delle  Operazioni  Aritmetiche.  Estensione  dell'idea  del  Numero  e 

Veraeau  P.  L'  Acquedotto  di  Napoli.  Storia  e  Descrizione  ragionata  dell'  opera, 
ceduta  da  uno  studio  sulla  relativa  diramazione  secondaria  dell'  Appennino  e 
acque  in  generale.  Opera  pustuma  pubblicata  a  cura  del  figlio,  Ing.  Eduardo   V 
neau  (Ispettore  Capo  delle  Ferrovie),  1  voi.  in  4^,  di  pag.  XVI- 190  con  atl.  in  f 
di  16  tav.,  1897 »  2( 


Tilt.  N.  Jovene  e  C.  —  Na;»oli 


)(  *3  K 

epperò  —  minore  di  qaalohe  ^^  come  per  ogni  razionale  -  minore  di  qualche 
*  .  ? 

':  si  ha  a  -  <;  ''(aa),  Ciò  prova  la  relazione  ^(a)  =  r(p). 

CoB,  11.*   Unico  è  il  numero  reale  ohe    trasforma  una   grandezza  a  in  una 
gtMdezza  data  b. 

Tbob.  XLYIII.  La  somma  di  dvs  grandezze  qualsiasi  gode  della   groprietà 
vmmutativa, 

Siono  a  e  6  due  grandezze  qualsiasi.  Se  i  appartiene  al  campo  di  razio- 

luIJtà  p  di  a  il  teorema  è  yero  per  qaanto  si  è   dimostrato   precedentemente. 

Se  b  non  appartiene  al  suddetto  campo,  allora   tutte  le  grandezze    di    p 

s  possono   distribuire   in   due  classi  a  e  ^  in  modo  che  a  contenga  le  gran- 

kojè  minori  di  &  e  p  quelle  maggiori  di  b.  Dal  Corollario  7®  di  questo  Capi- 

'-!)>  risulta  che  in  a  non  esiste  la  massima,  come  in  ^  non  esiste  la  minima, 

rceeodo  6  contemporaneamente   limite    a  destra  di  a  e  limite  a  sinistra  di  p. 

Vti  eonseguenza  nella  classe  a  -\-  a  non  esiste  la  massima,  come  in  a-\-^  non 

cèittÈ  la  minima.  Inoltre  una  grandezza  di  p  che  sia  contemporaneamente  mi- 

D€tt  ài  a  -\-b  e  maggiore  di  a  appartiene  ad  a  -j-  a ,  come  una  grandezza  di 

;  cbe  sia    maggiore  di  a  +  6    appartiene   ad   a  -\-  ^.   Ma  è   a  -\-  a  =  aL-{-  a  ^ 

rf  —  ^  =  P  -f-  a ,  quindi    neanche  la  classe  a  -f-  a  contiene   la    massima  nò   la 

ihièhe  ^-{-  a  contiene  la  minima. 

Ma  pel  Corollario  6**,  paragrafo  3*  del  Capitolo  precedente  6  +  a  ^^^  è 
minore  di  nessuna  grandezza  di  a  -j-  a  né  maggiore  di  nessuna  grandezza  di 
'  —  aj  quindi  J-j-a  è  maggiore  di  ogni  grandezza  di  a -]- a  e  contempcra- 
'^amento  minore  di  ogni  grandezza  di  P  +  a.  l^e  risulta  che  a  -j-  6  e  6  +  a 
^partengono  alla  stessa  oscillazione  di  p  e  che  quindi  dev'essere  a-\'b=zb  -]-  a. 
Dopo  tali  premesse  V  ulteriore  svolgimento  della  teoria  d^i  numeri  reali  pò- 
fiiiii  non  ha  speciale  interesse  per  la  critica.  Si  noti  solo  elessi  stessi  sono  gran- 
j^se,  avendone  tutte  le  proprietà  primitive  enunciate. 


CAPITOLO  III. 

Le  6BAirD£2ZB  Il^INITBSIMB  ED  INFINITE  ^  IL  NtmERO  TRANStPINlTO  W 

DI  Cantor  bd  il  nxjmebo  infinitesimo  p. 

J  1.  Quando  sì  edcluda  la  proposizione  primitiva  10*  da  quelle  che  carat* 
'frizzano  le  grandezze  allora  è  posnibile  l'esistenza  di  grandezze  infinitesime, 
icite  ed  infinite  rispetto  ad  una  grandezza  qualunque  data.  Parecchi  sono  i 
<<temi  di  grandezze  che  così  possono  ottenersi,  ma  tutti  risultano  da  combi^ 

yoi^  i-vi.  10 
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hazioQÌ  varie  di  classi  di  grandezze  appartenenti  al  sistema  da  noi  già  stai 
diato  con  classi  di  grandezze  di  an  altro  sistema,  di  cui  ci  occuperemo  nel 
presente  Capitolo. 

Pbop.  Pbim.  10^.  jEsiite  almeno  una  grandezza  infinitesima  rispetto  ad  uua 
grandezza  qualunque  data. 

Pbop.  Pbim.  11*^.  Esiste  almeno  una  grandezza  infinita  rispetto  ad  una  gran- 
dezza qualunque  data. 

Teob.  I.  8e  la  grandezza  a  è  contenuta  nella  grandezza  h  dev'essere  a  o  in- 
finitesima 0  finita  rispetto  ah.  j 
Infatti  l'ipotesi  di  a  infinita  rispetto  a  h  conduce  ad  un  assurdo. 

Tbob.  IT.  Se  la  grandezza  a  è  infinitesima  rispetto  alla  grandezza  bebé 
contenuta  nella  grandezza  e  dev^essere  a  infinitesima  rispetto  a  o. 

Infatti  by  e  per  conseguenza  c^  appartengono  al  residuo  a  destra  di  ^a). 

Teob.  III.  8e  la  grandezza  a  è  contennt^  nella  grandezza  bebé  infinite 
sima  rispetto  alla  grandezza  c^  dev^essere  a  infinitesima  rispetto  a  e. 

Infatti  la  grandezza  e  appartiene  al  residuo  a  destra  della  classe  (i(&)  ed 
inoltre  poiché  pel  Teorema  XIY  del  §  3**  del  Capitolo  I,  qualsiasi  \i^a)  è  con- 
tenuta in  qualche  [i(&),  la  grandezza  e  appartiene  al  residuo  a  destra  della 
classe  (JL(a). 

Teob.  IV.  Se,  mentre  la  grandezza  a  è  contenuta  nella  grandezza  b,  e  b  è 
contenuta  nella  grandezza  e,  a  è  finita  con  e,  dev^essere  anche  b  finita  con  e. 

Infatti  b  dev'essere  o  infinitesima  o  finita  rispetto  a  o,  e  poiché,  se  fosse 
b  infinitesima  rispetto  a  o,  dovrebbe  essere,  ciò  che  è  assurdo,  a  infinitesima 
rispetto  a  o,  si  ricava  che  6  è  finita  rispetto  a  e. 

Teob.  Y.  8e  a  è  una  grandezza^  V\}f{a)]  esiste  ed  è  la  minima  delle  gran- 
dezze infinite  rispetto  ad  a. 

Infatti  la  Prop.  Prim.  11.^  afferma  l'esistenza  del  residuo  a  destro  della 
classe  |i(a)  e  quindi  di  r[[i(a)].  Poiché  la  classe  |x(a)  è  illuminata  a  destra, 
r[|i(a)]  è  la  grandesea  minima  del  residuo  a  destra  di  {}f/jC).  Ciò  prova,  per  la 
definizione  di  grandezza  infinita  riaipietto  ad  a^  la  verità  del  teorema. 

Teob.  TI.  Fra  le  grandezze  finite  rispetto  ad  una  grandezza  qualunque  data 
esisie  la  minimal. 

Infatti  la  olasse  a  di  tutte  le  grandezze  infinitesime  rispetto  ad  una  gran^ 
dezza  qualunque  a  è  illimitata  a  destra,  perchè  la  Prop.  Prim.  10.^  afierma 
che  a  esiste,  ed  inoltre  una  grandezza  qualunque  a'  di  oc  è  minore  di  a'-j-a', 
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rìie  pnr  appartiene  ad  a.  Dall'osservazione  che  a  ha  il  residao  a  destra  si  de- 
•liicooo  l'esistenza  di  r(a)  ed  inoltre  l'appartenenza  di  V{ol)  al  residao  a  destra 
i:  2.» Poiché  dev'essere  l\oL)^aj  ed  V{a)  non  è  infinitesima  rispetto  ad  a,  de- 
^\mte  V(a)  finita  rispetto  ad  a.  Inoltre  una  grandezza  qualunque  minore  di 
mI  è  contenuta  in  qualche  a  epperciò  è  infinitesima  rispetto  ad  a.  Oiò  prova 
<^k  r(a)  è  la  minima  grandezza  finita  rispetto  ad  a. 

Os^rvando  che,  se  a  e  6  sono  due  grandezze  reciprocamente  finite,  ogni 
i;raudezza  finita  rispetto  ad  a  è  anche  finita  rispetto  a  6,  e  inversamente,  si 
«irtieue  che  la  minima  grandezza  finita  rispetto  ad  a  è  anche  la  minima  gran- 
Mf22a  finita  rispetto  a  6. 

Alle  predette  deve  aggiungersi  una  terza  proposizione  primitiva,  equiva- 
lgine ai  principio  di  arresto  dì  0  a  n  t  o  r.  Noi  limiteremo  il  nostro  stadio  al 
•icena  di  grandezze  che  ha  minor  potenza  compatibile  con  le  enunciate  propo- 
€2ioDi  prìmitìre.  Oiò  perchè  una  maggiore  estensione  dell'oggetto  del  nostro 
adio,  mentre  complica  l'analiji  che  se  ne  può  fare,  non  richiede  poi  un  me< 
^  naovo  di  trattazione. 

Prof.  Pbim.  12*.  Fra  le  grandezze  infinitesime  ri^tpetto  od  una  grandezza 
f^fve  a  esiHe  almeno  una  grandezza  b  tale  che  la  minima  grandezza  infinita 
ritpm»  a  b  sia  finita  rispetto*  ad  a.  ~ 

Cor.  1*.  8e  a  e  b  sono  le  grandezze  di  cui  si  tratta  nella  Prof,  Prim.  12*^ 
^  «mima  grandezza  incita  rispetto  a  b  è  la  mìnima  grandezza  finita  rispet- 
!oa^  a. 

Inflitti  la  minima  grandezza  infinita  rispetto  a  &  è  r[(i.(&)],  che  per  la  sud- 
iftta  Prop«  Prim.  è  finita  rispetto  ad  a,  mentre  una  grandezza  qualunque  mi- 
lioore  di  r[(i(&)] ,  dovendo  essere  contenuta  in  qualche  ^) ,  è  infinitesima 
nspetto  ad  a. 

La  definizione  di  numero  da  noi  data  nel  Capitolo  II,  le  definizioni  delle 
VeniEioni  razionali  dirette  con  numeri  naturali  e  le  dimostrazioni  delle  loro 
proprietà  formali  non  sono  modificate  dalla  tre  proporzioni  primitive  enunciate 
^''  questo  Capitolo. 

Def.  Diremo  che  la  grandezza  a  è  infi/nitesima  d'ordine  1  rispetto  aUa  gran- 
^*ai  6  quando  r[(ì(a)]  è  finit<i  rispetto  a  6. 

Dcp.  Posto  ohe  m  rappresenti  un  numero  naturale  e  che  si  conosea  il  signi- 

iftio  di  grandezza   infinitesima   d'  ordine  m  rispetto  alla  grandezza  b ,  diremo 

^^ni^zza  infinitesima  d? ordine  m-^  1  rispetto  a  b  una  grandezza  qualunque  che 

**«  infinitesima  d^ordine  1  rispetto  ad  una  gtandezza  infinitesima  d^ordine  m  ri- 
*Prtto  a  6, 

D£F.  8e  m  rappresenta  un  numero  naturale^  invece  di  dire  che  la  grandezza 
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a  è  infinitesima  d^ordine  m  rispetto  alla  grandezza  bj  diremo  qualche  volta  che 
è  infinita  d'ordine  m  rispetto  ad  a. 

Tbob.  vii.  8e  a  e  h  sono   reciprocamente  finite  dev^essere  r[(i(a)J  =  r[(i,(6 
Infatti  per  definizione  ogni  fi(a)  è  contenuta  in  qualche  ^h)   e   reciproc 

mente  ogni  [jl(ò)  .  è  contenuta  in  qualche  (JL(a);  quindi  la  tesi  è  vera  (Teor.  X3 

§  3",  Memoria  citata). 

Teor.  Vili.  8e  la  grandezza  a  è  infinitesima  rispetto  alla  grandezza  b  d 
riessere  r||i(a)]  <  r[|i(ò)]. 

Infatti  r[(i(a)]  dev'essere  contenuta  in  b  che  è  minore  di  l'[|iL(ft)l  e  quin( 
se  ne  deduce  che  è  i'[i^a)]  <  ^'[li'(ft)]. 

« 

Teob.  IX.  Se  a  e  b  sono  due  grandezze  ed  è  l'I^a)]  =  r[(JL(ft)]  dstl*  essere 
finita  rispetto  a  b. 

Infatti  non  potrebbe  essere  a  infinitesima  rispetto  b,  b  né  b  infinitesimi 
rispetto  ad  a  senza  cadere  in  un  assurdo.  Analogamente  si  dimostra  il  seguente 
teorema. 

Teob.  ^.  Se  a  e  b  sono  due  grandezze  ed  è  V[\fJ(a)]  <^  ^'[(^(ft)]   dev^  essere 
infinitesima  rispetto  a  b. 

Teor.  XI.  Se  a  e  b  sono  due  grandezze  ed  è  V[^(a)]  <[  r[|t(6)]  ,  dev^  esser 
r[(i(a)]  infinitesima  rispetto  ad  r[|x(6)]. 

Infatti  dev'  essere  a  infinitesima  rispetto  a  & ,  e  quindi  ^'[|^a)]  cont< 
nuta  in  b. 

Ciò  prova  che  /'[[i(a)]  è  infinitesima  o  finita  rispetto  a  6,  e  poiché  &  è  in 
finitesima  rispetto  a  r[ii.(6)]  dev'  essere   r[|i'(a)l  infinitesima   rispetto  ad  V[\f*{b) 

m 

Cor.  2.°  Se  a  e  b  sono  grandezze  ed  r[|i(a)J  è  finita  rispetto  ad  V[\fJ(b)]  dev'ei 
sere  r[(t(a)J  =  VMb)]. 

Infatti  la  tesi  contraria  conduce  ad  un  assurdo. 

Teob.  XII.  Sieno  m  un  naturale  ed  a,  &,  e,  delle  grandezze. 

Se  a  è  infinitesima  d^ordine  m  rispetto  a  b  e  b  è  finita  ricetto  a  e,  dev'ei 
sere  a,  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  o. 

Infatti  il  teorema  è  vero  per  m  =  1,  perchè  i'[|i(a)],  essendo  finita  rispetti 
a  6,  dev'  essere  anche  finita  rispetto  a  o.  Posto  che  il  teorema  sia  vero  p€ 
naturale  m  e  cioè  che  ogni  grandezza  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  b  sij 
anche  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  o,  sup[)oniamo  che  la  grandezza  a^  si| 
infinitesima  d'ordine  m  +  1  rispetto  a  b.  Per  definizione  a'  dev'essere  infinite 
sima  d'ordine  1  rispetto  ad  una  grandezza  a  infinitesima  d'ordine  m  rispeto 
a  b.  Ma  in  tal  caso  a  è  anche  infinitesima  d'ordine  m  risx>etto  a  e.  j 


r%*rr 
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Per  la  legge  d' induzione  il  teorema  è  vero  qnaliinqae  sia  il  naturale  m. 

Teos.  XIII.  Siano  m  un  naturale  ed  a,  h,  e,  tre  grandezze. 

Se  è  affinità  rispetto  a  b  e  b  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  e,  dev^  es- 
MTt  a  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  o. 

Infatti  se  è  «i  =  1,  jwichè  è  per  ipotesi  l\\i(a)]  =:  V[\i(b)],  il  teorema  è  con- 
segaeDza  immediata  della  definizione  di  grandezza  infinitesima  d'ordine  1.  Se 
è  »  >  1  esiste  il*  natnrale  n  che  verifica  la  relazione  n  -\-l=zm. 

Pertanto,  per  ipotesi,  la  grandezza  b  è  infinitesima  di  ordine  1  rispetto 
ad  ona  grandezza  b'  infinitesima  d'  ordine  n  rispetto  a  o«  Ma  allora  la  gran- 
«kzza  a  è  anch'essa  infinitesima  d' ordine  1  rispetto  a  b'j  qnindi  dev'essere  a 
Moitesima  d'ordine  m  rispetto  a  e. 

Cor.  3.*  Siano  m  un  naturale  ed  a,  &,  e,  d  delle  grandezze.  Se  mentre  a  è 
iniia  rispetto  a  h  e  e  è  finita  rispetto  a  d,  a  è  infinitesima  d'ordine  m  rispetto 

m 

i  c  dev'essere  anche  b  infinitesima  d^ordine  m  rispetto  a  d. 

Infìtti  a  e  6  sono  entrambe  infinitesime  d'ordine  m  rispetto  a  e  e  quindi  b 
t  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  d. 

« 

ftoE.  XIT.  a,  fc,  0,  d  siano  grandezze  e  e  sia  finita  rispetto  a  d.  Se  a  è 
à^»ite»ima  d'ordine  1  rispetto  a  o  e  b  è  infinitesima  d'ordine  1  rispetto  a  <f ,  de- 
T^tmre  a  finita  rispetto  a  b. 

infatti  dev'essere  per  definizione  2'[|t(a)]  finita  rispetto  a  e  e  r[[t(6)]  fijiita 
rispetto  a  d,  qnindi  essendo  o  finita  rispetto  a  d,  dev'  essere  r[(i,(a)]  finita  ri- 
spetto ad  r[{jL(6)],  e  conseguentemente  r[(JL(a)]  ;=  ^[(1(6)]  ossia  a  finita  rispetto  a  6. 

Tbob.  XV.  Siano  m  un  naturale  ed  a,  b,  e  delle  grandezze. 

8e  a  e  b  sono  infi/nitesime  d' ordine  m  rispetto  a  e,  a  dev'  essere  finita  ri- 
t^etto  a  b. 

Il  teorema  XIV  insegna  che  la  proposizione  da  dimostrare  è  vera  per  m  =  l. 
Posto  che  due  grandezze  qualunque,  infinitesime  d'ordine  m  rispetto  a  e,  siano 
r^iprocament^e  finite,  si  osservi  che  due  grandezze  a'  e  b'  infinitesime  d'ordine 
*-fl  rispetto  a  Oy  devono  essere  ordinatamente  infifnilesime  di  ordine  1  rispetto 
à  due  grandezze  a  e  &,  infinitesime  d'ordine  m  rispetto  a  e.  Ma  a  e  b  devono 
esaere  reciprocaméhte  finite  qnindi,  pel  teorema  precedente,  dev'essere  a'  -finita 
rispetto  a  h'.  Per  la  legge  d'induzione  il  teorema  è  vero  comunque  si  scelga 
il  natnrale  m. 

Tbob.  XVL  Siano  m  un  naturale  ed  a,  6,  e,  d^  delle  grandezze. 

8e  mentre  a  è  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  e  e  b  è  infitiitesima  d'  or- 
bine m  rispetto  a  dy  è  anche  e  finita  rispetto  a  d,  dev'essere  a  finita  rispetto  a  b. 

Infatti  dev'essere  6  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  e  e  perciò  a  finita 
rispetto  a  b. 


)(  78  )( 

Teoi^  XYII.  8e  m  è  un  naturale  e  due  grandezze  b^  o  sono  entrambe  infi- 
nite d'ordine  m  rispetto  ad  una  grandezza  a  dev^essere  b  finita  rispetto  a  e. 

Infatti  86  è  m  =  1,  dev'essere  per  defìnisione  ^'[(tCa)]  finita  rispetto  a  ò  ed 
a  e.  Posto  che  comanqae  si  scelga  la  grandezza  a,  due  grandezze  infinite  d'or- 
dine m  rispetto  ad  a  siano  reciprocamente  finite,  si  osservi  che  due  grandezze 
b'  e  o'  infinite  d'ordine  wi  +  1  rispetto  ad  a  sono  ordinatamente  ininite  d'or- 
dine m  rispetto  a  due  grandezze  beo  infinite  d'ordine  1.  rispetto  ad  a.  Allora 
b  dev'essere  finita  rispetto  a  o  ed  essendo  6  infinitesima  d' ordine  m  rispetto 
a  ò'  dev'  essere  anche  e  infinitesima  d'  ordine  m  rispetto  a  6'.  Se  ne  deduce 
che  6'  e  e'  poiché  sono  entrambe  infinite  d'ordine  m  rispetto  a  e  sono  recipro- 
camente finite.  Per  la  legge  d'induzione  il  teorema  è  vero  comunque  si  scelga 
il  naturale  m. 

Teob.  XVIII.  Siano  m  un  naturale  ed  a,  b,  e,  d  grandezze.  8e  mentre  a  è 
finita  rispetto  a  b,  a  è  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  o  e  b  è  infinitesima 
d'ordine  m  rispetto  a  d,  dev'essere  e  finita  rispetto  a  d. 

Infatti  b  dev'essere  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  e  e  poiché  o  e  (2  ri- 
sultano entrambe  infinite  d'  ordine  m  rispetto  a  ò,  dev'essere  o  finita  rispetto 
a  d. 

Teob.  XIX.  8e  m  è  un  naturale  e  se  mentre  le  grandezze  a,  b  sono  rispetti- 
vamente infinitesime  d'  ordine  m  rispetto  alle  grandezze  o  e  d^  e  è  infinitesima 
rispetto  a  d,  allora  anche  a  è  infinitesima  rispetto  a  b» 

Infatti  il  teorema  è  vero  per  m=:  1,  poiché  per  defiuizione  r[|i(a)]  sarebbe 
finita  rispetto  a  e  ed  r[(i(è)]  sarebbe  finita  rfspetto  ad,  donde  si  ricaverebbe 
che  r[(i,(a)]  dovrebbe  essere  infinitesima  rispetto  ad  i'[|Ji(ft)],  ossia  a  infinitesima 
rispetto  a  b.  Posto  che  la  tesi  sia  vera  pel  naturale  m  e  per  le  grandezze  a 
e  b^  si  osservi  che  una  grandezza  a'  infinitesima  d'ordine  1  rispetto  ad  a  de- 
v'essere anche  infinitesima  rispetto  ad  una  grandezza  V  infinitesima  d'ordine  1 
rispetto  a  6,  ossia  che  il  teorema  sarebbe  vero  per  il  naturale  m  -^  1  e  per 
le  grandezze  a'  e  6'.  Per  la  legge  d' induzione  il  teorem^^  è  vero  in  generale. 

Teob.  XX.  Se  m  è  un  naturale  e  se  mentre  le  grandezze  a,  b  sono  rispetti- 
vamente infinitesime  d'ordine  m  rispetto  alle  grandezze  o  e  df  a  è  infinitesima  ri- 
spetto a  bj  allora  anche  e  è  infinitesima  rispetto  ad. 

Infatti  non  potrebbe  essere  e  finita  rispetto  &,  dnh  d  infinitesima  rispetto 
a  e  senza  ottenersi  un  assurdo. 

Teob.  XXI.  Se  m  è  un  naturale  e  se  la  grandezza  a  è  contenuta  in  una 
grandezza  e,  infinita  d'ordine  m  rispetto  ad  una  grandezza^  6,  allora  od  è  a  infi- 
nitesima rispetto  a  bj  od  è  a  finita  rispetto  a  b,  od  esiste  un  gutturale  n  ^  m, 
che  esprime  Verdine  di  infinito  di  a  rispetto  a  b. 

Infatti   qualsiasi  grandezza  infinitesima  o  finita  rispetto  a  ò  è  contenuta 
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in  ofni  grandezza  infinita  rispetto  a  &.  Inoltre  si  osservi  che,  se  si  esclude  che 
«  sia  infinitesima  o  finita  rispetto  a  by  dev'  essere  a  infinita  rispetto  a  b.  In 
Ul  caso  ai  ha  l'ljt(6)]  ^  a  ^  e.  AUpra,  se  è  w  =  1,  poiché  t'[p<6)]  dev'  essere 
Snita  rispetto  a  e^  anche  a  è  finita  rispetto  a,Oy  e  quindi  a  è  infinita  d^ordine  1 
nipetto  a  b.  Posto  che  il  teorema  sia  vero  pel  naturale  m,  e  cioè  che  esista 
o  naturale  n^m  tale  che  una  grandezza  a  infinita  rispetto  ad  uua  gran- 
dezza b  e  contenuta  in  una  grandezza  e  infinita  d'  ordine  m  rispetto  a  b,  sia 
ijifinita  d'  ordine  n  rispetto  a  ò,  si  oeservi  che  una  grandezza  b\  infinitesima 
d'ordine  1  rispetto  a  ò  è  infinitesima  d'ordine  m-|*l  rispetto  a  o.  Allora  una 
grandezza  a  contenuta  in  o  ed  infinita  rispetto  a  ò'  se  è  contenuta  in  b  de- 
v'essere, per  quanto  si  è  dimostrato,  inanità  d'ordine  1  rispetto  a  b\  Se  iuveee 
«  b  minore  di  a,  od  è  <r  finita  rispetto  a  ò  od  è  a  infinita  rispetto  a  b,  Kel 
priiuo  caso  a  è  infinita  d'ordine  1  rispètto  a  V}  nel  secondo  caso  si  è  supposto 
alt  esista  un  naturale  n  tale  che  a  sia  infinita  d'ordine  a  rispetto  a  6,  quindi 
i  naturale  »  + 1  è  tale  che  a  sia  infinita  d'ordine  n-^1  rispetto  a  b\  Per  la 
Wg:ge  d'induzione  il  teorema  è  vero  qualunque  sia  il  naturale  m. 

In  modo  analogo  si  dimostra  il  seguente  teorema: 

TisoB.  XXII.  8e  m  è  un  naturale  e  se  a  è  una  grandezza  in  cui  sia  contS'^ 
nnia  muk  grandezza  e,  infinitesima  di  ordine  m  rispetto  ad  una  graaidezza  b,  od 
è  a  infimUk  rispetto  a  b,  od  è  a  finita  rispetto  a  b^  o  esiste  un  naturale  n^m 
tate  eke  a  sia  infinitesima  d'ordine  n  rispetto  a  b, 

Teob.  XXIII.  8e  m  è  un  naturale^  esiste  almeno  una  grandezza  infinitesima 
bordine  m  ricetto  ad  una  grandezza  qualunque  data. 

Infatti  la  Prop.  Prim.  12.*  afferma  che  il  teorema  è  vero  per  m=l.  Posto 
rbe  esso  sìa  vero  per  un  naturale  m  e  cioè  che  in  corrispondenza  di  una  gran- 
dezza qualunque  a  esista  almeno  una  grandezza  b  infinitesima  d'ordine  m  ri- 
spetto ad  a  si  osservi  che  una  grandezza  infinitesima  di  ordine  1  rispetto  a  b 
e  infinitesima  di  ordine  m-j-l  rispetto  ad  a.  Per  la  legge  d'induzione  il  teo- 
rema è  vero. 

Teob.  XXIV.  8e  m  ed  n  sono  numeri  naturali  e  la  grandezza  a  è  infinite- 
ùa  d^ardine  m  rispetto  a  i  infinitesima  Wordine  n  rispetto  ad  una  grandezza  c^ 
éiiara  a  è  infinitesima    d'ordine  m-^n  risfietto  a  o. 

Inibitti  il  teorema  è  vero  per  definizione  se  è  m  ss  l.  Posto  ch'esso  sia 
Tefo  pel  naturale  m,  si  osservi  che  una  grandezza  a  infinitesima  d'ordine  m-j-1 
nspetto  a  6  et,  per  definizione,  infinitesima  d'ordine  1  rispetto  ad  una  gran- 
dezza a'  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  h.  Poiché  per  ipotesi  a'  è  infinite'^ 
Rima  d'ordine  «i  +  a  rispetto  a  e  dev'essere  a  infinitesima  d'ordine  (wi  +  w)  + 
-r  1  =  («»  -h  1)  +  ^  rispetto  a  o.  Per  la  legge  d'induzione  il  teorema  è  vero 
per  qvaliuiqtte  numero  naturale* 
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Cok.  8è  m  ed  n  souo  riaturali  e  la  grandezza  a  è  infinita  d^ordine  m  ri- 
spetto a  h  e  b  è  infinita  d'ordine  n  rispetto  a  e,  a  dev'essere  infinita  d?ordine 
m  -^-n  rispetto  a  e. 

Basta  osservare  che  e  è  infinitesima  d'ordine  n  rispetto  a  ft  e  5  è  infinite- 
sima d'ordine  m  rispetto  ad  a  epperciò  e  è  infinitesima  d'ordine  n  +  ^  =  ^  +  ^ 
rispetto  ad  a. 

GoB.  Se  m  d  un  naturale  esiste  almeno  una  grandezza  infinita  d'ordine  m 
rispetto  ad  una  grandezza  qualunque  data. 

Infatti  il  teorema  è  vero  per  m  =  1,  poiché  se  «  è  una  grandezza  qua- 
lunque, V  [|jti(a)  ]  è  infinita  d'ordine  1  rispetto  ad  a.  Posto  che  il  teorema  sia 
vero  pel  naturale  m  e  cioè  che  esista  una  grandezza  b  infinita  d'ordine  m  ri- 
spetto ad  a  si  osservi  che  V[  (i(&)  ],  ch'è  infinita  d^ordine  1  rispetto  a  ft,  è  an- 
che infinita  d'ordine  m-^-l  rispetto  ad  a.  Per  la  legge  d'induzione  il  teorema 
è  vero  per  qualunque  numero  naturale. 

Teob.  XXV.  8e  m,  n,  py  sono  numeri  naturali  e  mentre  la  grandezza  a  è 
infinitesima  d'ordine  m  rispetto  alla  gì'andezza  b,  la  grandezza  b  è  infinita  d' or- 
dine  n  rispetto  alla  grandezza  e,  allora^  quando  sia  m  =  n  4-ì>9  ^  ^  infinitesima 
d'ordine  p  rispetto  a  e. 

Infatti  una  grandezza  a^  infinitesima  di  ordine  p  rispetto  a  o,  poiché  è  e 
infinitesima  d'ordine  n  rispetto  a  &,  è  infinitesima  d'ordine  p  -^-n^^m  rispetto 
a  b.  Pertanto  essendo  a  ed  a'  entrambe  infinitesiiìie  d'ordine  m  rispetto  a  a, 
dev'essere  a  finita  rispetto  ad  a'  ciò  che  prova  che  a  è  infinitissima  d'  or- 
dine p  rispetto  a  e. 

• 

Teob.  XXVI.  8ieno  m^  n,  dei  naturali  ed  a,  b,  e,  delle  grandezze.  8e  a  è 

^finitesima  d'ordine  m  rispetto  a  b  e  b  infinita  d'ordine  n  rispetto  a  Cj  quando 

sia  w  1=  n  dev'essere  a  finita  rispetto  a  e. 

Infatti  a  e  0  sono  entrambe  infinitesime  d'ordine  m  rispetto  a  b. 
Analogamente  si  dimostra  che  se  a  è  infinita  d'ordine  m  rispetto  a  b  e  i 

è  infinitesima   d'ordine  n    rispetto  a  o  quando  sìa  m  =  n    dev'essere  a    finita 

rispetto  a  e. 

TEoft.  XXVII.  Siano  m,  n,  jp,  dei  numeri  naturati,  a,  ò,  e,  delle  grandezze 
e  si  abbia  mzrzn  -\-p.  Se  a  è  infinitesima  à* ordine  n  rispetto  a  b  e  b  è  infinita 
d'ordine  m  rispetto  a  e,  deilPessere  a  infinita  d^ordine  p  rispetto  a  o. 

InfUtti  una  grandezza  e'  infinitesima  d'ordine  p  rispetto  ad  a  si  dimostra, 
come  per  teorema  XX  V,  essere  finita  rispetto  a  o.  Pertanto  a  dev'essere  infi- 
nita d'ordine  p  rispetto  a  o. 

In  modo  analogo  si  dimostrano  i  due  seguenti  teoremi: 

.  ^Teob.  XXYIII*  Siano  m,  n,  p  dei  numeri  naturali^  a,  h^  e  èsile  grandezze 
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f  t'abbia  m:=in'^p.  8e  a  è  infinita  d^ ordine  m  rispetto  a  b  e  b  è  infinitesima 
ìordine  n  rispetto  a  e,  dev^essere  a  infinita  d'ordine  p  rispetto  a  e. 

Teob.  XXIX.  Siano  w,  n,  p  dei  numeri  naturali^  a,  h,  e  delle  grandezze  e 
e iabbia  m  =n-\-p,  8e  a  è  infinita  d^ ordine  n  rispetto  a  b  e  b  è  infinitesima 
ivràine  m  rispetto  a  e  dev'essere  a  infinitesima  d'ordina  p  rispetto  a  e. 

Teob.  XXX.  Se  b  è  una  grandezza  ed  a  è  la  classe  di  grandezze  che  soddisfa 
slle  seguenti  condizioni: 

1.  Comunque  si  scelga  il  naturale  m  ogni  grandezza   infinita   d'ordine  m 
rìipaio  a  b  appartiene  ad  a  ; 

2.  Per  ogni  grandezza  a  di  a  si  può  determinare  un  naturale  m  tale  ohe 
i  fin  infinita  d'ordine  m  rispetto  a  &  ; 

allora  a  non  residuo  a  destra. 
Infatti  la  classe  a  è  illimitata  a  destra,  perchè  se  a  è  una  grandezza  qua- 
huMloe  di  a,  che  sìa  infinita  d'ordine  m  rispetto  a  6,  ^'[|ii'(a)] ,  che  è  maggiore 
diflLappartìene'ad  a,  perchè  è  infinita  d'ordine  m  -f- 1  rispetto  a  ò.  Se  a  avesse 
\\  iniduo  a  destra  esisterebbe  V(ol)  che  dovrebbe   essere  la  grandezza  minima 
dd  ittidno  a  destra  di  a.  Ma  per  la  Prop.  Prim.  12.°^  esiste  una  grandezza  a' 
taJe  che  V{a)   sia  infinita  d'ordine  1  rispetto    ad  a',  quindi,   poiché    dev'essere 
«'zHa)  ossia  a'  minore  di  qualche  a,  si   deve   poter   trovare   un  naturale   n 
Jiie  che  a'  sia  infinita  d'ordine  n  rispetto  a  6  (*).   Pertanto  V{a)  dovrebbe  es- 
sére infinita  d'ordine  »  -f- 1  rispetto  a  6,  e  quindi  dovrebbe  appartenere  ad  a 
m  ciie  sarebbe  assurdo. 

Analogamente  si  dimostra  il  seguente  teorema: 

Teob.  XXXI.  Se  b  è  una  grandezza  ed  a  è  la  classe  di  grandezze  che  sod- 
^i^fa  alle  seguenti  condizioni  \ 

1.  Comunque  si  scelga  il  naturale  m  ogni  grandezza  infinitesima  d'ordine 
•  rispetto  a  b  appartiene  ad  a; 

2.  Per  ogni  grandezza  a  di  a  si  può  determinare  un  naturale  m  tale  ohe 
«  m  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  b) 

Allora  a  non  ha  residuo  a  sinistra. 

CoB*  Se  a  e  b  sono  due  grandezze  qualsiasi^  unoj  ed  uno  soltanto^  dei  sC' 
?««/i  tre  casi  si  f)erifi>ca: 

1 .  O  esiste   un  naturale  m  tale   che   a  sia   infinitesima    d'  ordine   m  ri* 
^0  a  6; 


(^)  Si  tenga  in  conto  che  a^  non  pad  essere  né  infinitesima  né  finita  rispetto  a  h  ,  per-* 
'it  dev'essere  l'[ti(o')]  finita  rispetto  ad  Va),  mentre,  se  fosse  a'  infinitesima  o  finita  rispetto 
*  *  ♦  sarebbe  i'[jA(a')]  ^  l'fH^C^)!  ®  contemporaneamente  2'[{A(&)]  infinitesima  rispetto  ad  ogni 
raadezxa  non  minore  della  grandezza  minima  infinita  del  2.o  ordine  rispetto  a  &,  donde  si 
raderebbe  Passardo:  l^^af)^  è  iUfinitesima  rispetto  ad  l'(«). 
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S.   0  a  é  finita  rispetto  a  &; 

3.  Od  esiste  un  naturale  m  tale  che  a  sia  infinita  d'  ordine  m  ri- 
spetta a  b. 

Infatti  la  grandezza  a  od  è  infinitesiina  od  è  finita  od  è  infinita  ri- 
spetto a  b. 

Se  a  è  infinitesima  rispetto  a  &  ed  a  è  la  classe  che  soddisfa  alle  condi- 
zioni del  teorema  XXXI,  dev'  essere  a  maggiore  di  qualche  a  epperciò  deve 
esistere  an  naturale  m  tale  che  a  sia  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  6.  Se 
invece  a  è  infinita  rispetto  a  6,  ed  a  è  la  classe  che  soddisfa  alle  condizioni 
del  teerema  XXX  di  questo  pajagrafo,  dev'  essere  a  minore  di  qualche  a  ep- 
perciò deve  esistere  un  naturale  m  tale  che  a  sia  infinita  d' ordine  m  ri- 
spetto a  b. 

§  2.  Definizione  Se  ^  e  x  ^ono  due  trasformazioni  uniformi  e  possibili 
della  classe  delle  grandezze  in  elassi  di  grandezze,  diremo  somma  di  f  e  di  x  ^ 
rappresenteremo  con  f  -}~  X  ^  trasformazione  che  sostituisce  ad  una  grandezza 
qualunque  a  la  grandezza  a(p  +  ax*  Scrìviamo  cioè  per  definizione  a{(p  +  x)  =^ 
=  ay  -j-  ax 

Diremo  invece  prodotto  di  y  per  x  «  rappresenteremo  con  fx  ^  trasforma- 
zione che  sostituisce  ad  una  grandezza  qualunque  a  la  grandezza  (af)X'  Seriviamo 
cioè  per  definizione  a(y/)  =  {af)x* 

Def.  Se  f  conserva  il  significato  assegnatogli  nella  definizione  precedente  ed 
m  è  un  numero  naturale  poniamo  per  definizione  : 

1.  f  =  r} 

Def.  Se  a  è  una  classe  di  trasformazioni  della  classe  delle  grandezze  in  classi 
ài  grandezze^  e  se  a  è  una  grandezza  qualuTiquCy  con  aa  rappresentiamo  la  classe 
delle  grandezze  in  cui  a  è  trasformata  dalle  trasform^izioni  di  a. 

Def.  Se  f,  X  ^^'  ^^'"'^  trasformazioni  uniformi  e  possibili  della  classe  delle 
grandezze  in  classi  di  grandezze  diremo  campo  di  razionalità  diretta  di  ^,  Xj  ^^' 
e  indicheremo  con  \^y  x  ^^'1'  l'i^^i^^^  delle  trasformazioni,  che  soddisfano  alle 
seguenti  condizioni  t 

1.  ff,  Xf  ^^*  appartengono  a|y,  Xi  ^^*\\ 

2.  Tanto  la  somma  che  il  prodotto  di  due  tra^ormazioni  qualsiasi  di 
|y,  x^  ecc.\  appartengono  a  \fj  x*  ^^^-l? 

^.  Se  a.  è  una  classe  di  trasformazioni  tutte  appartenenti  a  \ff,  Xì  ^^^'\f  ^> 
mentre  ^,  Xì  ^^^*  appartengono  ad  a^  tanto  la  somma  quanto  il  prodotto  di  due 
trasformazioni  di  a  appartengono  ad  a,  allora  a  Èeve  coincidere  con  \f,  Xj  ecc*\. 
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DSF.  Qualche  voUa  diremo  numero  minimo  transfinito  di  iCantor  j  e  in- 
iiektremo  con  ,tt ,  la  trasjormaaione  che  so^ituisoe  ad  una  grandezza  qualunque 
1  k  grandezza  V[^a)].  ScrivioMO  doè  per  definizione 

oco  =  V[\ì\a)]. 

Def.  Qualche  voUa  diremo  numero  infinitesimo  minimizzante  del  r  ordine^ 
'  rappremUeremo  con  p  la  trasformaaione  che  sostituisce  a4  una  grandezza  qual- 
*im  a  la  grandezza  minima  infinitesima  del  P  ordine  rispetto  ad  a. 

^  ?9  X^  4^  ^^^^^  trasformazioni  uniformi  e  possibili  della  oUisse  delle  gran- 
it::e  in  dossi  di  groAidezze  sussistono  i  seguenti  teoremi  : 

L  8e  è  p  =  X  ^^^  essere  (|)  -|-  ?  =  i>  -f-  X?  ^^^'^  anche  y  +  1^  =  X  "i"  1^  5 
IL  8e  i  ^  -f-  y  =^  ^  +  /  dot?'  essere  f  =  Xì 

in.{y  +  x)  H-*=?  +  (x  +  *); 

IV.  &  ^  y  =  X,  dev'  esse  ^tp  =  ^j)/,  come  anche  f^  =  x4>; 
^»  8e  è  4»9  =■  ^Xy  ^^'  essere  f  =  X5 

^p(x  +  *)  =  ?x  +  ?*; 

Vili.  8e  m  è  n  sono  dei  naturali^  si  ha: 


n=  ©♦»»+« 


«p  *  cp"  =  ep 

IX.  j8e  IR  e  n  «ono  dei  naturali^  si  ha: 

[m^y*  ZZI  cp*"*. 

La  dimostrazione  dei  primi  sette  teoremi  è  consegnenza  della  dimostra- 
zione degli  analoghi  teoremi  per  le  grandezze  e  della  definizione  di  ugaaglian- 
&.  di  somma  e  di  prodotto  dì  due  trasformazioni.  Così  ad  esempio  la  dimo- 
stianone  del  terzo  dei  suddetti  teoremi  procede  nel  seguente  modo  :  Se  a  è 
«aa  grandezza  qualsiasi  si  ha  a[(<p  +  x)4"  1^]  =  ^?  +  ^)  -f  a^>  =  a<p  +  aX  + 
-«•J  =  fl9  +  (ax  +  a([>)  =  a?>  +  a(x  +  <|»)  =  %  +  (x  +  tf)],    donde    (y  +  x)  + 

^^^=9+(X  +  +)- 

I  teoremi  YIII  e  IX  si  dimostrano  con  la  legge  di   induzione    semplice. 

^'08ì  ad  esempio  per  dimostrare  il  teorema  IX  si  procede  nel  seguente  modo: 
Il  teorema  è  vero  per  n  =  1,  poiché  (y*")*  i=  y***  =  y****.  Posto  che  il  teorema 
^  Yero  per  n,  si  moltiplichino  per  y"*  ambo  i  membri  dell'eguaglianza  (fp'*'y*=: 
^r\  Si  ottiene  (f^jH^  :=z  f^H^^  z=z  (f^'<^'K  Per  la  legge  d'induzione  U  teo- 
fania è-  vero  in  generale. 
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X.  Se  (i  è  una  grandezza  ed  m  un  naturale,  avT  è  la  mioinia  grandezza 
infinita  d'ordine  m  rispetto  ad  a.     . 

Infatti  il  teorema  è  vero  per  m  =  1,  poiché  am  =  r[|i.(a)]. 

Posto  che  il  teorema  sia  vero  pel  naturale  m  si  ha  che  (fla)"*)o>  è  la  mi 
nima  grandezza  infinita  d' ordine  1  rispetto  alla  minima  grandezza  infinita 
d'ordine  m  rispetto  ad  a  ^  ossia  è  la  minima  grandezza  infinita  d'ordine 
m  -\-  1  rispetto  ad  a. 

Poiché  è  j)er  definizione  (aa>*")a)  =  a<tì"*+*,  il  teorema  è  anche  vero  per 
m  -\-  l.  Per  la  legge  d'induzione  il  teorema  è  vero  in  generale.  In  modo  ana- 
logo si  dimostra  il  seguente  teorema: 

XI.  Se  a  è  una  grandezza  ed  m  un  naturale,  ap*^  è  la  minima  grandezza 
infinitesima  d'ordine  m  rispetto  ad  a.  . 

V 

XII.  Se  w  è  un  naturale  ed  a  è  una  grandezza,  ao)*"  è  una  i(a). 
Infatti  il  teorema  è    vero   per  m  =  1  poiché    i'[|t(a)] ,    pel   teorema   XIV 

del  paragrafo  2  Gap.  I  è  una  t(a). 

Posto  che  il  teorema  sia  vero  pel  naturale  w,  poiché  ogni  intera  di  una 
intera  in  a  é  un  intera  in  a,  il  teorema  è  anche  vero  per  m  -\-  1,  Per  la  legge 
d'induzione  il  teorema  resta  cosi  dimostrato  in  generale. 

Cor.  1,®  8e  m  e  n  sono  numeri   naturali  ed  a  è  una  grandezza  y  a  vf^  n  è 

una  i(a). 

« 

Cor.  2.^  8e  a  è  una  grandezza  e  m  un  naturale^  a(a>"*p*")  è  la  minima  gran- 
dezza finita  7'ispetto  ad  a.  (Teorema  XXVI  §  1^  Gap.  III). 

Cor.  3.**  Se  m  è  un  naturale,  è  w^^p**  =  p'^o)'". 

Cor.   4.°  Siano  w,  n,  p  dei  naturali  e  si  abbia  m  =  n  -{-p, 
Dev'  essere  (i)*"p"  =  a>^  Reciprocamente    da  ai^p^  =z  a/  si    ricava   m  =  n  -{-p, 
(Vedi  teorema  XXVII  del  paragrafo  1^  di  questo  Capitolo). 

Cor.  5.*  Se  m,  n,  p  sono  dei  naturali  che  verifi^^ano  la  relazione  n  =  m  -{-p, 
dev^  essere  tu"" p"*  =  p^.  Reciprocamente  da  ciD*"p*' =  p*"  si  ricava  n=^m-\-p.  (Vedi 
Teorema  XXV  §  V  di  questo  Capitolo). 

Cor.  6.®  Se  m  ^  w ,  w^ ,  n^  sono  dei  naturali  ohe  verifi^oano  la  relazione 
m  -f-  n^  =  7n^  "|-  n,  dev^  essere  «"'p'*  =  a)»»ip«i .  Reciprocamcfite  da  itì*'*p  =z  wm^p»!  si 
ricava  m  -^n^  =  m^-\-  n. 

Infatti  dalle  tre  ipotesi  m=in-\-p  ,  m::=:n  ,n  =  m -\~p  ^  combinate  con 
la  relazione  m -|- n^  z=:  m^ -j- n  risultano  rispettivamente  le  tre  tesi  WjZ=n^-|-j;, 
m^  =  n^,  n^  =  m^'^p. 


)(  «6  )( 

Xin.  Se  «  è  ao  naturale  si  ha  (««p  =  pa>«  %Ì* 

n  twrema  è  vero  per  «i  =  1  (Corollario  3**  preced.).  Posto  che  sia  co**p=ptì)'*, 

dev'  essere  ©"^^p  =  (co"ft))p  =  i«)'^(tì>p)  =  a>"*(p«))  =  (a)'"p)a>  =  (po>**)a)  =  pa>"*+*.  Per  la 

legge  d'iDdazione  il  teorema  è  vero  in  generale. 

XIV.  Se  fit  n  sono  dei  naturali  dev'  essere  (o'^p**  =  p^co*". 

Infktti  il  teorema  è  vero  per  nml.  Posto  che  esso  sia  vero  per  n,  deve 

essere  «■•p*+*  =  »**'(p"p)  =  {^y^)p  =  P**!*»"*?)  =  p"(ptó'")==p**+*a>*".  Per  la  legge  d'in- 
dazioae  il  teorema  è  vero  in  generale.  ^ 

XV.  Se  m,  n  sono  dei  naturali  dev'  essere  wico**  z=^  od"  ,  mp**  ===:  p^. 

Infatti  una  grandezza  qualsiasi  a  è  finita  rispetto  ad  am  e  qnindi  la  mi- 

« 

ìima  grandezza  infinita  d'ordine  n,  od  infinitesima  d'ordine  n,  rispetto  ad  a  è 
loehe  rispettivamente  la  minima  grandezza  infinita  od  infinitesima  d'ordine  n 

nspetto  ad  am, 

« 

XVI.  Se  a  è  nna  grandezza,  ed  m,  n,  m^,  n^  sono  dei  naturali  che  veri- 
Iboo  la  relazione  m  -[-  n^  >  w^  +  ^  j  ^^v'  essere  a(a)'^p'*)   infinita   rispetto    ad 

Infetti  se  p  è  il  naturale   per  cui  si   ha  m  -{'n^=zm^~\-n  -{-p  ^  dev'es- 
6ei«i(ii*p»)iiz:  a(a»»i+*'p**)  =  [a(a)Wip«i)](o*',  ciò  che  prova  l'asserto. 

IVII,  Se  w,  Uj  p,  Wj,  n^J  p^  sono  numeri  naturali  che  verificano  la  re- 
lazione m  -j-  »4>  n  +  m^  dev'  essere  a)«*ip»ip^  =  a>"*p'*p. 

Matti  se  a  è  uua  grandezza  qualsiasi,  a(()0%pf»ijpj  è  infinitesima  risx)etto 
^  a(oft'"p**p)  e  quindi  per  la  definizione  di  somma  di  due  trasformazioni  e  pel 
teorema  XIII  del  paragrafo  3°  Gap.  I,  il  teorema  è  vero:  Osserviamo  che  fi- 
Qora  abbiamo  usato  ed  useremo  del  concetto  di  numero  naturale  associato  ad 
un  groppo  naturale  di  oggetti,  concetto  che  può  ottenersi  mediante  la  corri- 
spondenza che  può  stabilirsi  fra  gli  oggetti  di  un  gruppo  naturale  coi  simboli 
dei  nomeri  naturali. 

Dep.  Se  h  -{-1,  wt, ,  Wj . . . .  wift+j ,  n^ ,  n^ %  ,  n^^^ ,  p^^  Pi-^^Pkj  l>*+i 

">%o  dei  numeri  naturali  che  verificano  le  relazioni  wi^  +  n^  >  m^  +  **i  ?  ♦'^g  +  ^3  > 

>  «3  4-  »^ w*  +  %+i  >  '»A+i  +  %  j  il    numero    a)Wipii,p^-(-(omjpn2p^ -|- 

-<»»fc.ip*fc+4j?fc4.j  9i  dirà  essere  un  (p  ,  oo).   Viceversa  se  A  é  wn  (p  ,  w)  esistono  i  nu- 
meri naturali  A  +  1 ,  w^ ,  «i^  . . . .  m^^.^ ,  n^ ,  Wg . . . .  nfc4., ,  p^ ,  l^^  •  •  •  •  Ph-{-i  *<*^*  ^A^  *«^: 

A  =  <tì»»ip»ip^  -]:-  tt)'»2pw«P2  + fJ^^h+ipnh+ip^^^ , 

^ mtmporaneamente  «i^  +  ng^wig  +  n^,  w^ -|- n3>m3  +  itj , wi^^  +  ^Hi^ 

XVIIL  Se  a  è  una  grandezza  qualsiasi  ed  il  numero  A  =  (ù^hp^ip^  + 
~  u^n^^  + . . . .  a>«JM-!jp»H»i)A4^  è  (p ,  0)),  dev'  essere  a[ft)Wip«i(jp^  +  1)]  >  aA. 


Infatti  dalle  relazioni  w^  +  n,  >  n^  -j-  ^j  ?  ^«  +  **3  !>*j  +  •'•a  ?  •  •  •  •  ^m-i  + 
%-h  ^  ^'^is  ~^  ^^+1  mediante  opportane  addizioni  dei  membri  di  esse  e  mediante 
soppressioni  di  termini  comani,  si  ricavano  le  altre  : 

quindi  anche  a(iù^h+tpn,^tPh-\^  <C  a(tt)***+ip"fc+i)  Ja{ia^h+^p»k+^pf^^^~\-  a)«^+tp*fc+»Ph+,<C 
<  a[w»fc+ip»*+i(l>/i4.4  +  1)]  <!  a{o)'*'»p"'^) ,....,  aA  <;  a[a)'»ip»i(  jp^  +  1)]. 

Cor.  7.®  Lasciando  inalterate  le  posizioni  del  teorema  precedente,  a(a)'»ip«i)  è 
Unita  rispetto  ad  a  A.     é 

XIX.  Se  i   numeri  A  =  cd^tipWijpj  -|-  ©«^pwgjp^  -\- a>»A+8p"*4«i>fc+,  e  B  = 

=  CD    '"p  *|>'^  -[-  co    *p**  'p'g . . . .  +  tì>    *''^*p*  *^'*^*p'fc+j  sono  (p  ,  co)  e  per  una  grandezza 
determinata  a  è  aA  =  aB,  dev'essere  A  =  B. 

Infatti  aA  è  finita  rispetto  ad  a(co  ^p  ^  p^),  come  aB  è  finita  rispetto  ad 

aCco"*  *p*  *p\). 


Se    fosse    w^  -|-  ^^'i  >  ^i  +  ^*'i    sarebbe    a(co  *p  ^p^    infinita    rispetto    ad 

a(co    ^p  ^|i'J    epperciò    anche   a  A    infinita   rispetto    ad   a  B ,    ciò   che    sarebbe 
•  assurdo. 

Analogamente  si  prova  che  non  è  w^  +  ^^'i  <^  **i  +  ^'i  ?  quindi  dev'  es- 
sere m^  4"  n\  nrn^  -j-  m\. 

D'altra  parte  poiché  è  aA<^a[cowjpni(p^-}-i)]  dev'essere  a[cow'ipH'i(p^-[-i)];> 
}>a[co»»'ipn'4|)'j  e  quindi  p^v\*  Con  eguale  procedimento  si  dimostra  che  de- 
v'essere 


p'.^Pi,  e  quindi  è  p,=l)\,  ossia  co'^^p^ p^  =  «>"•, ">V 

Indicando  con  A'  e  B'  i  numeri  che  si  ottengono  da  A  e  B  sopprimendo 
i  primi  addendi  dev'  essere  aA'  =  aB',  e  quindi  con  procedimento  analogo  al 
precedente  si  dimostra  la  uguaglianza  co»'«p»'2p'g  zzz  cow2p"2.  Ripetendo  il  ragio- 
namento per  tutti  gli  addendi  di  A  si  dimostra  che  ad  ogni  addendo  di  A  cor- 
risponde un  addendo  ugnale  di  B  e  reciprocamente.  Bimane  così  provata  la 
tesi  A  1=  B. 

XX.  Se  i  numeri  A  =  co«*ip»i|>^  -["  <«>*"«P'*«1>2  '+ a)«/i+ip»fc+i  p^^^.^  e  B  = 

=  com'ipn'ji?'^  j^  tA^'tp^'%p\  -[-....  +  <«>"*''^fip«Vip\4.4  sono  (p  ,  co)  e  per  una  gran- 
dezza determinata  a  è  aA  ^  aB ,  per  ogni  altra  grandezza  h  dev'  essere 
6A>6B. 

Possiamo  solo  considerare  il  caso  in  cui  non  siano  uguali  (o»»ip»tipj  e  cowt'ip«'i  p'j  ; 
])oi(*hè  se  m  è  un  naturale  ed  i  primi  m  addendi  di  A  sono  uguali  ai  primi 
m  adddendi  di  B,  indicando  con  A'  la  somma  dei  rimanenti  termini  di  A  e 
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fon  B'  la  somma  dei  rimanenti  termini  di  6  (se  essi  esistono  )  dev'  essere 
(iA'^aB\  mentre  il  primo  addendo  di  A'  è  diverso  dal  primo  addendo  di  B'. 
Pertanto  sapposti  non  ngaali  (o'^ip'»!  p^  e  (ù^\pn\p\  osserviamo  che  se  fosse 
■i  4~  ^'i  <^  *i  -^  ^'i  sarebbe  aA  infinitesima  rispetto  ad  aBj  ciò  che  è  assurdo; 
*t'  essere  qaindi  m^  -f-  n\  ^  »i  +  fn\.  Se  è  m^  +  n\  ]>  n^  -f-  m\  è  anche  6A 
infinita  rispetto  a  &B,  e  qaindi  è  vera  la  tesi.  Se  è  w^  +  ^\  =  ^i  +  ^\  poiché 
e  ofi^'ip"'*  (jPi  + 1)]  =  ^^\  P^'iiPi  +  1)J  >  «  A  >  aB  ^  a[a)"»'^  p»'^  p\]  dev'essere 
^i^/i-  Poiché  non  è  p\z=p^j  dev'essere  Pi^p\-{'  1  e  quindi  i  bB<C 
<  K-^r'iCjP',  +  1)1  ^  ftKiP'il^il  ^  &A  ossia  ftB  <  6A. 

XXI.  Se  il  numero  A  =  ^^ip^ip^  +  tt>**iP*2jP2  +  •  •  •  •  »***+i  P**+4JPa+i  è  un 
!s ,  •),  allora  è  A»  =  a>«»i^p*i ,  ed  Ap  =  o>»i+*, 

Infatti  se  a  è  una  grandezza  qualsiasi,  ed  è  B  =  o>mip«i ,  dev'essere  aA 
inita  rispetto  ad  aB.  Perciò  tanto  la  minima  grandezza  infinita  quanto  la 
ninima  grandezza  infinitesima  d'ordine  1  rispetto  ad  aA  sono  rispettivamente 
ugnali  alla  minima  grandezza  infinita  d'  ordine  1  ed  alla  minima  grandezza 
Mnitesima    d'  ordine  1  rispetto  ad  aB. 

IXII.  Se  HI  è  un  naturale  co""  è  un  Ip^c»!. 

lofotti  il  teorema  è  vero  per  definizione  per  m  =  1.  Posto  che  esso  sia 
rm  pel  naturale  m,  poiché  il  prodotto  di  due  |p ,  o))|  è  un  |p ,  a>|  dev'essere 
«"^^  an  |p  9  (a|.  Per  la  legge  d'induzione  il  teorema  è  vero. 

In  modo  analogo  si  prova  che  se  m  e  n  ^ono  dei  naturali  p*"  ed  a>"'-p'' 
>ooo  dei  |p ,  m\. 

XXIIL  Se  m,  n,  p  sono  dei  naturali  (ù^p ,  p^p  j  (ù^p^p  sono  dei  |p ,  a)|. 

Infatti  il  teorema  è  vero  per  p  =  l.  Posto  che  esso  sia  vero  nella  forma 
m  cui  è  stato  enunciato,  poiché  é  tù*^p  +  o)**  =  (i^ip  -f-  1) ,  p^'p  -f-  p**  =  p"(l>  +  1), 
•Vl'i  +  **'^P*'  =  to'^p^d?  +  1)>  ®  1*  somma  di  due  |p ,  a)|  é  un  |p  ,  a)|,  risulta  che 
il  teorema  è  vero  anche  pel  naturale  i»  -f- 1.  Besta  cosi,  per  induzione,  provata 
U  tesi. 

COB.  8.*  iTn  (p ,  to)  è  un  [p ,  a)|. 

COB.  9.®  La  somma  di  due  (p ,  a>)  è  un  (p ,  (o). 

n  Corollario  é  conseguenza  della  definizione  di  (p ,  tt>)  e  del  teorema  XYII 
<ii  questo  §. 

CoB»  lOi®  H  prodotto  di  due  (p^(a)  i  un  (p^co). 

n  Corollario  è  conseguenza  del  Teorema  VI  e  del  Teorema  XXI  di  que- 
sto §  (Vedi  anche  Teor,  XIV  e  XV). 

COB*  11.''  La  éUuso  dei  numeri  {p  ^  ìù)  coincide  con  la  alasse  |p ,  «>|. 
Basta  rìcoidare  l'ultima  parte  della  definizione  di  |p,«>|. 
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XXIY.  Se  una  grandezza  i  si  ottiene  .da  una  grandezza  a  mediante  un 
(p ,  (o)  esiste  almeno  una  grandezza  a'  tale  che  b  sia  una  i(a\ 

Sia  co^ip*»!^^  -j-  (ù^tp^^Pz  -{"••••  ^^f'^ip^f^^iPh+i  il  )P  >  ^)  <5he  trasforma  a  in  6. 
Poiché,  come  si  è  notato  nella  dimostraziono  del  Teorema  XVIII,  è  m^  +  %+i  I> 

>  n^  +  w;,+^ ,  7rtjj  +  n^^^  >  Wg  +  «1;^+^ , Wfc  +  nfe^-j  >  %  +  m^^+j ,  indicbiamo 

con  ?i ,  ^2  '  ^3 5^^  i  naturali  che  verificano  le  relazioni  : 

-f-  W/,^j  +  ^A  e  poniamo  a'  =  a(ù^h^ip^h+i.  È  a(tì)  *p  *^^  -|~  ^    P^Pt  •  • + 

+  (ùv^k+ip^hnPh^^)  =:  a'((iD«»^^  -|-  a)«^g  +  . . . .  a)^''i?;i  -(-  P^+i)>  quindi  pel  Corollario  1** 
di  questo  paragrafo,  e  poiché  la  somma  di  più  i(a')  è  una  i{a%  il  teorema  resta 
dimostrato. 


XXY.  Se  fra  le  grandezze  finite  rispetto  alla  grandezza  a,  a  è  la  minima, 
una  t(a)  qualsiasi  si  ottiene  da  a  mediante  un  {p,  a>|. 

Infatti  il  teorema  è  vero  por  ogni  (i(a)  poiché  se  A;  è  un  naturale  si  ha 
a((ApJc)  =  ak. 

Posto  che  b  appartenga  al  residuo  a  destra  di  |jti(a)  e  che  il  teorema  sia 
vero  per  la  classe  di  tutte  le  t(a)  minori  di  6,  che  indichiamo  con  a,  si  osservi 
che  dev'  essere  6  z=i  (3(oc ,  a).  Se  a  è  Hmittita  a  destra  indichiamo  con  6^  il  suo 
limite  e  con  9c  il  |p ,  a>{  che  trasforma  a  in  b^. 

È  a{'ic  -|-  pw)  zz:  aie  -[-  a(pa))  =  6^  +  ^  =  ^>  mentre  tc  +  po>  ^  un  |p  ,  a>|.  Se 
oc  è  illimitata  a  destra  ,  consideriamo  prima  di  tutto  il  caso  in  cui  b  sia  in- 
finita d'ordine  1  rispetto  ad  a.  Dev'essere  ao)  ^  6  <;[  ou)*,  quindi  dev'esistere 
un  naturale  k  che  verifica  la  relazione  a{(Ak)  ^  6  <C  o{fà{k  -f-  !)]•  Se  fosse 
6>a(a)A?)  esisterebbe  una  grandezza  e  che  verificherebbe  la  relazione  6^=a(a>Ar)+e, 
e  0  sarebbe  una  t(a).  Ma  poiché  dovrebbe  essere  e  <[  aw ,  e  sarebbe  una  (jL{a) 
e  quindi  od  eguale  ad  a,  o  successiva  secondo  a  dì  un'altra  |i(a)  che  potrebbe 
indicarsi  con  c^.  In  ognuno  dei  due  casi  6  sarebbe  successiva  secondo  a  di 
una  i(a),  ciò  che  é  assurdo  perchè  a  è  illimitata  a  destra.  Se  ne  deduce  che 
dev'  essere  a{(ùk)  =  6,  e  ciò  dimostra  il  teorema.  Posto  che  la  tesi  sia  vera  per 
ogni  intera  infinita  d'ordine  non  maggiore  di  m  rispetto  ad  a,  si  osservi  che 
se  è  6  infinita  d'ordine  m -{- 1  rispetto  ad  a,  é  a(i)'"+'  ^  6  <[  ac«>"*"*"*,  quindi  esi- 
ste un  naturale  k  tale  che  sia  a{or^'k)  ^  6  <  a[ft)"^+HA:  +  1)].  Se  è  a(a>"*+*fc)  =  6 
il  teorema  resta  dimostrato.  Se  invece  e  è  una  t(a)  tate  che  a(tì>'"+*ik)  ^^  e  =  6 
dev'essere  c<;;aw*"+^,  e  quindi  o  e,  quando  sia  finita  rispetto  ad  a,  é  una 
^a)  o  0  è  infinita  d'  ordine  n  <^  m  +  1  rispetto  ad  a.  In  entrambi  i  casi  o 
può  ottenersi  da  a  oiediante  un  |p ,  ca|  ,  che  sia  ic,  e  quindi  anche  b  ,  che  é 
uguale  ad  a(co'"+*ifc  -|-  w)  si  ottiene  da  a  mediante  un  |p ,  a>|.  Per  la  legge  d'in- 
duzione il  teorema  é  vero  nella  sua  generalità. 

XXVI.  Se  «r,  6,  e,  sono  grandezze  ed  è  fr  4=  ^9  neììtk  classe  a\p ,  ^\  esiste^ 
almeno  una  grandezza  compresa  fra  beo.  Possiamo   supporre  per  flsaare  le 
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idee  che  sia  &^c  ed  indicare  con  d  la  grandezza  che  verifica  l'uguaglianza 

14-^  =  ^- 

Scelti  i  naturali  m  ,  n  in  modo  che  a((i)"'p'*)  sia  minore  tanto  della  grandezza 
mioiiDa  finita  rispetto  a  b  quanto  della  grandezza  minima  finita  rispetto  a  dj 
^*niamo  a'=a{(ù'^p'*)  e  indichiamo  con  a\  la  massima  intera  in  a'  contenuta  in 
i  Esiste  in  p ,  o>  un  numero  x  tale  che  sia  a'n  =  a\.  Inoltre  poiché  devV^ssere: 

«'s^  6<1«'(«  +  ®p)  j    si  ha  a\iz  +  ^P)  =  ^'^  +  a'  <!  6  +  d  =  e.  Ciò  prova  che 
«.«■p"(«  -(-  op)]  è  compresa  fra  6  e  e  mentre  (d"*p'*(7c  -f-  cop)  è  un  |p ,  a)|. 

CoB.  12.^  8e  a  è  una  grandezza  qualunque ,  tanto  la  cUisse  derivata  prima 
f  ititraj  quanto  la  elasse  derivata  prima  a  sinistra ,  quanto  la  classe  derivata 
fTìua  deUa  classe  a\p ,  <o|  coincidono  con  la  classe  di  tutte  le  grandezze, 

Def.  Una  classe  a,  di  numeri  di  |p ,  a>|  sarà  detta  «  limitahile  »  se  ce  non  è 
troto  e  se,  comunque  si  scelga  la  grandezza  a,  la  classe  aa  sia  provvista  di  re- 
ìàiUo  a  destra.  Rappresenteremo  inoltre  con  V{a)  o  colle  parole  «  limite  supe- 
risrt  di  a>   la  trasformazione  che  sostitutsce  ad  una   grandezza   qualunque  a  la 

m 

fmiezza  V{aa). 

Valtimo  corollario  insegna  che  il  limite  superiore  di  qualsiasi   classe  li- 

inltBbile  di   |p ,  o>|  trasforma  una  grandezza    qualnnqae  in   una    grandezza   de- 

rtnainabile  ,   e ,  vicevesrsa^  che  una  grandezza   qualunque  si  può  ottenere  da 

QiiA  grandezza    fissata    mediante   il   limite    superiore    di    almeno    una    classe 

Sallo  schema  della  teoria  dei  numeri  reali  positivi  ordinarli  si  può  svoU 
^re  la  teoria  dei  numeri  limiti  superiori  di  classi  limitabili  di  |p  ,  (o|,  dei  quali 
abbiamo  £^à  poste  in  luce  le  singolarità  più  interessanti ,  singolarità  che  ci 
cvinsentono  di  annoverarli  fra  i  sistemi  continui  di  numeri  a  somma  ed  a  pro^ 
dotto  non  commutativi. 


^laMaBa^ 


vot.  lVU  là 


ìi,   0  a  è  finita  rispetto  a  6; 

3.    Od   esiste   un   naturale   m   tale   che   a    sia    infinita  d'  ordine  m  r 
spetto  a  h. 

Infatti  la  grandezza  a  od  è  in6nitesima  od  è  finita  od  è  infinita  i 
spetto  a  6. 

Se  a  è  infinitesima  rispetto  a  6  ed  a  è  la  classe  che  soddisfa  alle  cond 
zioni  del  teorema  XXXI,  dev'  essere  a  maggiore  di  qualche  a  epperciò  de^ 
esistere  an  naturale  m  tale  che  a  sia  infinitesima  d'ordine  m  rispetto  a  ò.  ì 
invece  a  è  infinita  rispetto  a  &,  ed  a  è  la  classe  che  soddisfa  alle  condizìo 
del  teerema  XXX  di  questo  paragrafo,  dev'  essere  a  minore  di  qualche  a  e 
perciò  deve  esistere  un  naturale  tu  tale  che  a  sia  infinita  d' ordine  m  \ 
spetto  a  6. 

§  2.  Definizione  Se  tp  e  x  ^o^o  ^^^  trasformazioni  uniformi  e  possibì 
della  classe  delle  grandezze  in  classi  di  grandezze,  diremo  somma  di  .9  e  di  ^ 
rappresenteremo  con  9  +  X  ^  trasformazione  che  sostituisce  ad  una  grandsz 
qualunque  a  la  grandezza  ay  +  «x*  Scrìviamo  cioè  per  definizione  a(^ -{-y^' 
=  a<p  +  ax 

Diremo  invece  prodotto  di  f  per  x  «  rappresenteremo  con  fx  ^  trasfom 
zione  che  sostituisce  ad  una  grandezza  qualunque  a  la  grandezza  (af)^.  Soriviaì 
doè  per  definizione  a{fpy)  =  (af)x* 

Def.  Se  f  conserva  il  significato  assegnatogli  nella  definizione  precedente 
m  è  un  numero  naturale  poniamo  per  definizione  : 

1.  9*  =  ?>; 

Def.  Se  a  è  una  classe  di  trasformojsioni  della  classe  delle  grandezze  in  cÌ4ì 
di  grandezze^  e  se  a  è  una  grandezza  qualunque^  con  acn  rappresentiamo  la  cU 
delle  grandezze  in  cui  a  è  trasformata  dalle  trasformazioni  di  a. 

Def.  Se  f,  x  ^^'  ^^'^  trasformazioni  uniformi  e  possibili  della  classe  d 
grandezze  in  classi  di  grandezze  diremo  campo  di  razionalità  diretta  di  (p,  x? 
e  indicheremo  con  |^,  x  ^^'ì^  Vinsieme  delle  trasformazioni ,   che  soddisfano  i 
seguenti  condizioni: 

1.  f,  x>  ^^*  appartengono  a|y,  x>  ^^«l; 

2.  Tanto  la  somma   che  il  prodotto   di  due   trarformazioni    qualsiasi 
|y,  Xf  ecc.\  appartengono  a  |^,  Xf  ^^-lì 

3.  Se  a  è  una  classe  di  trasformazioni  tutte  appartenenti  a  \f,  x?  ^^^* 
mentre  9,  x?  ^^*  appartengono  ad  cl^  tanto  la  somma  quanto  il  prodotto  di 
trasformazioni  di  a  appartengono  ad  a,  allora  a  Èeve  coincidere  con  \f,  Xj  ^ 
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Def.  Qualche  volta  diremo  numero  minimo  transfinito  di  iCantor^  e  in- 
^  iìtkinmo  con  ìsì  ,   la  trasformazione   che  sostituisce  ad  una  grandezza  qualunque 
I  la  grandezza  r[{jL(a)].  Scriviamo  cioè  per  definizione 

0(0  =  V[^a)]. 

I 

Def.  Qualche  voUa  direnw  numero  infinitesimo  minimizzante  del  r  ordine^ 
f  rappresenteremo  con  p  la  trasformazione  che  sostituisce  ad  una  grandezza  qual- 
nasi  a  la  grandezza  minima  infinitesima  del  P  ordine  rispetto  ad  a. 

8e  ^j  X^  ^  sono  trasformazioni  uniformi  e  possibili  della  classe  delle  gran- 
ifzse  in  elaèsi  di  grandezze  sussistono  i  seguenti  teoremi: 

L  Se  è  rp  =  x  ^^^  essere  (|)  -j-  y  z=:  (|)  -j-  5^,  come  anche  y  +  ^>  =  X  "i"  1^  5 
II.  Se  è  ?|>-{-y=^^  +  X  dov' essere  f  =  Xj 

nt(9  +  x)  +  +  =  T  +  (x  +  *); 

rV.  Se  è  f  =  Yj  dev^  esse  ^(f  =  ^Xy  <iome  anche  y<|)  =  x4>; 
V.  ito  è  4*9  =■  4*X»  ^^'  essere  f  =  XJ 
^  ?(X  +  *)  =  ?X  +  ?*5 

Vili.  Se  m  e  n  sono  dei  naturali^  si  ha\ 


sM 


**  =  fù"*^^ 


©  •  cp"  =  © 


IX.  Se  m  e  n  sono  dei  naturali^  si  ha: 


mn 


Ja  dimostrazione  dei  primi  sette  teoremi  è  consegaenza  della  dimostra- 
zione degU  analoghi  teoremi  per  le  grandezze  e  della  definizione  di  ngaaglian- 
za.  di  aomma  e  di  prodotto  dì  due  trasformazioni.  Così  ad  esempio  la  dimo- 
itrazione  del  terzo  dei  suddetti  teoremi  procede  nel  seguente  modo  :  Se  a  è 
ma  grandezza  qualsiasi  si  ha  a[{(p  +  x)H"  1^]  =  ^T  +  ^)  *f  «^  =  ay  +  aX  + 
-f-a4»  =  a9  +  (ax  +  a4»)  =  a?>  +  a(x  +  1>)  =  a[(pH-(xH-tf)],    donde    (y  +  x)  + 

-4  =  ?  +  (x  +  *)- 

I  teoremi  YIII  e  IX  si  dimostrano  con  la  legge  di  induzione  semplice. 
Coel  ad  esempio  per  dimostrare  il  teorema  IX  si  procede  nel  seguente  modo: 
n  teorema  è  vero  per  n  =  1,  poiché  (y*")*  =  y***  =  y"**.  Posto  che  il  teorema 
aia  vero  per  n,  si  moltiplichino  per  tp"*'  ambo  i  membri  dell'eguaglianza  (^*")'*= 
=  f'"".  Si  ottiene  ((p^'f +*  =  f'-^'^  =  (p«'<^+*),  pep  la  legge  d' induzione  il  teo- 
rraia  è-  vero  in  generale. 
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X.  Se  a  è  una  grandezza  ed  m  un  naturale,  ao»*"  è  la  minima  grandezza 
infinita  d'ordine  m  rispetto  ad  a.     - 

Infatti  il  teorema  è  vero  per  m  =  1,  poiché  av>  =  i'[|L(a)]. 

Posto  ebe  il  teorema  sia  vero  pel  naturale  m  si  ha  che  (aa)"*)o)  è  la  mi- 
nima grandezza  infinita  d' ordine  1  rispetto  alla  minima  grandezza  infinita 
d'ordine    m    rispetto    ad  a ,    ossia   è  la    minima    grandezza    infinita    d'ordine 

m  -\-  1  rispetto  ad  a. 

Poiché  è  per  definizione  (aa>*^)tì>  =  (Wd*^+\  il  teorema  è  anohe  vero  pei 
m  ~\-  ì.  Per  la  legge  d'induzione  il  teorema  è  vero  in  generale.  In  modo  ana 
logo  si  dimostra  il  seguente  teorema: 

XI.  Se  a  è  una  grandezza  ed  m  un  naturale,  ap""  è  la  minima  grandezza 
infinitesima  d'ordine  m  rispetto  ad  a. 

ri 

XII.  Se  m  è  un  naturale  ed  a  è  una  grandezza,  (UtìT  è  una  t(a). 
Infatti  il  teorema  è    vero   per  m  =  1  poiché    r[(t(a)] ,    pel  teorema   XIA 

del  paragrafo  2  Gap.  I  è  una  i(a). 

Posto  che  il  teorema  sia  vero  pel  naturale  w,  poiché  ogni  intera  di  an« 
intera  in  a  é  un  intera  in  a,  il  teorema  è  anche  vero  per  m  -^  1,  Per  la  legg* 
d'induzione  il  teorema  resta  così  dimostrato  in  generale. 

COB.  1.**  8e  m  e  n  sono  numeri  natt(,raU  ed  a  è  una  grandezza  j  a  a)**  n 

una  i{a). 

Cor.  2,^  8e  a  è  una  grandezza  e  m  un  naturale,  a((iD*^p"*)  è  la  minima  gra\ 
dezza  finita  rispetto  ad  a.  (Teorema  XXVI  §  1**  Gap.  III). 

GoE.  3.**  Se  m  è  un  naturale^  è  ©'"p'**  =  p"*»"*. 

GoR.   4.**  Siano  m,  n,  p  dei  naturali  e  si  abbia  m=:n-{-p. 
Dev^ essere  ctì*"p**  =  a>'.  Reciprocamente    da  (iD"*p** z=  o)'  si    ricava   m=.n  -\- 
(Vedi  teorema  XXVII  del  paragrafo  1^  di  questo  Capitolo). 

Cor.  5.*  Se  m,  n,  p  sono  dei  naturali  die  verificano  la  relazione  »  =  m  — 1~ 
dev^ essere  (A**" p^  =  p^.  Reciprocamente  da  (iD'"p"  =  p*'  si  ricava  n  =  w-|-l>-  (V^ 
Teorema  XXV  §  1^  di  questo  Capitolo). 

Cor.  6.^  ^<j  w  ,  w  ,  Wj  ,    n^    sono    dei    naturali   che  verifi^oano  la    reta j:^ te 
m  -f-  n^  r=r  m^  +  n,  dev'  essere  (^"'p**  =  (o^ipn^ .  Reciprocamente  da  w^^p  zzz  wm^p»^ 
ricava  m  -^-n^^z  m^  +  n. 

Infatti  dalle  tre  ipotesi  w  =:  n  -j-^  ,  t»  =:n,  n  =  w -|"1> ,    combinate      e 
la  relazione  ;w -|- n^  =  m^ -|- **  risultano  rispettivamente  le  tre  tesi  w^^w^ —| 
m^znn^y  n^z^m^-^-p. 
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XIII.  Se  «»  è  un  naturale  si  ha  a>'"p  =  pa>*^.  ^ftt 
U  teorema  è  vero  per  t»  =  1  (Corollario  3*  preced.).  Posto  che  sia  co**p=pa)'*, 

iW  essere  ntT^^p  =  ((tì*"tt))p  =  tì)*^(a)p)  =  (tì*"(pi«))  =  (a)"*p)a>  =  (pw'**)»  =:  p(o*"+*.  Per  la 
le^ge  d'indazione  il  teorema  è  vero  in  generale. 

XIV.  Se  m  I»  sono  dei  naturali  dev'  essere  (o**p''  =  p**a>***. 

Infatti  il  teorema  è  vero  per  n  =  1.  Posto  che  esso  sìa  vero  per  n,  deve 
essere  «"p*^*  =  ft)*"(p''p)  =  (o)'*p**)p  =  p^lto'^p)  =  p"(pa)"*)nzp**+*tìy*".  Per  la  legge  d'in- 
dozione  il  teorema  è  vero  in  generale.  ^ 

XV.  Se  w,  n  sono  dei  naturali  dev'  essere  wo)'*  =:;  od**  ,  wp**  =  p". 

Infatti  una  grandezza  qualsiasi  a  è  finita  rispetto  ad  am  e  quindi  la  mi- 

■ 

alma  grandezza  infinita  d'ordine  n,  od  infinitesima  d'ordine  n,  rispetto  ad  a  è 
inche  rispettivamente  la  minima  grandezza  infinita  od  infinitesima  d'ordine  n 

rispetto  ad  am. 

« 

XVI.  Se  a  è  una  grandezza,  ed  m,  n,  m^,  n^  sono  dei  naturali  che  veri- 
iicano  la  relazione  m  -(-  »^  >  w^  +  ^  >  ^®v'  essere  a(ciD"*p'*)  Infinita   rispetto    ad 

Infetti  se  p  è  il  naturale   per  cui  si   ha  m  +  ^1  =  *^^ -f-n +i>  >   dev' es- 
sere j(»"'p*)=a(a»*i+'*p**)=[a(ft)«ipwi)](o*',  ciò  che  prova  l'asserto. 

XVII.  Se  Wj  n,  Pj  w^,  n^,  p^  sono  numeri  naturali  che  verificano  la  re- 
lazione f»  -j-  »j>  n  +  m^  dev'  essere  a)«»ip»ip^  =:  (o*"p"p. 

Infatti  se  a  è  uua  grandezza  qualsiasi,  a(()omip'»ijpJ  è  infinitesima  rispetto 
ad  a(<o'*p''p)  e  quindi  per  la  definizione  di  somma  di  due  trasformazioni  e  pel 
teorema  XIII  del  paragrafo  3**  Gap.  I,  il  teorema  è  vero:  Osserviamo  che  fi- 
nora abbiamo  usato  ed  useremo  del  concetto  di  numero  naturale  associato  ad 
on  grappo  naturale  di  oggetti,  concetto  che  può  ottenersi  mediante  la  corri- 
spondenza che  può  stabilirsi  fra  gli  oggetti  di  un  gruppo  naturale  coi  simboli 
dei  numeri  naturali. 

Def.  Se  ft  +  1 ,  m^J  m^. . . .  mf,^^ ,  w^ ,  n^ . . . .  %  ,  %+^ ,  p^,  Pi-  *  'Pky  Ph+i 
ww  dei  numeri  naturali  che  verificano  le  relazioni  m^  +  n^  >  m^  -|"  ^i  >  ^a  +  ^3  ^ 

>«,  -j-  n^ Wfc  -f-  «1,4.4  >  mf,^^'\-n^ ,  il    numero    iùn^lpn^p^'+■<A^^[J^p^ + 

-r  (»»i.ip»*+iPfc4.j  si  dirà  essere  un  (p  ,  o)).   Viceversa  se  A  è  un  (p  ,  00)  esistono  i  nu- 
^m  naturali  A  --h  1 ,  w^ ,  «i^  • . . .  m,^^^ ,  n^ ,  n^ . . . .  «^4., ,  jPj ,  l^^ . . . .  1^^+^  taM  ofc^  «ja: 

A  =  a)«ip»ip4  -]:-  tt)'»2p'*«P2  + tì>mfc+ipWA+i|i^4.4 , 

'  contemporaneamente  m^-{'n^^m^  +  »*i>  ^»2  +  ^3  > '^s  +  ^8  »  •  •  •  •  ^a  +  %+i !> 

XVIIL  Se  a  è  una  grandezza  qualsiasi  ed  il  numero  A  ==  to^ip»!/?,  >f- 
-  toWjpHp^  + . .  • .  a>«*+ifp»vf»jp;i4^  è  (p ,  co),  dev'  essere  a[ft)'»ipni(p^  +  1)]  >  ^-^^ 
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Infatti  dalle  relazioni  w^  +  n,  >>  »^  +  ♦^s  ?  ^«  +  »*3  >»*2  +  •"•a  >  •  •  •  •  ^^^i  + 
%-h  ^  ^h-h  4"  %+i  mediante  opportane  addizioni  dei  membri  di  esse  e  mediante 
soppressioni  di  termini  comani,  si  ricavano  le  altre  : 

I 

quindi  anche  a(tì)»»A+«p«A4«p;^4.^<;a(ft)»/»+ip«fe+i)  ^a{(ù^k+ip»h^p^^^~\-  (ù^h+tpnK+tpf,^<C. 
<C.  al^'*Hip»^i(l?ii+i  +  1)]  <[  a(a)»»fcp»fc) ,....,  aA  <;  «['^'^ip^iC  jp^  +  1)]. 

Cor.  7.®  Lasciando  inalterate  h  posizioni  del  teorema  precedente,  a(a)«ip»i)  è 
Unita  rispetto  ad  aA.     é 

XIX.  Se  i   numeri  A  =  a)«ip»ipj  -|-  a)«2p»2jPj  -f- o)»Af2p'«fc+«2)fc4.,  ^  B  = 

=  ìa^  *  p"  *i>'i  +  tì)**  *p**  ^p'g . . . .  +  o)**  *"'^*p*  *^*i>\+t  sono  (p  ,  (d)  e  per  una  grandezza 
determinata  a  è  aA  =  aB,  dev'essere  A  =  B. 

In&tti  aA  è  finita   rispetto   ad  a(o>  ^p  ^pX  come  aB  è  finita  rispetto  ad 

a(ft>'*  *p"  *p',). 

Se    fosse    m^  -\-  n\  >  w^  +  w'^    sarebbe    a((o  *p  ^|)j)    infinita    rispetto    sid 

a(co  ^p  ^i^'J  epperciò  anche  a  A  infinita  rispetto  ad  a  B ,  ciò  che  sarebbe 
•  assurdo. 

Analogamente  si  prova  che  non  è  w^  +  n\  <  n^  +  m\  ,  quindi  dev'  es- 
sere m^  +  n\  =  Hj  +  m\. 

D'altra  parte  poiché  è  aA<^a[a)»»ip«i(Pj4"l)]  dev'essere  a[(i)i»'ip«'i(p^-}-l)]> 
>a[a)w»'ipn'i2)'j  e  quindi  j)^^p^^.  Con  eguale  procedimento  si  dimostra  che  de- 
v'essere 


p'i^Pi,  e  quindi  è  p,=jp\,  ossia  <t)'*',p«^p,==a>« ,«>',. 

Indicando  con  A'  e  B'  i  numeri  che  si  ottengono  da  A  e  B  soppri  mende 
i  primi  addendi  dev'  essere  aA'  =  aB',  e  quindi  con  procedimento  analogo  a 
precedente  si  dimostra  la  uguaglianza  a>«*'2p»'2p'2  =  «""ap"».  Ripetendo  il  ragio 
naraento  per  tutti  gli  addendi  di  A  si  dimostra  che  ad  ogni  addendo  di  A  cor 
risponde  un  addendo  ugnale  di  B  e  reciprocamente.  Bimane  così  provata.  \x 
tesi  A  =  B. 

XX.  Se  i  numeri  A  =  ««^ip^ii^j  +  «>»2p'4i?2-f- ««fc+ip^^+i  p^^^  e  B  = 

=  inif^' ipn\p* ^  ^  iii^'tp^\p\  -(-....  +  a)»»Vip<*Vip\4.i  sono  (p  ,  co)  e  per  una  grar 
dezza  determinata  u  è  aA  ^  aB ,  per  ogni  altra  grandezza  h  dev'  esser 
&A  >  6B. 

Possiamo  solo  considerare  il  caso  in  cui  non  siano  uguali  a)»»ipwip^  e  ««'ip»'!  p'^ 
poiché  se  m  è  un  naturale  ed  i  primi  m  addendi  di  A  sono  uguali  ai  priu 
m  lulddendi  di  B^  indicando  con  A'  la  somma  dei  rimanenti  termini  di  A 


•*- 
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Mn  B'  la  Bomina  dei  rimanenti  .termini  di  6  (se  essi  esistono  )  dev^  essere 
flA'>flB',  mentre  il  primo  addendo  di  A'  è  diverso  dal  primo  addendo  di  B'. 
Pertanto  sapposti  non  ngaali  (of^iip»!  p^  e  tù'"^\p^\p\  osserviamo  che  se  fosse 
■i  +  *'t  <C  *i  +  ^\  sarebbe  aA  infinitesima  rispetto  ad  aB,  ciò  che  è  assurdo; 
dfv'  essere  quindi  m^  -|-  ^\  ^  ^i  +  ^'c  Se  è  wi^  +  n\  >  w^  -(-  m\  è  anche  6A 
infinita  rispetto  a  ftB,  e  quindi  è  vera  la  tesi.  Se  è  m^  +  ^'i  =  ^i  +  *^'i  poiché 
e  fl{«»'ip«'i  (p^  + 1)]  =  a[tt>"»^  p'^jd?^  +  l)j  >  <*  A  >  aB  ^  a[a)"*'^  p~'^  i>' J  dev'essere 
Pi^f^i*  Poiché  non  è  p\=zp^f  dev'essere  Pi'^p\-\-  1  e  quindi  i  bB<C 
<  ^<P*'i(jP'i  +  1)]  ^  6KiP"ii>i]  ^  6A  ossia  bB  <  &A. 

XXI.  Se  il  numero  A  =  w^p^ij?^  +  (ù^pHp^  -{-••. .  <*«•*+!  P**+iì>/ì+ì  è  un 
i.s ,  a),  allora  è  A»  =  a)«*i^*p«i ,  ed  Ap  =  w»i+*, 

In&tti  se  a  è  una  grandezza  qualsiasi^  ed  è  B  =  (ii>mip«»i ,  dev'essere  aA 
inita  rispetto  ad  aB.  Perciò  tanto  la  minima  grandezza  infinita  quanto  la 
sinima  grandezza  infinitesima  d'ordine  1  rispetto  ad  aA  sono  rispettivamente 
ignali  alla  minima  grandezza  infinita  d'  ordine  1  ed  alla  minima  grandezza 
infinitesima    d'  ordine  1  rispetto  ad  aB. 

XXII.  Se  HI  è  un  naturale  ijf*  è  un  |p ,  a>|. 

loiktti  il  teorema  è  vero  per  definizione  per  m  =  1,  Posto  che  esso  sia 
vero  pel  naturale  m^  poiché  il  prodotto  di  due  |p ,  a>)|  è  un  |p ,  a>|  dev'essere 
«"^  an  |p  9  <a|.  Per  la  legge  d'induzione  il  teorema  è  vero. 

In  modo  analogo  si  prova  che  se  m  e  n  sono  dei  naturali  p**  ed  (o^^^p** 
sono  dei  |p ,  tt>|. 

XXIII.  Se  m,  n^  p  sono  dei  naturali  <ù^p ,  p'^p  ì  (ù*^p**p  sono  dei  |p ,  (oj. 
Infatti  il  teorema  è  vero  per  p  =  l.  Posto  che  esso  sia  vero  nella  forma 

in  coi  è  stato  enunciato,  poiché  é  (ù^'p  -{-«•*  =  tù'^ip  -}-  1) ,  p**p  +-  P**  =  P"(i^  +  l)j 
•Vl'i  +  *>**?**  =  itì/^p"(p  +  1),  e  la  somma  di  due  |p  ,  a)|  é  un  |p  ,  a)|,  risulta  che 
il  teorema  é  vero  anche  pel  naturale  p  -{-1.  Besta  così,  per  induzione,  provata 
Ih  tesi. 

Cor.  8.*  XTn  (p ,  to)  é  wn  |p ,  (id|. 

Cor.  9.^  la  siymma  di  due  (p ,  a>)  è  un  (p ,  (o). 

n  Corollario  é  conseguenza  della  definizione  di  (p ,  co)  e  del  teorema  XYII 
<ii  questo  §. 

Cor.  lOi^  H  prodotto  di  due  (p  >  (o)  è  un  (p ,  a>). 

n  Corollario  é  conseguenza  del  Teorema  YI  e  del  Teorema  XXI  di  que- 
sto §  (Vedi  anche  Teor,  XIV  e  XV). 

Cor.  11.""  Jta  oUuse  dei  numeri  {p y ta)  coincide  con  la  alasse  |p,ai|. 
Basta  ricordare  l'ultima  parte  della  definizione  di  |p ,  o>|. 
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XXIY.  Se  una  grandezza  S  si  ottiene  .da  una  grandezza  a  mediante  uij 
(p ,  a>)  esiste  almeno  una  grandezza  a'  tale  che  b  sia  una  t(a').  < 

Sìa  (o^ip^ip^  -\-  (tì%pn2jp<j  -f- . . . .  w»»'i+ip*»^fi|>/i+4  il  )p ,  co)  che  trasforma  aia  6 
Poiché,  come  si  è  notato  nella  dimostraziono  del  Teorema  XVIII,  è  'm^  +  %.+i!;^ 

>  n,  +  wi;,^.^ ,  m^  +  7^^^  >  ^2  +  ^/t+i  5 ^'^  +  ^/i+i  >  %  +  'Wfc+i  >   ÌQ<iicliia«i«3 

con  9i ,  ^2  )  ^3 ^^  ^  naturali  che  verificano  le  relazioni  : 

^1  +  ^**+i  =  ^1  +  »Wft+4  +  «1 ,  wig  -f-  n^^^j  =  «2  +  W;,+i  +''?2 , . . .  m^  +  n^+j  =  »^  -|i 

-f-  Wfc4.j  +  g/,  e  poniamo  a'  =  atù^h^ip^hH,  È  a(<tì"**p"'^j  +  ^^P^Pz "f 

+  <«>*»k+ipwAiij?^^^)  ==  a\(ù^'p^  +  a)'5?g  +  . . . .  (ù^^Ph  +  Pa+i)j  quindi  pel  Corollario  l 
di  questo  paragrafo,  e  poiché  la  somma  di  più  i(a')  è  una  i(a')9  il  teorema  resti 
dimostrato. 

XXy.  Se  fra  le  grandezze  finite  rispetto  alla  grandezza  a,  a  è  la  minima 
una  i{a)  qualsiasi  si  ottiene  da  a  mediante  un  |p,  (ù\. 

Infatti  il  teorema  è  vero  per  ogni  |Ji(a)  poiché  se  A;  é  un  naturale  si  b^ 
a{(Apìc)  nr  ak. 

Posto  che  b  appartenga  al  residuo  a  destra  di  |i(a)  e  che  il  teorema  m 
vero  per  la  classe  di  tutte  le  t(a)  minori  di  6,  che  indichiamo  con  a,  si  osserv 
che  dev'  essere  6  =  (3(a ,  a).  Se  a  è  limitata  a  destra  indichiamo  con  b^  il  sm 
limite  e  con  tc  il  |p ,  a>|  che  trasforma  a  in  6^. 

È  a{iz  -|-  p(tì)  =za7c  -{-  a(poD)  =  b^-\~  a=zbj  mentre  tc  -{-  più  è  un  |p  ,  (t)|.  S 
a  é  illimitata  a  destra  ,  consideriamo  prima  di  tutto  il  caso  in  cui  b  sia  in 
finita  d'ordine  1  rispetto  ad  a.  Dev'essere  aa)^6<^aa)*,  quindi  dev'esister 
un  naturale  Jc  che  verifica  la  relazione  a{(ùk)  ^  6  <  o{(ù{k  -}-  1)].  Se  foss 
6>a(oDA;)  esisterebbe  una  grandezza  e  che  verificherebbe  la  relazione  b=za((ùk)-\-{ 
e  e  sarebbe  una  t(a).  Ma  poiché  dovrebbe  essere  e  <<  «a) ,  e  sarebbe  una  [jl(< 
e  quindi  od  eguale  ad  a,  o  successiva  secondo  a  di  un'altra  ^{a)  che  potrebb 
indicarsi  con  c^.  In  ognuno  dei  due  casi  b  sarebbe  successiva  secondo  a  e 
una  t(a),  ciò  che  é  assurdo  perchè  a  é  illimitata  a  destra.  Se  ne  deduce  eli 
dev'  essere  a((ùk)  =:  6,  e  ciò  dimostra  il  teorema.  Posto  che  la  tesi  sia  vera  \h 
ogni  intera  infinita  d'ordine  non  maggiore  di  m  rispetto  ad  a,  si  osservi  eh 
se  è  6  infinita  d'ordine  w  +  I  rispetto  ad  a,  è  aoD"*+*  ^  &  <C  aa)"H-*,  quindi  ea 
ste  un  naturale  k  tale  che  sia  a(o}"*+*ifc)  ^  6  <  a[<tt***+H^  +  1)].  Se  é  a(o>"*+*Kf)  = 
il  teorema  resta  dimostrato.  Se  invece  e  é  una  t(a)  taie  che  a(a>'"+*fc) -|- e  nzz 
dev'essere  c<^atì)"*+^,  e  quindi  o  e,  quando  sia  finita  rispetto  ad  cr^  è  uo 
|i(a)  0  e  é  infinita  d' ordine  n<^m  -\-  1  rispetto  ad  a.  In  entrambi  i  casi 
può  ottenersi  da  a  mediante  un  |p ,  <»| ,  ehe  sia  ic,  e  quindi  anche  b  ,  che 
uguale  ad  a(tì)"*+*A: -[- ir)  si  ottiene  da  a  mediante  un  |p ,  (oj.  Per  la  legge  dM 
duzione  il  teorema  é  vero  nella  sua  gen^iralità. 

XXVI.  Se  a,  5,  e,  sono  grandezze  ed  è  64=^?  néìÌ9k  cladse  a\p ,  è)|  esist 
almeno  una  grandezza  compresa  fra  beo.  Possiamo  supporre  per  fissare 


r« — r 
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idee  che  sìa  6  ]>>  e  ed  indicare  con  d  la  grandezza  che  verifica  V  ngnaglianzà 

Scelti  i  naturali  m  ,  n  in  modo  che  a(a>*"p^)  sia  minore  tanto  della  grandezza 
Dioima  finita  rispetto  a  b  quanto  della  grandezza  minima  finita  rispetto  a  dy 
limiamo  a'=a{oi]rp^)  e  indichiamo  con  a\  la  massima  intera  in  a'  contenuta  in 
*.  Esiste  in  p  ,  co  un  numero  ic  tale  che  sia  a'ic  =:  a\.  Inoltre  poiché  dev'essere: 
<»  s^  &<*'(*  +  <*>P)  )  si  ha  a\%  -\-  iùp)  =•  a'%  -\-  a'  <C^'b  -\-  d^=z  e.  Ciò  prova  che 
<ijtt"}i"(s -{- *«>P)1  è  compresa  fra  6  e  o  mentre  a>'"p**(7c  +  (op)  è  un  |p,tt>|. 

■ 

CoB.  12.^  Se  a  è  una  grandezza  qualunque ,  tanto  la  classe  derivata  prima 
i  ieitraj  quanto  la  classe  derivata  prima  a  sinistra ,  quanto  la  classe  derivata 
frima  della  classe  a\p ,  o)|  coincidono  con  la  classe  di  tutte  le  grandezze. 

Dsp.  Una  classe  a  di  numeri  di  |p ,  o)|  sarà  detta  «  limitabile  »  se  a  non  è 
*tota  e  se,  comunque  si  scelga  la  grandezza  a,  la  classe  act  sia  provvista  di  re- 
nho  a  destra.  Bappresenteremo  inoltre  con  l\a)  o  colle  parole  «  limite  supe- 
riore  (2t  a  »  la  trasformazione  che  sostituisce  ad.  una  grandezza  qualunque  a  la 
ff^iAtzza  l'{a<i). 

U  ultimo  corollario  insegna  che  il  limite  superiore  di  qualsiasi  classe  li- 
iBittbile  di  |p ,  a>|  trasforma  una  grandezza  qualunque  in  una  grandezza  de- 
^/fflinabile ,  e ,  vicevesrsa,  che  una  grandezza  qualunque  si  può  ottenere  da 
Bua  grandezza    fissata    mediante  il    limite    superiore    di    almeno    una    classe 

Sullo  schema  della  teoria  dei  numeri  reali  positivi  ordinari!  si  può  svol^ 
gere  la  teoria  dei  numeri  limiti  superiori  di  classi  limitabili  di  |p  ,  o>|,  dei  quali 
abbiamo  già  poste  in  luce  le  singolarità  piti  interessanti ,  singolarità  che  ci 
^Dsentono  di  annoverarli  fra  i  sistemi  continui  di  numeri  a  somma  ed  a  pro^ 
dotto  non  commutativi. 


voi.  LVt,  la 
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DI  UNA  TRASFORMAZIONE  DOPPIA  NELLO  SPAZIO 

A  QUATTRO  DIMENSIONI 

MEMOBIA  I> 

DI 

GIORGIO  APRILE   (a  Noto) 


PREFAZIONE 

Nel  lavoro,  di  cui  ora  pubblico  la  y)rima  parte,  viene  assegnata  una  tra 
sformazione  doppia  nello  spazio  a  quattro  dimensioni,  procedendo  in  esso,  ai; 
uno  studio  sistematico  di  questa ,  ed  alle  molteplici  applicazioni  della  me- 
desima. 

Notevoli  fra  queste  ultime  le  diverse  ed  eleganti  proprietà  di  alcune  su 
perfide  ed  ipersuperficie  che  credo  non  note  e  di  qualche  interesse. 

Siffatte  proprietà,  e  le  varie  trasformazioni  assegnate  nel  presente  lavoro 
X)ossono  fornire  altre  utili  aijplicazioni  che  si  omettono  per  ragioni  di  brevità 

Son  da  notare,  tuttavia,  i  risultati  ottenuti  su  due  complessi,  (hWS^ ,  d'oi 
dine  due  e  della  terza  specie ,  trattati  in  un  altro  mio  lavoro  {Atti  Acc.  Gioì 
nia  di  Catania  (5),  X,  1917),    dal    titolo  predetto. 

GAP.  I. 

GENERALITÀ. 

§  1.  Prime  proprietà  della  trasformandone  W. 

1.  Cinque  iperquadriche  di  uno  spazio  S,  a  quattro  dimensioni^  aventi 
comune  una  stessa  cubica  gobba  (irriducibile)  Cg   e    tre    punti    non    collineai 
T,(i=  1,  2,  3)  fuori  dello  spazio  di  questa,  e  tali  che  il  loro   piano  t  non   i 
appoggi  alla  Cg,  determinano  un  sistema  lineare  oo^  di  iperqìiadriche  dello  8/>i 
zio  S,  sistema  il  quale  verrà  in  seguito. indicato  con  £• 
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Si  osservi   che: 

Ojni  spazio  dd  fascio  avente  a  sostegno  il  piano  t  ^  T^T^jTg ,  completa  con 
/')  spazio  p,  della  cubica  c^ ,  una  iperqv^drica  del  sistema  2. 

Detto  S'  un  altro  spazio,  pure  a  quattro  diraensioni,  che  supporremo  so- 
rrapiK)sto  al  primo,  si  assegni  una  corrispondensia  proiettiva  fra  gli  spazi  (*)  a, 
fi  S'  e  le  iperquadriche  ol  di  lii  tale  corrispondenza  indicheremo  con  Q. 

2.  Siano  : 

P'  un  ponto  generico  di  S',  a\  (ì  =  1,  2,  3,  4)  quattro  spazi  qualunque 
i>c.^nti  da  P',  ed  a,  (i  =  1,  2,  3,  4)  le  iperquadriche  corrispondenti  in  Q  agli 
sjizi  predetti. 

Per  le  ipotesi  fatte  (n,  1)  tre  qualunque  di  quest'ultime,  ad  es.  a^,  a,,  cf,^, 
banno  a  comune  la  cubica  c^  ed  una  quintica  o^ ,  passante  per  i  tre  punti 
T  .  ed  apx)oggiantesi  alla  c^  nei  cinque  punti  in  cui  c^  incontra  lo  spàzio  C) 
y.  sicché  la  rimanente  i|)erquadrica  a^  incontra  la  predetta  c^ ,  fuori  della  c^ 
fc  dei  tre  ponti  T, ,  in  due  punti  P  ,  P^  variabili  col  dato  punto  P'. 

Discende  di  qui  e  dal  n.  1  che  agli  oo^  spazi  a'  uscenti  da  P'  corrispon- 
^m,  nella  Q,  co^  iperquadriche  di  S  passanti  per  i  punti  P  ,  P, ,  e  formanti 
fifl  fiiiema  lineare  (in  virtù  delia  data  proiettività  Q). 

In  tal  modo  viene  stabilita  una  trasformazione  W  dei  due  dati  spazi  a 
jfiattro  dimensioni  :  ad  ogni  punto  P'  di  S'  corrispondono ,  nella  trasfor- 
aazione  W,  due  punti  P  ,  P^  di  S;  mentre  a  ciascuno  di  questi  ultimi  cor- 
risponde, nella  medesima  W,  il  solo  punto  P'  di  S'. 

Chiameremo  trasformazione  doppia,  degli  spatri  S,  S',  la  predetta  trasfor- 
:aazione  W. 

Seguendo  le  notazioni  usate  dal  De  P  a  o  1  i  s  (*),  per  le  trasformazioni 
•If^ppie  dello  spazio  ordinario ,  diremo  spazio  doppio  lo  spazio  S',  spazio  sem- 
plice lo  spazio  8 ,  e  chiameremo  trasformazione  congiunta  quella  involutoria 
'be  in  S  fa  corrispondere  ad  un  punto  P,  il  suo  congiunto  P^  che  insieme  con 
P  corrisponde,  nella  W,  ad  uno  stesso  punto  P'  di  S';  chiameremo  infine  con- 
9ì^nt€  due  figure  di  S  se  sono  generate  da  punti  congiunti. 

Possiamo  pertanto  asserire  che  : 

8e  ^  e  P^  sono  due  punti  congiunti  di  S  le  oo^  iperqtiadriGhe  di  Y,  passanti 
fr  uno  di  essi,  paesano  anche  per  Valtro. 

E  viceversa. 


(M  Qui  ed  in  segaite  cou  spazio  intruderemo  sempre  an  S3  dell'S4  ambiente. 

(')  BaAta  difatti  osservare  che  tre  iperquiidriche  generiche  di  S  incontrano  p,  in  generale, 
*^tOQdo  qnadriche  non  appartenenti  al  medesimo  fascio,  e  quindi  non  aventi  a  comune  alcun 
pjoto  fuori  della  data  C3. 

(^De  FaolÌB,X0  trasformazioni  doppie  dello  spazio.  [Atti  Acc.  Lincei,  (4),  V.  I 
.i9«4.85)]. 
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Ed  in  generale: 

8e  due  figure  dfr  S  sono  congiunte  fra  loro,  tutte  e  sole  le  iperquadriche  di  S 
passanti  per  una  di  esse^  passano  anche  per  Valtra. 

'  » 

3.  Ad  un  piano  generico  n!  dello  spazio  doppio  corrisponde,  nella  trasfor- 
mazione doppia  W,  una  superficie  o^ ,  d'ordine  quattro  dello  spazio  semplice, 
superficie  base  del  fascio  di  iperquadriche  corrispondente ,  nella  ìì ,  al  fascio 
(oO  di  spazi. 

Ogni  superficie  siffatta  passa  evidentemente  per  la  cubica  e,  e  per  i  tre 
punti  Ti ,  ed  è  luogo  di  punti  congiunti  (n.  2);  per  cui  : 

Le  superfi^e  a^  dello  spazio  semplice,,  corrispondenti  (*)  ai  piani  dello  spazic 
doppio  y  sono  d^  ordine  quattro ,  ciascuna  congiunta  a  se  stessa  e  rappresentabile 
sul  piano  doppio. 

Si  ottengono,  in  tal  modo,  cxd®  superficie  o^  formanti  un  sistema  che  in- 
dicheremo con  [a^]. 

4.  Analogamente,  ad  una  retta  generica  s'  di  S'  corrisponde,  in  S,  una 
curva  s^ ,  del  quinto  ordine ,  che  completa ,  con  la  cubica  c^ ,  la  curva  bas< 
del  sistema  oo^  di  iperquadriche  corrispondenti,  nella  Q,  agli  spazi  dello  stel 
Ioide  («')•  —  Ciascuna  di  tali  «^  passa  per  i  tre  punti  T^ ,  e  si  appoggia  alli 
e,  nei  cinque  punti  p^^  (n.  2),  per  cui: 

Le  curve  s^  dello  spazio  semplice ,  corrispondetiti  alle  rette  s'  dello  spazia 
doppiOy  sono  di  ordine  cinque^  e  ciascuna  congiunta  a  se  stessa. 

Si  ottiene,  in  tal  modo,  un  sistema  oo^  di  curve  s^ ,  il  quale  verrà  indi 
cato  con  [s^. 

Inoltre  poiché  la  curva  d'  ordine  otto ,  completa  intersezione  di   tre  iper 
quadriche,  è  del  genere  5,  detto  x  il  genere  di  «^,  sarà,  per  una  nota  formol 
del   Noether,    fl?-|-^  +  ^  — 1  =  5,   cioè    la   curva  s^    è   del    genere    uno 
per  cui  : 

Le  quintiche  s^  dello  spazio  sempliocj  corrispondenti  alle  rette  s'  dello  spazi 
doppio^  sono  ellittiche. 

Ciò  d'accordo  col  fatto  che  le  infinite  corrispondenze  proiettive  che  trs 
sformano  la  retta  »'  in  se  stessa ,  trasformano  pure  la  curva  s^  (considerat 
quale  sistema  di  coppie  di  punti  congiùnti  )  in  se  stessa ,  e  ciò  per  le  yn 
prietà  stabilite  ai  nn.  L  e  2. 


(*)  Qui  ed  in  seguito  dicendo  corrispondenti  due  figure  A,  A',  di  S  ed  S'  rispetti vanient. 
intenderemo  corrispondenti  nella  data  trasformazione  doppia  W:  si  osservi  pertanto  che  ut 
iperqnadrica  di  S  e  lo  spazio  ad  essa  corrispondente,  nella  Q'^,  risultano  figuro  corrispo: 
denti  in  W  (n.  2). 


r-rm      i%^Z" 
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CbiamaDdo  ordine  e  genere  della  trasformazione  doppia,  l'ordine  due  delle 
lyitrsaperficie  ed  il  genere  uno  delle  curve  dello  spazio  semplice  ,  corrispon- 
dtfDti  rispettivamente  agli  spazi  ed  alle  rette  dello  spazio  doppio,  si  ha: 

La  trasformazione  doppia  W  è  d'ordine  due  e  genere  uno. 

§  2.  Cenno  sugli  elementi  fondamentali  di  W. 

5.  Chiameremo  fondamentali  quegli  elementi ,  dello  spazio  S ,  comuni  a 
ntte  le  iperqaadriche  di  £ ,  ed  un  punto  fondamentale  lo  diremo  fondamen- 
'ik  di  f  elasse  o  di  2^  classe  se  per  esso  passano  o  no  tutte  le  curve  s^  ; 
\€  cai  : 

Xelh  spazio  semplice  gli  elementi  fondamentali  sono  costituiti  dai  tre  punti 
T  che  sono  di  t*  classe,  è  dai  punti  della  cubica  c^  che  sono  della  2^  classe. 

Siffiitti  elementi  fondamentali  sono,  in  generale,  semplici  per  le  iperqua- 
iw\ie  a,  per  le  superficie  o^  e  per  le  curve  Sy 

6.  Si  osservi  che  una  iperqnadrica  generica  a  di  £  ed  una  qualsiasi  s^ 
hznno  a  cornane ,  e  fuori  dei  punti  fondamentali ,  una  sola  coppia  di  punti  ; 
costitnita  dai.  punti  (congiunti)  P,  P^  corrispondenti  al  punto  P'^aV,  a' 
ed  i'  essendo  lo  spazio  e  la  retta  di  S'  che  ammettono  a  ed  s^  quali  corri- 
spondenti; cioè  : 

Le  quintiche  di  [s^]  incontrano  ciascuna  iperqu4idrica  di  S  in  due  soli  punti 
n^iuntt)  non  fondamentali. 

Ed  in  modo  analogo  discende  che: 

Ihte  superficie  generiche  di  [aj  si  incontrano  sempre  in  due  soli  punti  (con- 
f(««ti)  non  fondamentali. 

7.  Dal  fatto  che  ad  ogni  retta  generica  s'  di  S'  corrisponde,  nello  spazio 
^oiplice  8  una  quintica  s^  (appoggiantesi  alla  c^  in  cinque  punti,  in  generale 
^^tinti  (n.  2)  e  passante  semplicemente  per  i  punti  fondamentali  T^ ,  si  de- 
'^ice  che  gli  elementi ,  corrispondenti  a  questi  punti  fondamentali ,  sono  in- 
"^atrati  ciascuno  in  un  punto  solo  dalla  retta  »',  cioè  : 

A  ciaseun  punto  fondamentale  di  1^  classe  dello  spa^sio  semplice,  corrisponde 
»  S'  tttio  spazio. 

Si  hanno  cosi  tre  spazi  ^/  dello  spazio   doppio ,  corrispondenti   ai  punti 

r.  rìspettivatuente  di  8  ;  tali  spazi   li    chiameremo    fondamentali  per   lo   spa- 
^j  S'. 


•  ){  94  )( 

Se  consideriamo  l'ìperqaadrìca  a  di  S  avente  qnale  pnnto  doppio  uno 
segnato  dei  pnnti  fondamentali  di  P  classe ,  ogni  coppia  di  punti  congiu 
0W5  (n.  6),  risulta  costituita  da  un  punto  P  coincidente  col  punto  fondament 
che  si  considera,  e  da  un  punto  P^  distinto  in  generale  da  P;  sicché  il  piii 
P'  di  S'  corrispondente  alla  coppia  P  ,  P^  predetta ,  appartiene  allo  spa: 
fondamentale  di  S'  corrispoildente  al  punto  fondamentale  suddetto. 

E  viceversa  :  se  un  punto  P'  appartiene  ad  uno  spazio  fondamentale  % 
uno  dei  due  punti  (congiunti)  P  ,  P^ ,  ad  esso  corrispondenti ,  dovrà  risulti 
coincidente  col  rispettivo  punto  T^,  mentre  il  rimanente  giace,  col  primo, 
una  medesima  iperquadrica  di  S ,  e  precisamente  in  quella  avente  Tj  co 
doppio. 

D'altra  parte  siccome  esiste  un  solo  S^-cimo  di  S  avente  T»  come  vert 

'2  +  3\ 
(infatti  (2-3  +  1)  -f  (1  +  !)-)-(  |  —  14),  discende  che  : 

Agli  spati  fondamentali  ^,  M  S'  corrispondono,  nella  Q,  i  tre  S^coni  d 
aventi  i  vertici  rispettivamente  nei  tre  punti  fondamentali» 

8.  Inoltre  detto  P  un  punto  generico  della  cubica  fondamentale  e^  ed 
servando  che  ogni  superficie  di  [oj  passa  semplicemente  per  la  cubica  Cg  (n. 
epperò  anche  per  P,  ne  discende  che  a  tale  punto  corrisponde  in  S'  un  pi 
«',  cioè  : 

A  ciascuìi  punto  fondamentale  di  2"  classe,  dello  spazio  semplice,  corrispc 
nello  spazio  doppio  vn  piano. 

Si  ottengono  così  00*  piani  di  S'  corrispondenti  ai  punti  di  c^,  piani 
chiameremo  fondamentali  per  lo  spazio  S'. 

Con  ragionamento  analogo  a  quello  tenuto  in  fine  del  num.  precedei! 
si  può  concludere  (n.  6)  che  : 

A  ciascun  piano  fondamentale  7c'  di  S'  corrisponde,  nello  spazio  S,  una 
perjicie  1:^  di  [oj ,  con  un   punto    doppio    in    un  punto  fondamentale    \*    di 

classe, 

9.  Proiettando  i:^  dal  suo  punto  doi»pio  P  ,  si  ottiene  una  So-cono  di 
col  vertice  in  P.  Tale  S^-cono  seca  : 

lo  spazio  p  nel  cono  quadrico  che  ])roietta  la  c^  da  P , 

e  lo  spazio  tP  nel  cono  quadrico  che  dal  medesimo  punto  P  proietta 

cubica  A'y ,  determinata  dai  6  punti  fondamentali  (di  1'  e  di  2*    classe)    co 

nuti  in  detto  S[>}izio. 

Tali  duo  coni  quadrici  formano  la  superfìcie  ic*^ ,  del  sistema  [aj ,  coni 

al  predetto  S^^-cono  di  I,  ed  alla  iperquadrica,  pure  di  S,  costituita  dagli  \ 


j£  rf  e  p  (nn.   3  ed   1).  Siffatta  snperficie  «•^  è  il  solo  cono  di  [oj    avente    il 
^^rtice  nel  panto  X*  (n.  5). 

Di&tti  la  superficie  tc^  seca  : 

lo  spazio  p  nella  c^  ed  in  una  sua  corda  uscente  da  P, 

e  lo  spazio   xP   uella  k^  ed  in  una  sua  corda  uscente    pure    da   P,    e    di- 
stinta, in  generale,   dalla  prima. 

Tali  cnbicìie  e  corde  costituiscono  una  curva,  d'ordine  8,  comune  a  «^  e 
^^:  curva  che  secata  con  uno  spazio  generico  dà  8  punti,  per  i  quali  passa 
m  ,8ola)  quartica  di  1*  specie;  —  sicché  n^  e  tc*^  coincidono.  —  Per  cui: 

Ad  un  piano  fondamentale  7c'  di  S',  corrispondente  ad  un  punto  generico  P 
iir,  ^  corrisponde  nello  spazio  S  il  dato  punto  P  ed  il  cono  i^)  ic^  di  [o^|^  avente 
k'  rtrtice  nel  punto  P  ;  cono  formato  dalla  coppia  di  coni  quadrici  proiettanti 
il  P  la  Cg  e  2a    cubica   determinata   dai   6  punti  fondamentali  dello  spazio  tP, 

Osserviamo  infine  che  ogni  iperquadrica   del    fascio    avente    per    base    il 
f"  iffcdetto  cono  ^^ ,  appartiene  a  I ,  ed  ammette  nel  punto  P  i   due    spazi  p  e 
:P  quali  tangenti,  per  cui  : 

Al  fascio  di  spazi  avente  per  base  un  piano  fondamentale    %'  di    S'^    corri- 
»sr>md£y  nella  Q,  il  fascio  di  B^^-coni  di  2,  avente^  per  base  il  cono  di  fcj  die  Jia 
if  rertiee  nel  punto  P,  corrispondente  al  dato  plano  tu'. 
Risalta  facilmente  che:  .   • 

L«e  ix>erquadriche  del  predetto  fascio  sono  tutte  e  sole  quelle  di  X  aventi 
i'^i  P  un  punto  doppio.  —  (Difatti  ogni  iperquadrica  di  S  con  P  doppio  con- 
Utfne   i  dae  coni  quadrici  suddetti). 

10.  Poiché  ogni  quintica  del  sistema  [^ J ,  si  appoggia  in  5  punti  alla  cu- 
*ju-ii  fondamentale  e^  (n.  2),  si  può  concludere  che  : 

Ai  punti  della  cubica  fondamentale  c^   corrispondono,  in  S',   gli   ooi  piani 
fondamentali   di  questo   spazio,  i  quali  formano  una  ipersuperficie  C  del   quinto 
*>rdine. 


\  3.  Elementi  dello  spazio  doppio  corrispondenti  a  rette^  piani  e  spazi  generici 

dello  spazio  semplice  S. 

11.  Detta  r  una  qualunque  retta  dello  spazio  semplice,    ed    r'  la    curva 
^b«  vi  corrisponde  in  S',  i  punti  in  cui  uno  spazio  a\  generico  di  S',  incon- 


(')  CooO|  laogo  di  punti  ciascnDa  cangianto  al  punto  P,  e  corrispondenti  a  tatti  e  soli 
•  pasti  del  piano  fondamentale  i^.  Ad  nn  punto  generico  A  di  i^^  corrisponde,  oltre  di  P,  nn 
tZùXù  del  cono  quadri  co  che  da  P  proietta  la  cubica  determinata  dai  6  punti  foudamentali 
itho  «pasto  ^P  (n.   19). 


)(  «6  K 

tra  r'  sono  in  numero  eguale  a  quello  dei  punti  comuni    alla   ìperquadrica  e 
(corrispondente  di  a')  ed  alla  retta  r,  cioè  due,  sicché  : 

Alle  rette  r  d^llo  spazio  semplice  corrispondono  nello  spazio  doppio  coniche  r 
/ormanti  un  sistema  cxt»*^  dHndice  quattro. 

Difatti  per  due  punti  qualsiasi  P' ,  Q'  di  S'  passano   le  quattro   eonichi  : 
corrispondenti  alle    rette  PQ  ,  PQ^  ,  P^Q  ,  P^Q^  ;  essendo   P  ,  P^  e  Q  ,  Q^   h  , 
due  coppie  di  punti  congiunti  corrispondenti  ai  dati  punti  P'  ,  Q\ — Indiche 
remo  con  [r'J  il  ])redetto  sistema  cx5^  di  coniche. 

Ed  ancora:  se  i  due  punti  P'  ,  Q'  si  prendono  infinitamente  vicini,  anobi 
infinitamente  vicini  saranno  i  punti  di  ciascuna  coppia  P  ,  Q  ;  P^  ,  Q^  e  quiud  "' 
due  sole  coniche ,  quelle  corrispondenti    alle  rette    PP^  ,  QQ^ ,   passano  per  i 
punti  P' ,  Q';  per  cui  : 

Due  sole  coniche  del  sistema  [r\]  toccano  una  retta  data  in  un  punto  dato  ,i 

Discende  ancora  : 

Per  un  dato  punto  P'  di  S' passano  due  sistemi  oo^  di  coniche  fr'J ,  cùwew»*  , 
dHndice  due, 

•  \ 

A  tali  sistemi  corrispondono  le -iperstelle  di  rette  aventi  i  centri  in  P  ( 
P^  rispettivamente. 
Segue  ancora  : 

Qualsiasi  retta  r  dello  spazio  semplice  appartiene  alìu  superficie  base  di  m 
determinato  fascio  di  iperquadriclie  del  Histema  S. 

È  il  fascio  corrispondente,  nella  Q,  a  quello  di  spazi  avente  per  sostegno 
il  piano  della  conica  di  [r'J  corrispondente  alla  data    retta  r   dello  spazio  S. 

12.  Con  ragionamento  analogo  a  quello  del  num.  precedente  si  può  con- 
cludere : 

Ai  piani  o  dello  spazio  semplice  corrispondono  nello  spazio  doppio  superfi^^ie  o\^ 

d'ordine  quattro,  formanti  un  sistema  c»%  dHndice  otto. 

Due  sole  superficie  o\  toccano  un  pigino  dato  in  un  punto  dato. 

Due  sole  superficie  a\  osculano  una  retta  duta  in  un  punto  dato. 

Per  due  punti  arbitrari  di  S'  passano  quattro  sistemi  oo*  di  superficie  o'^  j 

ùiascunó  d'indice  due. 

Per  un  punto  generico  passano  due  sistemi  oo^  di  superficie  a^^  ciascuno  dHndice 
quattro. 
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Ed  inoltre  (n.  11)  : 

Ciascuna  superficie  o\  è  luogo  di  oo*  coniche  ;  son  le  coniche  corrispondenti 
ii'f  rette  del  piano  o  che  ammette  a\  quale  superficie  corrispondente  di  S'. 

Ovvero: 

La  superficie  a\  di  S',  corrispondente  ad  un  piano  generico  di  S^  é  d'ordine 
mitro  f  e  proiezione  della  superficie  di  Veronese  (*). 

13.  Ed  in  modo  analogo  a  quello  dei  un.  12  e  13,  si  deduce  :  Ì 


Agli  spazi  O  di  S  corrispondono  nello  spazio  doppio  S'^  ipersuperfi4)ie  0' 
ivfiine  ò,  formanti  un  sistema  co* ,  dHndice  16. 

de  consideriamo  quattro  punti  di  S'  infinitamente  vicini^  'si  ba  : 

bui  sole  ipersuperficie  B'  toccalo  uno  spa^sio  dato  in  un  punto  dato. 
Prendendo  ì  punti  predetti  su  uno  stesso   piano  o   su  una   stessa  retta , 
uba: 

htsole  ipersuperficie  0'  osculano  un  piano  dato^  ed  iperosculano  una  retta 
dsk,  Il  un  punto  dato, 

£d  inoltre: 

« 

hr  un  punto  arbitrario  dello  spazio  doppio  passano  due  sistemi  oo'  di  ipersu- 
ìr^Mif  B',  eiascuìW  d'indice  otto. 

Per  due  punti  arbitrari  di  S'  passano  quattro  sistemi  co*  di  0',  ciascuno 
^Uiìce  quattro. 

Per  tre  punti  arbitrari  dello  spazio  doppio  passano  otto  sistemi  co*  di  W, 
'  i#«ito  d'indice  due. 

Ed  infine: 

Ciascuna  ipersuperficie  6'  contiene  oo*  coniche  z\  ed  oo^  superficie  q\  ;  sono 
'  ronicfce  e  le  superfi4ne  corrispondenti  alle  rette  ed  ai  piani  dello  spazio  0. 

Lo  studio  di  alcune  proprietà  delie  ipersuperficie  0'  di  8',  corrispondenti 
Hi:  spazi  di  S,  formerà  oggetto  di  un  altro  lavoro. 

U.  I  punti  fondamentali  di  S'  sono  quelli  comuni  a  tutte  le  iperstìper- 
'•"'f  H\  e  se  queste  hanno  una  linea  a  comune  la  diremo   linea   fondamentale 


*  8i  osservi,  A  conferma  di  ciò,  che  eiaBcUnft  sUpet-ficie  rf/  è  rappresentabile  punto  per 
^t*>  sai  corrispondente  piano  a  (in  virtù  della  trasformazione  data  W),  non  essendo,  in  gè- 
-^o.  qaest'nltimo  piano  oongianto  a  se  stesso  ;  sicché  per  due   punti  generici  di  9/  passa 
■'"«i  Qoa  sola  conica  di  questa^  mentre  per  un  punto  ne  passano  ooi. 
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Inoltre  un  punto  fondamentale  di  S'  sarà  chiamato  di  i^  o  di  2^  classe , 
se  per  esso  passano  o  no  tutte  le  coniche  V'^l  di  S. 

Discende ,  poiché  un  piano  generico  di  S'  contiene  un  numero  finito  (') 
di  coniche  (sedici)  del  sistema  [r'J  : 

Non  esiste  in  S'  alcun  punto  fondamentale  di  /*  clusse. 


■■"j 


CAP.  II. 

SLKHEKTI   FONDAMENTALI   DI   S,    S',   E   PRINCIPALI   PROPRIETÀ 

DELLA   TRASFORMAZIONE   CONGIUNTA. 

§  1.  Xf  curve  k^  e   la   superficie   K  parassite  di   S.  —  I>el  piano   z, 

15.  Detto  p  un  qualsiasi  spazio  del  fascio  (t),  spazio  che  completa  con  p 
una  iperquadrica  di  S  (n.  1),  indichiamo  con  k^  la  cubica  gobba  di  p  passante 
per  i  punti  fondamentali  (di  1*  classe)  T,  e  per  i  tre  punti  fondamentali  (di 
2*  classe)  ^c^.  —  Se  P  è  un  punto  generico  dì  k^j  e  P^  il  suo  congiunto,  ogni 
iperquadrica  di  S  passante  per  P  (e  quindi  per  P^ ,  n.  2) ,  incontra  la  k^  in 
più  di  sei  punti,  epiierò  contiene  tale  curva,  cioè  : 

Ciascun  punto  di  ogni  cubica  k^  è  congiunto  a  tutti  i  punti  della  medesima. 

Chiameremo  curra  parassita  ogni  curva  di  S  congiunta  ad  un  suo  punto 
qualsiasi,  e  superficie  parassita  una  superficie  luogo  di  curve  parassite. 

Inoltre ,  poiché  per  ogni  coppia  di  pnnti  congiunti  passa  un  sistema  li- 
neare oc^  di  E  (n,  2)  : 

Per  ciascuna  curva  parassita  k^  passano  yo^  iperquadriche  formanti  un  si- 
stema lineare. 

Siffatti  sistemi  li  indicheremo  con  (frg). 
Ed   ancora  : 

Esistono  ^>o*  1*3  parassite;  ciascuno  spazio  del  fascio  (t)  ne  contieyie  una  sola. 
Gli  oo*  sistemi  (/r,),  dovuti  alle  oo^  cubiche  parassite  predette ,   costituiscono 
il  sistema  £. 


Basta  difatti  osservare  che  tali  oc*  sistemi  formano  un  sistema  oo*  di 
iperquadriche^  cinscnna  passante  per  gli  elementi  fondamentali  di  S ,  epperò 
(n,  1)  coincidente  con  £. 

16.  Dimostreremo  qui  che  nessuna  cubica  k^ ,  parassita  dello  spazio  S  j 
si  spezza  in  modo  che  una  sua  parte  appartenga  al  piano  t. 

(?)  £  noto  difatti  che  oiascnua  superficie  a^  comune  a  due  iperquadriche  geueriche  dou  ò 
rigata;    ma  contiene  16  retve* 


] 
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Di&tti  la  retta  i^zp  non  ha  alcan  panto  a  comune  con  c^  (n.  1),  men- 
tii la  cubica  k^  (degenere  o  no)  dovrà  appoggiarsi  alla  c^  in  tre  punti  (n.  15), 
io  che  non  può  verificarsi  se  una  retta,  od  una  conica,  facente  parte  di  qual- 
•hf  i-, ,  giace  su  r.  —  Sicché  al  variare  dello  spazio  p.  nel  fascio  (t) ,  la  cu- 
pidi k^  percorre  una  rigata  cubica  normale  K,  ovvero  : 

La  superficie  parmsita  dello  spazio  semplice,  luogo  delle  oo^  curve  parassite 
l.  è  una  rigata  cubica  normale  K,  avente  a  comune  col  piano  t  i  soli  punti 
jcndamentali  T,^  e  passante  per  la  cubica  fondamentale  Cg. 

17.  Proiettando  la  rigata  cubica  K  da  ciascuuo  dei  suoi  punti,  si  otten- 
i^m  co^  Sq-couì  quadrici  di  £ ,  formanti  un  sistema  lineare  che  indicheremo 
m  (K).  —  Discende  (n.  16)  : 

La  superficie  parassita  K  è  luogo  dei  vertici  di  co*  S^coni  di  S  formanti 
'^  mtema  lineare  (K) ,  e  risulta  comune    a    tutte   e   sole   siffatte   iperquadrich^ 

il  V 

18.  Sia  k^  la  cubica  parassita  di  un  generico  spazio  ^  del  fascio  (z),  e  (k^) 
illativo  sistema  oo'*  di  2  fn.  16). 

^tto  (ATj)  seca  uno  spazio  generico  y?  <^i  S ,  in  un  sistema  oo*  di  qua- 
feie  aventi  a  comune  i  sei  punti  ^k^  e  ^c^.  —  Per  cui  : 

■ 

%»i  sistema  {k^  di  £  seca  uno  spazio  generico  y  ,  deWS^  ambiente ,  nel  si- 
i^rm  cx)3  di  quadriche  avente  i  sei  punti  "^k^  e  YCg  quali  fondamentali  (*). 

■ 

19.  Detto  P  un  qualsiasi  punto  del  piano  t  e  P^  il  suo  congiunto ,  in 
itnerale  distinto  da  P ,  due  iperquadriche  di  X  passauti  per  il  punto  P  se- 
*•'»»  :  in  due  coniche ,  aventi  a  comune  questo  punto  ed  i  tre  punti  fonda- 
^♦•nUili  Ti'j  mentre  le  medesime  iperquadriche  secano  p  nella  cubica  fonda- 
mentale C3  ed  in  una  sua  corda  p^  (n.  9). 

Intanto  poiché  i)er  P  passano  anche  le  cxd*  iperquadriche  del  fascio  (t)  , 
**  ^{uali  hanno  a  comune  lo  spazio  p  (n.  1),  il  punto  P^  (congiunto  di  P)  do- 
^rà  appartenere  alla  corda  p^.  —  Inoltre  le  00'  iperquadriche  di  S  passanti 
f^f  P,  (e  quindi  per  P ,  n.  2)  contengono  la  retta  p^ ,  per  cui  ogni  punto  di 
'iflest'ultima  risulta  congiunto  alPunico  punto  P  di  t  ;  cioè  : 

r 

Il  piano  T  è  luogo  di  punti  fondamentali  per  la  trasformazione  congiiinta  : 
^i impunto  è  congiunto  ad  una  corda  di  e,. 

Ovvero  : 

Le  corde  di  c^  ed  i  punti  del  piano  z  sir  corrispondono  biunivocamente  nella 
'^^formaziane  congiunta. 

(^  Siftieni»  già  studiata  dal  R  e  y  e  :  Veber  die  Kummér'éohé  cònfiguraiion  von  aeohMékn  Punk- 
**  ^•d  Hckgekn  Ebenen  (Creile,  Voi.  86).  —  Vedi  anche  Aschieri:  La  tr<uformaMione  ^ua-r 
^^*  doppia  mx.  [Rend.  B.  Ist.  Lomb.,  (2),  Voi.  3^|V  e  XV]. 
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Si  osservi  infine  che  le  corde  di  e,  uscenti  dai  punti  della  retta  t^tp 
pasBano  per  i  propri  punti  congiunti ,  poiché  questi  sono  i  punti  in  cui  cia- 
scuna di  esse  si  appoggia  a  detta  retta  :  eyidentemente  tali  corde  sono  le  sole 
che  godono  di  siffatta  proprietà. 


§  2.  La  retta  fondamentale  k\  —  Del  piano  z\ 

20.  Consideriamo,  nello  spazio  doppio  S',  il  sistema  (lineare)  cxd^  di  spazi 

■  • 

che  corrisponde  nella  Q^^  al    sistema  (K)  di  £   (n.  17).    Si    ottiene    così   uno 
stelloide  (A;')  di  spazi,  la  cui  retta  sostegno  sarà  indicata  con  fe^ 

Ai  punti  di  questa  retta  corrispondono  in  S  le  cubiche  parassite  k^  (n.  15). 
Per  cui  (n.  li)  : 

Alla  rigata  cubica  K  dello  spazio  semplice  corrisponde,  nello  spazio  doppio^ 
una  retta  k%  la  quale  è  luogo  di  punti  fondamentali  di  2^  classe  :  a  ciascuno  di 
tali  punti  corrisponde  in  S  una  cubica  parassita  \. 

Inoltre  : 

Gli    ^azi    dello    stelloide   (k')  sono   tutti  e  soli   quelli   che   corrispondono 
nella  8~*,  al  sistema  (K)  di  S^-coni. 

Osservando  aqcora  che  gli  So-coni  di  £  aventi  1  vertici  in  T<  (i  =  1,  2,  3 
rispettivamente,  appartengono  al  sistema  (K)  si  deduce  (n.  7)  che  : 

I  tre  spazi  fondamentali  %(  di  S'  appartengono  allo  stelloide  {k'). 

Ogni  sistema  (k^)  di   £  ha  per  corrispondente  ,  nella  Q~*,  una  iperstella    e 

spaai  avente  per  centro  il  punto  di  V  corrispondente   alla  cubica  k^  che   si   cor 

sidera. 

Ed  ancora ,  osservando  che  gli  S^-coni  di  (K)  si  secano  due  a  due  nel] 
K^  ed  in  piani  secanti  questa  lungo  coniche  : 

Ai  piani  dello  spazio  S'  v^centi  dalla  retta  k'corrispondono ,  nello  spi 
zio  S,  la  superficie  parassita  K  e  gli  co*  piani  secanti  questa  lungo  coniche, 

Oss.  —  Si  osservi  infine  che  essendo  a  uno  spazio  del  fascio  (t),  a'  quel 
che  corrisponde,  nella  Q~~^,  alla  iperquadrica  di  £  costituita  da  a  è  p  (n.  1)  , 
P'  un  qualsiasi  spazio  di  (A;'),  al  piano  a'^'  corrisponde  la  superficie  del  sist 
ma  [o^] ,  formata  dalle  due  quadriche  ^a  ,  Pp  ;  con  p  indicando  rs^-cono  di  (I 
corrispondente  allo  spazio  p'.  Ad  un  punto  generico  del  piano  a'p'  corrispoi 
dono  punti  appartenenti  alla  quadrica  ^a ,  giacché  la  pp  è  generata  da  con 
della  O3,  le  quali  sono  congiunte  a  punti  dei  piano  i  (n.  19). 

21.  Indichiamo  con  x'  il  piano  sostegno  del  fascio  di  spazi  corrisponden 
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Della  Q~\  al  fascio  di  iperquadriche  costituito  dal  fascio  (t)  di  spazi ,  e  dallo 
spazio  fisso  p  (n.  1). 

Il  piano  x\  che  diremo  corri  spondeo  te  del  piano  t,  non  può  avere  alcnn 
paDto  cornane  con  la  retta  k\  perchè  t  non  contiene  alcuna  curva  della  K  (n.  l6). 
D'altra  parte  poiché  i'  punti  di  p  sono  congiunti  a  quelli  di  t  (n.  19),  si  può  di- 
rt  che: 

Al  fascio  di  spazi  (t)  corrisponde,  in  S',  un  fascio  {x')  di  spazi  j  il  cui  so- 
nm  z'  non  ha  alcun  punto  comune  con  la  retta  fondamentale  V. 

Inoltre  (n.  19): 

//  limito  t'  è  luogo  di  punti  fondamentali  di  2*  classe ,  dello  spazio  S',  ad 
<M  eorrìspondcj  in  S,  lo  spazio  fondamentale  (*)  p,  ed  il  piano  t. 


§  3.  Della  trasformazione  quadratica  fra  t  e  t'. 

22.  Detto  P  un  punto  generico  del  piano  t ,  ;c  il  piano  uscente  da  P  e 
ytmt  K  in  nna  conica  e  ic'  il  piano,  dello  stelloide  (k%  corrispondente  a  ic 
il.  :'(^'.  «ia  P'  il  punto  ;cY  (epperò  corrispondente  di  P  n.  21).  Siffatti  punti 
P.P  riferiscono  i  piani  t  ,  t'  in  una  corrispondenza  biunivoca  (nn.  20  e  21), 
f  ^ale  che  ad  una  generica  retta  r'  di  t'  corrisponde  in  t  la  conica,  traccia 
^1  questo  piano,  dell'S^j  cono,  di  (K),  corri si>ondente  allo  spàzio  fc't',  di  (fc')  ; 
p«  cai  : 

/  punti  dei  piani  t ,  z'  si  corrispondono  in  una    trasformuzione  quadratica. 

Si  osservi  che  a  ciascun  punto  fondamentale  T^ ,  di  S  ,  corrisponde  in  t' 
1  virtù  della  ti*asformazione  quadratica  predetta)  la  traccia,  su  questo  piano, 
Wlo  spazio  ^/  corrispondente  alPSo-cono  che  proietta  K  dal  sudetto  T^  (n.  20), 
^ichè  ponendo  (n.  7)  : 

f j  ^  TgTj         ,         t^  =^  TgT^         ,         <3  ==  TjTj 

^',  =  t'6',(^=l,  2,  3) 

!*^iamo  concludere  che  : 

^  corrispondenza  quadratica  che  intercede  fra  ter'  ammette  quali  fonda- 
•'•te/i,  in  X  il  triangolo  T^T^Tg,  ed  in  t'  il  triangolo  T\T^\]  cioè  i  medesimi 
''^tMi  fondamentali  che  gli  spazi  S  ed  S'  hanno  su  tali  piani  (nn.  5  e  7). 


('')  CoDiiderato  quale  luogo  delle  corde  di  03  (n.  19). 
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.    Discende  inoltre  che  :  ^ 

I  piani  proiettanti  la  retta  k\  dai  punti  fondamentali  T\  rispettivamente . 
sono  quelli  che  corrispondono  ai  piani  delle  coniche  di  K  passanti  per  i  tre  punii 
T,'  presi  due  a  due. 

Questi  ultimi  piani  vengouo  indicati  con  t^  {iz=  1,  2,  3),  i)er  signiticarc 
che  passano  per  le  rette  t^  (i=^lj  2,  3)  rispettivamente. 

23.  Detto  P  un  punto  generico  della  cubica  fondamentale  C3,  e  p  il  rag-  ' 
gio  che  congiunge  P  con  uno  dei  tre  punti  fondamentali  Tj ,  le   00^  iperqaa-  ' 
driehe  di  £  passanti  per  un  qualsiasi  punto  Q  di  p  (distinto  da  P  e    da    T^)  '  f 
contengono  tutti  i  punti  di  p  ;  sicché  ogni  raggio  siffatto  ammette    per  corri- 
spondente, in  S',  un  (fcolo;  [muto. 

Si  osservi  che  i  tre  coni  cubici  proiettanti  c^  dai  punti  T,  appartengono 
rispettivamente  ai  tre  Sq-cohì  di  S  aventi  i  vertici  in  questi  punti,  e  si  indi- 
chino  con  T^ — e^  tali  coni  cubici. — Inoltre  poiché  una  qualsiasi  iperquadrie» 
•di  L  contiene  un  cono  quadrico  di  vertice  T^ ,  e  tale  cono  contiene  tre  raggi 
del  cono  cubico  T»  —  c^ ,  si  può  concludere  che  : 


i  <i 


Ai  tre  coni  cubici  proiettanti  dai  punti  fondamentali  T,    la    cubica    fondu 
mentale  e^ ,  corrispondono,  in  S',  le  tre  cubiche    gobbe  T,  (t  =:  1,  2,  3) ,    apparte 
nenti  agli  spazi  fondamentali  ^l  rispettivamente.    Siffatte  cubiche  sono  luogo  di 
punti  fondamentali  di  2"  classe  ;  ad  ogni  punto  di  ciascuna  di  esse  corrisponde 
una  generatrice  del  relativo  cono  cubico. 

Si  osservi  inoltre  che  lo  spazio  f>  ed  il  piano  z  non  contengono  alcuna 
generatrice  dei  coni  T^ — c^  ;  mentre  la  rigata  cubica  K  ne  contiene  una  (sola) 
per  ciascuno  di  tali  coni,  (la  generatrice  gi  di  K  passante  per  il  punto  T,). 

Sicché  indicando  con  ^/  il  punto  di  k'  corrispondente  (u.  20)  alla  cubica 
^3  dello  spazio  zg^  ^  tt,  (cubica  spezzata  nella  sudetta  ^,  e  nella  conica  e,  del 
piano  T,),  sarà  ^/  Punico  punto  comune  alla  retta  fe'  ed  alla  cubica  i', ,  ov- 
vero : 

Il  piano  t'  non  ha  alcun  punto  comune  con  le  cubiche  gobbe  l\ ,  mentre  la 
retta  h'  ha  un  sol  punto  SI  su  ciascuna  di  esse. 

Discende  infine  che  i  predetti  coni  T^  —  c^  sono  luogo  di  rette  parassita 
per  la  trasformazione  doppia  \V. 

Un  generico  punto  di  questi  coni  è  congiunto  alla  rispettiva  generatrice 
passante  per  detto  punto  5  ogni  spazio  del  fascio  (t)  contiene  nove  rette  pa- 
rassite siffatte. 

Ciascun  cono  T^ — c^,  luogo  di  rette  x>^^^^site,  lo  chiameremo  talvolta  cono 
parassita. 
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24.  Oia^cun  piano  t,.  passa  per  quattro  punti  tbadanientali  ;  due  T^^T' 
?  ^i'=^  '=  1,  2,  3)  di  1*  classe  (n.  22),  ed  altri  due  di  2*  classe,  sono  i  due 

\  ^rfllltì  Pjfc ,  P,  in  cui  la  retta  pt,  si  appoggia  alla  cubica  fondamentale  c^.  — 
^Kf  cui,  se   P  è  un   punto  generico  di  t,  ,  ogni  iperquadrica  di  £  passante  per 

\  f^«»  passerà  altresì  per  i  quattro  punti  fondamentali  di  tale,  piano,  epperò 
pfT  la  conica  iuclividuata  da  essi  e  dal  punto  P.  Discende  da  ciò  che  P  ,  e 
,iìQ  questo  o^ni  punto  delia  sudetta  conica,  risulta  congiunto  a  tutti  i  punti 
•itila  medesima;  Riccliè  : 

r  ire  fasci  di  coniche  aventi  per  punti-base  le  quaterne  dm  punii  fonda- 
Kitalt  {di  f  €  di  2f  classe)  appartenenti  rispettivamente  ai  tre  piani  t»,  sono 
ftrwUi  da   curve  parassite  di  8. 

Ovvero  :  , 

Ciascun  piano  t,.  è  parassita  per  la  W, 

Discende  pertanto  che  nello  spazio  S'  a  ciascun   siffatto    fascio  di  curve 

[«irasgite  corrisponde  una  semplice  infinità  di  punti. 
I  D'altronde  se  P  e  Q  sono  due  qualsiasi  punti  di  un  piano  t^  ,  delle   òo* 

'    iperqnadricbe  passanti  per  P  (e  quindi  per  la  conica  a  questo  congiunta),  oo* 

pa^isasQ  per  Q,  e  quindi  per  il  predetto  piano  t,,  per  cui: 

Ai  tre  piani  t,  {parassiti  dello  spazio  semplice)  corrispondono  in  8'  tre 
rette  «i\  rispettivamente  y  rette  luogo  di  punti  fondamentali  di  T  classe  :  ad 
y«/  jmitto  Ai  ciascuna  retta  corrisponde  una  conica  del  relativo  fascio. 

Inoltre  poiché  ciascun  piano  t,  è  comune  ai  due  SpConi  ^^ ,  ^i  (i=|=Ar=|=l= 
—1,  2,  3),  ed  appartiene  allo  spazio  tr, ,  la  corrispondente  retta,  che  indiche- 
r^-ino  con  m'i ,  risulterà  traccia,  sul  piano  fc'T',  (n.  22),  dello  spazio  x'S-  (u.  23); 
.»Tvero  m\  =  T\^\ 

?5i  osservi  ancora  che  due  delle  tre  coniche  degeneri,  del  fascio  di  ciascun 
.>:ano  Ti  y  sono  formate  da  rette  appartenenti  a  due  coni  parassiti  di  S,  e  pre- 
i'^amentc  (n.  23): 

la  coppia  T^I\ ,  T,P,  fornisce  una  prima ,  delle  predette  due  coniche , 
'l  cai  punto  corrispondente  (della  retta  m\)  è  punto  comune  alle  due  cubiche 

la  coppia  TjtP/ ,  T,P;t  fornisce  una   seconda   conica  degenere,  il  cui  putito 
"••rrispondente  (pure  di  wi'^)  è  anche  comune  alle  xìredette  cubiche.    Ne  segue: 

Due  qualsiasi  cubiche  fondamentali  l\<fl\  hanno  due  {soli)  punti  a  comune  ^ 
t  fiali  appartengono  alla  retta  m\  ^  T\^^'  {i^h^l^::^  1,  2,  3). 

Cioè  : 

Dei  tre  punti  in  cui  ciascuna  cubica  l\  seca  ogni  spazio  ^/,  delle    rimanditi 
^ke  fondamentali^  uì\o  Sk  9ta  sulla  retta  k\  mentre  i  rimanenti  due  appartengo- 
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.   Discende  inoltre  che  : 

I  piani  proiettanti  la  retta  V,  dai  punti  fondamentali  T'^  risfettitamente . 
sono  quelli  che  corrispondono  ai  piani  d^lle  coniche  di  K  passanti  per  i  tre  punU 
Ti  presi  due  a  due. 

Questi  ultimi  piani  vengono  indicati  con  t»  (irzzl,  2,  3),  per  signitìcaw 
che  passano  per  le  rette  ^  {i=zi  1,  2,  3)  rispettivamente. 

23,  Detto  P  un  punto  generico  della  cubica  fondamentale  C3,  e  ^  il  rag- 
gio che  congiunge  P  con  uno  dei  tre  punti  fondamentali  T, ,  le   00^  iperqiuv 
driche  di  £  passanti  per  un  qualsiasi  punto  Q  dì  p  (distinto  da  P  e    da   Tj   J 
contengono  tutti  i  punti  di  p  ;  sicché  ogni  raggio  siffatto  ammette    per  corri- 
spondente, in  S',  un  (iolo;  [muto. 

Si  osservi  che  i  tre  coni  cubici  proiettanti  c^  dai  punti  T,  apparteufjono 
rispettivamente  ai  tre  S^^-coni  di  X  aventi  i  vertici  in  questi  punti,  e  si  iiu\i- 
chino  con  T^  —  e^  tali  coni  cubici.— Inoltre  poiché  una  qualsiasi  ìperquadrid 
•di  £  contiene  un  cono  quadrico  di  vertice  T^ ,  e  tale  cono  contiene  tre  raggj 
del  cono  cubico  T,  —  c^ ,  si  può  concludere  che  : 

Ai  tre  coni  cubici  proiettanti  dai  punti  fondamentali  T,    la    cubica    fondu'- 
mentale  c^ ,  corrispondono,  in  S',  le  tre  cubiche   gobbe  T,  (i  =  1,  2,  3) ,    apparie 
nenti  agli  spazi  fondamentali  "©7  rispettivament'C.    Siffatte  cubiche  soìw  luogo  d\ 
punti  fondamentali  di  2"*  classe  ;  ad  ogni  punto  di  ciascuna  di  esse  corrisjwndt 
una  generatrice  del  relativo  cono  cubico. 

Si  osservi  inoltre  che  lo  spazio  p  ed  il  piano  z  non  contengono  alcuna 
generatrice  dei  coni  T, — c^  ;  mentre  la  rigata  cubica  K  ne  contiene  una  (sola) 
per  ciascuno  di  tali  coni,  (la  generatrice  p,  di  K  passante  per  il  punto  T,).      1 

Sicché  indicando  con  Si  il  punto  di  /e'  corrispondente  (n.  20)  alla  cubica 
feg  dello  spazio  xg^  -je:  tt,  (cubica  spezzata  nella  sudetta  ^,  e  nella  conica  e,  del 
piano  T,),  sarà  <^/  Punico  punto  comune  alla  retta  fe'  ed  alla  cubica  T, ,  ov- 
vero : 

II  piano  t'  non  ha  alcun  punto  comune  con  le  cubiche  gobbe  l\ ,  mentre  la 
retta  V  ha  un  sol  punto  S-   su  ciascuna  di  esse. 

Discende  infine  che  i  predetti  coni  T»  —  c^  sono  luogo  di  rette  parassite 
per  la  trasformazione  doppia  W. 

Un  generico  punto  di  questi  coni  è  congiunto  alla  rispettiva  generatrice 
passante  per  detto  punto  ;  ogni  spazio  del  fascio  (t)  contiene  nove  rette  pa- 
rassite siffatte. 

Ciascun  cono  T^ — Cg ,  luogo  di  rette  parassite,  lo  chiameremo  talvolta  cono 
parassita. 
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1*4.  Oia^cnti  piano  Zi  passa  per  quattro  punti  tbadaiiientali  ;  due  T,Jt^ 
;^fc=r  i  =  1,  2,  3)  di  1*  classe  (n.  22),  ed  altri  due  di  2*  classe,  sono  i  due 
jnuti  P^ ,  P,  in  cui  la  retta  pr,  si  appoggia  alla  cubica  fondamentale  c^,  — 
Per  cui,  se  P  è  un  punto  generico  di  t^  ,  ogni  iperquadrica  di  £  passante  per 
n*  passerà  altresì  per  i  quattro  punti  fondamentali  di  tale,  piano ,  epperò 
p^r  \3k  eonìcH  individuata  da  essi  e  dal  punto  P.  Discende  da  ciò  che  P ,  e 
m  questo  o^ni  punto  della  sudetta  conica,  risulta  congiunto  a  tutti  i  punti 
della- medesima;  siccliè: 

/  tre  fasci  di  coniche  aventi  per  punti  hase  le  quaterne  dei  punii  fonda- 
fiatali  idi  f  e  di  2^  classe)  apparienenti  rispettivamente  ai  tre  piani  t, ,  sono 
fermati  da  curve  parassite  di  S. 

Ovvero: 

CiéucHn  piano  t,.  è  parassita  per  la  W. 

Discende  pertanto  che  nello  spazio  S'  a  ciascun  siffatto  fascio  di  curve 
(^jtasjsite  corrÌ8i>onde  una  semplice  infinità  di  punti. 

D-altroude  se  P  e  Q  sono  due  qualsiasi  punti  di  un  piano  t^  ,  delle  ò>o* 
ij^erquadricbe  passanti  per  P  (e  quindi  per  la  conica  a  questo  congiunta),  oo* 
/«««ano  per  Q,  e  quindi  per  il  predetto  piano  r, ,  per  cui  : 

Ai  tre  piani  t,  (parassiti  dello  spazio  semplice)  corrispo^idono  in  S'  tre 
rrttr  m\  rispettivamente  j  rette  luogo  di  punti  fondamentali  di  2^  classe  :  ad 
ì^jHt  punto  di  ciascuna  retta  corrisponde  una  conica  del  relativo  fascio. 

Inoltre  poiché  ciascun  piano  t,  è  comune  ai  due  S^,-coni  ^a,  ^  (i=|=A:=|=l= 
^1,  2,  -3),  ed  appartiene  allo  spazio  tr, ,  la  corrispondente  rett^,  che  indiche- 
ri'ìDO  con  m\j  risulterà  traccia,  sul  piano  lc'T\  (n.  22),  dello  spazio  z'^/  (n.  23); 
errerò  m\=T\^\ 

Si  osservi  ancora  che  due  delle  tre  coniche  degeneri,  del  fascio  di  ciascun 
.•i^ino  r^ ,  sono  formate  da  rette  appartenenti  a  due  coni  parassiti  di  S,  e  pre- 
t'i^mente  (n.  23): 

la  coppia  T^Pjt ,  T/P,  fornisce  una  prima ,  delle  predette  due  coniche  > 
ù  roi  panto  corrispondente  (della  retta  w\)  è  punto  comune  alle  due  cubiche 

la  coppia  TfcPi ,  T/P;^  fornisce  una  «econda  conica  degenere,  il  cui  putito 
••^rrispondente  (pure  di  wi'J  è  anche  comune  alle  predette  cubiche.    Ne  segue: 

Due  qualsiasi  cubiche  fondamentali  l\^l'i  hanno  due  {soli)  punti  a  comune^ 
\  fuali  appartengono  alla  retta  m\  ^  T'.^^'  (i  ^  A-;  ;z£  Z  =t:  1,  2,  3). 

Cioè  : 

Dei  tre  punti  in  cui  ciascuna  cubica  l\  seca  o^ni  spazio  ^/,  delle  rimanditi 
tinche  fondamentali^  wno  ^^  sta  sulla  retta  k\  mentre  i  rimanenti  due  appartengo- 


^ 
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no  alla  cubica  l^  dello  spazio  che  si  consideraj  e  la  retta  che  congiunge  ciascuna  cóp- 
pia  siffatta  di  punti  coincide  con  la  m'i  "=.  T\^/  (t  ^f  fc  ^  I  =  l,  2,  3). 

Od  infine: 

Le  corde  di  ciascuna  cubica  l\  uscenti  dm  punti  fondamentali  T\ ,  T'^  / 
dello  spazio  della  medesima ,  coincidono  con  le  rette  m\ ,  m\  rispettivamente  ; 
cioè  si  appoggiano  alla  predetta  Z\  in  coppie  di  punti  che  risultano  comuni 
a  questa  cubica  ed  a  ciascuna  delle  Vi ,  l\  rimanenti,  e  risultano  incidenti  la 
retta  k'   nei  punti   S^'  ,  ^/  rispettivamente   {i^k^l=:lj  2,  3). 

25.  Detto  Q  un  qualunque  punto  appartenente  ad  uno  qualsiasi  dei  tre 
coni  Ti^-c^,p  la  generatrice  T,Q  di  questo,  passante  per  Q ,  ic  il  piano  che 
da  questo  punto  proietta  i  due  rimanenti  punti  fondamentali  di  V  classe, 
ogni  spazio  ^  del  fascio  (ic)  contiene  5  soli  punti  fondamentali,  e  precisamente: 
i  due  del  piano  ic,  ed  i  tre  ^c^  ;  punti  che  proiettati  da  Q  individuano  un 
cono  quadrico. 

Al  variare  di  p  in  (:r)  tale  cono  percorre  un  S^-cono  di  2,  avente  il  ver- 
tice in  Q.  Per  cui  : 

I  punti  dei  coni  parassiti  T< — c^  sono  vertici  di  Sg-coni  del  sistema  S. 

Ed  in  modo  analogo. 

Sia  P  un  qualunque  punto  di  uno  dei  tre  piani  parassiti  t, ,  e  ^  un  qual- 
siasi spazio  passante  per  la  retta  T^P  (essendo  T,  il  punto  fondamentale  di 
V  classe  che  non  appartiene  a  t^  n.  22) ,  questa  retta ,  la  retta  ^t,  ed  i  tre 
raggi  proiettanti  da  P  i  tre  punti  pc,  individuano  un  cono  quadrico  di  ver- 
tice P. 

Al  variare*  di  p  tale  cono  percorre  un  S^  cono  di  S,  avente  il  vertice  nel 
punto  P  }  cioè  : 

Ciascun  piano  t,  è  luogo  di  vertici  di  So-coni  del  sistema  £. 


CAP.  III. 

su   DUE   COMPLESSI   T  ,  T',   D'  ORDINE   UNO. 

§  1.   X>ei  raggi  principali  di  S. 

26.  Chiauieremo  raggi  principali ,  dello  spazio  S,  quelli  che  congiuugono 
due  punti  congiunti  P ,  P^. 

Osserviamo  che  preso  un  punto  generico  A  della  congiungente  P  ?  P^  le 
co*  iperquadriche  di  £  passanti  per  A  e  P  contengono  anche  il  punto  P^  (n.  2), 
epperò  tutta  la  retta  p  =^  PP^ ,  cioè  : 

Ogni  raggio  principale^  dello  spazio  semplice,  appartiene  alla  curva  base  di 
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•n  miema  lineare  oo*  di  S  ;  ovvero  (n.  4)  :  ogni    raggio  principale   appartiene 
ai  una  quiniica  del  sistema  [«J. 
E  vieèversa. 

V 

Difatti  se  aa  raggio  p  fa  parte  di  ana  quintica  di  [«J ,  e  non  passa  per 
ik'QD  ponto  fondamentale,  un  qualsiasi  fascio  di  £  determina  su  tale  raggio 
^x)ppie  di  punti  congiunti  (n.  6). 

Discende  intanto  che  :  ciascun  raggio  principale  p,  di  S,  ha  per  corrispon- 
éxnte  nello  spazio  S'  un  raggio  (*^  p\ 

Inoltre  uu  qualsiasi  fascio  di  S  determina  su  ciascan  raggio  principale  |> 
una  involuzione,  le  cui  coppie  di  punti  coniugati  risultano  formate  da  pimti 
ntflgiunti,  e  corrispondono .  ai  punti  che  il  fascio  di  spazia  a  quello  corrispon- 
ctaie,  nella  Si"*,  seca  sulla  retta  p';  per  cui  : 

Su  ogni  raggio  principale  esistono  oo*  coppie  di  punti  congiìinti  j  costi^ 
ntih*  una  g^^. 

Su  ogni  raggio  principale  p  ciascun  punto  doppio  ,  della  involuzione  dei 
mii  congiunti j  è  congiunto  a  se  stesso,  ed  è  punto  di  contatto  della  retta 
}  ^t  ciascuna  iperquadrica   di  S  passante  per   esso. 

^ini  raggio  principale  è  congiunto  a  se  stesso  ,  ed  ha  per  corrispondente , 
ttih  spazio  doppio  S',  un  sol  raggio. 

Si  osservi  infine,  che  per  un  punto  generico  P  di  S  passa  un  sol  raggio 
l»fmcipale,  dovuto  a  P  ed  al  suo  congiunto  P^ ,  sicché: 

m 

U  rette  principali  dello  spazio  semplice  Sformano  un  complesso  (sistema  oo^) 
ì^ordine  uno. 

Indicheremo  con  F  tale  complesso* 

4  2.  Congruenze  di  V;  classe  di  questo. 

27.  Sia  p  un  raggio  generico  di  F^  P ,  P^  una  qualsiasi  coppia  di  punti 
fyngiuoti,  ed  a^tP,  spazio  che  completa  con  p  una  iperquadrica  di  £  (n..  1). 
Iwanto  poiché  ogni  iperquadrica  di  S  passante  per  P  deve  passare  anche  per 
^  n.  1),  risulterà  lo  spazio  tP^  coincidente  con  lo  spazio  a  predetto. 

Per  cui  :  _ 

Ogni  raggio  del  complesso  F  risulta  incidente  al  piano  t. 

Inoltre  le  co*  iperquadriche  di  2  aventi  p  a  comune  (n.  26),  si  secano 
'^lla  Cg  fondamentale  ed  in  una  quintica  del  sistema  [«J ,  costituita  :  —  dalla 


(^^)  Sostegno  del  sistema  oo^  di  spazi  corrispondenti,  in  Q  '^,   al  sistema  oo'    deUé   ipèr- 
ludriche  di  £  che  contengono  U  dato  raggio  p, 
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retta  |>,  — .  dalla  corda  (**)  di  e,  corrispondente,  nella  trasformazione  congiunt 
al  punto  zp  (n.  19),  —  e  da  una  cubica  residua,,  passante  per  i  sei  punti  foi 
damentali  dello  spazio  a  ^  tp,  cubica  che  coincide  quindi  con  la  l\  ^  aK  i 
detto  spazio  (n.  15).   Per  cui  : 

4 

Ogni  spazio  del  fancio  (t)  neca  il  compleiso  V  nella  congruenza  {1^3)  forma 
dalle  corde  (**)  della  cubica  k^  paraasita  del  dato  spazio. 

Ovvero  si  può  concludere  clie  : 

Il  complesso  F,  dei  raggi  principali  di  8^  è  d'ordine  uno^  deU<t  quarta  clasi 
ed  ammette  per  superficie  singolare  il  piano  x  e  la  rigata  cubica  normale  K. 

Discende  da  ciò  che  il  complesso  V  è  del  II  tipo ,  sottotipo  I  nella  eia 
sificazione  data  dal  M  a  r  1  e  1 1  a  {^% 

Risulta  ancora  che  T  ammette  tre  piani  parassiti  seif^lici  (piani  ciascni 
luogo  di  rette  del  complesso)^  essi  sono  quelli  x,  ^(i^zil,  2,  3)  delie  tre  cor 
che  di  K,  parassiti  per  i  tre  punti  T, ,  presi  due  a  due  (n.  22). 

§  3.  I  fasci  di  rette  del  complesso  l\ 

28.  Detto  n  uno  qualunque  degli  oc'  piani  secanti  K  lungo  coniche  , 
fascio  di  rette  di  questo  piano  avente  il  centro  -nel  punto  at  appartiene  a 
Inoltre  poiché  K  passa  per  e^  la  retta  op  risulta  corda  di  tale  cubica;  per  v 

Il  complesso  T  è  costituito  da  tutti  e  soli  i  fasci  di  raggi  dei  piani  seca 
K  lungo  coniche^  e  i  cui  centri  appartengono  al  piano  t. 

Oli  cxo'  piani  dei  fasci  di  V  secano  lo  spazio  [j  nella  congruenza  delle  coì 
di  C3. 

Ogni  corda  di  c^  ed  il  punto,  del  piano  t,  ad  essa  congiunto  individua 
un  fascio  di  V  che  ha  per  centro  detto  punto,  ed  appartiene  al  loro  piano. 

Ed  inoltre  : 

Il  complesso  T  si  può  generare  secando  i  piani  delle  coniche  di    K   con 
spazi  del  fascio  (x). 

Discende  da  qui  : 

I  v^cf^ggi  di  V  uscenti  da  ci4tscun  punto  fondamentale  t,  sono  tutti  e  soli  qu 
/orinanti  VHo-cono  quadrìco  che  da  t,  proietta  la  rigata  cubica  K. 

■  —  • 

(^^)  Che  è  quella  che  passa  per  il  punto  pp, 
'  C)  Ciascun  raggio  prinoipale  p  risulta  corda  della  A*3  (dello  spazio  a^tp),  perchè  il 
tema  00*  di  1  passante  per  p  contiene  an  fascio  di  (R). 

(*')  Nel  lavoro  :  Sui  complessi  di  rette  del  primo  ordine  dello  spazio  a  quattro  dimena 
[Rend.  del  Circolo  Matem.  di  Palermo,  t.  XXVIII  (1909)  pp.  S53-359].  In  tale  laroro  si  ti 
accennato  tale  complesso  (al  n.  17)* 
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§  4.  Del  complesso  V. 

29.  Indichiamo  con  F'  il  sistema  delle  co^  rette  p%  dello  spazio  doppio  S', 
■  mì^pondentì  ai   raggi  principali  p  dello  spazio  S  (n.  26). 

Dalle  proprietà  sopracennate  di  V ,  e  per  quanto  è  stabilito  al  Cap.  II , 
n  ordine  agli  elenienti  fondamentali  dei  due  spazi  S ,  S',  discende  che  ogni 
uu^i)  di  F'  risulta  incidente  la  retta  fe'  ed  il  piano  t';  per  cui  1  è  1'  ordine 
.^i  1  la  classe  del  predetto  complesso  F'.  Cioè  : 

Al  complesso  F.  dei  raggi  principali  oorrispondej  in  8\  un^  complesso  di  T' 
^'rdine  1  e  classe  Ij  formato  dai  raggi  incidenti  la  retta  k'  ed  il  piano  x\ 

Il  complesso  F'  è  quindi  del  tipo  IK,  sottotipo  3  nella  classiAcazione  data 
ilMarletta   ("). 

Discende  pertanto  : 

Il  complesso    F'  si  può  generare  secondo  i  piani  dello  stelloide  (k')  con  gli 
ij'vx  id  fascio  (t'). 

H  complesso  T'  risulta  costituito  da  tutti  e  soli  i  fasci  di  raggi  dei  piani 
<f  ■^'\  i  cui  centri  appartengono  al  piano  t'. 

//  complesso  F'  è  luogo  di  oo*  stelle  di  raggiy  i  cui  spazi  appartengono  al 
'"itio  ir),  mentre  x  rispettivi  vertici  percorrono  k\ 

Ogni  stella  siffatta  corrisponde  ad  una  congruenza  (1,  3)  di  F. 


CAP.   IV. 

DI    ALCUNE   IPERSUPERFICIE   DEI   COMPLESSI   F  ,  F'. 

S  1.  IRaggi  di  F  che  son  corde  di  curve  «..  Raggi  di  F'  incidenti  una  retta 

od  un  piano  generici. 

30.  Le  rette  di  F'  incidenti  una  retta  generica  r'  (di  S')  generano  la  qua- 
•■•i":*  che  ha  per  direttrici  le  rette:  k\  r*  e  la  traccia,  sul  piano  t',  dello  spa- 
IV-  kV  =  a'. 

Vogliamo  determinare  l'ordine  della  rigata  o  di  F  che  corrisponde  (in  S) 
'U  predetta  quadrica. 

Sìa  r^  la  qaintica  del  sistema  [#J  (n.  4)  corrispondente  alla  retta  data  r\ 
^iche  ciascuna  quintica  di  tal  sistema  è  luogo  d|  coppie  di  punti  congiunti 


t^^  M  ft  r  l  •  1 1  a  ,  1.  e.   in   i}^)  pag.  io,  n.  80, 
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(n.  6),  la  rigata  o  sudetta  risulta  costituita  dalle  rette  di  F  che  son  corde  di 
r^  Inoltre  poiché  la  curva  r^  appartiene  airs^-cono  a  di  (K)  corrispondente 
allo  spazio  a'  (n".  20) ,  la  rigata  o  giace  (^)  su  a.  D'  altra  parte  siccome  ogni 
spazio  p  del  fascio  (t)  incontra  r^ ,  fuori  dei  tre  punti  fondamentali  T< ,  in  una 
coppia  di  punti  congiunti  (n.  27),  p  contiene  una  sola  generatrice  g  di  a.  Al 
variare  di  p  nel  fascio  (t) ,  la  g  percorre  cj ,  mentre  il  punto  g'z  genera  la  co- 
nica traccia  su  t  dell'SQ-cono  a,  conica  «'.he  è  semplice  per  la  rigata  T ,  V  or 
dine  di  questa  è  dunque  3.  Cioè  : 

La  superficie  costituita  dai  raggi  di  F  che  son  corde  di  ciascuna  curva  dei 
sistema  [«J,  è  una  rigata  cubica  normale^  la  quale  ammette  una  sua  conica  su\ 
piano  T  ;    conica  variabile  con  la  quintica  del  sistema, 

/  i 

I 

Ovvero  : 

•• 

Alle  quadriche  di  F'  generate  dalle  rette  di  questo  complesso  incidenti  unt 
generica  retta  dello  spazio  8^,  corrispondono  rigate  cubiche  normali,  di  T,  le  guai 
ammettono  x  quale  piano  secante, 

31.  Analogamente ,  le  rette  di  F'  incìdenti  un  piano  ic'  generico  di  S 
generano  un  S^^-cono  quadrico  II',  avente  il  punto  P'^ic't'  quale  vertice  (*®).  C 
gni  spazio  a'  di  (t')  incontra  II'  nel  piano  x\  e  in  un  piano  passante  per  il  punt 
a'k';  piano  al  quale  corrisponde,  in  S  una  quadrica  (oss.  n,  20)  dello  spazio  e 

Questo  seca  dunque  la  varietà  II  di  F ,  corrispondente  al  predetto  II 
nel  piano  t  (semplice)  e  nella  quadrica  sudetta.  Per  cui  : 

La  ipersuperficie  U  (di  S)  corrispondente  aWS^-cono  quadrico  del  complesso  1 
generato  dai  raggi  di  questo  incidenti  un  piuno  generico  di  S',  è  una  varietà  cubia 
la  quale  ammette  il  piano  t  semplice,  e  quattro  punti  doppi  su  questo  :  sono  i  pan 
Tj  (i  =  1,  2,  3),  ed  il  punto  P  corrispondente  a  quello  in  cui  il  dato  piano  h 
con  tra  t'. 

Dalle  proprietà  e  costruzioni  dell'S^-cono  quadrico  W  agevolmente  si  d 
ducono  proprietà  e  costruzioni,  in  gran  parte  note  ("),  della  varietà  cubica  ] 

§  2.  Alcune  rigate  di   F. 

32.  Se  r  è  una  retta  di  S,  i  raggi  di  F  incidenti  tale  retta  generaao  ui 
rigata  E  d'ordine  5. 


('^)  Difatti  ciascuna  generatriue  di  9  inoontra  a  nei  due  punti  in  cai  essa  si  appogj 
alla  T5,  6  negli  altri  due  punti  in  cui  la  medesima  si  appoggia  alla  rigata  K. 

('*)  Difatti  si  osservi  che  il  fascio  (nO  di  spazi  seca  x'  e  k^  rispettivamente  in  nn  fas 
di  rette  e  in  una  punteggiata  ;  riferiti  prospettivamente  dal  fascio  (tc),  in  modo  che  ciaaci 
retta  del  fascio  ed  il  punto  corrispondente  della  puuteggiata  determinano  nn  fascio  di   F'. 

(^^)  Segre,  Sulle  vatHetà  cubiche  dello  spazio  a  quattro  dimensioni  eco.  [Memoria  R.  A 
ScieQ^e  di  Torino,  1689)]. 
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Difatti  si  osservi  che  un  qualsiasi  spazio  uscente  da  r,  incontra  tale  ri- 
^'•ata  nella  r  (semplice,  n.  26),  e  nei  quattro  raggi  di  F  uscenti  dai  punti  co- 
EiunLad  r  ed  alla  rigata  del  4°  grado  di  F  giacente  in  tale  spazio  (n.  27). 
D'altra  parte  è  noto  (**)  che  gli  oo^  piani  secanti  K  lungo  coniche  ed  inci- 
f3ii  r,  formano  una  ipersuperficie  d'ordine  quattro  con  la  rigata  cubica  K 
ù'ppia;  la  quartica  traccia  sul  piano  t  di  tale  ipersuperficie  e  la  retta  r 
nsalUno  riferiti  in  corrispondenza  (1, 1)  dai  piani  secanti  K,  epperò  dai  raggi 
i!i  r.  Per  cui  : 

l  raggi  di  F  incidenti  una  qualsia^  retta  r  generano  una  rigata  R  razionale  di 
Wmeo,  la  quale  seca  il  piano  t  in  una  qtiartica  con  tre  punti  doppi  nei  punti  fon- 
^mentali  T,. 

Alla  rigata  B  corrisponde  una  rigata  E'  d'ordine  tre.  Detto  infatti  ir'  un 
;iaDo  generico  di  8',  i  punti  R'tc'  sono  in  numero  eguale  ai  punti  Ilr,  dove 
]  è  la  varietà  cubica  di  F,  corrispondente  a  quella  dei  raggi  di  F'  incidenti 
:'  (n.  31). 

Discende  inoltre  che  R'  seca  t'  lungo  una  conica  (n.  22),  ed  ammette  la 
MU  i'  quale  direttrice  (n.  29).  Cioè  : 

Li  superficie  R'  corrispandente  a  quella  generata  dai  ra^ggi  di  F  incidenti  una 
'f^t  ^nerica  r,    è    una    rigata'  cubica    normale  j  di  direttrice  fr',   e   secante  il 


33.  Se  r  è  una  retta  incidente  il  piano  t,  dalla  rigata  dei  quinto  ordine 
R  viene  a  staccarsi  il  fascio  di  F  avente  il  vertice  nel  punto  xr. 

La  rigata  residua  appartiene  allo  spazio  a  ^  rr ,  ciascun  raggio  di  tale 
■'gata  dovendo  risultare  incidente  x  ed  r. 

La  rigata  R^  di  F'  corrispondente  alla  sudetta  R,  si  spezza  quindi  in  un 
^laoo,  ed  in  una  quadrica  la  quale  ha  il  punto  a^k^  (corrispondente  alla  cu< 
'«ca  aK,  n.  20)  doppio. 

Si  osservi  che  in  generale  qualsiasi  rigata  di  4^  grado  di  F  appartenente 
3  qualunque  spazio  a  del  fascio  (t),  ammette  per  corrispondente  un  cono  qua^ 
•irico  di  F',  col  vertice  su  k'. 

In  particolare ,  la  sviluppabile  delle    tangenti    alla    cubica    aK    ammétte 

ì^ale  corrÌ8{H>ndente ,  un  cono  quadrico  di  vertice  a'fc',  e  tangente  al  triedro 

'be  da  questo  vertice  proietta  il  triangolo  fondamentale  di  z'  (n.  22). — (Basta 

'Malti  osservare  che  ciascuno  dei   tre  coni  proiettanti    la  cubica    predetta  ak 

'Jii  punti  T,,  rispettivamente,  contiene  una  sola  generatrice  di  detta  svilup- 
pabile). 


('*)  Vedi  il  mio  layoro  :    Sulla  varietà,  deWSi,  del  quarto  orbine  con  rigata  cubica  normale 
««»»•  [Atti  Acc.  Gioenift,  (6),  VII  (1914)]. 


)(  UO  )( 
Per  cui: 

Le  rigate  del  4^  grado  di  T  giacenti  in  spazi  del  fascio  (z),  ammettono  qìiali 
corrispondenti  coni  quadrici  di  F',  aventi  i  vergici  sulla  retta  Jc\ 

Alle  oo*  sviluppabili^  aventi  le  curve  parassite  aA*  quale  spigolo  di  regresso, 
corrispondono^  nello  spazio  8\  cx^*  coni  quadrici  inserita  negli  angoli  triedri  che 
dai  punti  di  fc'  proiettano  il  triangolo  T^T ^T\  fondamentale  di  x\ 

34.  Se  r  giace  nel  piano  t,  i  raggi  di  T  incidenti  qaesta  retta  generano 
la  varietà  di  4^  ordine  con  la  rigata  cubica  K  doppia,  luogo  dei  piani  secanti 
K  ed  incidenti  r  (n.  32). 

La  ipersuperficie  che  ad  essa  corrisponde,  in  S',  è  l'S^-coiio  generato  dai 
piani  proiettanti  dalla  retta  A;'  i  punti  della  conica  r'  (di  t')  corrispondente 
alla  data  retta  r. 

35.  È  noto  infine  che  i  raggi  di  F  incidenti  un  qualsiasi  piano  ic  gene- 
rano una  ipersuperficie  d"^ ordine  5  con  la  rigata  cubica  K  doppia,  sei  punti  tripli 
su  questa  (*•),  ecc. 

Facilmente  si  deduce  che  la  ipersuperficie  F'  di  F*,  a  quella  corrispon- 
dente, è  uria  varietà  cubica  la  quale  ammette  la  retta  h'  doppia,  il  piano  z'  sem- 
plice^ quattro  punti  doppi  su  questo  (^),  e^ic. 

Dalle  costruzioni  e  proprietà  stabilite  nel  mio  citato  lavoro,  per  la  su- 
detta  ipersuperficie  F  di  F,  si  deducono  eleganti  costruzioni  e  proprietà  della 
varietà  cubica  predetta.  Nel  n.°  seguente  si  accenna  ad  una  di  tali  pro[>rietà, 
il  resto  si  omette  per  amor  di  brevità. 

36.  Detto  qi  uno  spazio  generico  di  S,  la  rigata  Fa  è  quella  generata 
dalle  corde  della  cubica  aK  incidenti  la  retta  azz^a  (n.  27).  -r-  Il  fascio  di 
spazi  (t)  determina  in  a  il  fascio  [a  ,  a)  di  piani  ^  e  ciascun  piano  di  questo 
fascio  (e  quindi  16  spazio  del  fascio  (t)  che  determina  tale  piano)  contiene^  ol- 
tre la  direttrice  «,  tre  sole  generatrici  della  predetta  rigata. 

La  rigata  di  F',  che  a  questa  corrisponde,  avrà  quindi  la  W  quale  diret- 
trice tripla  (n.  20) ,  e  la  conica  a'  (corrispondente  della  retta  a)  quale  diret- 
trice semplice:  inoltre  un  qualunque  spazio  p',  del  fascio  (t'),  incontra  tale  ri- 
gata in  detta  conica,  e  nelle  tre  generatrici  uscenti  dal  punto  ^[k\   Per  cui  : 

La  rigata  di  T'  corrispondente  ad  una  qualsiasi  sezione  spaziale  del  com- 
plesso F',  è  del  quinto  ordine,  ed  ammette  la  k'  quale  direttrice  tripla,  e  quale  diret- 
trice semplice  la  conica  di  z'  corrispondente  alla  retta,  tracciai  su  z  dello  spazio  che 
si  considera. 


(^^)  È  la  ipersuperfìcie  F  studiata  nel  mio  lavoro  :  Di  una  iperauperflde,  deWS^    d*  ordin$ 
einquBf  con  rigata  cubica  normale  doppia  [Atti  Acch  Gioenia  (5),  Vili  (1915)  ]. 
(««)  S  egre,  1.  e,  (i^). 
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In  particolare  per  la  rigata  R',  corrispondente  alla  ip ,  la  conica  diret- 
trice semplice  è  la  t\  corrispondente  alla  retta  ^  ^  ip. 

Inoltre  considerando  spazi  a  passanti  per  nn  medesimo  piano  % ,  e  per 
.;Qanto  è  stabilito  nel  n.®  precedente,  sì  ba  : 

Za  rmrietà  cubica  F'  ammette  oo*  rigate  d'ordine  5,  aventi  la  retta  k'  quale 
direttrice  tripla  c^mune^  e  per  rispettive  direttrici  semplici  le  coniche  del  fascio  che 
ka  ptr  punti  base  i  quattro  punti  doppi  che  la  F'  ha  su  x\ 

m 

§  3.  Oenno  sulla  ipersuperficie  O. 

37.  Si  è  visto  (n.  IO)  che  ai  punti  della  cubica  gobba  c^  corrispondono 
iicllo  spazio  senridice  ^o*  piani  formanti  una  ipersuperficie  C  d'  ordine  5.  E 
mhe  ogni  spazio  a  del  fascio  (t)  incontra  la  c^  in  tre  punti  della  cubica 
l  =  aK,  per  il  punto  a'fc'  (corrispondente  a  tale  cubica  n.  20)  passeranno  i  tre 
{•iaDi  di  C  corrispondenti  a  quei  tre  punti,  cioè:  la  retta  k'  è  tripla  per  la  O. 

Discende  inoltre  che  ciascuno  spazio  a'  (contiene  una  (sola)  terna  di  piani  ir' 
Atlla  predetta  O,  eppeiò  :  t'  è  doppio  per  questa. 

^i  osservi  ancora  che  la  rigata  del  quinto  ordine  corrispondente  a  quella 
dti  i;iggi  di  r  incidenti  la  retta  t  (n.  36)  è  doppia  per  la  0.  Sicché  conclu- 
deùdó: 

La  varietà  G,  luogo  degli  oo*  piani  corrispoìidenti  ai  punti  della  6*3,  è  d^or- 
éi^  5,  ed  ammette  il  piano  t'  ed  una  rigata  d'ordine  5  a  direttrice  tripla  k\ 
pali  doppi. 

Per  ogni  punto  di  k'  passa  una  terna  di  piani  della  C,  terna  che  seca  t'  in 
*•  triangolo  inscritto  alla  conica  /'  (n.  22). 

Gli  spigoli  del  triedro  di  ciascuna  siffatta  terna  sono  generatici  della  rigata 
n**opia  suddetta.  Ogni  spazio  a  del  fascio  (t')  seca  0  nel  piano  doppio  t,  e  nella 
*'rAa  di  piani  concorrenti  nel  punto  a'k\ 


Si  osservi  che  i  raggi  di  ciascun  cono  P — k.^  (n.  9),  essendo  P  punto  di 
t.,  sono  di   r,  eppèrò: 

I  raggi  di  F'  giacenti  in  ciascun  piano  ^',  della  0,  formano  il  fascio  che 
*«  j*ff  centro  il  punto  in  cui  questo  piano  si  appoggia  (**)  a  k\ 

Si  noti  infine  che  ad  una  retta  generica  r'  di  w'  corrisponde  una  quar* 
•  .-a  di  P — k^  ;  ba^ta  difatti  considerare  un  qualunque  spazio  p'  uscente  da  r', 
e  la  iperquadrica  ^  ad  esso  corrispondente. 

§  4,  Delle  ipersuperficie  Vj  V\ 

38.  È  opportuno  accennare  qui  la  varietà  luogo  delle  00^  sviluppabili 
sdenti  le  curve  parassite  ak  (n.  16)  quali  spigoli  di  regresso. 

^4  Ciò  discende,  in  modo  facile,  anche  direttamente. 
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Tale  varietà,  che  si  indica  con  V,  è  stata  studiata  (**);  tuttavia  giovano, 
al  nostro  scopo,  le  seguenti  proprietà. 

La  varietà  V  ammette  : 

oo*-  quadriche  i  cui  spazi  formano  l'S^inviiuppo  degli  spazi  tangenti  al- 
1'  S^-cono  qutuMco  che  proietta  la  rigata  cubica  K  dalla  sua  direttrice; 

il    piano   {^)   T,  i   tre  piani  parassiti  t,  e  la  rigata  cubica  K  come  doppi; 

due  terne  di  piani  semplici  cj, ,  S^  (i  =  1  ,  2  ,  3  :  la  prima  è  quella  dei 
piani  tangenti  alla  K  nei  punti  fondamentali  T^ ,  la  seconda  è  quella  dei  piani 
tangenti,  alla  medesima  K^  nei  punti  in  cui  ciascuna  generatrice  ^,  di  questa 
(uscente  dal  punto  fondamentale  T^)  si  appoggia  al  piano  i)arassita  t..  Oiasciina 
coppia  Zi ,  ii  forma  una  quadrica  degenere  della  V. 

due  sistemi  di  rette ,  un  primo  (sistema  delle  generatriei  di  V)  formata 
da  raggi  di  T,  sono  le  generatrici  delle  sviluppabili;  un  secondo  (sistema  delh 
direttrici  di  V)  formato  da'  rette  incidenti  i  tre  piani  t,. 

"S. 

39.  Detta  V  la  varietà  di  S',  corrispondente  alla  predetta  V,  risulta  V 
luogo  di  un  sistema  cxd*  di  coni  quadrici  (n.  33),  tale  che  un  qualunque  punt^ 
della  retta  A;'  è  vertice  di  uno  solo  di  siffatti  coni ,  ed  ogni  spazio  del  fasci 
(t')  ne  contiene  uno  solo.  Inoltre  per  ciascun  punto  di  t'  passano  due  coni  d< 
sistema.  Per  cui  : 

La  varietà  Y\  di  F',  corrispondente  alla  V  (luogo  delle  tangenti  alle  o 
curve  parassite  \),  ^  una  ipersuperficie  d^ordine  quattro,  la  quale  ammette  con 
doppi  il  piano  (**)  t'  e  la  retta  k\ 

Se  a  è  un  generico  spazio  del  fascio  (r) ,  le  tangenti  alla  relativa  cubi< 
parassita  aK  ^  ^-3 ,  nei  tre  punti  p\  ^  ac^  ^  P,  (i  =  i,  2,  3),  appart^engoi 
alla  sviluppabile  di  k^.  e  rispettivamente  ai  tre  coni  quadrici  che  proiettano 
da  tali  punti,  epperò  (n.  10),  le  rette  a  quelle  corrispondenti  appartengono  al 
V,  e  rispettivamente  ai  tre  piani  (della  varietà  0)  corrispondenti  ai  punti  ] 
Per  cui  : 

Ciascun  cono  quadrico  di  V  risulta  inscritto  al  triedro  costituito  dalla  ter 
dei  piani  (fondamentali)  di  C,  giacenti  nello  spazio  del  cono* 

Ciascun  piano  della  C  risulta  tangente  ad  un  solo  coìto  di  V. 


(**)  In  uu  mio  recente  lavoro  che  porta  il  titolo;   Di  una  iperauperfide  delV  S^t  d'ordini 
con  infinite  quadriche  [Giornale  di  Battaglinif  v.  54,  (1916)]. 

(*3)  Ogui  spazio  a  del  fascio  (i)  seca  V  uel  piano  t,  sostegno  del  fascio,  e  nella    svi] 
pabile  che  ha  per  apigolo  di  regresso  le-cilbica  ak.  Per  ogni  punto  P  di  -f  passano  due  d 
oo^  sviluppabili  che  cosi  si  ottengono  :  basta  difatti  osservare  che  due  sono  le  tangenti 
conica  di  K  il  cai  piano  passa  per  P. 

('^)  È  una  delle  varietà  studiate  dal  M  a  r  1  e  1 1  a  ndl  lavoro  :  Sulle  varietà  del  quarte 
Une  con  piano  doppio  dello  spazio  a  quattro  dimensioni  [Giornale  di  Mat.   di   Battaglio i,     ^. 
(1903)].  Cap.  VI,  n.  61. 
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PER  I  NUMERI  CARATTERISTICI  DEI  SISTEMI 
■  DI  CONICHE  PLURISECANTI  UNA  CURVA  GORRA 


VOTA 


DI 


GIUSEPPE  MARLETTA  (a  Catania) 


*  ■ 


In  alcani   mìei  lavori  precedeuti  assegnai  alcune    forinole  le  quali  legano 

;  nameri  caratteristici  di  un  dato  sistema  algebrico  di  coniche,   F,  all'  ordine 

i  della  varietà  generata  dallQ  coniche,  fra  queste,    che   son   degeneri.  Le  for- 

aiole  dette,  dnnque,  non  Soltanto  servono  al  calcolo  del  numero  6,   ma,  noto 

•^uestis  sono  utili  per  il  calcolo  dei  numeri  caratteristici  del  sistema  F.  E  pre- 

< imamente  qnesto  secondo  problema  si  presenta  quando,  per  la  natura    stessa 

'il  r.  sia  facile  calcolare  direttamente  il  numero  6.  f 

Un    caso  particolare  notevole  si  ha  allorché  F  è  generato  da  coniche  più- 

:-#^»aiiti   mia  data  curva  gobba  C  algebrica  (irriducibile  o  no).  Risolverò  com- 

l'ieta mente  questo  problema  rielP  ipotesi  di  coniche  poste  in  piani  di  un  dato 

ixiviloppo,  e  ognuua  secante  in  cinque  punti  variabili  la  curva  C,  lo  risolverò 

>«>ltanto  io  una,  o  piti,  delle  varie  ipotesi  secondo  le  quali  si  può  spezzare  C, 

^  il  fisisteioa  F  è  una  congruenza  o  un   complesso,   ovvero   se  le  sue  coniche 

'tRiSsìoo   per  uno  o  due  punti  fissi ,  ovvero  debbano  essere  tangenti  ad  uno   o 

n  ogni  caso  il  lettore  non  ha  che  da  imitare  il  procedimento 
U  me  tenuto  nei  casi  che  saranno  esaminati,  affinchè  possa  calcolare  assai 
^t-ilmeote  i  numeri  '  che  vuol  conoscere. 

Osservo  infine  che  i  problemi  ai  quali  ho  accennato,  e  che  qui  risolverò 
«Lua  semplicissime  considerazioni  di  geometria  proiettiva  sintetica  ,  si  potreb- 
^ro    risolvere    mediante    alcune    formule    che    il    B  e  r  z  o  1  a  r  i    0   e  il    Se- 


ti) Lf.   Berzolari^  Sulle  coniche  appoggiate  in  piii  punti  a  date  curve  algebriche  [Nota  1 
»  n.  Béndiconti  del  R.  Istituto  Lombardo,  serie  2»,  voi.  XXXIII  fl900)l. 
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Veri  (*),  indipendentemente  l'uno  dall'  altro,  assegnarono   applicando  il  noti 
principio  della  conservazione  del  nnmero. 

Lo  stesso  metodo  si  può  tenere  per  risolvere  quistioni  analoghe  negli  ipej 
spazi.  Come  esempio  calcoleremo  nell'  ultimo  §  V  ordine  della  superllcie  gen^ 
rata  dalle  coniche  5- secanti  una  curva  irriducibile  dell' S^ ,  trovando  così  iij 
risultato  che  crediamo  nuovo  e  interessante.  L' ipotesi  che  la  curva  si  spe^ 
non  offre  alcuna  nuova  difficoltà. 


§  1. 

1.  KelP  S3  siano  dati,  in  posizione  generica,  un    inviluppo   di  piani  (;:) 
una  curva  algebrica  irriducibile  O;  sia  [i  la  classe  di  (n),  siano  ^n  edArispei 
tivamente  l'ordine  e  il  numero  dei  punti  doppi  apparenti  di  0. 

Supporremo  ancora  che  questa  curva  possa  essere  dotata  di  punti  dopp 
effettivi,  ma  di  nessun^  altra  singolarità  proiettiva. 

Un  piano  ic'  di  (tu)  seca  O  in  iw    punti  i  quali ,  presi  a  5  a  5 ,    determj 

nano  1     j  coniche  il  cui  luogo,  al  variare  del  piano  tu',   in   (:u),  è  una  superi 

eie  r^  dotata  di  un  fascio  (k)  di  coniche. 

Per  calcolare  l'ordine  n  di  T^  basterà  conoscere  il  numero  6  delle  conici 
degeneri  di  (/e);  infatti  poi  si  potrà  dedurre  n  dalla  nota  (')  relazione  3n — à\L8=: 
ove  «  è  il  numero  delle  coniche  di  {Jc)  esistenti  in  un    piano  generico  di  [t 

onde  qui  è«:=j-J. 

Se  una  conica  di  (k)  è  degenere,  dì  essa  fa  parte  una  t risecante  di  C, 
viceversa;  ne  segue  che  le  coniche  degeneri  di  {k)  si  ottengono  ogni  qu 
volta  un  piano  di  (tu)  passi  per  una  trisecante  di  0;  e  in  tal  caso,  si  noti,  la  di 

ta  trisecante   fa  parte  <ii  (     9"    )   ^*^"^^**^    ^^   i^)'    ®^    dunque    osserviamo 


(*)  F.  Severi,  Hicerche  sulle  coniche  secanti  delle  curve  gòbbe  [Atti  della  R.  Aocaden 
di  Torino,  voi.  35  (1900)];  st  noti  ohe  in  questo  lavoro,  citato,  si  popeeggono  gli  elementi  si 
fìoienti  per  procedere  alle  ricerche  col  solo  metodo  funzionale. 

(3)  Cfr.  la  mia  Nota  «  Delle  superficie  algebriche  con  infinite  coniche  ».  [Rendicotitt  del  C 
colo  Matematico  di  Palermo,  tomo  40,  (1915)]  n.  19.  Nel  testo  ,  siccome  (n)  e  C  sono  iu  ] 
sizione,  generica,  è  ò'  =  0  ,  ÌDdioando  con  d'  il  numero  delle  rette ,  almeno  doppie  per  I 
ognuna  delle  quali,  contata  due  volte,  è  conioa  di  (k). 

(*)  8i  noti  che  ogni  piano  di  (n)  paasaante  per  uno  dei  punti  doppi    eftettivi  di  C  ,  c( 

tiene  (  3  )  ^^"^ì  ^^  coniche  5-iecanti  questa  curva  ,  fasci  per  ognuno  dei  quali  uno  e 
punti  base  è  il  detto  punto  doppio.  Evidentemente  con  Fi  intendiamo  indicare  la  snperfii 
generata  a  prescindere  dai  [aI  piaui  sìftatti  (ognuno  contato  (     T*     )  volte  ). 

/        \r      wi(i»  — 1)1 

Una  dimostrazione,  assai  semplice,  della   nota  fiprmula  (w  —  2\\h quale 
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^|e  sono 


[i]  m  — 2 


^  — 


m{fn  — 1)11 


1  piani  di  («)    ornano    dei    quali    passa    per    una    trisecante   di   C,  poteiamo 
serivere 


f 


*K*   i*) 


3».  —  4|JL 


il) =4''- 


A  — 


m(m  —  1) 
"      6 


Ì'T^ 


n  =  -  |Ji  (m  —  2 II m  —  3 jf m  —  4 


h  — 


m(m  —  1) 
10 


2.  a)  Es.  per  «ii  =  o  è  n=i=:^(k  —  2);  se  in  particolare  è  /i  =  4,  Si  ottiene 

■  

•  =:  2pL ,  ciò  d^accordo   che   in  queeto   caso  la   superficie   T^  è  costituita  dalla 
^adriea  in  cui  giace  C  contata  jt  volte. 


iia»  iri]a  rigai»  deUe  rette  trisecanti  una  carva  gobba  C  d'ordÌDe-  m  non  h  punti  doppi 
»ppMnatì,  a  prescindere  dai  coni  che  proiettano  C  dai  punti  doppi  effettivi  dei  quali  questa 
*vrra  poò  essere  dotata  (ma  ohe  supponiamo  priva  di  punti  multipli  più  che  dbppi),  è  ìw 
•^r-aente: 

Le  coniche  passanti  per  due  punti  fissi  generici  A  e  B  di  G  ^  e  tri^ecanti  ulteriormente 
[jwta  curva,  generano,  a  prescindere  dai  piani  proiettanti  dalla  retta  AB  i  punti  doppi  ef« 
Ì*ztÌTÌ,  una  saperficie  il  cui  ordine  n  è  evidentemente  data  da 


=  ^{'^3  'j  +  [x-2(fc  +  3-»y 


rr»  X  indica  Pordine  della  rigata  delle  triseoanti  di  C  ,  esolnss  quelle  che  passino  per  qual- 
^  ponto  doppio  (effettivo)  di  questa  curva.  Ed  ora  applicando  la  relazione  citata  nella  {^)y 

«'  ha: 


ja('"7V-K*+='-»)!-*rr^)= 


L  —  3/^  +  2  —  m\]  +  2Ì 


+  ^[h  + 


mVw  —  4]  » 


lAlia  qoale  ai  deduca 


(-*-=*T^ 


i*i  Qaeeta  forinola  per  jjl  i-  1  ed  l^=  0  era  nota;  c£r.  Bsrzolari    1.  e.  jn  (*),  Nota  J* 
:  23,  e  ^o%B  !•  »•  20  in  cui  si  ponga  m  -fe  1. 
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b)  Sia  ancora  m  =  5 ,  e  sapponiamo  che  (te)  sia  l' inviluppo  dei  pian 
osculatori  di  C;  sarà  quindi  jt  =  45  —  6^,  onde  n  =  (45  —  6h)(h  —  2).  Si  not 
che  nell'attuale  ipotesi  ogni  conica  di  (k)  oscula  la  quintica  G. 

3.  Supponiamo  ora  che  la  curva  C  (n.  1)  si  spezzi  in  due  curve  irridu 
cibili  C^  e  Cj  rispettivamente  degli  ordini  m^  e  m^ ,  con  ^^  e  h^  punti  dopf 
apparenti  ed  l^^  punti  semplici  ad  esse  curve  comuni  (% 

Un  piano  qualunque  «' ,  dell'  inviluppo  (ic),  seca  C^  in  m^  punti;  quattr 
di  questi  insieme  con  uno  degli  m,  punti  in  cui  n'  seca  0^ ,  individuano  ud 
conica  il  cui  luogo,  al  variare  dì  ;c',  in  (;c),  è  una  superficie  T^  dotata  di  ui 
fascio  (k)  di  coniche,  e  il  cui  ordine  sarà  indicato  con  n. 

I 

Se  una  conica  di  (k)  è  degenere,  dì  essa  o  fsH  parte  una  trisecante  di  C^ 
trisecante  che  evidentemente  appartiene  ad  (m^ — 3)m^  coniche  degeneri  di  (k) 
ovvero  di  essa  fa  parte  una  corda  di  C^  incidente  O^,  corda  che   appartiene  ai 


f 


coniche  di  (A;).  Ne  segue  che  le  6  coniche   degeneri   di  (k)  si  ottei 


gono  ogni  qualvolta  un  piano  di  (n)  passi  per  una  trisecante  di  C^,  ovvero  pasi 
per  una  corda  di  C^  incidente  Oj.  Se  dunque  osserviamo  che  in  ogni  piano  ì 

(ic)  esistono  8  =  1  ^\in^  coniche  di  {k)y  applicando  la  relazione  rammentata  n 

n.  1,  possiamo  scrivere 


3n  —  4\lI    M  Wj=:  |jl  Im^  —  2J 


K- 


m^jm^  —  1) 
0 


(m,  —  3  W 


+ 


cioè  0 


+  (^  H 


—  hi  f  ^1 


') 


(2) 


n  =  [1.   2«t,  ('^'j 


■i-m. 


m. 


t 


K- 


^Wlj  —  1' 


"iJi 


(^)  D'ora  in  poi  indicheremo  con  mi  e  hi  rispettivamente  V  ordine  e  il   namero   dei   pv 
doppi  apparenti  della  curva  Ci,  e  con  ìij  il  numero  dei  punti  semplici   comuni   alle  ciirve 
e  Cj.  Supporremo  inoltre,  sempre  sottinteso,  che  le  «nrve  delle  quali  ci  occuperemo,  non 
biano  altre  singolarità  proiettive  oltre  quelle  esplicitamente  dette. 

C)  Per  (X  =^  1 ,  m2  =  1  ,  l^2  =  0  ,    questa  formola  coincide  can    quella  data  dal  Ber 
lari  nel  n.  14  della  sua  Nota  1^  citata,  dove  però  si  ponga  m  =  1. 

Come    si    disse    nella    prefazione,    le   nostre    formulo    si    potrebbero  ottenere    applica 
quelle  del  lavoro^  del  Severi,    citato  in  (^).  Ritroviamo,  ad  esempio,   la  (2)  del  tèsto. 

Indicheremo,  per  un  moment'O,  con  a  la  classe  di  (tc),    tanto  per  serbare  al  (x  il  noto 
gnificato  di  condizione  che  ha  in  Schnberte    in  Severi,  e  con  r»  il  rango  di  C» . 

Che  nella  formula  richiesta  esiste  il  termine  — a  y^  Z'    )  hi  ^  evidente;    in  qaaut< 


rt    '  f 


*•    - 


)(  117  )(   . 

4.  a)  Es.  x>er  m^  ==  4 ,  fc^  =  2  ,  Wj  =  1 ,  Z^^  =  2  ,  si  ba  n  =  2|jl  ,  d'  accordo 
col  fatto  che  F^ ,  in  questo  caso,  coincida  con  la  qnadrica  passante  per  0^  e 
Cj,  qaadrica   da  contare  |i  volte. 

b)  Sia  «t^  =:  4  ,  ^j  =  3  ,  wtg  =  1 ,  Zjg  =  1;  si  ottiene  %  =  4{i ,  risultato  ohe, 
*  C,  appartiene  alla  qnadrica  passante  per  C, ,  è  d'accordo  con  quanto  si  può 
iKtenere  direttamente,  infatti  dalla  totale  superficie  generata,  fanno  parte  an* 
che  i  2{L  piani  di  (ic)  passanti  per  trisecanti  di  C^  (*). 

5.  Siano  ancora  le  curve  C^  e  Oj  del  n.  3.  Un  piano  ic'  di  (w)  seca  C^  in 
M,  punti;  tre  di  questi  insieme  con  due  degli  m^  punti  in  cui  %'  seca  Og ,  de- 
Terminano  una  conica  il  cui  luogo,  al  variare  .di  n'^  in  (^),  è  una  superfìcie 
Fj  d'ordine  n,  dotata-  di  un  fascio  (A;)  di  coniche. 

Se  una  conica  di  i)i)  è  degenere,  di  essa  o  fa  parte  una  trìsecante  di  C^ , 

tfiseeante  che  appartiene  ad  (  ^j  coniche  di  (A;)  ;  ovvero   di  essa  fa  parte  una 

corda  di  C,  incidente  Cg ,  corda  che  appartiene  ad  (w^  —  2Xmj  —  1)  coniche  di 
\fcc  o  infine  di  essa  fa  parte  una  corda  di  C^  incidente  G^ ,    corda  che  appar- 


) 


tWKad 


(-  r  ') 


foniche  di  (fc). 


i2i^ionando  analogamente  a  quanto  si  fece  nei  numeri  precedenti,  e  appli- 
cando la  solita  relazione  si  ottiene 


*«iK—  1) 


•'"-''K"')('')=M"'-^: 


»». 


-H-i»-)'», 


*.+ 


l2 


-^»i^.-i)a%  ' 


ai  ha 


««4(t»4  ,  r^)ai(m2  ,  rjìjjL^v  —  9m^9.J^m^  ,  r^^^. 


Ma  tenendo  conto  ohe  è  (jl^v^  »«  |xV  =  0  ,  si  ottiene 


«4  f»!  »  '•tJH-'^*  ^  \U^^^  "^  ^^^ 


m^r^ 


1       lm\        3 


M|^a,  easando  f*.*v*  -=80  (aV*=  1, 


=  ,«,|8(«j_..(!=L 


2)(iiti  -  3) 


ì-(-r')'... 


n<à  n  ottiene,    ponendo  r^  «=  m^{m^  —  l)  —  2/4^ ,  la  (2)  del  testo. 

1^)  £  incoro  no  piano  t."  si£tatto  seca  Q^  in  un  punto  appartenente  alla  triseoante,  di  C^ 
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(n.  6),  la  rigata  o  sudetta  risulta  costituita  dalle  rette  di  F  che  sou  corde  di 
r^.  Inoltre  poiché  la  curva  r^  appartiene  all'S^-cono  a  di  (K)  corrispondente 
allo  spazio  a'  (n*.  20) ,  la  rigata  o  giace  (^)  su  a.  D'  altra  parte  siccome  ogni 
spazio  p  del  fascio  (t)  incontra  r ^ ,  fuori  dei  tre  punti  fondamentali  T»,  in  una 
coppia  di  punti  congiunti  (n.  27),  3  contiene  una  sola  generatrice  g  di  o.  Al 

I 

variare  di  p  nel  fascio  (t) ,  la  g  percorre  o ,  mentre  il  punto  gx  genera  la  co- 
nica traccia  su  t  dell'S^-cono  a,  conica  che  è  semplice  per  la  rigata  T ,  V  or 
dine  di  questa  è  dunque  3.  Cioè  : 

La  superficie  costituita  dai  raggi  di  T  che  son  corde  di  ciascuna  curva  de\ 
sistema  [«J,  è  uìia  rigata  cubica  normale^  la  quale  ammette  una  sua  conica  «ni 
piano  T  ;   conica  variàbile  con  la  quintica  del  sistema. 

Ovvero  : 

Alle  quudriche  di  F'  generate  dalle  rette  di  questo  complesso  incidenti  nm 
generica  retta  dello  spazio  8',  corrispondono  rigate  cubiche  normali,  di  F,  le  qxwX 
ammettono  t  quale  piano  secante, 

31.  Analogamente ,  le  rette  di  F'  incidenti  un  piano  %'  generico  di  S 
generano  un  S^-cono  quadrico  II',  avente  il  punto  P'^;c't'  quale  vertice  (^*).  ( 
gni  spazio  a'  di  (t')  incontra  II'  nel  piano  t',  e  in  un  piano  passante  per  il  punt 
a'fc';  piano  al  quale  corrisponde,  in  S  una  quadrica  (oss.  n,.  20)  dello  spazio  i 

Questo  seca  dunque  la  varietà  II  di  F ,  corrispondente  al  predetto  D 
nel  piano  t  (semplice)  e  nella  quadrica  sudetta.  Per  cui; 

La  ipersuperficie  II  (di  S)  corrispondente  a^rS^-cono  quadrico  del  complesso 
generato  dai  raggi  di  questo  incidenti  un  piano  generico  di  S',  è  una  varietà  cubie 
la  quale  ammette  il  piuno  t  semplice^  e  quattro  punti  doppi  su  questo  :  sono  i  puD 
Ti  [i  r=  1,  2,  3),  ed  il  punto  P  corrispondente  a  quello  in  cui  il  dato  piano  i 
centra  x'. 

Dalle  proprietà  e  costruzioni  dell'S^-cono  quadrico  II'  agevolmente  si  d 
ducono  proprietà  e  costruzioni,  in  gran  parte  note  ("),  della  varietà  cubica 

§  2.  Alcune  rigate  di   F. 

32.  Se  r  è  una  retta  di  S,  i  raggi  di  F  incidenti  tale  retta  generano  u 
rigata  B  d'ordine  5. 

(*^)  Difattì  ciascuna  generatrice  di  a  incontra  a  nei  dae  panti  in  cni  essa  si  appog 
aUa  T5,  6  negli  altri  due  punti  in  cni  la  medesima  si  appoggia  alla  rigata  K. 

i}^)  Difatti  si  osservi  che  il  fascio  (tc')  di  spazi  seca  x'  e  k'  rispettivamente  in  un  fae 
di  rette  e  in  una  punteggiata  ;  riferiti  prospettivamente  dal  fascio  (tc),  in  modo  ohe  ciasci 
retta  del  fascio  ed  il  punto  corrispondente  della  punteggiata  determinano  nn  fascio  di  V\ 

(^")  S  e  g  r  e ,  Sulle  vaHetà  c\(biche  dello  spazio  a  quattro  dimenèioni  eoo,  [Memoria  R.  A 
Soienase  di  Torino,  1689)]. 
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Difatti  si  osservi  che  un  qualsiasi  spazio  nseente  da  r,  incontra  tale  ri- 
;:iU  nella  r  (semplice,  n.  26),  e  nei  quattro  raggi  di  F  uscenti  dai  punti  co- 
monùad  r  ed  alla  rigata  del  4°  grado  di  F  giacente  in  tale  spazio  (n.  27). 
D'altra  parte  è  noto  (**)  che  gli  co*  piani  secanti  K  lungo  coniche  ed  inci- 
soti r,  formano  una  ipersuperficie  d'ordine  quattro  con  la  rigata  cubica  K 
'Jiìppia;  la  qiiartica  traccia  sul  piano  z  di  tale  ipersuperficie  e  la  retta  r 
risaltano  riferiti  in  corrispondenza  (1, 1)  dai  piani  secanti  K,  epperò  dai  raggi 
di  r.  Per  cui  : 

/  raggi  di  F  incidenti  una  qìialsiaM  retta  r  generano  una  rigata  E  razionale  di 
tardine  o,  la  quale  seca  il  piano  t  in  una,  quartica  con  tre  punti  doppi  nei  punti  fon- 
4aiientali  T,-. 

Alla  rigata  B  corrisponde  una  rigata  B,'  d'ordine  tre.  Detto  infatti  it'  un 
piaoo  generico  di  S',  i  punti  R'«'  sono  in  numero  eguale  ai  punti  Ilr ,  dove 
H  è  la  varietà  cubica  di  F,  corrispondente  a  quella  dei  raggi  di  F'  incidenti 
:'  (d.  31). 

Discende  inoltre  che  B'  seca  t'  lungo  una  conica  (n.  22),  ed  ammette  la 
mta  y  quale  direttrice  (n.  29).  Cioè  : 

La  superficie  R'  corrispondente  a  quella  generata  dai  raggi  di  F  incidenti  una 
rftta  ^nerica  r ,    è    una    rigata'  cubica    normale  ,  di  direttrice  h'^   e    secante  il 

pkno  x\ 

33.  Se  r  è  una  retta  incidente  il  piano  t,  dalla  rigata  del  qitinto  ordine 
R  riene  a  staccarsi  il  fascio  di  F  avente  il  vertice  nel  punto  tr. 

La  rigata  resìdua  appartiene  allo  spazio  a  ^  tr ,  ciascun  raggio  di  tale 
ngata  dovendo  risultare  incidente  t  ed  r. 

La  rigata  B'  di  F'  corrispondente  alla  sudetta  E,  si  spezza  quindi  in  un 
piano,  ed  in  una  quadrica  la  quale  ha  il  punto  a'A;'  (corrispondente  alla  cu- 
bica «K,  n.  20)  doppio. 

Bi  osservi  che  in  generale  qualsiasi  rigata  dì  4°  grado  di  F  appartenente 
A  qualunque  spazio  a  del  fascio  (t),  ammette  per  corrispondente  un  cono  qua^ 
tifico  di  F',  col  vertice  su  k\ 

in  particolare ,  la  sviluppabile  delle  tangenti  alla  cubica  aK  ammétte 
<^l«ale  corrispondente ,  un  cono  quadrico  di  vertice  a'A*',  e  tangente  al  triedro 
fbe  da  questo  vertice  proietta  il  triangolo  fondamentale  di  t'  (n.  22). — (Basta 
Rifatti  osservare  che  ciascuno  dei  tre  coni  proiettanti  la  cubica  predetta  ah 
tiai  punti  T,,  rispettivamente,  contiene  una  sola  generatrice  di  detta  svilup- 
pabile). 


('*)  Vedi  il  mio  lavoro  :    Sulla  varietà,  dell' 8^^  del  quarlo  ordine  con  rigaU^  cubica  normale 
%w  [Atti  Acc.  Gioeni»,  (6),  VII  (1914)]. 
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Per  cui: 

Le  rigate  del  4^  grado  di  V  giacenti  in  spazi  del  faseio  (z),  ammettono  quali 
corrispondenti  eoni  quadrici  di  F',  aventi  i  vertici  sulla  retta  Jc\ 

Alle  oo*  sviluppabili^  aventi  le  curve  parassite  aA*  quale  spigolo  di  regresso, 
corrispondono^  nello  spazio  8',  ex;*  coni  quadrici  inseritti  negli  angoli  triedri  che 
dai  punti  di  k'  proiettano  il  triangolo  T\T ^T\  fondamentale  di  x\ 

34.  Se  r  giace  nel  piano  t,  i  raggi  di  Y  incidenti  qaesta  retta  generano 
la  varietà  di  4°  ordine  con  la  rigata  cubica  K  doppia,  luogo  del  piani  secanti 
K  ed  incidenti  r  (n.  3!2). 

La  ipersuperficie  che  ad  essa  corrisponde,  in  S',  è  l'S^-cono  generato  dai 
piani  proiettanti  dalla  retta  W  i  punti  della  conica  r'  (di  r')  corrispondente 
alla  data  retta  r. 

35.  È  noto  infine  che  i  raggi  di  F  incidenti  un  qualsiasi  piano  it  gene- 
rano una  ipersuperficie  d^ordine  5  con  la  rigata  cubica  K  doppia,  sei  punti  tripli 
su  questa  (**),  ecc. 

Facilmente  si  deduce  che  la  ipersuperficie  F'  di  F*,  a  quella  corrispon- 
dente, è  uìia  varietà  cubica  la  quale  ammette  la  retta  k'  doppia,  il  piano  t'  sem- 
plice, quattro  punti  doppi  su  questo  (*^),  ecc. 

Dalle  costruzioni  e  proprietà  stabilite  nel  mio  citato  lavoro ,  per  la  su- 
detta  ipersuperficie  F  di  F,  si  deducono  eleganti  costruzioni  e  proprietà  della 
varietà  cubica  predetta.  Nel  n.**  seguente  si  accenna  ad  una  di  tali  proprietà, 
il  resto  si  omette  per  amor  di  brevità. 

36.  Detto  ^  uno  spazio  generico  di  S,  la  rigata  Fa  è  quella  generata 
dalle  corde  della  cubica  aK  incidenti  la  retta  azz^a  (ii.  27).  ^-  11  fascio  di 
spazi  (t)  determina  in  a  il  fascio  [a  ,  a)  di  piani ,  e  ciascun  piano  di  questo 
fascio  (e  quindi  lo  spazio  del  fascio  (t)  ohe  determina  tale  piano)  contiene,  ol- 
tre la  direttrice  (i,  tre  sole  generatrici  della  predetta  rigata. 

La  rigata  di  F',  che  a  questa  corrisponde,  avrà  quindi  la  k'  quale  diret- 
trice tripla  (n.  20),  e  la  conica  a'  (corrispondente  della  retta  a)  quale  diret- 
trice semplice:  inoltre  un  qualunque  spazio  p',  del  fas<5io  (t'),  incontra  tale  ri- 
gata in  detta  conica,  e  nelle  tre  generatrici  uscenti  dal  punto  p'A;'.   Per  cui  : 

La  rigata  di  F'  corrispondente  ad  una  qualsiasi  sezione  spaziale  del  com- 
plesso F',  è  del  quinto  ordine,  ed  ammette  la  k'  quale  direttrice  tripla,  e  quale  diret- 
trice seìnplice  la  conica  di  z'  corrispondente  alla  retta,  traccia  su  z  dello  spazio  ch^ 
si  considera. 


(^')  È  la  ipersuperfìcie  F  stadiata  nel  mio  lavoro  :  Di  uim  ij)eratip«r/fci«,  delVS^y    d*  ordine 
einquéf  con  rigata  cuhka  normale  doppia  [Atti  Ac<k  Gioenia  (5),  Vili  (1915)  ]. 
(*')  Se  gre,  1.  e,  (H). 
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In  particolare  per  la  rigata  R',  corrispondente  alla  Fp ,  la  conica  diret- 
irioe  semplice  è  la  <',  corrispondente  alla  retta  t  ^  xp. 

Inoltre  considerando  spazi  a  passanti  per  nn  medesimo  piano  tc  ,  e  per 
t^uanto  è  stabilito  nel  n.*^  precedente,  si  ba  : 

■ 

La  rarietà  cubica  F'  ammette  oc*  rigate  d'ordine  5,  aventi  la  retta  V  quale 
iirtttrice  tripla  comune^  e  per  rispettive  direttrici  semplici  le  coniche  del  fascio  che 
ha  per  punti  base  i  quattro  punti  doppi  che  la  F  ha  su  t'. 

§  3.  Cenno  sulla  ipersuperficie  C. 

37.  Si  è  visto  (n.  IO)  cbe  ai  punti  della  cubica  gobba  c^  corrispondono 
nello  spazio  8enr|ìlice  ^x)*  piani  formanti  una  ipersuperficie  G  d'  ordine  5.  E 
(«lii'hè  ogni  spazio  a  del  fascio  (r)  incontra  la  c^  in  tre  punti  della  cubica 
L  =  aK,  per  il  punto  a'fc'  (corrispondente  a  tale  cubioa  n.  20)  passeranno  i  tre 
Haui  di  C  corrispondenti  a  quei  tre  punti,  cioè:  la  retta  k'  è  tripla  per  la  C. 

Discende  inoltre  che  ciascuno  spazio  a'  contiene  una  (sola)  terna  di  piani  ic' 
Wla  predetta  O,  epi^erò  :  t'  è  doppio  per  questa. 

Si  osservi  ancora  che  la  rigata  del  quinto  ordine  corrispondente  a  quella 
fJti  rag^i  di  r  incidenti  la  retta  t  (n.  36)  è  doppia  per  la  C.    Sicché    conclu- 

La  varietà  O,  luogo  degli  oo*  piani  corrispondenti  ai  punti  della  Cg,  è  d^or- 
^i^  5,  ed  ammette  il  piano  z'  ed  una  rigata  d^ordine  5  a  direttrice  tripla  fc', 
quali  doppi. 

Per  ogni  punto  di  h'  passa  una  terna  di  piani  della  C,  terna  che  seca  t' in 
<<«  triangolo  inscritto  alla  conica  f  («.  22). 

Gli  spigoli  del  triedro  di  ciascuna  siffatta  terna  sono  generatici  della  rigata 
^«ppia  suddetta.  Ogni  spazio  a'  del  fascio  (t')  seca  C  nel  piano  doppio  z,  e  nella 
^na  di  piani  concorrenti  nel  punto  a'fc'. 

Si  osservi  che  i  raggi  di  ciascun  cono  P — \  (n.  9),  essendo  P  punto  di 
f,.  sono  di  r,  eppérò: 

/  raggi  di  f  giacenti  in  ciascun  piano  7c\  della  0,  formano  il  fascio  che 
^^  per  eentro  il  punto  in  cui  questo  piano  si  appoggia  (**)  a  V, 

Si  noti  infine  che  ad  una  retta  generica  r'  di  tc'  corrisponde  una  quar- 
'.u»a  di  P — k^  ;  bast^  difatti  considerare  un  qualunque  spazio  p'  uscente  da  r', 
^  ia  iperquadrica  ^  ad  esso  corrispondente* 

§  4,  Delle  ipersuperficie  V,  V* 

38.  È  opportuno  accennare  qui  la  varietà  luogo  delle  oo^  sviluppabili 
avtnti  le  curve  parassite  ak  (n.  16)  quali  spigoli  di  regresso» 

K^^)  Ciò  dieceade,  in  modo  fncile,  anche  direttamente. 
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Tale  varietà,  che  si  indica  con  V,  è  stota  studiata  (**);  tuttavia  giovano, 
al  nostro  scopo,  le  seguenti  proprietà. 

La  varietà  V  ammette  : 

oG^  quadriche  i  cui  spazi  formano  l'S^invilnppo  degli  spazi  tangenti  al- 
l'  S^-cono  quadrico  che  proietta  la  rigata  cubica  K  dalla  sua  direttrice; 

il    piano   {^   T,  i   tre  piani  parassiti  t,  e  la  rigata  cubica  K  come  doppi; 

due  terne  di  piani  semplici  o, ,  5^  (i  =  1  ,  2  ,  3  :  la  prima  è  quella  dei 
piani  tangenti  alla  K  nei  punti  fondamentali  T, ,  la  seconda  è  quella  dei  piani 
tangenti,  alla  medesima  K^  nei  punti  in  cui  ciascuna  generatrice  ^,  di  questa 
(uscente  dal  punto  fondamentale  T^)  si  appoggia  al  piano  parassita  t..  Ciascuna 
coppia  Ti ,  ii  forma  una  quadrica  degenere  della  V. 

due  sistemi  di  rette  ,  un  priuio  (sistema  delle  generatrici  di  V)  formato 
da  raggi  di  F,  sono  le  generatrici  delle  sviluppabili;  un  secondo  (sistema  delie 
direttrici  di  V)  formato  da"  rette  incidenti  i  tre  piani  t,. 

39.  Detta  V  la  varietà  di  S',  corrÌ8[>ondente  alla  predetta  V,  risulta  V 
luogo  di  un  sistema  oo*  di  coni  quadrici  (n.  33),  tale  che  un  qualunque  punto 
della  retta  k'  è  vertice  di  uno  solo  di  siffatti  coni ,  ed  ogni  spazio  del  fascid 
(t')  ne.  contiene  uno  solo.  Inoltre  per  ciascun  punto  di  t'  passano  due  coni  de 
sistema.  Per  cui  : 

La  varietà  V,  di  F',  corrispondente  alla  V  [luogo  delle  tangenti  alle  oc 
curve  parassite  k^,  è  una  ipersuperficie  d'^ordine  quattro,  la  quale  ammette  com 
doppi  il  piano  (**)  t'  e  la  retta  k\ 

Se  a  è  un  generico  spazio  del  fascio  (t) ,  le  tangenti  alla  relativa  cubie 
parassita  aK  e=  k^ ,  nei  tre  punti  pk^  ^  ac^  E:^  P^  (i  =  i,  2,  3),  appartengon 
alla  sviluppabile  di  ^^3.  e  rispettivamente  ai  tre  coni  quadrici  che  proiettano  1 
da  tali  punti,  epperò  (n.  10),  le  rette  a  quelle  corrispondenti  appartengono  ali 
V,  e  rispettivamente  ai  tre  piani  (della  varietà  0)  corrispondenti  ai  punti  E 
Per  cui  : 

Ciascun  cono  quadrico  di  V  risulta  inscritto  al  triedro  costituito  dalla  tert 
dei  piani  {fondamentali)  di  C,  giacenti  nello  spazio  del  cono. 

Ciascun  piano  della  0  risulta  taiigente  ad  un  solo  cono  di  V. 


(^^)  Iq  un  mio  recente  lavoro  che  porta  il  titolo:  Dì  una  iperBaperfide  dell*  S^f  d'ordine 
con  infinite  quadriche  [Giornale  di  Batlagliniy  v.  54,  (1916)]. 

(<3)  Ogni  spazio  a  del  fascio  (t)  seca  V  nel  piano  t,  sostegno  del  fascio,  e  nella  Bvilu 
pabile  che  ha  per  spigolo  di  regresso  le-cilbica  a  A;.  Per  ogni  puntò  P  di  if  passano  due  de 
ooi  BTiluppabili  che  rosi  si  ottengono  :  basta  difatti  osservare  che  due  sono  le  tangenti  a 
conica  di  K  il  cai  piano  passa  per  P. 

(>^)  £  una  delle  varietà  studiate  ddl  Marletta  ntfl  lavoro  :  Sulle  varietà  del  quarto 
dine  con  piano  doppio  dello  spazio  a  quattro  dimeneioni  [Giornale  di  Mat.   di   Battaglini,     v. 
(1903)].  Cap.  VI,  n.  51. 
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PER  I  NUMERI  CARATTERISTICI  DEI  SISTEMI 
•  DI  CONICHE  PLURISECANTI  UNA  CURVA  GOBBA 


NOTA 


DI 


GIUSEPPE  MARLETTA  (a  Catania) 


■ 

Ib  Hlcnui  miei  lavori  precedenti  assegnai  alcune  forinole  le  quali  legano 
•  oomeri  caratteristici  di  un  dato  sistema  algebrico  di  coniche,  F,  all'  ordine 
)  della  varietà  generata  dallQ  coniche,  fra  queste,  che  son  degeneri.  Le  for* 
Buie  dette,  dunque,  non  soltanto  servono  al  calcolo  del  numero  6,  ma,  noto 
qaesto,  sono  atili  per  il  calcolo  dei  numeri  caratteristici  del  sistema  F.  E  pre- 
viamente questo  secondo  problema  si  presenta  quando ,  per  la  natura  stessa 
«1:  r.  sia  facile    calcolare  direttamente  il  numero  6.  f 

Un  caso  particolare  notevole  si  ha  allorché  F  è  generato  da  coniche  plu- 
rijfranti  una  data  curva  gobba  C  algebrica  (irriducibile  o  no).  Bisolverò  com- 
-ietainente  questo  problema  nell'  ipotesi  di  coniche  poste  in  piani  di  un  dato 
laviloppo,  e  ognuna  secante  in  cinque  punti  variabili  la  curva  C,  lo  risolverò 
titanio  in  ona^  o  più,  delle  varie  ipotesi  secondo  le  quali  si  può  spezzare  C, 
^  il  sistema  V  è  una  congruenza  o  un  complesso,  ovvero  se  le  sue  coniche 
passino  per  uno  o  due  punti  fissi ,  ovvero  debbano  essere  tangenti  ad  uno  o 
iìu  piani  dati.  In  ogni  caso  il  lettore  non  ha  che  da  imitare  il  procedimento 
^à  me  tenuto  nei  casi  che  saranno  esaminati,  affinchè  possa  calcolare  assai 
Mlmente  i  numeri  che  vuol  conoscere. 

Osservo  infine  che  i  problemi  ai  quali  ho  accennato,  e  che  qui  risolverò 
'OD  semplicissime  considerazioni  di  geometria  proiettiva  sintetica ,  si  potreb- 
'Jtro  risolvere    mediante    alcune    formule    che    il    B  e  r  z  o  1  a  r  i    0   e  il    S  e- 


«1»  L.   Berzolariy  Sulle  coniche  appoggiate  in  ptil  punti  a  àdie  curve  algebriche  [Nota  1 
»  n.  Rendiconti  del  R.  Utitato  Lombardo,  serie  2»,  voi.  XlXIII  ri900)l. 

VOI-  tvi.  16 
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Veri  (%  indipendentemente  l'ano  dalV  altro,  assegnarono   applicando  il  noto 
princìpio  della  conservazione  del  numero. 

Lo  stesso  metodo  si  può  tenere  per  risolvere  quistioni  analoghe  negli  iper- 
spazi. Come  esempio  calcoleremo  nell'  ultimo  §  V  ordine  della  superiicie  gene- 
rata dalle  coniche  5- secanti  una  curva  irriducibile  dell' S^ ,  trovando  così  un 
risultato  che  crediamo  nuovo  e  interessante.  L'ipotesi  che  la  curva  si  spez;;! 
non  offre  alcuna  nuova  difficoltà. 


§  1. 

1.  Neil' 83  siano  dati,  in  posizione  generica,  un  inviluppo  di  piani  (ir)  e 
una  curva  algebrica  irriducibile  O;  sia  [x  la  classe  di  (^),  siano  tit  ed  A  rispet- 
tivamente l'ordine  e  il  numero  dei  punti  doppi  apparenti  di  0. 

Supporremo  ancora  che  questa  curva  possa  essere  dotata  di  punti  doppi 
.effettivi,  ma  di  nessun^  altra  singolarità  proiettiva. 

Un  piano  tc'  di  (n)  sexa  O  in  n?    punti  i  quali ,  presi  a  5  a  5 ,    deterrnij 

nano  I     j  coniche  il  cui  luogo,  al  variare  del  piano  z'y   in   (tc),  è  una  superfi 

eie  r^  dotata  di  un  fascio  (k)  di  coniche. 

Per  calcolare  l'ordine  n  di  T^  basterà  conoscere  il  numero  6  delle  conich» 
degeneri  di  {k)}  infatti  poi  si  potrà  dedurre  n  dalla  nota  f)  relazione  lìn — 4|t«=:( 
ove  «  è  il  numero  delle  coniche  di  (k)  esistenti  in  un    piano  generico  di  (7:) 

onde  qui  è  «  :=r  j  -  J. 

Se  una  conica  di  (k)  è  degenere,  di  essa  fa  parte  una  trisecante  di  O, 
viceversa;    ne  segue  che  le    coniche   degeneri   di   (fc)   si  ottengono   ogni    quj 
volta  nn  piano  di  (::)  passi  per  una  trisecante  di  C  ;  e  in  tal  caso,  si  noti,  la  de 

ta  trisecante   fa  parte  di  (    '         j    coniche    di   (k).    Se   dunque    osserviamo 


(')  F.  Severi,  Hicerche  sulle  coniche  secanti  delti  curve  gòbbe  [Atti  della  R.  Aocadend 
di  Torino,  voi.  35  (t^OO)];  si  noti  ohe  in  qaesto  lavoro,  citato,  ai  poraeggono  gli  elementi  ai 
tìcienti  per  procedere  alle  ricerche  col  solo  metodo  fiiozionale. 

(3)  Cfr.  la  mi»  Nota  ^  Delle  euperficie  algebnche  con  infinite  coniche  ».  [Rendicouti  del  C 
colo  Matematico  di  Palermo,  tomo  40,  (1915)]  n.  19.  Nel  testo  ,  siccome  (n)  e  O  sono  in  ] 
sizione.  generica,  è  8'  ==  0  ,  indicando  con  S'  il  nnmero  delle  rette ,  almeuo  doppie  per  I 
ognuna  delle  quali,  rontata  due  volte,  è  conica  di  (k), 

(^)  8i  noti  che  ogni  piano  di  (ic)  passaante  per  uno  dei  punti  doppi    effettivi  di  C  ,    c< 

tiene  \  ~^  }  ^^b^^ì  ^^  coniche  5-secauti  questa  curva  ,  fasci  per  ognuno  dei  quali  imo  < 
punti  base  h  il  detto  punto  doppio.  Evidentemente  con  Fi  intendiamo  indicare  la  saperfi 
generata  a  prescindere  dai  [kI  piani  siffatti  (ognuno  contato  (     T     1   volte  j. 

Una  dimostrazione,  assai  semplice,  della   )iota  fjprmula  Im  —  2jU quale 
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cbe  sono 


[i{  w  — 2 


A  — 


wi(t»  —  1)^ 


6 


i  piani  di  («)    ognuno   dei    quali    passa    per    una    trìsecante   di   G ,  poflftiamo 
driver© 


cioè  {*) 


11 


3»  —  4|i 


("j^^^K— 


^  — 


m(m  —  1) 
"      6 


rr'). 


«=it^( 


m  —  2    m  —  3    w 


h  — 


m{in  —  1) 
10 


2.  a)  Es-  per  iii  =  5  è  »  ni:  |jL(fc  —  2);  se  in  particolare  è  /i  =  4,  Si  ottieiré 
«  =  2pL ,  ciò  d^accordo  che  in  questo  caso  la  superficie  T^  è  costituita  dalla 
(^iiaflrica  in   cui  giace  G  contata  (t  volte. 


dòm  drii»  rigata  delle  rette  trisecanti  nna  carva  gobba  C  d'ordÌDe  m  oon  k  punti  doppi 
mppAnati,  a  preaoindere  dai  coni  che  proiettauo  C  dai  punti  doppi  effettivi  dei  quali  questa 
rurrm  può  eaaere  dotata  (ma  ohe  supponiamo  priva  di  punti  multipli  più  ohe  dbppi),  è  ìw 
•«traente: 

Le  coniche  passanti  per  due  punti  fissi  generici  A  e  B  di  G  ,  e  tri^ecanti  ulteriormente 
:a««ra  curva,  generano,  a  presoindere  dai  piaui  proiettanti  dalla  retta  AB  i  punti  doppi  ef* 
'««ttiT'i,  nna  superficie  il  cui  ordine  n  è  evidentemente  data  da 


=KT')+['-^(*+^-'") 


'?•  X  indica  l'ordine  della  rigata  delle  triseoanti  di  C  ,  escluse  quelle  che  passino  par  qual- 
•*^  punto  doppio  (effettivo)  di  questa  curva.  Ed  ora  applicando  la  relazione  citata  nella  (^), 


«'  !ìa  : 


3|.(-7^+x-2(.+.-«)j_4(— ^)  = 


L  _  a/^  +  2  —  m\\  +  a/, 


+  2[h  + 


mVm  —  4  j  , 


^la  quale  ai  dodnca 


(-*-=^=^ 


<^;  Qaeat*  forinola  per  \l  ^  l  ed  Z«=  0  era  nota;  c£r.  Berzolari    1.  e.  in  (^)^  Nota  l^ 
23j  e  Xot»   X»   n-    20  in  cui  si  ponga  m  -=  1. 
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b)  Sia  ancora  fii  =  5,  e  sapponiamo  che  (e)  sia  l'inviluppo  dei  piani 
osculatori  di  C;  sarà  quindi  jt  =  45  —  6*,  onde  n  =  (45  —  6h){h  —  2).  Si  noti 
che  nell'attuale  ipotesi  ogni  conica  di  (k)  oscula  la  quintica  C. 

3.  Supponiamo  ora  che  la  curva  G  (n.  1)  si  spezzi  in  due  curve  irridu- 
cibili  Cj  e  Cj  rispettivamente  degli  ordini  m^  e  m^ ,  con  h^^  e  A,  punti  doppi 
apparenti  ed  l^^  punti  semplici  ad  esse  curve  comuni  (^). 

Un  piano  qualunque  tc'  ,  dell'  inviluppo  (7c)y  seca  C,  in  m,  punti;  quattro 
di  questi  insieme  con  uno  degli  m,  punti  in  cui  ic'  seca  0^,  individuano  una 
conica  il  cui  luogo,  al  variare  di  7c\  in  (z),  è  una  superficie  F^  dotata  di  un 
fascio  {k)  di  coniche,  e  il  cui  ordine  sarà  indicato  con  n. 

Se  una  conica  di  (k)  è  degenere,  di  essa  o  ut-  parte  una  trìsecante  di  C^ , 
trisecante  che  evidentemente  appartiene  ad  (m^ — 3)m^  coniche  degeneri  di  (A*)  : 
ovvero  di  essa  fa  parte  una  corda  di  O^  incidente  C,,  corda  che   appartiene  ad 

\  *  9  )  ^'^'^^^^^  ^^  (^)'  ^^  segue  che  le  6  coniche  degeneri  di  (k)  si  otten- 
gono ogni  qualvolta  un  piano  di  (ic)  passi  per  una  trisecante  di  C^,  ovvero  passi 
per  una  corda  di  C^  incidente  C,.  Se  dunque  osserviamo  che  in  ogni  piano  di 

(ie)  esistono  9  =  1  .M  fi^j  <^oi^l<^li^  <)i  {^)i  applicando  la  relazione  rammentata  nel 
n.  1,  possiamo  scrivere 


3.  -  4,  ["■) .. =,(»,-  2)[»,  -  ^''v^k  -  ^y,  + 


cioè  0 


+ 


.k[»,+(-')]-..(..-.|-T') 


(2) 


.=,j.„.(-.)+..(-.-^)».-(-.-i),„j. 


(^)  D'ora  in  poi  indicheremo  con  m^  e  hi  rispettivamente  V  ordine  e  il  nomerò  dei  punì 
doppi  apparenti  della  curva  C,-,  e  con  Uj  il  numero  dei  pnnti  Bemplici  comuni  a]le  carve  ( 
e  Cj.  Supporremo  inoltre,  sempre  BOttinteeu,  che  le  enrve  delle  quali  ci  occuperemo,  non  al 
biano  altre  BÌngoItfrità  proiettive  oltre  quelle  esplicitamente  dette. 

C)  Per  [i.  <=^  1 ,  m^  =  1  ,  /^^  =  ^  i  qnesta  formola  coincide  con  quella  data  dal  B  e  r  z  < 
lari  nel  n.  14  della  sua  Nota  1*  citata,  dove  però  si  ponga  m  =  1. 

Come  si  disse  nella  prefazione,  le  nostre  formulo  si  potrebbero  ottenere  applicaud 
quelle  del  lavoro^  del  Severi,    citato  in  (').  Ritroviamo,  ad  esempio,   la  (2)  del  tèato. 

Indicheremo,  per  un  momento,  con  a  la  classe  di  {iz),  tanto  per  serbare  al  {j.  il  noto  s 
gnificato  di  condizione  che  ha  in  Schuberte    in  Severi,  e  con  r,-  il  rango  di  C«. 

—  r 

3 


Che  nella  formula  richiesta  esiste  il  termine  —  al    ^  »       )  'is  ^  evidente  ;    in  quanto 
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4.  a)  Es.  per  i»^  r=  4 ,  &^  =  2  ,  w^  =  1 ,  l^^  =  2  ,  bì  ha  n  =  2|jl  ,  d'  accordo 
eo]  fatto  che  T^J  in  questo  caso,  coincide  con  la  quadrica  passante  per  0^  e 
i\,  qaadriea  da  contare  (jl  volte. 

b)  Sia  fWj  =  4  ,  *4  =  3  ,  Wg  =r:  1 ,  ij^  =  1;  si  ottiene  w  =^  4{i ,  risultato  ohe, 
iè  C,  appartiene  alla  quadrica  passante  per  Cj ,  è  d'accordo  con  quanto  si  può 
ottenere  direttamente,  infatti  dalla  totale  superficie  generata,  fanno  parte  an- 
che i  2jt  piani  di  {k)  passanti  per  trìsecanti  di  C^  (•). 

5.  Siano  ancora  le  curve  O^  e  O^  del  n.  3.  Un  piano  tz'  di  {ic)  seca  C^  in 
a.  punti;  tre  di  questi  insieme  con  due  degli  m^  punti  in  cui  ic'  seca  G^ ,  de- 
'^rminano  una  conica  il  cui  luogo,  al  variare  .di  n\  in  (^),  è  una  superficie 
r^  d'ordine  n,   dotata  di  un  fascio  (A;)  di  coniche. 

Se  una  conica  di  (k)  è  degenere,  di  essa  o  fa  parte  una  trisecante  di  C^ , 

^secante  che  appartiene  ad  \  j]  coniche  di  (k)  ;  ovvero   di  essa  fa  parte  una 

«■orda  di  C\   incidente  C^ ,  corda  che  appartiene  ad  {m^  —  2)(fn^  —  1)  coniche  di 
\ì'\  0  infine  di  essa  fa  parte  una  corda  di  C^  incidente  0^ ,    corda  che  appar- 

tiroidi    *  I  9onÌQhe  di  (k), 

&gionando  analogamente  a  quanto  si  fece  nei  numeri  precedenti,  e  appli- 
cando la  solita  relazione  si  ottiene 


^iK—  1) 


•"-"("')(i')=M-.-^; 


»», 


H-i^Pi 


*.+ 


*,+ 


m 


2 


]-'„(-.-i|"T^), 


^tno  si  hA: 


««4(«»i  >  '•i)«i(»»2  f  '■«V^  ""  awja4(mi  ,  r^)[i^y/*. 


Ma  tenendo  conto  che  è  (jlV  ^^  (iV  =  0  ,  si  ottiene 


*  («i  .  r.y V*  -  (7)(^V  +  ^V  [m.r.  -ir.  (•;•)  -ir. 


a«  Mgae,  eeeendo  (x*v*  =  8  e  jaV  ««  1, 


=  ,«,J8(%)_..(!=L 


2){m^  —  3) 


ì-rr ')'... 


io«  li  ottiene,  ponendo  r^  =  wi^Cm^  —  l)  —  2^^ ,  la  (2)  del  testo. 

i^)  E  invero  un  piano  tc''  si£tatto  seca  C^  in  un  punto  appartenente  alla  trisecante,  di  C^ , 
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.  '"    •=^K3')(:')+'.(")(--^)+»-(3')-'..("'7l-.-)ì- 

• 

6.  a)  Es.  per  w^  =  3  ,  w^  :ziz  2  ,  A^  ==:  1  ,  Z^^  =  3  ,  è  n  :rr:  2[i. ,  ciò  d'  accordo 
col  fatto  che  in  questo  caso  la  superficie  F^  coincide  con  la  quadrica  conte- 
nente C^  e  Gg ,  quadrica  da   contarsi  |i   volte. 

6)  Per  w^j  =  3  ,  m,  =  2  ,  A^  =  1  ,  i^j  =  0  ,  è  n=z  5(i;  in  particolare  dun 
que  possiamo  affermare  che  dato  un  inviluppo  (ic)  di  classe  [Jl  ,  e  una    cubica 
gobba  non  avente  alcun  punto    comune  con    V  assoluto,  i  cerchi  euclidei,  dei 
piani  di  (;c),  trisecanti  la  cubica,  generano  una  superficie  d'ordine  5[jl. 

7.  Siano  ora  date  tre  curve  G,  ,  Cj  •  Gg.  Un  qualunque  piano  ic'  deirinvi- 
luppo  (n)  seca  G^  in  m^  punti;  tre  di  questi  insieme  con  uno  degli  m^  punti 
Tc'Gj,  e  con  uno  degli  m^  punti  ^c'C^,  determinano  una  conica  il  cui  luogo,  al 
variare  di  it'  in  (ir),  è  una  superficie  1\  dotata  di  un  fascio  {k)  di  coniche,  e 
il  cui  ordine  indichiamo  con  n. 

Se  una  conica  di  (^)  è  degenere,  di  essa  fa  parte  o  una  trisecante  di  C^, 
trisecante  che  appartiene  ad  m^m^  coniche  di  (k)f  ovvero  di  essa  fa  parte  una 
corda  di  G^  incidente  G, ,  corda  che  appartiene  ad  {m^  —  2)m^  coniche  di  (A-^; 
o  infine  di  essa  fa  parte  una  retta  incidente  G^  ,  G, ,  Gg ,  retta  che  evidente- 
mente appartiene  ad  1     \^       j  coniche  di  {k). 


Ne  segue 


3n  -  4,  (~')«,«.  =  ,(«.._  2)[a.  _  ^ 


—  1) 


"»,*»«  + 


+  IJ.W 


*.+(:^)]-^,('«.-l)l(-. 


2»,+ 


+  V-  j»»»  [*.  +  (^')]  -  ^a  (»»i  -  l)j(«i  -  2)  «.  + 


contenata  in  esso;  ne  segue  che  questa  trisecante  insieme  con  una  qualunque  retta,  di  ::", 
passante  per  1'  ulteriore  puuto  comune  a  C^  e  a  r'' ,  costituisce  una  conica  di  (k).  Conclu- 
dendo :  la  superficie  F^  è  costituita  dalla  qnadrica  passante  per  C|  (e  per  C2)  contata 
|A  Tolte. 


)(  iw  K 


cioè  r) 


,4}  Ji=^ 


^^l    V^l  ^^'  ^^'  "^  ^*  \    *  "^    J  ^^'^"^  ~  \      2      )  V '^'*  "^  ^'^''"  ^  3  *'**'*'))' 


8.  Es.  per  fw^  =  3  ,  w, zrz  w,  =  l  ,  /^^  =  1  ,  l^^  -j=z  l^^=zi2  y  l^==:0  ,  si  ottiene 
n  =  2yLj  ciò  d'  accordo  che  T^  coincide  con  la  quadi:ica  passante  per  O^ ,  Cj , 
C^.  qaadrìca  contata  {t  volte. 

9.  Kisolviaino  lo  stesso  problema  del  n.  7 ,  ma  nelP  ipotesi  che  ogni  co- 
uka  del  fascio  {k)  9i  appoggi  in  due  punti  a  0^ ,  in  due  a  O^ ,  e  in  un  sol 
\'Mo  a  O3. 

Se  Qua  conica  di  (k)  è  degenere,  di  essa  fa  parte  una  corda  di  0^  incidente 
<.j.  corda  che  appartiene  ad  (m,  —  l)»i3  coniche  di  (k)'^  ovvero  di  essa  fa  parte 

3Bà  corda  di   O^  incidente  C3,  corda  che  appartiene   ad  I    *j  coniche    di    (A:)  5 

ovrero  di  essa  fa  parte  una  corda  di  C,  incidente  O^ ,  corda  che  appartiene  ad 
*  -l)i»3  coniche  di  (k);  ovvero  di  essa  fa  parte  una  corda   di   Cg   incidente 

C/,  corda  che  appartieiie  ad  (    M  coniche  di  (fc);  o  infine  di  essa  fa  parte  una 


>tta  incidente  C^  ?  C^  ?  C3 ,  retta  che  appartiene  ad    (w^  —  l^Wg  —  1)   coniche 
Se  segue 


^'-*K"2)('^')"»«=^hh+('2')l-'«h 


1     m,  -  1  »t,  + 


+  V-  hi 


[k + (:)]  -  ^».  - 1|: 


+ 


+ V- 1»»!*, + (^j)  -  j«  (««,  - 1)!»»,  - 1) 


'»s  + 


+  V-  n 


K  +  '  ■■■' 


\2 


-'«(»«,-iia2'»+ 


+  I*  j2«i«»,»»8  —  KjMtj  +  i„«jg  +  J«»»,Wto,  —  1 JK  —  1)  , 


l'O  Oneste  retezivne  per  (i  «>  1 ,  114  =  mg  =d  1 ,   f^g  =  Ijj  =  Z^,  ^  0 ,   coincide   con  qaella 
^dal  Beraolsri  nel  d.  29  della  sua  Kota  3*  citata,  dorè  però  si  ponga  m  9>  1. 
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\ 


10.  a)  Es.  per  w^  =  w^  =  2  ,  «ij  =:  1  ,  /^g  =  /^g  =  1  ,  i^^  =  2  ,  si  ottiene 
n  =  2|i^  ciò  che  è  evidente  perchè  la  superficie  F^  coincide  con  la  qaadrìca 
passante  per  O^  ,  0, ,  C3 ,  quadrica  da  contare  \l  volte. 

h)  Per  f»^  =  Wg  zz:  2  ,  W3  =  1  ,  i,j  =  ij3  =  0  è  n  r=  |jl(6  —  i^,)  ;  in  partico- 
lare dunqne  possiamo  affermare  che  dato  nn  inviluppo  (ic)  di  classe  ^,  una  co- 
nica (reale)  che  non  sia  nn  cerchio,  e  una  retta  (reale),  i  cerchi  euclidei,  dei 
piani  di  (ic),  i  quali  si  appoggino  in  due  punti  alla  conica  e  in  un  punto  alla 
retta,  generano  una  superficie  d^ordine  5[i  o  6(1,  secondo  che  la  retta  si  appog- 
gia ovvero  nò  alla  conica. 

11.  Siano  ora  date  quattro  curve  0^  ,  G^  ,03,0^;  il  luogo  delle  coniche^ 
dei  piani  di  (ic),  bisecanti  O^  e  incidenti  le  altre  tre  curve  date,  è  una  su- 
perficie r^  dotata  di  nn  fascio  (k)  di  coniche  e  il  cui  ordine  sarà  indicato 
con  n. 

Ogni  conica  degenere  di  (k)  ha  per  componente  o  una  corda  di  C^  inci- 
dente qualcuna  delle  curve  0^,03,0^,  corda  efae  appartiene  ad  m^m^  coniche 
di  (k)y  indicando  con  C\  e  C^  le  rimanenti  due  di  queste  tre  curvej  ovvero  essa 
ha  per  com^jonente  una  retta  incidente  0,  e  due  delle  curve  C, ,  O3  ,  C^ ,  retta 
che  appartiene  ad  (m^  —  Dm,  coniche  di  (A),  indicando  con  C,  la  rimanente  di 
queste  tre  curve  ora  dette;  o  infine  essa  conica  degenere   ha  per  componente 

una  retta  incidente  C, ,  C3 ,  C^ ,  retta  che  appartiene  ad  1    M  coniche  di  (k), 
Ne  segue 

(^<^)   Par    {jL  =  1 ,  nig  =r  1  ,  7^,  =  '13  ^  ^23  ====  ^  1   «IQ^sta    formala   coimude    con    quella    de 
Berzolari  data  nel  n.  15  della  Nòta  1%  dove  però  si  ponga  r  sai  1. 
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-l^p».*»»"»*  —  (^««4  +  i»4«l  +  ^«««W»»!  —  ij  »»,  + 
-»J2«i«,«*  —  (^««4  +  '84»»1  +   L^M^i  — 


1  W.+ 


Cioè  (") 


•6. 


n  zzili  <w  ^m^w^ 


'(:')+'.]- 


-  (»i  —   l)l    ^««^8^4  +  'l3^«W*  +   ^i4^S^S 


W. 


^t8^4  +  ^84^2  +  '«4^ 


8 


11  fl)  B8.  Sia  w,  =  2,  w,=W3  =  m^=l ,  «,,  =  J^3  =  «^^=1  ,  i^gzr:  1^^  =  13^  =  0, 
^  àa  Cj  uoa  conica,  e  0^ ,  C3 ,  C^  tre  rette  sghembe  a  due  a  due  ma  tutte 
mr'ìAm  alia  C^  ;  applicando  la  (6)  si  ottiene  n  =  4|jl  (**). 

b)  Per  ni^  =  2\m^  =  m^  =  m^=l,l^^  —  l^^  =  l^,  =  l^  —  l^  =  l^,  =  0^ 
'i  ba  »=  7|i;  in  particolare  dunque  possiamo  affermare  che  date  tre  rette  reali 
sghembe  a  due  a  due ,  i  cerchi  euclidei  appartenenti  ai  piani  di  un  dato  in- 
viluppo di  classe  [x,  e  ognuno  dei  quali  si  appoggi  a  tutte  e  tre  queste  rette, 
geoerauo  una  superficie  d'ordine  7[i. 

13.  Siano  date  cinque  curve  C,  ,  Cg ,  O3  ,  0^  ,  C^ ,  e  sia  n  V  ordine  della 
iQptTfìcie  r^  generata  dalle  coniche,  dei  piani  dell'  inviluppo  (tc),  ognuna  inei- 
'i«nte  tutte  e  cinque  queste  curve. 

Se  una  dì  queste  coniche  è  degenere,  di  essa  fa  parte  una  retta  incidente 
trt  delle  cinque  curve  date,  retta  che  appartiene  ad  w^m^  coniche  generatrici 
^1 1\ ,  indicando  con  C^  e  C^  le  rimanenti  due  delle  cinque  curve  date.  ' 


Xe  segue 
^^t  abcij  è  una  qualunque    permutazione    dei  numeri    1,  2,  3,  4,  5,  e  il  som 


{^M  Per  p.  »B  1 ,  Mg  =  1113  =»  1114  =^  1  e  lij  =  Of  questa  fonunla  coiuoide  con  qaeUa  datA 
^  Berzolari  nel  d.  3  della  citata  Nota  2%  dove  però  si  faccia  m  =  1. 

■^)  Ciò  Dell'  ipotesi  che  C^  appartenga  alla  qaadrica  passante  per  C^  ,  C3  ,  C4  ;  è-  d'  ac- 
'*rdu  eoi  fatto  che  la  superficie  F^  ,  in  questo  caso,  si  scinde  nella  detta  qnadrica  contata  p 
^^•te.  e  nei  2{x  piani  di  (n)  ognuno  dei  quali  passi  per  una  retta  inciden:^«  C^/  Cg ,  C^. 

^OL,  LVl.  16 
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matorio  è  esteso  alle  dieci  combinazioni  di  classe  due  dì  questi  medesimi  cin^ 
que  numeri.  | 

Concludiamo  che  è  (") 

(  7  )  ti  ZZI  (1 J  8 w^WjWgW^Wj  —  £  w^w^tw^Zy  \ . 

Es.  per  m^  =  m^  =  w,  =  w^  =:  Wg  =  1  e  /y  =  0  ,  cioè  se  C^ ,  0, ,  0^ ,  C^ ,  Cj 
sono  cinque  rette  sghembe  a  due  a  due,  è  n  =  8[i. 


§  2. 

14.  Supponiamo  ora  che  l'inviluppo  (ic)  abbia  un  punto  base  A,  e  sia  C  Is 
curva  considerata  nel  n.  1;  curva  che  supponiamo  non  passi  per  A. 

Un  qualùnque  piano  ic',  di  (tc),  seca  C  in  quattro  punti  che  insieme  cojq 
A  individuano  una  conica;  questa,  al  variare  di  ic'  in  (tt)  ,  genera  uua  super 
flcie  r^  dotata  di  un  fascio  di  coniche  (il*)  e  d^un  certo  ordine  n. 

Se  una  conica  di  {k)  è  degenere  di  essa  fa  parte  o  una  trisecante  di  C,  tri' 
«ecante  che  appartiene  ad  m  —  3  coniche  di  (A-);  o\  vero  di  essa  fa   parte  nm 

u^  _  2\ 
corda  di  O  passante  per  A,  corda  che  appartiene  ad  I  J  coniche   di  [k] 

Ne  segue 


3.-.m!i=.«»-^ 


4 


*  — 


m{m  —  1)])/  _\    .      .  lìn  —  2' 


6 


w  — 3)  +  |iAr     2 


cioè  (") 


(8)  n  =  ^h\ 


m  —  2' 
2 


Es.  per  m  =  4  j  h  =  2  ,  si  ottiene  n  =  2|jl  ,  ciò  d'  accordo  col  fatto  che  il 
questo  caso  la  superficie  1\  coincide  con  la  quadrica  passante  per  C  e  per  A 
qnadrica  da  contare  \l  volte. 

15.  La  curva  C  si  spezzi  ora  in  due  curve,  irriducibili,  C^  e  C,  ;  le  coni 
che,  dei  piani  di  (:?) ,  passanti  per  A  e  che  sì  appoggino  in,  due  punti  ai 
ognuna  di  queste  due  curve  generano  una  superficie  1^  dotata  di  un  fasci 
di  coniche  (k). 


(48)  Qaesta  eguaglianza  per  jji  =  1  ,  t»^  =*-  tmj  =  1H3  ==■  m^  =  m^  =  1  e  /,,  =:  0  ,  divent 
n  »s  8  ,  cioè  ooincide  con  quella  data  dal  Berzolari  nel  n.  1  della  sua  Nota  3*.  dove  pei 
■i  ponga  II  «=  1. 

(^^)  Si  ritrova  così,  facendo  ^  =r  1 ,  la  formula  dat>a  dal  Berzolari  nel  n.  10  della  e 
tata  Nota  1%  purché  in  questa  e!  ponga  n  »»  1. 


^^v^ 
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Per  calcolare  l'ordine  n  di  1\ ,  basta  osservare  che  se  uaa  conica  di  \k)  è 
degenere,  di  essa  fa  parte  o  una  corda  di  G^  incidente  C^ ,    corda  che  appar- 
ueoe  ad  m^  —  1   coniche  di  (k);  ovvero  di  essa  fa  parte  una  corda  di  Cg  inci- 
•ì^Qte  C^ ,  corda  che  appartiene  ad  m^  —  1  coniche  di  (A;);  ovvero  una  corda  di 

i\  {tassante  per  A,  corda  che    appartiene   ad  f  ^  j  coniche  di  {k);  ovvero  una 

ìv>rda  di  C,  passante  per  A,  eorda  che  appartiene  ad  f    M  coniche  di  (A;);  o  in- 

eoe  di  essa  fa   parte  una  retta  passante  per  A,  incidente  0^  e  C, ,  retta   che 
appartiene  ad  (fn^  —  1)(*'*2  —  1)  coniche  di  (k), 
ye  segue 


1  + 


+t^j»»i 


K  + 


;"')i-'»(--*'-o 


+ 


1-10* 


.  .  =  ^  J4  (».)(».)  +  ».  (^)  +  V(",')  -  '.  («,  -  l)(».  -  i 

Es.  per  m^=fn^=:2  y  l^^=:2  è  n  =  2|jl  ciò  d'accordo  che  F^  coincida  con 
U  qoadrica  passante  per  0^  ,  G,  ed  A,  quadrica  da  contare  |i  volte. 


•V    '    'f^ 


16.  SoppoDiamo  ora  che  le  coniche  del  fascio  (k)  siano  trisecanti  G^  e  in- 
cidenti O,  ;  l'ordine  n  della  superficie  F^  (n.  15)  si  ottiene  dalla  seguente  egua- 

jrlianza: 


3n 


^\^(''s)'^t  =  V'\(^h-^) 


K- 


m^{m^  --  1) 


p  + 


+  |i  m. 


+  v-K  (»»i  —  2)»»,  +  V-  («1»». — '«)(  '**  J~  j 
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I 

(10)  «  =  p.J3(^*)m,4-  A.m,(«».  -  2)  -  Z^^**'  "  ^J. 

Es.  per  w^  =  3  ,  ^j  =  1  ,  Wj  =  1  ,  [jg  =  2 ,  si  ottiene  »  =  2|i ,  ciò  d'accordo 
col  fatto  che,  in  questo  caso,  F^  coincide  con  la  quadrica  passante  per  G^ ,  G, 
ed  A,  quadrica  contata  (l  volte. 

« 

17.  In  modo  analogo  a  come  si  fece  nei  n.  14,  15,  16,  è  facilissimo  cai 
colare  (")  l'ordine  n  della  superficie  ^^  generata 

a)  dalle  coniche,  dei  piani  di  (tc),  passanti  per  A,  e  incidenti  due  volt0 
una  curva  data  C^ ,  e  una  sola  volta  ciascuna  di  due  altre  curve  date  O,  e  C^ 

h)  dalle  coniche,  dei  piani  di  (ff),  passanti  per  A ,  e  incidenti  quattro 
curve  date  C, ,  0^ ,  Cg ,  C^. 

18.  Analogamente  si  risolvono  i  problemi  dei  n.  14,  15,  16,  17,  neU'ipO' 
tesi  che  il  punto  A  sia  punto  semplice  per  una  (sola)  delle  curve  date. 

19.  Siano  ora  dati  due  punti  A  e  B  e  una  curva  (irriducibile)  G  non  paR' 
sante  per  essi. 

Le  coniche  trisecanti  G  e  passanti  per  ambidue  i  punti  A  e  B,  generan(: 
una  superficie  F^ ,  d'un  certo  ordine  n,  dotata  di  un  fascio  di  coniche  (k). 

Se  una  conica  di  {k)  è  degenere ,  di  essa  fa  parte  o  una  triseeante  G,  € 
una  corda  di  G  passante  per  A,  o  una  corda  di  G  passante  per  B.  Applicand< 
quindi  la  solita  eguaglianza,  si  ha 

cioè  (*•) 

(11)  n  =  (^^  +  hl^m-^2^.       ' 

Es.  per  m=:S  ,  h=il ,  è  n  =  2;  ciò  d'accordo  col  fittto  che ,  in  questa 
caso,  la  superficie  F^  coincide  con  la  quadrica  passante  per  la  cubica  C  e  pe 
punti  A  e  B. 

20.  Supponiamo  ora  che  la  curva  G  passi  (semplicemente)  per  ambidue 
dati  punti  A  e  B. 

Se  una  conica  di  (k)  è  degenere,  di  essa  fa  parte  una  triseeante  o,  tris€ 


{^^)  Cfr.  prefazione. 

()^)  Si  ritrova  la  formula  data  dal  Berzolari  nel  n.  21  della  sna  citata  Nota  3*. 


)(  126  )( 

mite  che   o  passa  per  A,  o  per  B,  o  infine  non  passa  per  alcuno   di    questi 
due  punti.   Si  ha   dunque 


H"^')=K' 


nlw — 


2(^  +  2— 7»    w  — 4  +   w  — 2 


h  — 


m(m — 1) 


6 


—  2U  +  2 


""ì 


cioè  ('^ 


12) 


»=( 


m  —  4 


^  +  ^|»>  —  2|(m  — 9 


21*  La  carva  C,  ora,  passi  per  A  ma  non  per  B. 
Bagionando   analogamente  si  ottiene 


3» 


-^n^i--) 


h 


m  {m — 1) 
6 


U  +  2   ~mì|  + 


+  U +  2—  mi  m  — 3)  +  ^ 


)  +  ^(^-3J, 


ew 


(13) 


n  =  ^|w  — 3J  +  ( 


w  —  2' 


Es.  per  «t  r=  4 ,  fc  =  2  è  n  =  2,  come  si  può  dimostrare  direttamente, 
perchè  in  qnesto  caso  la  superficie  F^ ,  coincide  con  la  quadrica  passante 
F*r  C  e  B. 

22-  Supponiamo  ora  che  la  curva  C  si  spezzi  in  due  curve  (irriducibili)  G^ 
eC, ,  e  che  le  coniche  di  ijc)  si  appoggino  in  due  punti  a  O^  e  in  un  punto  a  G^. 
Se  A  e  IB   non  appartengono  ad  alcuna  di  queste  due  curve,  si  ha 


3h 


("■) 


»»4+W» 


*i  +  ('^')]-««('».-l)|  +  2A,t«,+ 


+ 


2  (m>,  -  i  JU,  —  1  j 


fioè  n 

U) 


w  =  ut. 


m 


')  +  »! 


—  ^«  h»i~i 


(1'')  Qaesta  formala  è  quella  data  dal  Berzolari  nel  n.  4  della  saa  Nota  1*. 
(1*)  Questo   risultato  per  m^=l  e  l^^z=Q  ooincide  con  quello  dato  dal  Berzo-lafi  nel 
E.  15  d«llA  Nota  2*  citata. 
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Es.  per  m^  =  2  ,  w^ z=  1 ,  l^^zuzl ,  si  ottiene  n  =  2  ,  come  poteva  preve 
dersi,  giacché  in  questo  caso  la  superfìcie  F^  coincide  con  la  quadrica  passante 
per  Cj ,  Cj ,  A  e  B. 

23.  Consideriamo  l'ipotesi  che  il  punto  A  appartenga  a  C^,  mentre  il  punt< 
B  continui  ad  essere  esterno  alle  due  curve. 
Si  ha 


3»-4(-'7^),«,;^[^+(-.)]-^,„^ 


— 1 


m 


1-  A'^t—hi 


ì 


+ 


cioè 


(15) 


+  ^*i  +  2  —  t», jm,  +  fe,»»j  +   f  »i,  —  Ijm,  — 'Z,,  L,  —  2j  + 


Bs.  per  m^  =  3  ,  fe^  i=r  1 ,  iw^  =  3  ,  l^^:=:2  ^  si  ottiene  n  =  2  ,  ciò  d'  ao 
cordo  col  fatto  che  la  superficie  F^  ,  in  questo  caso,  coincide  con  la  quadrici 
passante  per  C^ ,  Cj  e  B. 

24.  In  modo  analogo  si  calcola  (**)  il  valore  di  n  nelle  altre  ipotesi  circi 
lo  spezzamento  della  curva  O  (n.  19)  e  il  suo  passaggio  o  no  per  i  due  punt 
dati  A  e  B. 


§3. 


25.  NelPSg  siano  dati,  in  posizione  generica,  un  sistema  algebrico  cx^*  d 
piani  [tcJ,  e  una  curva  irriducibile  C;  indicheremo  con  pi  la  classe  di  [ir]. 

IJn  piano  qualunque  ;r',  di  [;u],  seca  C  in  m  punti  i  quali,  presi  a  cinqu 

a  cinque,  determinano  j  ^  j  coniche  il  cui  luogo,  al  variare  di  n\  in  [^J,  è  uni 

congruenza  F,. 

La  classe  v  di  F^,  cioè  il  numero  delle  coniche  di  questa  complanari  co 

una  data  retta  generica,  è  evidentemente  [i  ( 

Per  calcolare  l'ordine  co  di  F^  si  ragioni  come  segue: 

Le  coniche  di  F^  appartenenti  a   quei   piani    di   [k]   che   passano   per   u 


(1^)  Cfr.  prefazione. 
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l»anto  generico  P   dell'  ambiente,  generano  una  superficie  F^  con  un  fascio  (fe) 
ili  eoaicbe,  superficie  della  quale  si  è  calcolato  (n.  1)  l'ordine  n.  Inoltre ,  siccome 
§  e  evidentenìeute  eguale  alla  multiplicità  di  P  per  F^  sarà  (*^)  co  =  n  —  2\ls  , 

jve  «  =  1  ^  I  è  il  numero  delle  coniche  di  (k)  esistenti  in  uno  generico  dei  so- 

[•radetti  piani  di  [;c].  Ne  segue  applicando  la  (1), 


il6) 


'         m{m  —  1) 
h 


a)  Es.  per  w  =  5  ,  /t  =  4  è  w  =  0  ,    ciò  d'accordo  col  fatto    che  le  co- 
Kbe  di  F, ,    in    questo    caso,   appartengono  tutte    alla   quadrica    i   passante 

b^  Per  wi  =  5,/t  =  5     è(«>:r:=pL;in  particolare  dunque  possiamo  affer- 

^re  ebe  le  coniche  dei  piani  di  una  data  stella,  ie  quali  si  appoggino  cinque 

•  le  ad  nna  data  curva  irriducibile  C,  generano  una  congrueu;2ra  F,  d'  ordine 

^~ì  allora  e  soltanto  allora  ('*)  che  O  è  una  quintica  (gobba)  ellittica  (priva 

-pto  doppio  effettivo). 

-6. 11  calcolo,  poi,  del  rango  (**)  p  della  congruenza  F^ ,  non  offre  alcuna 
accolta]  basta  infatti  applicare  la  nota  (^)  eguaglianza  3p  -  -  w  —  8v  =  t ,  ove  t 
Ddifa  Tordiine  della  rigata  generata  dalle  coniche  degeneri  di  F,.  E  invero  a) 
<  '  sono  stati  già  calcolati  (n.  25)  ,  e  t  si  calcola  con  un  procedimento  per- 
^ttamente  analogo  a  quello  tenuto  nei  due  §§  precedenti  per  la  ricerca  del 
naiero  6  delle  coniche  degeneri  del  fascio  (k) ,  Ad  ogni  modo ,  afiBnchè  al 
-^tore  sia  di  ^uida,  nel  n.  seguente  calcoleremo  t  ,  avvertendo  che  non  fy- 
>iììo  (**)  Tanaloga  ricerca  nelle  ipotesi,  che  considereremo  in  seguito,  circa  lo 
^*22amento  della  curva  O. 

27.  Se  una  conica  k  di  F,  è  degenere,  essa  si  spezza  in  una  trisecant^ 
K  ^  in  una  corda  k^  di  C;  ne  segue  che  se  k  si  deve  appoggiare  ad  una  ge- 
•trica  retta  r  dello  spazio,  vi  ai  appoggerà  o  per  mezzo  di  k^  o  per  mezzo  di 


^)  Cfr.  il  mio  lavoro  Sulle  auperficie  algebriche  con  infinite    coniche  ,  e,  in  parHoolare,  8U 
9t^U  a  ordine  5.  [Atti  dell'  Accademia  Qioenia,  Catania,  serie  5%  voi.  Vili  [1915)];  n.  3. 

1^')  Se  C  è  nna  qaintioa  razionale  dotata-  di  un  sol  punto  doppio  effettivo,  le  coniche  d^ 
^"  ài  [;;]  5-secanti  C,  generano  due  congruenze  ognnna  delle  quali  è  d'ordine  u  =  1.  Di 
^  di  qQcate  congruenze  le  coniche  passano  tutte  per  il  punto  doppio  (effettivo)  di  C. 

^)  Chiamereno  rango  di  nna  congruenza  di  coniche,  il  numero  di  queste  ognuna  delle 
*^  M  appoggia^  in  punti  distinti,  a  due  date  rette  complanari  generiche. 

^}  Cfr.  il  mio  lavoro  Delle  varietà  algebriche  con  infinite  V^  [Atti  dell'Accademia  Gioenia, 
'<«m»,  serie  5»,  voi.  IX  (1V>16)J,  n.   11  a). 

'**;  Cfr.  prefazione. 
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ky  Sia  X;,  ad  incontrare  r;  essa  fa  parte  di 


.      /»»  —  3\ 
•n     2     ) 


coniche  (degeneri)  di  f 


tutte  incidenti  r  mediante  la  k^  stessa;  dunque  di  coniche  degeneri  siftatte  ne 
esistono 


Im 


w(wi  —  1) 
6 


/w—  3 


•H      2 


} 


Consideriamo  il  caso  che  k  si  appoggi  ad  r  mediante  la  corda  A;,;  osser- 
viamo subito  che  il  piano  di  A;  è  comune  ai  seguenti  tre  sistemi  oo*  di  piani: 
piani  ognuno  passante  per  una  trisecante  di  0,  piani  ognuno  passante  per  una 
corda  di  C  incidente  r,  piani  di  [ic].  Ma  dai  piani  comuni  a  questi  tre  sistemi 
bisogna  esclndei*e  i  piani  di  [tc]  ognuno  dei  quali  contenga  una  trisecante  di  C 

incidente  r,  piani  da  contare  tre  volte  e  che  sono  pi  Im  —  2\h — 

Bisogna  inoltre  escludere  quei  piani,  di  [tc]  ,  in  ognuno  dei  quaìi  la  corda  di  0,  inci- 
dente r,  abbia  come  un  punto  di  appoggio,  su  C,  uno  dei  tre  punti  comuni  a 
questa  curva  e  alla  trisecante  contenuta  in  detto  piano.  Per  calcolare  il  numero 
dei  piani  siffatti  basta  conoscere  la  classe  deirinviluppo  (x)  costituito  dai  piani  in 
ognuno  dai  quali  esista  una  trisecante  di  C  tale  che  dei  suoi  tre  punti  di  ap- 
poggio esca,  nel  detto  piano,  una  corda  di  O  incidente  r.  A  tal  fine  sia  P  un 
punto  generico  di  r  ;  siccome  per  P  passano  A  corde  di  C ,  e  per  ognuno  dei 
due  punti  di  appoggio,  di  ciascuna  di  queste,  passano  A  -|-  2  —  m  trisecanti, 
abbiamo  già  2/*(A  -f  2  —  w)  piani  di  (/)  passanti  per  P,  Un  altro  piano  di  (yj 
che    anch'esso    passi    per    P,    conterrà    la  retta   r;    ma    per  queste  passane 

\ piani  in  ognuno  dei  quali  esiste  una  trisecante  di  C 


m 


-) 


6 


e  d-altrB  parte  in  questo  piano  esistono  3(w  —  3)  corde  (incidenti  r)  e  tali  che 
dei  due  punti  di  appoggio,  su  C,  uno  appartenga  alla  trisecante,  così  conclu 

diamo  che  i  piani  di  (x)  passanti  per  r  sono  z\m  —  3)«(wi  —  ? 

e  di  conseguenza  la  lasse  dell'  inviluppo  (x)  ^ 


A  — 


6 


24[a  +  2—  wì  +  3(w  —  2l(m— 3 


A- 


m{m  —  1) 


Ke  segue  che  i  piani  di  \r\  in  ognuno  dei  quali  esiste  una  corda  di  C 
iucidente  r,  una  trisecante,  di  C,  che  non  passi  per  alcuno  dei  pnnti  di  ap 
poggio  di  questa  corda,  8o.no 


«i  — 2 


m(w  —  1) 
6 


fc  + 


\2/J 


•  ji  —  3|x  w  —  2 


A-^- 


m{m  —  1) 


6 


—  |i  J2fc  A  -f  2  —  w )  +  3  (m  —  2  11 m  —  3 


A  — 


m(m  —  1) 


r- 


eioe 


K- 


T 
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m{m  —  1) 
6 


h  -f- 


\     2 


—  2h(h  +  2  —  fn 


ì 


Oramai   conosciamo  quanto  occorre  per  assegnare  il  richiest)o  valore  di  r, 
e  precisameate   si  ha  ' 


t=  (m 


m{m  —  1) 
6 


-  4  - 


•.("7'i+ 


»»(»i  —  1) 


h-\- 


( 


m  —  3' 


—  2AU  +  2 


-l 


citje 


17)    t  =:  JJL  j(  Wl  —  2  j  ^  — 


w(m  —  1) 
6 


ft-f  hw  —  3  «1  — 4 


( 


2h[h  +  2 


4 


^  a)  Ripigliamo  l'esempio  dato  nel  n.  25  a);  è  t  =  4(1 ,  e  quindi  (n.  26) 
P^=Ì9.)  ciò  d'accordo  col  fatto  che  se  r  ed  r'  sono  due  generiche  rette  com- 
pIoDMrìj  le    coniche    5-secanti  0 ,   appartenenti  a  piani   di  [n\  e  ognuna   delle 
quali  si  appoggi  in  punti  distinti  ad  ambedue  queste  rette,  sono  evidentemente 
le  4yL  coniche  della  quadrica  ^(n.  25.  a),  ognuna  complanare  con  una  delle  quat- 
tro rette  eonginngentl  i  due  punti  ri  coi  due  punti  r'5. 

b)  Nell'esempio  del  n.  25  6),  è  z  =  15^  e  quindi  p  :=:  8{t. 


29.  Sapi>oniamo  ora  che  la  curva  C  si  spezzi  in  due  curve  (irriducibili) 
i\  e  O,.  I^  coniche  quadrisecanti  C^ ,  incidenti  0^ ,  e  appartenenti  a  piani  di  \it\, 

srenerano  una  congruenza  T^  dì   classe  v  =  |i.  {  .*Wj. 

LfC  coniche  di  F^  i  cui  piani  passino  per  un  punto  generico  P,  generano 
una  superficie  F^.  il  cui  ordine  n  è  dato  dalla  (2).  Ragionando  ,  poi,  in  modo 
analogo  a  come  si  fece  ìiel  n.  25,  si  dimostra  che  l'ordine  co  della  congruenza 
r,  è  dato  da 


(18) 


iù 


=.K-- 7  >.-("' 3-')  4 


a)  Bs.  per  «^  z=  4  ,  ^^  =  2  ,  w^  =  1 ,  I^^  =:  2  ,  si  ottiene  co  =  0  ,  ciò  d'ac. 
«ordo  col  fatto  che  le  coniche  di  F^,  in  questo  caso,  appartengono  tutte  alla 
quadrica  passante  per  C^  e  C^. 

b)  Per  i»^=:4,  /i^  =  3,  Wg=lèct>  =  ji(3  —  l^^)  ;  ne  segue  che  per 
/^  =  2  ,  1 ,  0  ,  è  rispettivamente  <o  =  (jl  ,  2[t ,  3|jl* 

TOI«.    I.VI.  17 
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In  particolare,  dunque,  le  coniche  dei  piani  di  una  data  stella ,  coniche 
quadrisecanti  una  quartica  gobba  di  2^  specie  e  incìdenti  una  data  corda  di 
questa ,  generano  una  congruenza  d'ordine  o>  =  1  (e  classe  v  =  1). 

30.  Se  le  coniche  di  I\  si  appoggiano  in  tre  punti  a  C.  e  in  due  punti 
a  C, ,  risulta  v=^v  (  s'jC^  j  ®  ("•  ^) 

OT  ,=4(-.)(-.)+».(«.)(„._.)+..(-.)-,,.(«.7')(«.-t| 

a)  Bs.  per  wt^  =  3 ,  Wj  =  2  ,  A^  =  1 ,  f  ^^  zzn  3  ,  è  od  =  0  ,  ciò  che  si  po- 
teva prevedere  perchè  le  coniche  della  congruenza  F^  appartengono  tutte,  in 
questo  caso,  alla  quadrica  passante  per  G^  e  C^. 

b)  Per  m^z=3  y  A^  =  1 ,  wi^  =  2  è  o)  =  |jl(3  —  l^^j  onde  per  Z^  =  2 ,  1,  è 
rispettivamente  co  =  ft ,  2(1. 

In  particolare,  dunque,  le  coniche  dei  piani  di  una  stella ,  coniche  trise- 
canti  una  cubica  gobba  e  bisecanti  una  conica  avente  due.  punti  in  questa, 
generano  una  congruenza  d'ordine  a>  =  l  (e  classe  v  =  l). 

e)  Se  è  w^  =  3  ,  fcj  1=  1 ,  Wg  =  2  ,  Zjg  =  0,  \l=:1  ^  e  0^  è  P  assoluto, 
possiamo  affermare  che  i  cerchi  euclidei  posti  nei  piani  di  una  stella  e  trisecanti 
una  data  cubica  gobba  non  avente  alcun  punto  neir  assoluto ,  generano  una 
congruenza  d'ordine  o)  =:  3  (e  classe  v  =  1). 

31.  Siano  ora  date  tre  curve  (irriducibili)  C, ,  C^ ,  (Jg  ;  le  coniche,  dei  piani 
di  [ic],  trisecanti  O^  e  incidenti  C^  e  O3,  generano  una  congruenza  1\  di  clas- 
se v  =  {i.  (    *)  WgWj  e  d'ordine  (n.  7) 

(20)     0)  =  H- W'^'Jw.Wg  +  h^  (m,  -  2 j  m,m^  -  \^^'  ~   jl^mj^  +  »»«^3+ 3  ♦»i^83jj- 

a)  Es.  per  m^  =  3  ^  wi j  =:  Wg  =  1  ,  A^  =  1 ,  1^^  i=r  J^g  =  2  ,  i^g  =  0  ,  si  ot- 
tiene co  =  0 ,  ciò  d'accordo  col  fotto  cbe  in  questo  caso  le  coniche  della  con- 
gruenza r  appartengono  tutte  alla  quadrica  passanfle  per  C^ ,  C^ ,  O,. 

b)  Per  w^  =  3  ,  w,  =  w.,  =  1 ,  A,  =  1 ,  ^«  =  2  ,  ^„  =  1  ,  ^«s  =  ^  »  ^ 
0)  =  (l;  onde  se  [ic]  è  una  stella  si  ottiene  una  congruenza  d'  ordine*o>  =  1  (e 
classe  V  =  1) 

32.  Supi)oniamo  ora  che  le  coniche  della  congruenza  F,  bisechino  C^,  bi- 
sechino  C, ,    e    si    appoggino    in    un    sol   punto  a  Og.    È  v  =  jji    (  «*  ){  o  J   ^"3 
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e   n.  9) 
(21)   fu 


=Mt 


'm, 

2 


»'«,  +  A 


'  (  2  r« + **  (2')'*'  ~  *"  p  ~  ^ìv"*»  ~  ^)**»  ~ 


a)  Ks.  p«r  m^  =  1»^  =  2  ,  w,  =  1 ,  Z^g  =  ^^  =  1 ,  i^^  =  2  si  ottiene  o)  =  0, 
fi»  d'Accordo  all'osservare  che,  in  questo  caso,  le  coniche  di  F^  appartengono 
tutte  alla  qaadrica  passante  per  C\  ,  C^ ,  G3. 

b)  Per  m^  =  fn^=!i,  W3  ^  1  ,  l^^  =  l^^  =  l^=l ,  è  (ù  =  ^. 

In  particolare,  dunque,  se  [ir]  è  una  stella ,  la  congruenza  F,  è   d'  ordine 
filli:  1  (e  classe  v:=rl). 

33.  Siano  ora  date  quattro  cnrve  (irriducibili)  Cj ,  C^ ,  C3 ,  O^  ;  le  coniche, 
«ffi  piani  di   [«],  bisecanti  C, ,  e  che  si  appoggino  alle  altre  tre  curve,  generano 


ut 


congruenza  F^  di  classe  v=|jl|    ^jwjWtgW^  e  d'ordine  (n,  11) 


•»0i 


a>  1=  jt  im^mjH^ 


("') 


+  K 


»».  —  1 


*«»V»4  +  iu»*2*»4  +  ^4»'»«»»i 


("•; 


'23^4  +  '«♦'*«  +  h*^^: 


a)  E».  i>er  Wi  =  2,  m^=zm^=m^  =  l  ,  l^^=l^^=  l^^=l^=z  1^=1 , 
^^  =  0  si  ottiene  10  =  0 ,  come  si  poteva  prevedere  perchè ,  in  questo  caso, 
tnite  le  coniche  di  l\  appartengono  alla  quadrica  passante  per  0^ ,  C^ ,  0,, ,  C^. 

b)  Per  m,  =  2  ,  w,  =  W3  =  m,  =  1 ,  i,2  =  ^3  =  '14  =  1  >  *S3  =  'm  =  ^34  =  <^> 
•^  «•=2|i. 

e)  Per  wi,  =  2  ,  w,  =  m^  =  ni^  =  1,1^^  =  l^^  =  l^,  =  l^^  =  1,1^  =  1^  =  0, 
e  0)  =  ^  in  particolare,  quindi,  se  [ic]  è  una  st^la,  la  congruenza  I\  è  d'  or- 
dine «  =  1  (e  classe  v  =  i). 

34.  Supponiamo,  infine,  che  hi  curva  G  (n.  25)  si  spezzi  in  cinque  curve 
irriducibili)  G^ ,  C^,  C3,  C^ ,  O^;  le  coniche,  dei  piani  di  [ic] ,  ognuna  delle 
'inali  si  appoggi  a  tutte  queste  curve,  generano  una  congruenza  F,  di  classe 
'*=*f.mjn^m^m^m^  e  d'ordine  (n.  13) 


t23\ 


CD  =  ^6m^nl^m^m^m^  —  ^mjHtinJiJt^. 


a)  Es.  Sia  m^=m^=m^  =  m^=m^  =  l,l^^  =  l^^=:l^  =  l^^z=:0,  l^^  — 
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=  1^5  =  I^  =  /jj,  =  ^34  =  ^35  =  1 ,  si  ottiene  o)  =  0  ,  ciò  d'  accordo  col  fatto  cb< 
le  coniche  di  F^  appartengono  tutte  alla  quadrica  passante  per  le  tre  retti 
sghembe  C^ ,  Oj ,  C3. 

b)    Per    m^  =  m^  =  m^  =  m^  =  m^=l,    1^^=:  l^^  =  l^^  =:l^  =  l^^  =  0 
l^^z=:l^  =  l^z=:il^=:l.^=:l  j  è  0)  z=  {i  ;  in  particolare ,    dunque  ,  se  [ic]  è  un| 
stella,  Fg  è  una  congruenza  d'ordine  co  =  l  (e  classe  v  =  1). 

35.  Siano  dati,  nell'S3,  una  curva  irriducibile  G  e  un  punto  A  fuori  di  essa 
Un  piano  i:'  passante  per  questo  punto   seca  G  in   m  punti  i  quali,  presi  a 

quattro  a  quattro,  determinano,  insieme  con  A,  f     ]  coniche.  Al   variare   di  i:' 

pur  passando  sempre  per  A  ,  si  costruisce  in  tal  modo  una  congruenza  I^  di 

classe  V  = I 

Per  calcolare  l'ordine  a>  di  F^  si  osservi  che  le  coniche  di  questa  congruenza 
i  cui  piani  passino  per  un  punto  generico  P  dello  spazio ,  generano  una  sa* 
perfide  F^  della  quale  l'ordine  è  dato  dalla  (8)  per  (x  =  1.  La  multiplicità,  poi 
della  retta  AP  per  l\  è  evidentemente  eguale  al  richiesto  numero  o>.  Si  ha 
dunque 


m  — 


0)  =  /..      2 


I-i:)' 


cioè  n 


(24)  0.  =  1-  -  '' 


w(w — 1) 

h — g— 


a)  Bs.  per  w  =  4  ,  h  z=z2  è  o)  =  0  ciò  che  era  da  prevedersi  perchè  ia 
questo  caso  tutte  le  coniche  di  i\  appartengono  alla  quadrica  passante  per  (J 
e  per  A. 

b)  Per  M  =  4,  A-  =  3  è  a>=:l  risultato  noto  (**). 

36.  Se  la  curva  G  (a.  35)  si    spezza  in   due   curve  (irriducibili)  G^  e  C2 , 
le  coniche  passanti  per  A ,  e  che  si  appoggiano  in  due    punti  ad   ognuna  di 


.queste  curve,  generano  una  congruenza  F^  di  classe  v 


= ("■)(?)• 


(^^)  È  la  forniula  data  dal  Berzolari  nel  n.  11  della  sua  1^  Nota.* 
(**)  D.  MoDtesano.  Su  i  vari  tipi  di  congruenze  lineari  di  coniche  dello  spazio   [Reudi 
ooitti  ddUa  I(,  Acca4emia  delle  Scienze  di  Napoli  (1895);  Nota  2^]  u.  1. 
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Ragionando,  poi,  analogamente  a  quanto  si  fece  nel  n,  precedente,  si  trova 
3.  15)  che  l'ordine  di  T^  è  H 

:3i    .=3C:'X^)+».(-.)+*.(-.)-<„(»,-.)(».-4 

<i)  Es.  per  m^  =  Wj  1=  2  ,  ^^^  =  2  è  w  =  0 ,  ciò  d'  accordo  col  fatto  che, 
i:  qaesto  caso,  le  coniche  di  1\  giacciono  tutte  nella  quadrica  passante  per 
'.,.  i\  e  A. 

b)  Per  «»4  =  Wj  ==  2  ,  Zj,  =:  1  è  (0  =  1. 

37.  Supponiamo  ora  che  le  coniche  della  congruenza  F,  siano  trisecanti  C^ 
*  mcidentiy  generalmente  in  un  sol  punto,  la  curva  C^ ,  onde  è  v  =  1    '  \m^. 
È  facile  dimostrare,  nel  modo  solito,  che  (n.  16)  è  (^) 


:jB)  do 


=  ("3')«,-M.-,(«.-2)-^,f»'7'). 


a)  Es.  per  Wj  =  3  ,  f»,  =  1  ,  ^^  =zz  1 ,  i^^  =  2  ,  è  o)  =  0  ,  ciò  che  è  evi- 
i^ot^  perchè,  in  questo  caso  le  coniche  di  F^  appartengono  tutte  alla  quadrica 
Alante  per  C^ ,    C^  e  A. 

b)  Per  f»^  nr  3  ,  Wj  =  1 ,  A^  =  1 ,  è  «  =  2  —  i^^  ;  ne  segue  o)  =  1  od 
*=:  2  secondo  che  è  i^j  =  1  ovvero  ?^,  =  0. 

38.  In  modo  analogo  a  come  si  è  fatto  nei  nJ  35,  36  e  37,  si  calcola  as- 
m;  facilmente  Fordiue  della  congruenza  Fg  nelle  altre  i{>otesi  possibili  circa 
^'  spezzamento  della  curva  G ,  e  il  passaggio  o  no  di  questa  per  il  dato* 
mo  A. 

• 

§  4. 

39.  Data  una  curva  gobba  irriducibile  C  *,  tutte  le  coniche  dello  spazio 
"^  ad  essa  si  appoggino  in  cinque  punti,  generano  un  complesso  F3  che,  evi- 

*aU;ineute,  è  d^ordine  (**)  w  zz:  1     j, 

'^  Si  ritrova  <908Ì,  per  lii=^  0 ,  la  formula  data  dal  B  e  r  z  o  1  a  r  i  nel  n.  t7  della  sua 
^•u  2»  eitato. 

(^)  Questa  formula^  ove  si  ponga  m^  «»  1  «  Z|2  ==  0,  è  quella  data  dal  Berzolari  nel 
'  n  della  sua  Nota  2^  citata. 

i^  Chiameremo  ordine  di  un  complesso  di  coniche ,  il  numero  di  queste  esistenti  in  nu 
:'Uao  generico;  diremo  poi  cla99e  del  complesso  la  classe  dell'  inviluppo  generato  dai  piani 
'-'^  coDtcbe^  del  complesso,  le  qaali  passino  per  uu  dato  punto  generico  dello  spazio, 
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Per  calcolare  la  classe  v  di  r3,  si  osseiTÌ  che  v  indica  qnanti  piani,  pa 
santi  per  una  generica  retta  r,  conteugono  coniche  di  T^  ognuna  delle  qua 
passi  per  un  dato  punto  generico  P  di  r.  Ma  le  coniche  di  F,  complanari  c< 
r  generano  una  superficie  ^^  j  d'un  certo  ordine  n  j  per  la  quale  r  è  maltìp 
secondo  il  numero  v,  dunque  è  v  =:  n  —  2o) ,  cioè  (n.  1) 


(27) 


=  l(.-2)(,H-a)(,.-4) 


m{m  —  1) 


Se,  infine^  si  richiede  l'ordine  p  della  superficie  T^  generata  dalle  conici 
di  Fg  passanti  per  il  punto  P,  basterà  calcolare  il  numero  t  delle  coniche  di 
generi  di  Fg  esistenti  in  ^^ ,  cioè  delle  coniche  degeneri,  di  V^ ,  ognuna  del 
quali  passi  per  P  ;  infatti  poi  dalla  solita  (^^)  relazione  3p  —  4v  =  t  si  rie 
vera  p. 

Per  calcolare  t  si  osservi  che  se  una  conica  di  Fg  è  degenere,  essa  si  speza 
o  in  una  trisecaiit^  e  in  una  corda  di  C ,  ovvero  di  essa  conica  farà  pari 
una  quailrisecante  questa  curva.  Ne  segue  che  le  coniche  degeneri  di  F.^  pa 
santi  per  P  sono 


Il w  -~  2]  ^  — 


z=:zk\\m--  2 


ìn{m  —  1) 
6 


2  U  +  2  —  wì|  -f  q  (m  —  4  j 


ove  q  indica  il  numero  delle  quadrisecanti  la  curva  0,  cioè 


e  quindi  (") 


(28)  p 


=K"-) 


h^^Hm*—lìm  +  2iy  —  ^m{m  — 


a)  JBs.  sia  w  =  5 ,  A  =  5  ,  e  precisamente  sia  C  una  quintica  gobi 
ellittica  senza  punto  doppio;  è  w  =:  1 ,  v  =  1.  In  questo  caso,  dunque,  il  con 
plesso  Fg  è  bilineare  (®). 

La  (28)  dà  p  =  3  (^). 

b)  Per  7H  ZZI  5  ,  fe  =  6  ,  si  ottiene  co  =  1 ,  v  z=  2;  inoltre  è  p  =  7. 


(»)  cfr.  la  (3),  : 

(3*)  B  e  r  z  o  1  a  r  i„  Nota  1*  n.  17. 

(3*)  M  o  11 1  e  R  a  n  o  ,  Sui  compleashòUineari  di  coniche  nello  spazio  [Atti  dell'  Accademia  àeW 
Scienze  di  Napoli  voi.  XV,  serie  2*  (1913)],  u.  31,   6o. 
(33)  Mon  tesano,  1.  e.  in  (3«),  n.J  24  e  1. 
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[      40.  Sapponiamo  ora  cbe  C  si  spezzi  in  clae  curve  irriducibili  0^  e  0^  ;  le 
nQìche  quadrisecanti  C^  e  che  si  appoggino  a  C,  generano  un  complesao  T^  che 


ridentemente  è  d'ordine  a> 


=  {^J)  ^v 


Procedendo^  inoltre,  in  modo   analogp  a  come  si  fece   nel    n.   precedente, 
'  trova  (n,  3) 


\ 


29) 


=-.("'r>-(-a-')'..- 


Se  si  richiede  l'ordine  p  della  superfìcie  generata  dalle  coniche  di  F,  pas- 
«Mi  per  on  punto  generico  P  dello  spazio,  basta,  come  nel  n.  39,  calcolare  il 
TiDn^ro  z  delle  coniche  degeneri  di  1^  passanti  per  P,  e  poi  servirsi  della  solita 
>l^ione  3p  —  4v  =  T. 

a)  E3.  per  w^r=  4  ,  A^  =  2  ,  w^^  1, ,  J^^r^  1  ,  è  cu  =  1  e  v  =  1 ,  cioè  il 
riciplesso  Fg ,  in  questo  caso,  è  biiineare  (^). 

b)  Per  m^  =  4,  fc^  =  3,  m^  =  l  j  l^^  =  2  y  è  (0  =  1  e  v  =  l,  cioè  anche 
r^ni  il  complesso  F3  è  biiineare  (®). 

\\.  Se,  invece,  il  complesso  F,  è  generato  dalle  coniche  trisecauti  C^  e  bi- 
seccati  C^,  si  ha  a>  ziz  (^m(^*|,  e  (n    6) 


a)  Bs.  per  wi^  =  3  ,  m^  =  2  ^  /t^  =  1 ,  i^^  =z  2  ,  è  w  =:  1  e  v 
hn  eomplesso  biiineare  (^)> 

*)  Per  Wj  =  3  ,  wig  =  2 ,  A^  =  1 ,  J^,  =  1 ,  è  .co  =  1  e  v  =  2. 


1  cioè  F3  è 


42.  Snpik>niamo  ora  che  siano  date  tre  curve  irriducibili   O^ ,  G^,  C3;   le 
n«iclie  trisecauti  C^  e  che  si  appoggino  a  Cj  e  O3 ,  e  generano  un  complesso  Fg. 


Si  ha  IO 


=("■) 


w.w,  e  (n.  7) 


il)  V  =  3  /^M  w,W3  +  K  (m,  -  2jm,m,  -  \^^'  ^      )[n^,ht  +  ^zh^  +  g^Vw). 

a  Es.    per    i»^=:3,    m^  =  m^  =  l  j  k^  =  l  j    ^j  =  2,    ^4,=  !,    '«=0, 
t*— 1  e  v=l  ,  cioè  Fg  è  un  complesso  biiineare  i^). 


i«)  Cfr.  1.  e. 
'*)  Cfr.  I.  c- 
»/  Cfr.  1.  «• 

(^;  Cfr.    J.    e. 
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»)  Per  «j  =  3,  tii,  =  m,=  l,   *,  =  1,    l„  =  l„  =  l„  =  l  ,   è<i>=l    e 
y  =  1  ,  cioè  anche  in  qnesto^  caso  il  complesso  F,  è  bilineare  C"). 

43  Le  coniche  di  F,  siano,  invece,  bisecanti  C, ,  bisecanti  C,,  e  incidenti 

C,.  È  u,  =  f^'JC;»)  «3  e  (n.  9) 

(32)     V  =  4  ('^*)(^«)  m,  +  fe.  (^')  ,»3  +  h,  (^')m3  -  J,.  («.  -  l)(m,  -  l)  «i,  - 


*J3 


(^■X«. -')-'»  (?)(-.-!)• 


a)  Bs.  per  w,  =  w^  =  2  ,  Wg  =  1 ,  Z,,  =  ^,3  =  «„  m  1 ,  è  co  =:  1  e  v  —  1, 
cioè  Fj  è  un  complesso  bilineare  (^). 

b)  Per  w^  =  m,  =  2,  w.3  ^  1,  I^^  1=  2,  i^g  =  1,  ^^3 1=  0,  è  o  =  1  e  v  =  1, 
cioè  anche  ora  T^  è  bilineare  (*®). 

44.  Supponiamo  ora  cbe  siano  date  quattro  curve  irriducibili  Cj, ,  C^ ,  C^ , 
0^  ;.  le  coniche  bisecanti  C^  e  incidenti  0^ ,  O3 ,  O^ ,  generano  un  complesso  T^ 

per  il    quale  è  <»=  (    M  m^m^m^  e  (n.  11) 

(33)  ^  =  rn,m,mj^ò{^^'^ -Jr  K   - 

Es.  per  m,  =  2,  m^  =  m^=zm,=:l  ^  l^^  =  l^^  =  l^  =  l^r=iì  ,  l^^  =  l^  =  0, 
èo)  =  lev  =  l,  cioè  Fg  è  un  complesso  bilineare  (**), 


45.  Supponiamo,  infine,  che  siano  date  cinque  curve  irriducibili  0^ ,  G, ,  C3, 
^4^  ^5  9  le  coniche  che  si  appoggino  a  tutto  e  cinque  queste  curve,  genemno  un 
complesso  F3.  È  u>  =  m^m^m^m^m^  e  (n.  13) 

(34)  V  =  Gmjn^m^m^m^  —  Iimam^m^lij. 


(W)  Cfr.  1.  e.  in  (M). 

(»)  Cfr.  l.  0.  in  («). 

(*0)  Cfr.  1,  e.  in  (M). 

(«)  Cfr  1.  0.  in  («), 
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Ea.    per       m,  =  m^  =  m^~m^=zm,  =  l  ,   l^^  =  l^^  =  l^  =  l^  =zl^  z=z  1  , 

(,  =  /|5  =  ^34  =  l^zuzl^^zO y     è  CO  =  1  e  V  =  1  ,  cioè   Fg  è   un  complesso  bili- 
3Mre  {^): 


§  5. 

46.  Per   calcolare  il  numero  (fluito)  delle  coniche  incidenti  una  o  più  curve 

date,  passanti    per  uno  o  due  punti  dati,  e  tangenti  uno  o  più  piani  dati,  non 

rè  cìie  da  sei^virsi  dei  risultati  precedenti,  ed  applicare  la  nota  (*^)  eguaglianza 

ìi:z2(« — |JL«)  che  lega  Pordine  n  di  una  superficie,  con  un  fascio  di  coniche 

ki,  alla  classe  (l  dell'inviluppo  (ic)  dei  .piani  di  queste,    al  numero  «  delle  co- 

iikbe  di  (k)  esistenti  in  un  piano  generico  di  (ic),  e  al  numero  8  delle  coniche 

di  ;fc)  tangenti  un  dato  piano  generico. 

Per  amor  di  brevità  ci  limiteremo  a  risolvere  alcuni  pochi  dei  tanti  prò- 

bkffli  che  si  possono  presentare,  problemi  la  cui  risoluzione  non  offrirà  alcuna 

«fificoltà  dopo  gli  esempi  che  stiamo  per  considerare. 

47.  Le  coniche  passanti  per  due  punti  dati,  e  trisecanti   una  data  curva 
('  DOD  passante  per  essi,  generano  una  superficie  la  quale  (n.^  19)  è  d'ordine 

Ji=r|    j-|-/t|m — 2j.  Ne  segue  che  il  numero  8  di  queste    coniche    le   quali, 

inoltre,  tocchino  un  dato  piano  generico  è  (n.^  46)  dato  da  (^) 

{35)  8=:2h(m—2). 

48.  he  coniche  passanti  per  due  punti  dati ,  e  che  si  appoggino  in  due 
[•unti  ad  una  data  curva  C^  e  in  un  punto  ad  un'altra  0, ,  curve  non  pas- 
santi pei  due  punti  dati,  generano  una  superficie  il  cui  ordine   è   dato    dalla 

14).  Ne  segue  (n.^  46)  che  il  numero  S  di  quelle  j   fra   queste    coniche.,    che 
toccano  un  dato  piano  generico  è  dato  da  (^) 

(36)  S  =  2  JS[2('^')  +  ^  ]  -  ««  («».  -  l)j . 

49.  Le  coniche  passanti  per  due  punti  dati,  e  trisecanti  ulteriormente  una 
«lata  curva  G  passante  (semplicemente)  per  essi,  generano  una  superficie  il  cui 


(«)  Cfir.  1.  o.  in  (»). 
(«)  Cfr.  1.  e.  in  (»). 
(M)  Bersolari,  Nota  2*  citata,  n.  23. 

(45)  Per  «4  ««  1  e  Z^2  =  0  questa  formula  diventa  quella  data  dal  6  e  r  z  o  1  a  r  i  pel  n.  18 
Ma  eoa  Noto  3*  «itota, 

YOL.    LVI.  18 
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b)  Tm  m,  =  3,  m^  =  m^=l,   fc,=r  1 ,    t„  =  J,,  — 1„  =  1  ,    è  (o=  1    i 
V  =  1  ,  cioè  anche  in  questo-  caso  il  complesso  F,  è  bilineare  ("). 

43  Le  coniche  di  F,  siano,  invece,  bisecanti  0^,  bisecanti  G„  e  incidenti 

0..  È  u,  =  ('J^)(^«)  «^3  e  (n.  9) 


'«. 


r,')(^.-i)-^.r,«)s-i). 


a)  Bs.  per  w,  =  w^  =  2  ,  Wg  =  1 ,  i^^  —  I^g  =  «^  rn  1 ,  è  w  =  1  e  v  ==  1, 
cioè  Fj  è  un  complesso  bilineare  (**). 

b)  Per  w^  =  wtj  =  2,  «Wj  =  1,  l^^  =  2,  /^g  =  1,  l^ i=  0,  èo)nrlev=:l^ 
cioè  ancbe  ora  F^  è  bilineare  (***). 

44.  Sapponiamo  ora  cbe  siano  date  quattro  curve  irridacrbili  C^, ,  Cj,  O3 , 
O4  -^  le  conicbe  bisecanti  C^  e  incidenti  O, ,  Cg ,  O^ ,  generano  un  complesso  Fg 

per  il    quale  è  to=  I    M  m^mjn^  e  (d.  11) 


(33)  V  =  mjnjM 


'.[K"') + »■! 


Bs.  per  m,  =  2,  m^=zm^  =  m,=  l,  l^^  =  l^^  =  l^  =  l^  =  l ,  l^^  =  l^  =  0, 
èa)  =  lev  =  l,  cioè  Fg  è  un  complesso  bilineare  (**). 


45.  Supponiamo,  infine,  che  siano  date  cinque  curve  irriducibili  C^ ,  C,  j  C3, 
C^,  C^;  le  coniche  che  si  appoggino  a  tutte  e  cinque  queste  curve,  generano  un 
complesso  Fg.  È  (o  =  w^wijWgWi^iiij.  e  (n.  13) 

%. 

(34)  V  =  Gm^m^m^m^m^  —  Iimjn„mcli^. 


(W)  Cfr.  1.  e.  in  («). 

(W)  Cfr.  1.  0.  in  {«). 

{*»)  Cfr.  1.  e.  in  (W). 

(«)  Cfr    1.  0.  in  (W). 
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Es.   per     1»,  =  i»,=  m3  =  w,  =  W5=l  ,   l^^  =  l^^=:l^  =  l^  =il^z=zl  , 
l.  —  l^^  =  l^=zl^z=:l^^=Oy    è  0)  =  1  e  V  =  1 ,  cioè   Fg  è   un   complesso  bili- 


§  5. 


46.  Per  calcolare  il  numero  (finito)  delle  coniche  incidenti  una  o  più  curve 
date,  passanti  per  uno  o  due  punti  dati,  e  tangenti  uno  o  più  piani  dati,  non 
rV  cbe  da  servirsi  dei  risultati  precedenti,  ed  applicare  la  nota  {*^)  eguaglianza 
l  —  2{n  —  jjLf)  che  lega  l'ordine  n  di  una  superficie,  con  un  fascio  di  coniche 
t,  alla  elasse  {i  dell'inviluppo  (ic)  dei  .piani  di  queste,  al  numero  «  delle  co- 
w]it  dì  (Jc)  esistenti  in  un  piano  generico  di  (ic),  e  al  numero  5  delle  coniche 
di  k)  tangenti  un  dato  piano  generico. 

Per  amor  di  brevità  ci  limiteremo  a  risolvere  alcuni  pochi  dei  tanti  pro- 
tei che  SI  {tossono  presentare,  problemi  la  cui  risoluzione  non  offrirà  alcuna 
•Scolta  dojM)  ^li  esempi  che  stiamo  per  considerare. 

47.  Le  coniche  passanti  per  due  punti  dati,  e  trisecanti  una  data  curva 
<'  Qoo  passante  per  essi,  generano  una  superficie  la  quale  (n.^  19)  è  d'ordine 

ir:j!!|4-A{»* — 2).  Ne  segue  che  il  numero  8  di  queste    coniche    le   quali, 

inoltre,  tocchino  un  dato  piano  generico  è  (n.°  46)  dato  da  {**) 

.35)  S  =  2h{m  —  2). 

48.  Le  coniche  passanti  per  due  punti  dati ,  e  che  si  api)oggino  in  due 
[•unti  ad  una  data  curva  O^  e  in  un  punto  ad  un'altra  (\ ,  curve  non  pas- 
santi pei  due  punti  dati,  generano  una  su[>erficie  il  cui  ordine  è  dato  dalla 
14.  Ne  segue  (n.^  46)  che  il  numero  8  di  quelle ,  fra  queste  coniche-,  che 
ideano  un  dato  piano  generico  è  dato  da  (^) 


(36) 


S  =  2  ^[2(';*)  +  ^  ]  -  h^  [fn,  -  l)j . 


49.  Le  coniche  passanti  per  due  punti  dati,  e  trisecanti  ulteriormente  una 
'^a  curva  C  passante  (semplicemente)  per  essi,  generano  una  superficie  il  cui 


1«)  Cfr.  I.  o.  in  (»). 
(«)  Cfr.  1.  e.  in  (»). 

1^)  Ber  solari,  Nota  2»  citata,  n.  23. 

<^)  Per  m,  «=  1  e  Ii2  =^  0  questa  formula  diventa  quella  data  dal  Berzolari  pel  n.  18 
<^1U  so»  Noto  a*  citato, 

VCL.  LVl,  18 
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ordine  è  dato  dalla  (12).  Ne  segue  (n.^  46)  die  il  numero  S  delle  dette    eotiì 
che  le  quali,  inoltre,  tocchino  un  dato  piano  generico  è  dato  da 

(37)  8  =  2{m  —  4)(^  +  2  —  w). 

50.  Le  coniche  passanti  per  due  punti  dati ,  e  trisecanti  ulteriornienti 
una  data  curva  C  passante  (semitlìcemente)  per  uno  solo  di  essi,  generano  un^ 
superfìcie  il  cui  ordine  è  dato  dalla  (13).  Ne  segue  (n.^  46) 

(38)  S  =  (w  —  3)(2/*  —  w  +  2). 

51.  Date  due  curve  C^  e  0^ ,  un  punto  generico  A  di  0^ ,  e  un  punto  B 
fuori  di  ambedue  le  curve,  le  coniche  passanti  per  A  e  B,  ulteriormente  se 
canti  C^  in  due  punti ,  e  che  si  appoggino  (una  sola  volta)  a  C, ,  generano 
una  superficie  il  cui  ordine  è  dato  dalla  (15).  Ne  segue  (n.®  46) 


(39) 


8  =  2  jm,[2(^i  -  1)  +  ^^  ]  -  l^^^ni,  -  2)j . 


52.  Le  coniche  passanti  per  un  dato  punto ,  e  secanti  in  cinque  punti 
una  data  curva  (irriducibile)  C ,  generano  una  superficie  Fj  della  quale  1'  or 
dine  è  dato  dalla  (28).  Se  dunque  osserviamo  che  la  classe  dell'inviluppo  dei 
piani  delle  coniche  di  F^  è  dato  dalla  (27) ,  e  che  in  ognuno  di  questi  piani 
esiste,  in  generale,  una  sola  conica  di  1\ ,  possiamo  concludere  (n.^  46)  che  il 
numero  S  delle  coniche  5-secanti  una  data  curva  irriducibile  C,  passanti  [)ei 
un  dato  punto  fuori  di  questa ,  e  tangenti  un  dato  piano  generico ,  è  date 
da  (*«) 

(40)       8  =  hM— 4J   ^--~(2w— 5j^-- ^mfm— 2yi»— 3^3^— 23  ].. 

I 

53.  Terminerò    questo    §  calcolando  il  numero    S    delle    coniche  passanti 

per  due  dati  punti ,  tangenti  a  due  dati  piani  generici',  e  bisecanti  una  data 

•  I 

curva  G  in  ])OSizione  generica  rispetto  ai  punti  e  ai  piani  ora  detti. 

Osserviamo  che  le  coniche  passanti  per  i  due  punti  dati,  bisecanti  C,  é 
tangenti  uno  dei  due  piani  dati ,  generano  una  superficie  l\  il  cui  ordine  ^ 
dato  dalla  (36)  nel  quale,  pero,  si  ponga  Wj  =  1  e  l^^  =i  0,  Si  noti  inoltre  che 

in  un  piano  qualunque  i:  condotto  pei  due  punti  dati,  esistono  «  =  2  I  ^  1  co 


(^^)  Ritroviamo  cosi  la  formala  data  dal  Bersolari  nel  u.  41  della  Nota  2*, 


^-         ■_ 
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ciche  di  F^  ;  infatti  qiiestf  due  punti  insieme  con  due  degli  m  punti  nC,  in- 
dividuano un  foscio  di  coniche  delle  quali  due  (sole)  toccano  il  piano  dato. 
.Ve  segue  (n.®   46) 


=.W»)+.»-2(»|, 


>ùé  n 


M) 


5  =  2m(w  —  1)  H-  4/t. 


§  6. 

54.  Sia  data  ,  nelPS^ ,  una  curva  algebrica  irriducibile  C  d'ordine  m  e  ge- 
nere p. 

Le  coniche  5-8ecanti  0  generano  una  superficie  y  ;  P^r  calcolare  V  ordine 
«  (li  Y ,  basta  servirci  della  solita  relazione  che ,  in  questo  caso ,  lega  n  al- 
l'ordine  (t  dell'ipersuperficie  generata  dai  piani  di  dette  coniche  (^),  e  al  nu- 
oHrTo  delle  coniche  degeneri  5-secanti  (J.  Una  qualunque  di  queste  coniche 
<^ri  eyìdenteuiente  costituita  da  due  rette  delle  quali  una  è  trisecante  G , 
i  AÌf/a  è  corda  di  0. 

ye  segae  che  le  coniche  degeneri  in  <}iscorso  sono  (*^ 


-ì 


(iit— 2)(iii— 3) 


6 


—  P 


(m — 4)(m — 5) 
2 


—  p 


(m— 2)(w— 3)(w^— 4)«(m— 5)  (m— 4)(2w*— 16t»+33)    , 

' !^ J^ '-^ ^  -  p  ^ ^ -I— ^  +  (m-4)y  ; 


')Dde,   applicando  la  relazione  sopra  accennata  (^),  si  ha: 


.ln-4^ 


(m— 2)(w— 3)(w— 4)*(w--5)       (m— 3)(w— 4)(w— 6)      ,  ,  p{p—i\] 
24 "3 P  +  i^-^)-^ 

(m— 2)(w--3)(m— 4)*(w— 6)           (w— 4)(2m*— 16w+33)    ,   ,  ,    , 

=  J2 ^  3 T"  (w— 4)  p*  , 


<^^  Cfr.  Barzolari,  Nota  2»  citata,  n.  19. 

(^)  Per  l'ordine  p,  delPipersuperfioie  generata  dui  pÌBiii  ò-seoanti  C,  cfr.   A.  T  a  n  t  u  r  • 
t  ì ,  Bieerehs  9ugU  tpazi  plur%»eoani%  di  una  curva  algebrica  [Annali    di    Matematica ,    serie    3*. 
v«\.  4*  (1900)]|   cap.  Tlf  Q*^  ^ì  ^  Severi ,  Sopra  alcune  singolarità  delle  curve  di  un  iperspa^ 
n»  [Memorie  della  R.  Accademia  di  Torino,  serie  2^,  tomo  1^  (1901)  n.o  18]. 

i*^)  Per  il  nnmero  delle  trisecanti  dì    una   curva    algebrica   dell' S4  cfr.    Berzolari, 
hlle  teetmti  multipla  di  una  curva  algebrica  dello  spazio  a  tre  od  a  quattro    dimensioni    [Rendi- 
orniti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo,  tomo  9°  (1895)]. 
(^)  Cfr-  1*  ^^^  Nota  citata  del  Circolo  Matematico,  n.o  19. 


)(  uo  )( 


cioè 


n 


(m— 2)(w—3)(m— 4)'(m— 5) 

12 


2m(w— 4)(.Wr-8) 


+  ll(w— 4) 


p  -|-  (w— 


Es.  per  w  =  6  è  »  :=  0 ,  ciò  che  è  evidente.    , 

Per  w  =  6  ej)  =  l  è  nr=0,  e  anche  questo  risultato  è  evidente. 

Per  m=z6  e|>=:=0  è  n=z=4,  ciò  d'accordo  col  fatto  che  i  piani  5-s 
di  una  sestica  razionale^  generano  un'ipersuperficie  d'ordine  2,  cioè  un  S 
qnadrico.  Secando  questo  con  un  piano  passante  per  il  vertice ,  si  ott(^ 

m 

due  rette,  e  quindi  due  coppie  di  punti  della  superfi:^ie  7.  Del  resto  og 
stica  razionale,  dell'S^ ,  appartiene  alla  superficie  base  di  un  fascio  d'ip 
driche,  superficie  che  evidentemente  coincide  con  quella,  f,  delle  coniche 
canti  la  curva. 


fi 


W: 
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SIILA  RIDUZIONE  DELLE  TRASFORMAZIONI  GREMONIANE 
Al)  UX  PRODOTTO  DI  TRASFORMAZIONI  QUADRATICHE 

Ei^rLLA  RIDUZIONE  ALL'ORDINE  MINIMO  DEI  SISTEMI  LINEARI 
DI  CURVE  IRRIDUCIBILI  DI  CENERE  p  =  0  , 1 ,  2. 

HO  T  A  O 

DI 

VALDE8    FRANCIOSI   (a  S.  Marino) 


PEEFAZIONE 

li  noto  procedimento  del  sìg.  N  o  t  h  e  r  0  per  la  riduzione  delle  trasfor* 
nazioni  cremoniane  in  nn  prodotto  di  trasformazioni  quadratiche^  fu  applicato 
^eccessivamente  dà  altri  scienziati  quali  il  B  e  r  t  i  n  i ,  il  G  u  e  e  i  a ,  il  Mar- 
tinetti, lo  Jung  ed  il  De  Frane  bis  (*)  per  ridurre  con  trasformazioni 


*)  Questa  Nota  è  esiratta  dalla  tesi  di  laurea  presentata  alla  Facoltà  Matematica  della 
^  r<>irarsità  dì  Pisa.  li' autore,  che  sostenne  il  relativo  esame  il  giorno  22  Dicembre- 1916, 
'-£  potè,  per  impegni  scolasticii  pubblicare  prima  di  ora  il  suo  lavoro.  Recentemente  è  uscito 
j  litografia  nn  altro  lavoro  del  Dott.  Davide  Nencini:  «  Sulla  claasifieagione  aritmetica 
^  ^«tkn  dei  Miatemi  lineari  di  curve  piane»  (Palermo,  Litografia  Castiglia).  Il  procedimento 
Viito  per  tale  claasifioazione  è  poi  applicato  all'argomento  della  .riduzione  dei  sistemi  lineari: 
-'  U  via  è  affatto  diversa  da  quella  qui  tenuta. 

MNóther  —  Zur  Iheorie  der  eindentigen  Ebenentransfarmationen.  (Math.  Ann.  Bd.  Y. 
^635). 

<^j  B  e  r  t  i  n  i  —  Ricerche  sulle  iraeformaMioni  unii>oche  involutorie  nel  piano^  (Annali  di  Mat* 
Ve  U.  Tomo  Vili.  1877). 

diaccia —  GeneraliMzanone  di  fin  teorema  di  ^Óther,  dulia  riduzione  dei  sistemi  lineari  di 
'^^t  ellitiichei  eie.  (Rend.  Circolo  Matem.  di  Palermo.  Tomo  I>  1886-87). 

Martinetti  —  Sui  eieiemi  lineari  di  genere  L  (Rend.  Isti  Lombardo  marzo  1887).  So* 
.'*  tfeiai  mtemi  lineari  di  genere  II,  (Rend.  Circolo  Matem.  di  Palermo.  Tomo   I,    1886-87), 

Jan  g — Bicereke  evi  natemi  lineari  (iu  due  note  nei  Rend.  dell'Ist*  Lombardo,  marzo  1887 


■■••  •  ->. 


> 
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quadratiche  all'ordine  minimo  altri  sistemi  lineari  (oltre  quelli  omaloidlc 
carve  piane.  Tutte  queste  trattazioni  però  cadono  sotto  l'obbiezione  fatta 
Se  gre  0  consistente  essenzialmente  in  ciò  che  una  trasformazione  qui 
tica  non  solo  non  è  efifettuabile  quando  ad  uno  dei  tre  punti  scelti  come  i 
fondamentali  siano  infinitamente  vicini  in  diverse  direzioni  gli  altri  due 
neppure  è  efiettuabile  quando  detti  tre  punti,  essendo  nella  stessa  direz 
non  stiano  su  alcun  ramo  lineare. 

Nel  suo  lavoro  8  e  g  r  e  conclude  : 

Non  è  completamente  dimostrato  che  ogni  trasformazione  cremoniai 
possa  risolvere  in  un  prodotto  di  trasformazioni  quadratiche. 

Non  è  completameate  dimostrato  che  quei  sistemi  line^'iri  di  genere  0, 
che  gli  altri  Autori  citati  vollero  determinare  si  possano  tutti  ridurre  cot 
sformazioni  quadratiche  successive  ai  tipi  che  gli  autori  stessi  hann^ 
tenuto. 

Il  signor  Oastelnuovo  {*)  (seguendo  una  via  interamente  diversi 
quella  indicata  dal  sig.  N  ò  t  h  e  r ,  suggeritagli  da  un  articolo  da  lui  pii 
cato  insieme  col  sig.  Enriquez  e  dedicato  ad  altre  questioni  (^)  )  ha  i 
strato  rigorosamente  il  teorema  della  riducibilità  di  una  trasformazione 
moniana  fra  due  piani  al  prodotto-  di  un  numero  finito  di  trasformazioni 
dratiche.  Ciò  ha  fatto  fiducendo  prima  una  trasformazione  cremoniana  a 
prodotto  di  trasformazioni  di  Jonquieres  (che  mutano  le  rette  in  < 
di  un  eerto  ordine  arbitrario  v  dotate  di  un  punto  base  (v  —  1)*'''*  e  di  1 
punti  base  semplici)  e  poi  riducendo  una  tale  trasformazione  ad  un  prò 
di  trasformazioni  quadratiche. 

Il  signor  Ferretti  (%  seguendo  nel  suo  lavoro  il  procedimento  d 
gnor  Oastelnuovo,  (procedimento  che  è  completamente  al  sicuro  da 
biezione  del  sig.  S  e  g  r  e)  ha  dimostrato  alcuni  teoremi  i  quali  permettoi 
tracciare  una  linea  di  condotta  di  indole  generale  per  la  ricerca  dei  tipi 
mali  C^)  irriducibili  (d'ordine  minimo)  di  grado  D'^2p  —  2:  ed  ha    poi   ; 


é  maggio  1888,  e  in  dne  Memorie  pubblicate  nei  Tomi  XV  e  XVI,  serie  li,   degli    Aiit 
Matem.) 

De  Franchi  8  —  Riducane  dei  fasci  di  curve  di  genere  2.  Snlle  reti  sovrabbond 
genere  2.  (Reud.  Cìrc.  Hat.  di  Palermo.  T.  XIII.  98-99). 

(3)  S  e  g  r  e  —  Uu  08§ervaeUme  relativa  alla  riduoihilità  delle  iraaformaiioni  Cremonian< 
eittemi  di  curve  piane  per  mezzo  di  trasformaziatii  quadratiche.  (Atti  della  R.  Accade] 
Scienze  dì  Torino.  Adnnanea  24  Marzo  1901). 

(♦)  OaHtelnnoTo  —  Le  trasformazioni  generatrici  del  gruppo  cremoniano  nel  piane 
della  R.  Accad.  di  Torino.  Adunanza  12  Maggio  IODI). 

(^)  Sulle  condizioni  di  razionalità  dei  piani  doppi.  (Rend«  del  Circolo  matematico  di 
mo    T.  XIV.  1900). 

(6)  Ferretti  —  Sulla  riduzione  alV  ordine  minimo  dei  eiztemi  lineari  di  curve   pian 
ducihili  di  genere  p;  in  particolare  per  i  valori  0,   1,  2  del  genere.  (Rend.  del  Gire.    Mat. 
lermo.  T.  XVI.  1902). 

O  Dioeei  normale  quel  sistema  che  non  è  dotato  di  punti  base  semplici  imposti* — 
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^  cikto  i  teoremi  stessi  a  varii  casi.  In  particolare  è  gidnto  a  stabilire  come  noti 
»^^Uno  nuovi  tipi  d'ordine  minimo  di  sistemi  lineari  irriducibili,  almeno  oo^/ 
niionalì  ed  ellittici,  oltre  a  quelli  enumerati,  per  la  prima  volta  dal  sig.  G  a  e- 
ria,  né  nuovi  tipi   normali  d'ordine   minimo  di    sistemi    lineari    irriducibili, 
alieno  oo* ,  di   genere  2,  oltre  a  quelli  enumerati  ad  es.  dal  sig.  Jung.  (Joaì 
nare  ba  stabilito  come  non  esistano  fasci  ellittici,  irriducibili,  d'ordine  minimo^ 
tiltre  a  quelli  principalmente  studiati  dal  sig.  H  a  1  p  b  e  n  (\  né  reti  sovrab- 
tiondantì  ,  irriducibili ,  di  genere  2  ,  d'ordine  minimo,  oltre   a  quelle  date  dal 
5ig.  .Martinetti  ed  a  quella  pia  tardi  rilevata  dal  sig'.   De  F  r  a  n  e  h  i  s. 
11  procedimento  del   Gas^elnuovo,    imitato  poi  dal    Ferretti,    è 
una  nuova  trattazione  dell'argomento  della  riduzione  dei  sistemi  lineari  all'or- 
dine minimo,  in  ogni  caso,  cioè  essendo  i  punti  base  distinti  o  successivi.  To 
mi  sono  invece  proposto,  dietro  suggerimento  del   Prof.    Ber  tini,    di  rife- 

k 

rìrmi  alle  trattazioni  già  fatte  dal  iNotlier  e  dagli  altri  Autori  sunnominati 
e  di  completarle,  esaminando  i  casi  nei  quali  queste  trattazioni  incorrono  nella 
•*l>biezioDe  di  S  e  g  r  e.  E  sono  riuscito  nell'intento,  non  discostandomi  sostan- 
zialmente dal  metodo  di  Notber  e  solo  attuando  la  riduzione  dapprima  con 
trasforaiazioni  di  Jonquieres,  come  ha  fìitto  Oastelnuovo. 

PTfcÌ8uinente,  in  primo  luogo,  ho  resa  rigorosa  l'affermazione  di  N  5  t  h  e  r: 
essere  ogni  trasformazione  cremoniana  eguale  ad  un  prodotto  di  trasforma- 
zfOB]  quadratiche. 

fio  iK>i  intrapreso  lo  studio  della  riduzione  all'ordine  minimo  dei  sistemi 
lineari  di  curve  piane  irriducibili  di  genere  0,  1,  2,  rendendo  così  rigorose  le 
tnèttazioni  di  Bertini^Guccia,  Martinetti  e  Jung  ad  essa  rife- 
rentesi.  Anzi  io  giungo  pure,  ciò  che  Ferretti  non  fa  nel  suo  lavoro,  alla 
raiazione  all'ordine  minimo  dei  fasci  dì  genere  due,  rendendo  così  rigorosa  la 
trattazione  relativa  fatta  già  dal  DeFranchis. 

È  notevole  che  tutti  i  miei  ragionamenti  si  basano  sopra   un  fatto  assai 

'semplice^  cioè  che,  nei  casi  in  cui  si  incontri  la  difficoltà  messa  innanzi  dalla 

obiezione  di  Segre,  la  molteplicità  del  punto  base  più  elevato    non    è  in- 

n  -1-  1 
feriore  aSd   — -J- —  (essendo  n  l'ordine  del  sistema  lineare);  fatto,  come  avvertirò 

à  suo  Inogo^  comunicatomi  dal  Prof.  Ber  tini.   Di  che  e  degli  aiuti  da  lui 
tivati  gli  porgo  i  miei  piili  vivi  ringraziamenti. 


invece  che  ai  oitanga  àm  tino  normale  coli'  aggiunta  di  punti  bade  semplici    si    chiamA 


(^)  H«lpbeu  —  8iw  Um  courhea  planes  du  aixieme  degrè  à  neuf  points  douhlei.  (BuUetin  de 
->  iy<ieté  matbematique  do  France,  T.  X,  p.  162). 
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§    1. 


Se  1  tre  punti  di  massima  molteplicità  0^^  0^  0^  rispettivamente  r^^  r^^^ 
di  una  rete  omaloidica  di  curve  di  ordine  n  (dove  n]>2)  sono  in6nitame 
vicini  ed,  essendo  0^ ,  0^  successivi  ad  0^ ,  stanno  in  un  ramo  d' ordine  n 
giore  di  uno,  ovvero  0^ ,  0^  sono  infinitamente  vicini  ad  0^  secondo  div( 
direzioni,  la  trasformazione  quadratica  col  triangolo  0^  0^  0,  viene  a  raan< 
e  allora  può  dimostrarsi  l'esistenza  di  una  trasformazione  di  J  o  n  q  u  i  e  i 
atta  a  produrre  la  riduzione. 

Si  pensi  alla  trasformazione  quadratica  che  dà  la  scomposizione  del  | 
to  0^ ,  avente  un  punto  fondamentale  in  0^  e  gli  altri  due  generici.  Pei 
mendue  i  casi  suddetti  accadrà  cbe  almeno  i  due  punti  corrispondenti  in  e 
sta  trasformazione  ad  0^  ed  0,  verranno  sul  lato  del  triangolo  fondameli 
corrispondente  ad  0,,  e  però,  tenendo  presente  l'ordine  e  le  molteplicità  d 
curva  trasformata  di  una  curva  generica  del  sistema  e  computando  le  in 
sezioni  di  quel  lato  con  questa  curva  trasformata  si  avrà  : 

2n  —  r,  ^  2n  —  2r^  +  ^^  +  ^, 
cioè: 


Si  ha  poi  (*)  : 


»*o  +  *'i  +  *'«>^ 


cioè  : 


(2)  t*,  +  f,  =  n  +  l-r,+  $.  «$.0 

Dal  confronto  delle  (1)  (2)  segue  : 

.       ^-~2~  +  "*'2 


(^)  N  d  t  h  e  r  (Stur  Tkeorie  der  eindentigen  Ebenerans/ormaiion,  [Math.  Ann.  Bd.  V.  a 
Clifford    (V.    Cayloy:   On  The  rational  H-ansfoi-mation  between  two  spaoe»  [Proced. 
don  Math.  Society.  T.  Ili,  1870,  pag.  136].  Kosanes  {Ueher  diejenigm  rationolen  eto.  [C 
Journal.  Boi.  73.  s.   lOOJ)  dedussero  quasi  contemporaneamente  che   la  somma  delle  mo 
citi  dei  3  punti  fondamentali    d'ordine  piii  elevato   di  una  rete    omaloidica    supera    1' 
della  rete. 
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Adunque  ,   nei    dne  casi  in  discorso ,  la  massima  molteplicità  r^  deve  ed- 
«^re  ^  — ~ —  :   quindi  potremo  scrivere  : 

»4-  1 

Allora,  mediante  la  formola  r,j-|-2r^>M,  calcoliamo  il  valore  di  r^.    Si 

lia  evidentemente  2r4  >  n  —  r^,  ,  r^  >  — -— •  ,  r^  >  — ,  quindi  potre- 

^  4  2 


no  porre: 


''1  =  ^^-4 1  +  ^  ^i>^- 


Facciamo  ora  la  posizione  : 

.  n  —  1      '  « 

4  2 

Con  ciò   per  r^  ed  r^  si  ha  rispettivamente  : 

(*  dalia  prima  di  queste  formole  si  vede  come  debba  X  essere  necessariamente 
fK>8itivo  e   maggiore  od  aguale  ad  l  : 

altrimenti  risulterebbe  per  r^  dn  valore  assurdo  colle  nostre  ipotesi. 

Io  ora  voglio  far  vedere  che  la  molteplicità  del  terzo  punto  base  è  sem- 
pre noag^iore  di  X.  E  lo  dimostrerò  per  assurdo.  Supponiamo  per  questo  che 
eecet.taati  i  dne  punti  r/'*'  ed  r^*'"*  tutti  gli  altri  punti  base  siano  d'  ordine  X 
o  minore*  Si  avrà  (^^)  : 

n«  -  1  =.  r*,  +  r»,  +  Ut*, 

3{n  -  1)  =^  r,  +  r,  +  2t, 


(**>  Li'  oBser razione  precedente  e  questa  relazione  che  ne  discende  mi  f afono    comunicate 
dal  prof.  B  e  r  t  i  n  i. 

(Il)  BisogoA  tener  conto  del  fatto  che  le  equazioni  caratteristiche  delle  trasformazioni  ere» 
avQìane  uonoi 

t  9 


n<n  + 1)  ^  ti(ii  +  3)      g 


0 

d*  coi  0Ì  deduce: 


vox..  l-V*' 


9 

18 


\ 
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dove  con  £t^  indichiamo  la  somma  delle  molteplicità  degli  altri  punti  bas 
dove  evidentemente,  per  ipotesi,  ciascuna  delle  quantità  z^^  ^^  X.  Poniamo  ; 


T^jA  =  OjiX*  a^^  <  1. 


Si  avrà  : 


tjA    ^    O^X  , 


quindi  ottengo 


n*  -  1  =  r^o  +  *^i  +  >^'Sa, 
3(n  _  1)  5.  r,  +  r,  +  XSa,. 

Ed  eliminando  £a^  fra  queste  due  equazioni  ho  : 

,        n*  -  K  i'«,+  r»,  +  Xj3(ii  -  1)  _  r,  _  rj 


ovvero  : 


1  ^  n'  —  r\  —  r\  —  Xj3(n  —  1)  —  r,  —  ì\\  . 

E  sostituendo  ad  r^  ed  r^  i  loro  valori  si  ha  pure: 

1  :^  n«  —  (ir  +  4X2  _  4^^)  _  ()^s  +  8^4  +  2X6,)  —  3Xn  +  3X  -[- 

+  X(n  —  2X)  +  X(X 

ovvero,  riducendo  : 

1  :^  2Xh  —  6X*  —  6\  —  U,  +  3X. 
O  ja  : 

s,  <  X 

giacché  invera  dall'essere  r^  -|-  t\  ^  n  si  ha  w  —r  X  +  s,  ^  n  ,  ovvero    s^ 
quindi  ; 

^\  <  Xe, 
per  ciii  si  ha  pure  : 

1  ^  2Xm  —  6X'  —  2X6,  -f  3X 
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ovvero: 
|4)  1  15^  2X(n  —  3X  —  6^)  +  3X. 

Ma  n  —  3X  —  «i  ^  »  —  4X  cioè,  poiché  n  —  4X  =  1  +  2s,  si  ha 

n  —  3X  —  6^  :^  1 
3X:^3 

quindi  la  nostra,   disuguaglianza  (4)  è  assurda. 

UasBurdo    proviene  dalPaver  ammesso  che  oltre  il  punto  r^^''  ed  il  punto 
r/"' non  vi    siano    altri    punti   di    molteplicità    maggiore    di    X,    quindi    real- 

iDeate: 

15)  r^>>^' 

Siano  ora   h  i  punti  di  molteplicità  (escluso  ben  inteso  quello  r/^)   mag- 
t*m,  di  X.   Si  avrà  : 

pacche  ci  saranno  sempre  i  due  punti  r^^^  ed  r/'"*  almeno  superiori  a  X. 
Ora  io  afifermo  {^)  : 

1)  Cbe  una  trasformazione  di  Jonquieres,  supposta  esistente ,  la 
quale  abbia  un  ordine  v  soddisfacente  alle  condizioni  : 

^  al>l>ia  inoltre  il  punto  fondamentale  (v  —  ly^""  in    0^    e    i    2v  —  2  ^h  punti 
mplìci  in  0^  Oj . . .  0,v-,  muta  le  curve  della  rete  in  curve  d'ordine  w'<;n. 

2)  Ohe  si  può  sempre  trovare  un  valore  di  v  entro  ai  limiti   fissati  in 
•rrìspondenza  al  quale  esiste  una  trasformazione  siffatta  ;  cioè  un   valore  di 

«  tsàle  che  esistano  curve  irriducibili  d'ordine  v  passanti  v  —  1  volte  per  0^  e 
•eaiplicemente  per  0^ ,  0^ , . . .  O^v-g  ;  basterà  prendere  a  tal  fine,  come  vedremo, 
A  masBimo  valore  che  v  può  ricevere. 

Per  dimostrare  la  1)  si  osservi  che  le  curve  della  rete,  mediante  la  detta 


(i>)  Qae«to  procedimento,  che  si  ripete  anoho  nei  paragrafi  seguenti,  è  del  tatto  simile  a 
'l  Niello  wMkto  dal  signor  Castelnnovo  nel  lavoro  già  citato  :  «  Le  trasformazioni  generatrioi 
ed  gruppo  eremoniano  nel  pianQii^,  Atti  deUa  I(.  Aocad.  delle  Scienze  di  Turino.  Adunanza 
U  saggio  1901), 
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trasformazione,  si  mutano  in  curve  di  ordine  : 


n'  =  nv  —  r^(v  —  1)  — ^ 


ossia  in  curve  di  ordine  : 


•— 2V-t 


(6)  n'  =  nyf^{n-  2X)(v  -  1)  -^^^  +  '^^ 


t.1 


se,  allo  stesso  modo  ohe  si  ha  r^  =  X  -|-  ^i  ?  poniamo  : 

r,  =  X  -f-  8, ,  r,  =  X  +  «3 , . . .  r^  =  X  +  e^ 

dove  dunque  *£  >  s^  9  ^^  9  •  •  •  6;^  saranno  maggiori  di  zero  giacché  gli  h 
r/''*  sono,  per  quanto  abbiamo  supposto ,  maggiori  di  X.  Sviluppate  in 
parentesi  e  ridotti  i  termini  simili,  se  ne  deduce  da  essa  l'altra  : 


i-jv-, 


(7)  n'  =  n  -^s.- 


i—1 


e  poiché,  per  quanto  abbiamo  detto  ora, 


2">« 


Wl 


così  si  avrà  : 

n'  <^  n. 

Per  dimostrare  la (2)  procederò  per  assurdo:  ammcRso  che  ciascun 
00*  curve  C  d'ordine  v  passanti  colla  molteplicità  v  —  1  per  0^  e  se 
mente  per  0^ ,  0, . . . .  O^y^  si  spezzi ,  la  parte  variabile  (irriducibile  o 
bile)  che  entra  a  comporre  la  O^  dovrà  segare  la  curva  generica  del 
fuori  dei  punti  base  in  un  numero  n"  di  punti  inferiore  od  uguale  al 
n'  ora  calcolato  delle  intersezioni  variabili  dell'intera  O^  con  la  curva  g 
della  rete.  Ora  noi  vedremo  al  contrario  che  per  qualche  valore    di  v 

(8)        V  =  -  +  1  («e  *  ^  pJ^-ri)     —     V  =  — 1-  1  (se  A  è  dispari) 

li  i 
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dò  non  accade.  Vedremo  che  i  casi  di  spezzamento  i  quali  a  prima  viBta 
lenbraiìo  possibili  condurrebbero  all'assurdo  n"  >  n'  e  quindi  devono  venire 
Melasi. 

Ciò  risultA  sabito  intanto  se  la  parte  variabile  componente  C^  è  irridu- 
cibile ed  è  quindi  una  curva  C  cbe  varia  in  un  sistema  (almeno)  cx>\  ha 
Tivdine  jt  <!  v  e  passa  (t  —  1  volte  per  0^  e  semplicemente  per  2(t  —  2  al  più 
tra  i  punti  0^  >  O,  , . . . .  0,v-,;  infatti  portandoci  nella  iiwtesi  più  sfavorevole 
si  ha: 


■avvero  : 


(9) 


»-**-! 


n"  ^  n(t 


-  r,(jt'-  1)  -2»-« 


i-l 


t— 2M-t 


""  5^  «  -2*' 


<-i 


e  confrontAndo   questa  coU'analoga  (7)  trovata  per  n'  si  ha  (poiché  i<«  <[  v)  : 


»"  >  n' 


dìsag^aglianza   che  esclude  questo  primo  tipo  di  spezzamento. 

Se  invece   la  parte  variabile  componente  C/  si   spezza  in  2  o  più  curve 

queste,  per  un  noto  teorema,  devono  appartenere  ad  uno  stesso  fascio  e  nel 

raso  presente  si   trova  (tenuto  conto  della  molteplicità  di  0^)  che  devono  essere 

rette  nscenti   da  0^  ed  allora  risulta  (indicando  con    (t   il    numero    di    queste 

rette)  : 


.// 


n    =  »(t  —  r^(t 


ovvero  : 


n"  =r  2|tX 


«  poiché  evidentemente  si  avrà  (t  ^  2  : 


n 


// 


4X. 


Se  fosse  dunque  n"  ^  n'j  come  porterebbe  l' ipotesi  dello  spezzamento,  si 
mebbe  in   virtù   della  (7)  : 


«-|V-2 
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e,  tenato  conto  del  valore  (8)  attribuito  a  v,  (sia  k  pari  o  dispari) 


t— h 


(10)  2«*<»-'t>>  +  «v 


Ora  64  ^  6^  ed  alla  sua  volta  abbiamo  visto  che  c^  ^  X   onde   c^  ^  X ,  q 
(10)  diventa: 

t— fc 

(11)  2  *'  ^  "  ~  **■• 

Ora  vogliamo  vedere  come  questa  disuguaglianza  sia  errata,  come  debbs 
essere  : 


2ti>n  — 3X. 


i-i 


Invero  noi  abbiamo  al  solito 


i— fc 


»*-i=^,+2^.+v 


t^i 


i-h 


3(n  —  l)=:r^  +2^*  ^  ^^' 


t-.i 


dove  le  p^  indicano  le  moltiplicità  dei  rimanenti  punti  base  e  dove  evi< 
mente  per  ciascuna  p^  si  ha:  p^-^X.  Poniamo  ora: 


p  ^ Z^K  ,  T^  -^  1. 


Avremo  : 


Ph  >  t^X 


quindi  si  ha  pure: 


/ 


t— 1 


I— h 


3(n-l)^r„+2r,  +  X2t^ 


t—t 


)(  lèi  )( 


li  eliminando  Hr^   si   ha: 


i-fc 


i-fc 


•vrero: 


t-fc 


i-fc 


1  ^  n*  -r»,  -2**'  -  SXn  +  SX+Xr.  +  X^»-.- 


i-i 


t—l 


£  sostituendo  ad   r^  ed  a  ciascuna  r^  i  loro  valori   e   riducendo   i   teruiini   si. 
^^ìì  ^i  ha  : 


i-A 


<— * 


1  5^  2nX  —  6X«  —  2*'»  '"'^S*'  "^  ^^' 


i-i 


t.1 


^>r4: 


2^  «*,-  <  Xt,  +-X«,  +  . . .  +  X8;t  =  X)e,  +  tj  +  . . .  -f  t^( 


1—1 


.<t 


'{siodi  si  ha  pare  : 


o^ia: 


12) 


<-l  l-I 


2;.'.^^2 


8. 


1  :>  2nX  —  6X*  —  2XV«.  +  ^^ 

f— i 

1^2xjn  — 3X—  2*'i  +  ^'^* 


i-i 


'^r^  nella  ipotesi  dnnque  che  la  (11)  sia  vera,  si  ha  ehe 


i-A 


(2x|n  — 3X— Vei^^O 
[  3X$s3 
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quindi  la  nostra  disuguaglianza  (12)  è  assurda.   L'assurdo  proviene  app 
dall' aver  ammessa  vera  la  (11)  onde  realmente  dovrà  essere: 


#-H 


(13)  .  2  *•>  ^  -  ^'^• 


Dovrà  dunque  essere  n!'  ]>  n' ,  il  che  esclude  anche  II  secondo  mod 
spezzamento. 

Sicché  per  quel  valore  (8)  di  v  le  oo*  curve  (y  sono  irriducibili  e  qi 
si  può  concludere  che  esiste  certo  una  trasformazione  di  Jonquieres 
ad  abbassare  l'ordine  della  rete  da  cui  siamo  partiti.  Con  ciò  è  ormai 
che  ogni  trasformazione  cremoniana  tra  due  piani  si  può  abbassare  d'ordin 
mediante  una  trasformazione  quadratica,  sia  mediante  una  trasformazion 
Jonquieres  secondo  che  i  tre  punti  di  moltiplicità  piiV  elevata  non 
(Oy  pur  essendo,  si  trovano  su  un  ramo  lineare  che  o  sono  tutti  e  tre  ini 
mente  vicini). 

Supponendo  d'essere  nel  primo  caso,  certamente  si  può  asserire  che 
trasformazione  cremoniana  è  uguale  ad  un  prodotto  finito  di  trasforma 
quadratiche. 

Supponendo  di  essere  nel  secondo  caso,  dopo  an  numero  finito  di  tn 
mazioni  di  Jonquieres  noi  giungeremo  certamente  o  al  sistema  e 
rette  o  ad  un  sistema  omaloidico  oo*  di  coniche  nel  qual  caso  con  un  u 
trasformazione  quadratica  avremo  il  sistema  cxd'  di  rette. 

Ora  ogni  trasformazione  di  Jonquieres  tra  due  piani  può  scinder 
prodotto  di  un  numero  finito  di   trasformazioni   quadratiche  (''),   quindi 
mostrato  rigorosamente  che: 

«  Qualsiasi  traformazione  cremoniana  tra  due  piani  8i  pud  riguardar' 
pre  come  prodotto  di  un  numero  finito  di  trasformazioni  quadratiche  ». 


Consideriamo  ora  un  sistema,  irriducibile^  regolare,  di  genere  p  =r  ( 
per  il  quale  dei  tre  punti  di  massima  molteplicità  (massime  molteplici 
che  la  loro  somma  sia  maggiore  dell'  ordine  del  sistemai  ^o  "f"  ''i  "h  ^2  ^ 
si  trovano  infinitamente  vicini  al  terzo  in  direaioni  diverse  o  su  un  rau: 
dine  superiore  ad  1  e  supponiamo  inoltre  che  esso  soddisfi  alla  condic 


(^*)  Veggasi  la  dimostrazione  siiltetica  dovuta  à\  éignor  6l  e  g  r  e.  (Nota  inserita  m 
blioazione  già  citata  del  signor  Castelnnovo:  Le  troi/armagioni  generatrici  del  grt 
moniano  net  piano,  [Atti  della  R.  Àccad.  delle  Science  di  Torinoi  Adunanza  12  maggu 
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Bon  esaere  dotato  Ai  punti  base  di  tno{t6t>licità  saperiore  ad  n^  —  3.  Voglianlo 
dimoiitrare  Pesistoiiza  di  ana  trasformazione  di  Jonquieres  atta  a  produrre 
ià  rì<Iazione  del  nostro  sistema. 

Si  hanno  qni  di  nuovo  le  relazioni  (3)  del  §  I: 

1)  r„z=H  —  2\  r,  =  X-{-9^  «,>0. 

DaU'  aver  ammesso  r^  =  «  —  2\^n  —  3  si  ha  poi  : 


>• 


flio  ora  far  vedere  come  la  molteplicità  del  terzo  punto  base  è  sempre  mag- 

P^re  di  X.  E  lo  dimostrerò  per  assurdo.  Supponiamo  per  questo  che  eccettuati 

.  «ine  pnnti  r^''^  ed  t^'*'^  tutti  gli  altri  punti  base  siano  di  ordine  X  o  minore. 

Valendo,  nel  caso  considerato,  le  formole  (D  e  p   essendo  il  grado  ed   il 

groere  del  sistema): 


Ì»«g 


a. 


Vr^ .  =  n*  —  T) 


«'-.i 


*^ 


y^  r,(r,  -  i)  _  (n  -  l)(n  —  2) 

^^  Z — r-- 2 ^ 


^  cui  si  deduce 


<-, 


:5} 


^r<  =  3n  —  D -f-2|?  — 2 


^  ha: 

n»-p=<  +  r',  +  St»^ 

3n  —  D  +  a|>  —  2  =  r,  +  f  4  -f  I<^ 

cove  con  ìlx^^  indichiamo  la  somma  delle  molteplicità  degli  altri  punti  base  e 
^e  per  ipoteifi  etAsouna  delie  quantità  t^^X.  Da  queste  due  ultime  rela^ 
<i<Ai,  ripetendo  nn  ragionaménto  analogo  a  quello  tenuto  nel  §  1^  si  giunge  alla 
^'iiD^'iiagliansa  : 

(6)  D^  2X(ii  —  3X  — «4)  4-  X(D  —  2p  +  2) 

▼OL.   LTI  20 
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del  tutto  analoga  alla  (4)  del  §  I.  E  come  allora ,  n  —  3X  —  «i  >  1  ?  q 
si  ha  : 

D  :^  2X  4-  X(D  ~  2i?  -j-  2) 
ovvero  : 

(7)  0  5^  2X(2  —p)  +  D(X  —  1) 

e  qaesta,  tenuto  conto  dei  valori  da  darsi  a  X,  a  D,  a  j?,  è  assurda  {^% 
L'  assurdo  proviene  dall'  aver  ammesso  r^  ^  X,  quindi  realmente  : 

r,>X. 

Siano  h  i  punti  di  molteplicità  (escluso  il  punto  r^'°^)  maggiore  di  ] 
tamente  : 

giacché  ci  saranno  almeno  i  due  punti  t^^^  ed  r^\  che  avranno  molt( 
maggiori  di  X.  Distinguiamo  il  caso  di  h  pari  e  di  h  dispari. 

Sìa  h  pari:  Una  trasformazione  di  Jonquieres  determinata  da 
C"^,  d'ordine  v  soddisfacente  alla  relazione: 

le  quali  passino  colla  molteplicità  (v  —  1)  per  0^  e  semplicemente  i 
fe  =  2v  —  2  punti  Oj  Og .  . .  Oh  di  molteplicità  superiore  a  X ,  muta  1'  o 
delle  curve  del  sistema  nell'  ordine  : 

h  +  2 


n--(n-2\)-^a  +  ^,) 


n  = 

2  2  ^ 

ossia  in  curve  d'ordine: 

(9)  n'^n  —  ^B, 


('^)  Invero  2X(2  — p)  h  zero  nnicamente  nel    caso  ia  cai  p  s=z  2*  Ha  in  tal  caso 

Aistenii  regolari  (i  quali  devono  essere  almeno  e»*)  soddisfano  alla  relasioue:  D=K-|-1  ( 

la  dimensione  del  sistema),  si  ha  che  D^  3,  ossia  che  D  =1=  0  e  quindi  la  (7)  è   asa 

3 
scntibilmente   perchè   per  la  (2)  ;  X":^  — .    Se    poi  òp  =  Oop  =  l,  2X(2  —  p)    è    i 

positivo  e  quindi  anche  se  fosse  D  =*  0  la  (7)  6  certamente  assarda« 
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^no  inferiore   ad   n   poiché  : 


I— fc 


2«.>o. 


u^l 


Osserviamo  ora  che  le  curve  C^  detenuinanti  la  trasformazione  certo  sono 
•trìtlDcibili.  Questa  affermazione  si  giustifica,  come  nel  §  I,  per  assurdo  esami- 
lindo  la  parte  variabile  (irriducibile  o  riducibile)  che  entra  a  comporre  una 
Csopposla  spezzata  e  determinando  di  questa  parte  variabile  le  intersezioni 
pili  C*  faori  dei  punti  base.  Si  coonosce  infatti  che  il  detto  numero  di  inter- 
mme  n"  è  megg^ore  di  n'  mentre  l'ipotesi  dello  spezzamento  dovrebbe  dare 
1^$»'.  Ora  che  risulti  realmente  n"^n'  si  dimostra  subito,  come  nel  §  I, 
*  *i  suppone  che  la  componente  variabile  di  iy  sia  una  curva  irriducibile 
'i'^Tdine  pKi^v.  Si  avrebbe  invero: 


<=8^-t 


»"5^«-2'' 


t«l 


r^e  poieèè  {i.<^v  e  quindi  2|jl  —  2<;2v=:A)  ci  da  indiscutibilmente: 

Consideriamo  allora  l'ipotesi  che  la  detta  parte  variabile  si  spezzi  in  due 
»  pio)  rette  asoenti  da  0^.  Allora  è: 


n"  $.  2(n  —  r,) 


Ksàa  (poiché  r.  =  n  —  2X)  è: 


n">:  4X. 


jr 


•>r  fo88e  n"  <  »'    come    potrebbe    l'ipotesi    dello    spezzamento    dovrebbe    per 
i^  '9;  essere: 


IO) 


(^  dalle  relazion  ì  : 


i''="fc 


2 


tWl 


n  —  4X. 


i—fc 


«'-I>  =  r'o+2^*  +  ^P'» 


Ì-.1 


i— H 


3„_D+2i>-2  =  r,+2n  +  2p, 


<-i 


K  IW  )( 

dove  le  p^  ìDdicano  le  molteplicità  dei  rimanenti  punti  base  e  dove  evidi 
mente  pet  ciascuna  p^  si  ha  :  p^  ^X,  con  procedimento  dol  tutto  simile  h  qi 
tenuto  nel  §  1,  si  giunge  alla   disuguaglianza  (analoga  alla  (12)  del  ^  I): 

(11)  D  5:;  2X  [»  —  3X  —V  t\  -\-  \\D  —  2p -]- 2) 

ovvero  all'  altra  : 

(12)  D  >  2X  fn  —  4X  —V  s.y+  X(D  —  2j.  +  2  +  »). 
Ammessa  vera  la  (10): 

2X  («  —  iX  —  V  a,J  5s  0 

quindi  dovrebbe  essere; 

(13)  D  >  X(D  —  2p  +  2  -f  2X). 

E  questa  poiché    per    (2):  X^-e  t>oichè  suppooiaino  pr^2,  k  asB 
L'assurdo  proviene  dall' aver  ammessa  vera  la  (10),  quindi  dovrà  essere 


2;.>« 


Dovrà  dunque  essere  «">«'  il  clie  esclude  ancbc  il  secondo  mo 
spezzamento.  Sicché  pel  valore  (8)  di  v  le  corrispondente  curve  C  aon< 
ducibili ,  e  quindi  nella  i|)otesi  di  h  pari  esiste  certo  una  trasformazio 
Jonquicres  atta  ad  abbassare  l'ordine  del  nostro  sistema. 

Sia  h  ditpari  :  Se  consideriamo  una  trasformazione  di  Jonquìere 
terminata  da  curve  V  d'ordine  v  soddisfacente  alla  relazione: 

_M-3 


le  quali  passino  colla  molteplicità  (v  —  1)    per   0,  e    sera plicein ente    per 
punti  0,0,  •  -  •  0^  e  per  nn  punta  generico  del  piano,  essa  muta  le  curve 
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rare  d'ordine: 

*+3  A+l 


»'  =  ^»-^(„_2X)-2(X+..) 


Wl 


'soa  in  curve  d'ordine: 


i— fc 


(15)  n'.=  n  -f-  X  —  ^  s,.. 


t-i 


<>ra  daUa  (11)  si   dedace: 


v^h 


2 


Ù.1 


^  „,        D    ,    D 

t,^n  — 3X  — ^4-— — J>  +  1- 


\i.  per  la  posizione  fatta:  X  =  — r o  >  ®ì  ^**  »  =  4X  +  1  -|-  2s  ;  quindi  : 


.^«^  0;  2  —  1>^0,  — itT>^  giacché  X  i>  -  quindi: 

2         2X  J 


t— h 


2''>'^' 


t««i 


<)»serTando  (15)  si  ha  dunque: 

Ora  vogliamo  dimostrare  come  detta  trasformazione  sia  irriducilHle  e  pro- 
"^«reoìo  ali'aopo  per  assurdo.  Se  si  esamina  la  parte  variabile  (irriducibile  o 
'■docibile)  che  entra  a  comporre  la  C,  essa  dovrà  segare  la  curva  generica  C* 
^^rì  dei  puBti  base  ìi^  un  namero  n"  di  punti  inferiore  od  uguale  al  numero 
*  più  su  calcolato  delle  intersezioni  vadabili  dell'  intera  G^  con  G\  Ora  noi 
^^remo  al  contrario  che,  pel  valore  (14)  di  V,  ciò  non  accade:  vedremo  che  i 
««i  di  spezzamento  pel  valore  (14)  di  v  condurrebbero  all'assurdo  n''^n'  e  quindi 
'itvoQo  venire  esclusi^  Oiò  risulta  subito  intanto  se  la  parte  variabile  compo* 
oeate  G^  è  irridiicibile  ed  è  quindi  una  curva  0^  che  varia  in  nn  sistema  (al* 


)(  158  )( 

meno)  oo^  {*%  ha  Pordiue  iJi<C  v ,  passa  jjl  —  1  volte  per  0^  e  semplicemei 
per  2|JL  —  3  al  più  tra  i  punti  0^ . . .  0^.  Infatti,  ripetendo  il  calcolo  che  ci  ha  e 
dotti  alla  (15)  e  ponendoci  nelle  ipotesi  più  sfavorevoli,  si  trova: 


(16)  n"55^n  +  X— V*» 


<c-.l 


e ,    confrontando    colla   (15) ,    (poiché   jt  <;  v  e   quindi    2|jl  —  3  <]  ^v  —  3  = 
sempre: 

W  >  n' 

disuguaglianza  che  esclude  questo  primo  tipo  di  spezzamento. 

Se  invece  la  parte  variabile  componente  G^  si  spezza  in  due  o  più  cui 
queste  devono  appartenere  ad  uno  stesso  fascio  e  nel  caso  presente  si  v< 
che  devono  essere  rette  uscenti  da  0^  ed  allora  risulta: 

n-^3(w-r,)  n 

ossia  ^(poiché  r^^zn  —  2X)  : 

(17)  w"  ^  6X. 

Se  fo^se  dunque  n"  <  n\  si  dovrebbe  avere  per  (17)  e  (15)  : 


ì^h 


(18)  Ve^^n  — 5X. 


»— 1 


Ma  è  assurda  la  (10)  quindi  a  fortiori  è  assurda  la   (18).    Dovrà    dun 


(^^)  Consideriamo  una  trasformazione  di  Jonqniores  d'  ordine   v  ^  — ~ —   ,    pass 

2 

V  —  1  volte  per  0^  e  semplicemente  per  gli  h  pnnti  di  molteplicità  superiore  aX  o  per  2v 

—  h":^  0  punti  generici  del  piano.  Se  si  suppone  che  la  curva  generica  C^  si  spezzi  e  la  p 

variabile  sia  irriducibile)  poiché  le  condizioni  libere  risultano  (almeno)  (2v  —  h),  essa  sarà 

curva  Cf*  che  varia  in  sistema  (almeno)  oo*v-fc^  h^   i»  ordine  ji  <[  v  ,    passa  (x  —  1  volte  p€ 

e  semplicemente  per  k  —  2(v  —  (x)  al  più  tra  i  punii  0^  .  .  .  0^.  (Vedi  del  resto  11  Teoremi 

della  opera  già    citata  ;    Sulla   riduzione  alVordine  minimo   dei    siatemi  lineari   di    curve    p 

/i  +  3 
irriducibili  di  genen'e  p,  eto.,  del  sig.  Ferretti).  Snpponondo  il  caso  di  v  =  — ~*-    si   ha 

punto  che  la  curva  CK  varia  in  un  sistema  (almeno^  oo^  ecc. 

(^^)  Le  condizioni  libere,  come  abbiamo  sopradetto,  sono  (almeno)  2v  —  h ,  vale  a  dire 

2v  —  h  (almeno)  punti  generici  del  piano  passa  una  curva  del  sistema,  ossia  le  retto  vari: 

A  +  3 
componenti  una  C^  sarannno  (almeno)  2v  —  h,  Appplicando  il  caso  nostro  di  y  =  — - —  e 

appunto  che  le  ratte  variabili  sono  (almeno)  3. 


1 
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•^re  ii"]>ii'  il  che  esclade  anche  il  secondo  modo  di  spezzamento.  Sicché 
r«!  valore  (14)  di  v  le  corrispondenti  curve  (^  sono  irriducibili  e  quindi  anche 
nella  ipotesi  di  h  dispari  esiste  una  trasformazione  di  Jonquieres  atta  ad 
ibbassare  l'ordine  del  nostro  sistema. 

È  ovvio  che  se  i  tre  punti  di  massima  molteplicità  non  si  trovano  su  un 
:ìido  d'ordine  maggiore  di  uno  o  due  non  sono  infinitamente  vicini  al  terzo  in 
llTerse  direzioni,  esiste  sempre  una  trasformazione  quadratica  atta  ad  abbas- 
»anf  r  ordine  del  sistema  onde ,  concludendo ,  si  è  dimostrato  il  seguente 
'iiorema  : 

Teorema  I.  —  Dato  un  sistema  irriducibile,  regolarej  di  genere  p  =  0  , 1 ,  2 
ittnU  3  0  piU  punti  base  e  tale  che  la  somma  delle  molteplicità  dei  3  punti  ba^e 
fi  elevati  sia  maggiore  delVordine  del  sistema,  se  esso  non  è  dotato  di  punti  base 
i'i  molitplitità  superiore  ad  n  —  3  è  certamente  riducibile  a^  un  sistema  di  or- 
ìm  minore, 

Sapponiamo  ora  d'avere  un  sistema  regolare  di  genere p  qualsiasi  dotato  di 
;:i»auto  basQ  di  molteplicità  più  elevata  n  —  2  e  quindi  di  n  —  2 — p  punti 
li-tW,  infinitamente  vicini  ad  esso  e  tali  che  due  qualsiasi  di  essi  si  trovino 
^  ponto  (n  —  2y^^  su  un  ramo  d'ordine  superiore  ad  uno  o  siano  successivi 
u>l  punto  in  direzioni  diverse  e  supponiamo  pure  che  l'ordine  n  del  sistema 
f<ié  alla  disuguaglianza  n^2p  -\-  2. 

Si  può  sempre  fissare  un  valore  x  tale  che  preso  un  intero  v  soddisfacente 
iìi  relazione 

fe+1  ^^  ^ 
— ^<v<a? 

l-'ve  h  =  n  —  ii  —  jp)  una  trasformazione'  di  J  o  n  q  u  i  e  r  e  s   la   quale    abbia 
ordine  v,  il  punto  fondamentale    (v  —  l)*^"*  in  0^,  ed  i  2v  —  2^k    punti  sem- 
•«i^'i  in  0^ ,  0,  ,  . . .  Ofc  ed  in  2v  —  2  —  A  ^  0  punti  generici  del  piano  muti  le 
^arve  C"  in  curve  d'ordine  n'  <  n. 

invero  per  detta  trasformazione  si  ha: 

n'  =  m  —  (n  —  2){\t  --- 1)  —  2* 
f 
^eto: 

'19)        •  «'  =  n  +  2(v— 1)  — 2(n  — 2--1?). 

Affiocchè  n' <Cn^  dovrà  essere: 


2(v— l)<2(n— 2--1?) 
'■«^ia  i 

y<Cn  —  1  — pé 
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tosto  x)erciò: 

(20)  ar=:n — 1—p 

l  A  +  1\ 

Inumerò  certamente  maggiore  di  — - — I  e  preso  un  valore  v  soddisfacente 

oondisione  : 

(21)  ^^<v<a? 


risnlterà  certamente: 


»'  <[  w. 


Ammesso  ora  «ihe  ciascuna  delle  curve  iy  si  spezzi,  la  parte  variabile 
riducibile  o  riducibile)  che  entra  a  comporre  la  0^  dovrà  segare  la  curva 
nerica  0"  fuori  dei  punti  base  in  un  numero  n"  di  punti  inferiore  od  ugi 
al  numero  n'  piìl  su  calcolato  delle  intersezioni  variabili  dell'  intera  C^ 
C**.  Ora  vedremo  al  contrario  che  esistono  valori  v  soddisfacenti  alle  (21) 
i  quali  i  casi  di  spezzamento  condurrebbero  all'assurdo  w">n'  e  quindi 
vono  venire  esclusi.  Ciò  risulta  subito  intanto  se  la  parte  variabile  compon 
iy  è  irriducibile  ed  è  quindi  una  curva  G^  che  varia  in  un  sistema  (alm 
^^ts'-h  ^il^^  ^^  l'ordine  ji  <;;  v  e  passa  |jl  —  1  volte  per  0^  e  semplicemente 
h  —  2(v  —  (t)  al  più  tra  i  punti  0^ . . .  0^.  Infatti  si  La  : 

n"  >  «(t  —  (n  —  2)(fi  —  1)  — '  2(fe  —  2)v  —  {!() 
ovvero  : 

n"  5^  4v  +  2  —  «  —  2{i  -f  2p 

e  quindi  certamente  (poiché  |i.<[v): 

(22)  »">2v+'2— »  +  2ii 

che,  confrontata  con  le  (19),  ci  dà: 

«"  >  n' 

disuguaglianza  che  esclude  questo  primo  tipo  di  spezzamento! 

Se  invece  la  parte  variabile  componente  O"^  si  spezza  in  due  o  più  i 
uscenti  da  0^  allora  risulta  (poiché  detto  numero  di  rette  variabi 
5^2v  — A  (*^).)i 

n"  >  (2v  —  h)\n  —  (n  —  2)  j 


(*7)  Vedi  nota  (<5). 
(")  Vedi  nota  {}% 


X  Ì61  )( 

vì'i  a  (lire  : 

n"  :^  2(2v  —  h). 

Si  AYvà  perciò  certamente  l'assurdo  »"  ^  n'  per  i    valori   v  soddisfacenti   alla 
àaguaglianza  : 

n  -f-  2(v  —  1)  —  2(n  —  2  —  jp)<  2(2v  —  h) 

4 

^*ia  per  ogni  valore  : 
23)  V  >  —^ 

.nomerò  non    inferiore  ad  — : — I  (**).  Ma  almeno  an  valore  intero  v  soddisfa- 


r^)  ('*)•  ^' 


•^te  alla  (23)  e  coiiteiuporaneamente  inferiore  al  limite  x  fissato  da  (2Q)  certo 
r'.ste  perchè  : 


»— 2       n_2p       ; 


«vfudo  noi  supposto  n'^2p  -\-2,  Concludiamo  pertanto  che  esiste  almeno  un 
■ilore  soddisfacente  alle  (21)  i)er  il  quale  le  corrispondenti  curve  O^  sono  ir- 
ntJacibili  e  qnindi  esiste  certo  una  trasformazione  di  Jonquieres  atta  ad 
abbassare  Perdine  n  del  sistema  lineare  da  cui  siamo  partiti.  Al  solito  se  ac- 
«le  che  almeno  due  dei  punti  doppi  non  siano  infinitamente  vicini  su  un  ramo 
l'ordine  maggiore  di  uno  al  punto  (n  —  2)*'^  o  non  siano  successivi  ad  esso 
^  direzioni  diverse^  vi  è  certo  una  trasformazione  quadratica  atta  ad  abbas- 
"«re  l'Ordine  del  sistema.  È  dunque  dimostrato  il  seguente  teorema: 

Tkorbma  II.  —  Dato  un  sistema  irriducibile^  regolare^  di  genere  p  qualsiasi, 
^to  di  UH  puiUo  base  (n  —  2)^%  se  il  suo  ordine  soddisfa  alla  disuguaglianza 
»>-!>  + 2  esso  è  certamente  riducibile  ad  un  sistema  d'*  or  dine  minore. 


('*)  Vermmsiite  se  p  ^s  0  e  quindi  ft  «•  n  —  2  <  è  — - —      ^    «  Ma  se  ai  ha  l'assordo  n^^'^n 

•  —  2  n  — -  1 

kr  >  >  — -—  taoto  meglio  sarà  n"  ^  «'  per  v  >•  — - —  quindi  ,  nel  caso   di   p  =  0,  si   può 

91  -■**  1 

'fodere  inyeoe  della  (23):  v  >  — - — .  Ora  i  sistemi  razionali  per  oni  il  pnnto  di  massima  mol- 

*?lieitàè  (a  —  2)1*»,  devono  avere  nn  ordine  n  :^  4  qnindi,  poiché  facendo  la  differenza  fra  la 

fc,«  —  la  —  1.  •*  j 

.jt  ed  — —  si  ha  — x"**  *•!•  differenza  è  certamente  >  1,  ciò  che  oÌ  dice  che  nel  caso  di 
«  2 

)  => 0  Miste  sempre  nna  trasformazione  di  Jouqaieres  atta  a  ridurre  l'ordine  del  nostro 
"Mena  senza  face  limitatiotte  su  esso  ordine. 
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)(  162  )( 


#    * 


Ricerca  dei  siatemi  d^ordine  minimo  di  genere  p  =  0  (^).  Poiché   la  soi 

delle  molteplicità  dei  3  punti  base  (qaando  vi    sono)  è   sempre   maggiore 

1'  ordine  del  sistema  (*^),  i  sistemi  d'ordine  minimo  andranno   ricercati,    in 

ai  due  teoremi  precedenti,  o  fra    quelli   aventi    meno  di  tre  punti   base  o 

quelli  pei  quali  i  tre  punti  base  di   massima  molteplicità    sono-  infinitam 

vicini  su  un    ramo  d'ordine  >>  1    ovvero  due  sono  successivi  al  terzo  in  i 

zioni  diverse  e  il  più  grande  di  essi  ha  una   molteplicità  uguale  ad  w  — 

sistemi  aventi  meno  di  tre  punti  base  sono:  (*') 

D4-2  D 

a)  Sistema  d'ordine  — - —  dotato  di  un  punto  base  d'ordine  —  ed 

2  2 

punto  base  semplice. 

D  +  1 

p)  Sistema  lineare  d'ordine  — - —  dotato  di   un   punto   base   di   g 

2 

D  —  1 

2       • 

Y)  Sistema  lineare  di  coniche  senza  punti  comuni  (D  z=  4). 
8)  La  rete  delle  rette  del  piano  (D  =  l). 
E  l'impossibilità  di  abbassare  l'ordine  di  questi  sistemi  mediante  tra 
mazioni  cremoniane  è  manifesta. 

In  quanto  ai  sistemi  aventi  2  -f-.l  punti  base  (1^2)  di  cui  i  tre  pun 
massima  molteplicità  sono  infinitamente  vicini  su  un  ramo  d^ordine  mag^; 
di  1,  o  due  successivi  al  terzo  in  direzioni  diverse,  e  il  piti  grande  di  est 
una  molte|>licità  uguale  ad  n  —  1  (per  modo  che  gli  altri  l  saranno  seni] 
eccettuato  il  caso  in  cui  queste  1^2  (l  essendo  inoltre  <n  —  1)  punti 
plici  siano  addensati  nell'  intorno  di  l''  ordino  del  punto  (n  —  1)^'^  non  si  h; 
altri  tipi  di  ordine  minimo  (*^.  Ed  infatti  il  signor  Se  gre  ha  già  dimosl 


■(^)  Non  occorro  aggiungere  regolari  giacché  ogni  sistema  razionale  (almeno)  oo' è  rcg 
Vedi  Ber  ti  ni:   Introduzione  alla  geometria  proiettiva  degli  Iperspazi  etc.  pag.  246-24' 

(**)  Vedi  G.  B.  G  acci  a:  Generalizzazione  di  un  teorema  di  N&ther  etc.  (lavoro  già  e 
n.  3.     . 

(**)  Vedi  G.  B.  G  n  ccia  —  n.  4  del  lavoro  ricordato  nella  Nota  precedente. 

(*3)  Un  sistema  d'ordine  n  con  mi  pnnto  base  (»  —  l)^^^  ed  l  {2  ^l^n  — 1)  punti 
semplici  addensati  nclP  intorno  del  !<>  ordine  del  pnnto  (n  —  Ip'^  è  realmente  d'  ordin 
nimo.  Invero  per  poter  ridurre  mediante  nna  trasformazione  di  Jonqnieres  il  suo  oi 
bisogna  che  essa  abbia  oltre  il  suo  punto  (v  —  l)***^  nel  punto  (n  —  1)J^^  anche  v  punti 
semplici  almeno  iu  v  degli  {  (e  bisognerà  quindi,  come  si  vede,  che  sia  v  j^  2)  punti  bas 
sistema.  Solo  in  questo  caso  infatti  si  avrà  : 

n'  =  «V  —  (n  —  l)(v  —  1)  —  v=n  —  l<^n 

OHsia  si  avrà  : 

n  <  n. 

Ma  una  trasformazione  di  Jo  n  cj  u  i  e  re  s  con  un  punto  (v  —  l)*'^  e  addensati  nell'in 
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>i-it  l'ordine  n  di  un    sistema   lineare   dotato  di  nn  punto   base  (n  —  l)**'"*  al 

■nle  siano  iiifinitainente  vicini  un  numero  l'^n  dì  punti  base  semplici  si  possa 

l'tosare   medinnte    una   conveniente   successione   di    trasformazioni    quadra- 

D'altro  cantOy  imitando  il  procedimento  usato  dal  signor  8  e  g  r  e  per  detta 

iniosirazione  si   ^unge  a  mostrare  come  ogni  sistema  lineare  S  dotato  di  un 

fan^o  (» — ly^^  e  di  l{2^l^n  —  1)  punti  semplici  situati  comunque  in   un 

:.!«ìrno  del  punto  (n  —  l)*^**,  se  è  d'ordine  minimo,  sì  può  sempre   trasformare, 

of^Iiante  una  conveniente  successione  di  trasformazioni  quadratiche,  in  un  di- 

«•»-inii  dello  stesso  ordine  n  e  dotato  parimenti  di  un  punto    {n  —  ly^^  e  di  l 

'/mti  semplici  per  il  quale  però  gli  l  pnnti  semplici  sono  addenvsati  tutti  nel- 

i:iiorno  del  1®  ordine  del  punto  {n  —  1)*^^  Invero  facciamo  dapprima  una  tra- 

^-pjiazione  quadratica  con  nn  i>unto  fondamentale  nel  punto  (n  —  1)"'^  di  S.  Verrà 

-  sistema  L'  d'ordine  n  -|-  1  con  un  punto  n^^  ordinario  e  con  l  -|-  2  punti  base 

duplici  distinti  o  infinitamente  vicini.  Poi  si  faccia,  se  occorre,  una  serie  di  tra- 

'/rmazioni  quadratiche  di  S'  in  altri    successivi   sistemi   d'  ordine  n  -f- 1  con 

J  punto  n'^  ordinario  e  con  i  4~  2   punti   base   semplici   ponendo  sempre  un 

''Ito  fondamentale  nel  punto  n^^  e  nn  altro  in  un  punto  base  semplice   che 

^'ifinitamente  vicino  a  qualche  altro  punto  base  semplice.  L'effetto  di  ogni 

'  e*A<^formazione  sarà  di  aumentare  ogni  volta  di  una  unità  il  numero   dei 

;•'.'?:/ base  semplici  distinti  sicché  si    può  giungere  Ano  ad  averli. tutti  l-\-2 

ik'Mu  Bisi  allora,  se  il  nostro  sistema  è  realmente  minimo,  devono  trovarsi 

':*ti  sa  una  medesima  retta  giacché  se  uno  solo  di  essi   si   trovasse  esterna- 


!•  ordine  di  esso  (almeno)  v  punti  semplici  non  esiste,  quindi  non  vi   è  alcuna  trasforma- 
ne di  JonqniereB  atta  ad  abbassare  l'ordine  del  nostro  sistema. 

N*è  vi  è  alcnna  trasformazione  cremouiana  piti  genersi*©  di  quella  di  Jonqnieros  atta  ad 
►•  aware  Pordine  del  sistema  considerato,  giacché  ammesso  che  detta  trasformazione  esista 
•i  4inme«8o  ohe  sia  m  il  suo  ordine  ed  r'o  r'j  /j.  .  .  .  le  molteplicità  dei  suoi  punti  base  si 
intbbe  avere  :  * 

A.  »'  =  nm  —  (n  —  1)1^0  —  r'i  —  r^i  .  .  .  —  r't  <n 

'  >Te  t  ^l)  e  nello  stesso  tempo,  poiché  i  punti   r^i   r'g  .  .  .  r't  risultano   nell'  intorno  di   1<» 
■f'i  Qe  di  /^j  : 

iB)  r'i  -h  r'g  -h  .  .  .  +  r't  ^  r'o- 

<>»  da  (A)  si  ha  : 

n'  =^  nm  —  nr^Q  +  '^o  —  ^i  —  ^^2  •  •  *  -  ^t 

'  P<r  (B)  :  ^ 

■^  ^,  ^  »  —  2  sicché  : 

W  Z^nm  —  «(m  —  2)  =  2» 

'Lf,  come  si  vede,  é  in  contrasto  colla  (A). 

'*)  Nota  già  citata,  inserita  nella  pubblicazione  del  signor  Castelnuovo:  Le  trasfor- 
f     ^*iì<mi  generatrici  etc. 
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dove  le  p^  indicano  le  molteplicità  dei  rimanenti  punti  base  e  dove  evidi 
mente  per  ciascuna  p^^  si  ha  :  p^  -^  X,  con  procedimento  del  tutto  simile  a  qi 
tenuto  nel  §  1,  si  giunge  alla   disuguaglianza  (analoga  alla  (12)  del  §  I): 

(11)  D  :^2'k(n—  3X  —  V  sA  +  \{D  —  2p  +  2) 


ùml 


ovvero  alP  altra  : 

(12)  D  5^  2X  (n  —  4X  —  V  ^X+  X(D  —  2i>  +  2  +  35L), 

i.1 


Ammessa  vera  la  (10): 


quindi  dovrebbe  essere: 


(13)  D  ^  X(D  —  2j>  +  2  +  2X). 


3 
E  questa  poiché    per   (2):  X^-e  poiché  suppouiamo  p^2,  è  assi 

L'assurdo  proviene  dall' aver  ammessa  vera  la  (10),  quindi  dovrà  essere: 


Dovrà  dunque  essere  n"  >  n'  il  che  eselude  anche  il  secondo  mo< 
spezzamento.  Sicché  x>el  valore  (8)  di  v  le  corrispondente  curve  G^  sono 
dncibili ,  e  quindi  nella  ipotesi  di  h  pari  es^^ste  certo  una  trasformazioi 
Jonquieres  atta  ad  abbassare  l'ordine  del  nostro  sistema. 

Sia  h  dispari:  Se  consideriamo  una  trasformazione  di  Jonquieret 
terminata  da  curve  C  d'ordine  v  soddisfacente  alla  relazione: 


^  +  3 


le  quali  passino  colla  molteplicità  (v  —  1)   per   0^  e   sem[ilicemente    per   ^ 
punti  Ofi^ .  •  •  0^  e  per  un  punto  generico  del  piano,  essa  muta  le  curve  < 
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nife  d'ordine: 

,        h  ~\^  3  h  -f-  1 


n'=Ì±^«-i±i(n-2X)-2(5^  +  0 


t«.l 


i^gìa  in  curve  d'ordine: 


<— fc 


115)  n'=r  n  -f-  X  —  ^  6j-. 


i-i 


Ora  dalla  (11)  si  dedace: 


<— ft 


2 


u-l 


.,^»-3X-^+^-j,4-l. 


11,  per  la  posizione  fatta:  X  =  — x  ?  si  l^a:  n  =  4X  +  1  +  2e  ;  quindi  : 

4  2 


1—1 


2!^0;  2  — 1>^0,  —  —  ^>0  giacché  X  :^  -  quindi: 

2         2X  J 


♦^servando  (15)  si  ha  dunque: 

Ora  YOglianio  dimostrare  come  detta  trasformazione  sia  irriducilHle  e  prò- 
>d(>treiiio  ali^nopo  per  assurdo.  Se  si  esamina  la  parte  variabile  (irriducibile  o 
nducibile)  che  entra  a  comporre  la  C%  essa  dovrà  segare  la  curva  generica  C* 
-9ori  dei  ponti  base  ii^  un  numero  n"  di  punti  inferiore  od  uguale  al  numero 
>'  più  su  calcolato  delle  intersezioni  variabili  dell'  intera  G^  con  G\  Ora  noi 
vtdremo  al  contrario  che,  pel  valore  (14)  di  V,  ciò  non  accade:  vedremo  che  i 
'*5i  di  spezzamento  pel  valore  (14)  di  v  condurrebbero  all'assurdo  n">w'  e  quindi 
-4:Tono  venire  eselusi»  Giò  risulta  subito  intanto  se  la  parte  variabile  compo* 
sente  G^  è  irridKcibile  ed  è  quindi  una  curva  G^  ohe  varia  in  nn  sistema  (al* 
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meno)  co'  (*%  ha  Pordiue  ji  <^  v ,  passa  \l  —  1  volte  per  0^  e  seniplicemei 
per  2[i  —  3  al  più  tra  i  punti  0^ . . .  0^.  Infatti,  ripetendo  il  calcolo  che  ci  ha  e 
dotti  alla  (15)  e  ponendoci  nelle  ipotesi  più  sfavorevoli,  si  trova: 


(16)  „"^n  +  X-2«* 


e  ,    confrontando    colla   (15) ,    (poiché  [i  <  v  e    quindi    2(i  —  3  <  2v  —  3  =: 
sempre: 

disugnaglianza  che  esclude  questo  primo  tipo  di  spezzamento. 

Se  invece  la  parte  variabile  componente  0^  si  spezza  in  due  o  più  cui 
queste  devono  appartenere  ad  uno  stesso  fascio  e  nel  caso  presente  si  v< 
che  devono  essere  rette  uscenti  da  0^  ed  allora  risulta: 

n"  5^  3(n  -  r^  n 

ossia  .(poiché  r^:=zn  —  2X)  : 

(17)  n"  ^  6X. 

Se  fo98e  dunque  n"  ^^  n',  si  dovrebbe  avere  per  (17)  e  (15)  : 

(18)  Ve^^^n  — 5X. 

Ma  è  assurda  la  (10)  quindi  a  fortiori  è  assurda  la  (18).   Dovrà    dun 


h  4-  1 

(^^)  Consideriamo  una  trasformazione  di  Jonqnieres  iV  ordine   v  }>  — - —   ,    pass 

V  —  1  volte  per  0^  e  semplicemente  por  gli  h  punti  di  molteplicità  superiore  aX  e  i>er  2v 
—  fc  ^  0  punti  generici:  del  piano.  Se  si  suppone  che  la  curva  generica  C^  si  spezzi  e  la  p 
variabile  sia  irriducibile,  poiché  le  condizioni  libere  risultano  (almeno)  (2v  —  h),  essa  sarà 
curva  Cì^  che  varia  in  sistema  (almeno)  oo'^^'^,  ha  1'  ordine  (x  <  v  ,  passa  [i  —  1  volto  p< 
e  semplicemente  per  h  —  2(v  —  |i)  al  pih  tra  i  punti  0|  .  .  .  0^.  (Vedi  del  resto  il  Teoremi 
della  opera  già    citata  ;    Sulla   riduzione  all'ordine  minimo    dei    siatemi   lineari    di    curve    j; 

JL       I       O 

irriducibili  di  genere  p,  etc.,  del  sig.  Ferretti).  Supponendo  il  caso  di  v  =  — -—    si    ha 

punto  che  la  curva  CH  varia  in  un  sistema  (almeno^  oo^  ecc. 

(*^)  Le  condizioni  libere,  come  abbiamo  sopradetto,  sono  (almeno)  2v  —  h ,  vale  a  diro 

2v  —  h  (almeno)  punti  generici  del  piano  passa  una  curva  del  sistema,  ossia  le  rotto  vari: 

/i  -4-  3 
componenti  una  C^  sarauono  (almeno)  2v  —  h.  Àppplioando  il  caso  nostro  di  v  »  — - —  e 

appunto  che  le  rette  variabili  sono  (almeno)  8. 
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Hèere  n"^%'  il  che  esclade  anche  il  secondo  modo  di  spezzamento.  Sicché 
\k\  valore  (14)  di  v  le  corrispondenti  curve  C^  sono  irridncibili  e  quindi  anche 
nella  ipotesi  di  h  dispari  esiste  una  trasformazione  di  Jonquieres  atta  ad 
ibbassare  l'ordine  del  nostro  sistema. 

£  omo  che  se  i  tre  punti  di  massima  molteplicità  non  si  trovano  su  un 
Timo  d'ordine  maggiore  di  uno  o  due  non  sono  infinitamente  vicini  al  terzo  in 
diverse  direzioni,  esiste  sempre  una  trasformazione  quadratica  atta  ad  abbas- 
stfe  V  ordine  del  sistema  onde  j  concludendo ,  si  è  dimostrato  il  seguente 
ttrorema  : 

m 

Teorema  I.  —  Dato  un  sistema  irridiicibile,  regolare^  di  genere  p  =  0  , 1 ,  2 
artvti  3  0  più  punti  base  e  tale  che  la  somma  delle  molteplicità  dei  3  punti  bOrSe 
fin  elevati  sia  maggiore  deWordine  del  sistema,  se  esso  non  è  dotato  di  punti  base 
ìi  mlteplieità  superiore  ad  n  —  3  è  certamente  riducibile  ad  un  sistemai  di  or- 
ìiu  minore. 

Supponiamo  ora  d'avere  un  sistema  regolare  di  genere^  qualsiasi  dotato  di 
3i|puuto  basQ  di  molteplicità  più  elevata  n  —  2  e  quindi  di  n  —  2 — p  punti 
'>)l)pif  infinitamente  vicini  ad  esso  e  tali  che  due  qualsiasi  di  essi  si  trovino 
•ripunto  (n  —  2)*'^  su  un  ramo  d'ordine  superiore  ad  uno  o  siano  successivi 

« 

Mid  punto  in  direzioni  diverse  e  supponiamo  pure  che  Fordine  n  del  sistema 
^*M]jfì  alla  disuguaglianza  n'^2p  -{-  2, 

Si  può  sempre  fissare  un  valore  x  tale  che  preso  un  intero  v  soddisfacente 
dìla  relazione 

love  i  =  n  —  2  —  j?)  una  trasformazione'  di  J  o  n  q  u  i  e  r  e  s  la  quale  abbia 
'online  v,  il  punto  fondamentale  (v  —  1  )*''*'  in  0^^  ed  i  2v  —  2  ^  A  punti  sem- 
.'^H  in  Oj ,  0,  ,  . .  •  0;^  ed  in  2v  —  2  —  ^  !>  0  punti  generici  del  piano  muti  le 
QTve  C"  in  curve  d'ordine  n' <^n. 

Invero  per  detta  trasformazione  si  ha: 

n'  =  nv  —  (n  —  2)(v  —  1)  —  2* 
f 
ivrero: 

■l»)        •  n'  =  n-{-2(v— 1)  — 2(n  — 2— 1>). 

Acciocché  n' <^n^  dovrà  essere: 

2(v— l)<2(w— 2--i>) 
f'ssjat 

v<^n  —  1  — pk 
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Posto  perciò: 

(20)  x  =  n — 1—p 

(numero  certamente  maggiore  di  — - — j  e  preso  un  valore  v  soddisfacente 
condizione  : 

(21)  _r_<v<a? 


risnlterà  certamente: 


n'  <C  w. 


Ammesso  ora  <;he  ciascuna  delle  curve  C  si  spezzi,  la  parte  variabile 
riducibile  o  riducibile)  che  entra  a  comporre  la  C^  dovrà  segare  la  curva 
nerica  C*  fuori  dei  punti  base  in  un  numero  n"  di  punti  inferiore  od  ugi 
al  numero  n'  piti  su  calcolato  delle  intersezioni  variabili  dell'  intera  C 
C*.  Ora  vedremo  al  contrario  che  esistono  valori  v  soddisfacenti  alle  (21) 
i  quali  i  casi  di  spezzamento  condurrebbero  all'  assurdo  n"  >  n'  e  quindi 
vono  venire  esclusi.  Ciò  risulta  subito  intanto  se  la  parte  variabile  compone 
iy  è  irriducìbile  ed  è  quindi  una  curva  0^  che  varia  in  un  sistema  (alm 
oo*^-*  (%  ha  l'ordine  ji.  <^  v  e  passa  \l  —  1  volte  per  0^  e  semplicemente 
h  —  2(v  —  |i)  al  più  tra  i  punti  0^ . . .  0,^.  Infatti  si  ha  : 

n"  ^  n|t  —  (n  —  2)(pL  —  1)  — -  2{h  —  2  Jv  —  |^) 
ovvero  : 

n"  :^  4v  +  2  —  n  -^  2{JL  +  2p 

«  quindi  certamente  (poiché  |i<^v): 

■ 

(22)  n"  >  2v  +  -2  —  n  -f  2p 

éhQy  confrontata  con  le  (19),  ci  dà: 

n"  >  »' 

disuguaglianza  che  esclude  questo  primo  tipo  di  spezzamento* 

Se  invece  la  parte  variabile  componente  O^  si  spezsa  in  due  o  più  r 
uscenti  da  0^  allora  risulta  (poiché  detto  numero  di  rette  variabil 
^2v  — *  (**)): 

n"  ^  (2v  —  h)\n  —  {n  —  2)\ 


(*■')  Vedi  nota  (*5). 
(")  Vedi  nota  (iS), 


•' 


)(  ièi  )( 

niie  a  dire  : 

n'r  :>  2(2v  —  A). 

Si  avrà  perciò  certauiente  l'assurdo  w"  >  n'  per  i    valori   v  soddisfacenti   alla 
ìi^oguaglianza  : 

n  -f. 3(v  —  1)  —  2(n  —  2  —  p)<  2(2v  —  A) 

Ossìa  per  ogni   valore: 

n  —  2 

23)  V  >  ^?^ 

DQuiero  non    inferiore  ad  — 4—1  (*^.  Ma  almeno  on  valore  intero  v  soddisfa- 


B  "• 


>ate  alla  (23)  e  couteiuporaneamente  inferiore  al  limite  x  fissato  da  (20)  certo 
f«^5te  perchè  : 

n  —  2       n  —  2»  ^  ' 

avendo  noi  supposto  n  >  22>  -f-  2.  Conclndiamo  pertanto  che  esiste  almeno  un 
uiore  soddisfacente  alle  (21)  per  il  quale  le  corrispondenti  curve  C  sono  ir- 
riilacibili  e  quindi  esiste  certo  una  trasformazione  di  Jonquieres  atta  ad 
abbassare  l'ordine  n  del  sistema  lineare  da  cui  siamo  partiti.  Al  solito  se  ac- 
«-ade  che  almeno  due  dei  punti  doppi  non  siano  infinitamente  vicini  su  un  ramo 
bordine  maggiore  di  uno  al  punto  (»  —  2)^'"  o  non  siano  successivi  ad  esso 
Q  direzioni  diverse^  vi  è  certo  una  trasformazione  quadratica  atta  ad  abbas- 
Mn?  rordine  del  sistema.  È  dunque  dimostrato  il  seguente  teorema: 

Tbobkma  II.  —  Dato  un  sistema  irriducibilej  regolare^  di  genere  p  qualsiasi^ 
^io  di  un  puiUo  ÌHue  (n  —  2)^%  se  il  suo  ordine  soddisfa  alla  disuguaglianza 
*>2jp-|-2  esso  è  certamente  riducibile  ad  un  sistema  d'^  or  dine  minore. 


C^)  Varmnente  se  j»  rs  0  e  quindi  ft  «»  n  ~>  2  <  è  — - —   •-— — é  M»  bo  si  ha  l'assordo  9i''>ti 

n     -  2  4»  ___  1 

ptr  ti  >  — - —  taoto  meglio  sarà  n"  >  n'  per  v  >  — - —  quindi  ,  nel  caso   di   p  =  0,  si   può 

n  — *  1 
Fnsdere  invece  della  (23):  v  ^  — - — .  Ora  i  sistemi  razionali  per  cui  il  punto  di  massima  mol- 

2 

*plicitàè  («  —  2)J»'*»,  devono  avere  un  ordine  n  :^  4  quindi,  poiché  facendo  la  differenza  fra  la 
W)  ed  — —  si  ha   — 5—,  tale  differenza  è  certamente  >  1>  ciò  che  ci  dice  che  nel  caso  di 

m  m 

)  ==  0  esiste  sempre  una  trasformazione  di  Jonquieres  atta  a  ridurre  l'ordine  del  nostro 
■«tema  senza  face  limitazione  su  esso  ordine. 
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Ricerca  dei  sistemi  bordine  minimo  di  genere  j^-=.0  (*^),  Poiché  la  soi 

delle  molteplicità  dei  3  punti  base  (qaando  vi    sono)  è   sempre   ma^^iore 

V  ordine  del  sistema  ("),  i  sistemi  d'ordine  minimo  andranno   ricercati,   in  1 

ai  due  teoremi  precedenti,  o  fra   quelli   aventi    meno  di  tre  punti   base  o 

quelli  pei  quali  i  tre  punti  base  di   massima  molteplicità    sono-  infinitam 

vicini  su  un   ramo  d'ordine  ^  1    ovvero  due  sono  successivi  al  terzo  in  < 

zioni  diverse  e  il  più  grande  di  essi  ha  una   molteplicità  uguale  ad  n  — 

sistemi  aventi  meno  di  tre  punti  base  sono:  (**) 

D4-2  D 

a)  Sistema  d'ordine  — - —  dotato  di  un  punto  base  d'ordine  -r-  e  d 

2  2 

punto  base  semplice. 

D  +  1 
p)  Sistema  lineare  d'ordine  — -^ —  dotato  di    un   punto   base   di  g 

D  —  1 
2       • 

Y)  Sistema  lineare  di  coniche  senza  punti  comuni  (D  =  4). 
5)  La  rete  delle  rette  del  piano  (D  =  1). 
E  l'impossibilità  di  abbassare  l'ordine  di  questi  sistemi  mediante  tra 
mazioni  cremoniane  è  manifesta. 

In  quanto  ai  sistemi  aventi  l  -{-.1  punti  base  (1^2)  di  cui  i  tre  pun 
massima  molteplicità  sono  infinitamente  vicini  su  un  ramo  d^ordine  magg 
di  1,  o  due  successivi  al  terzo  in  direzioni  diverse,  e  il  più  grande  di  es$ 
una  molt^i>licità  uguale  ad  n  —  1  (per  modo  che  gli  altri  l  saranno  semi 
eccettuato  il  caso  in  cui  queste  1^2  (l  essendo  inoltre  c^n  —  1)  i)unti 
l»lici  siano  addensati  nell'  intorno  di  1**  ordine  del  punto  {n  —  lf^°  non  si  hi 
altri  tipi  di  ordine  minimo  (^.  Ed  infatti  il  signor  Segre  ha  già  diniosl 


(^)  Non  occorre  aggiungere  regolari  giacché  ogni  Bistema  razionale  (almeno)  oo' è  rcg 
Vedi  Ber  ti  ni:  Introduzione  alla  geometria  proiettiva  degli  Iperspazi  etc.  pag.  246-24' 

(**)  Vedi  G.  B.  Gnccia:  Generaìizzagione  di  un  teorema  di  Nòtk^r  etc.  (lavoro  già  e 
u.  3.     . 

(**)  Vedi  G.  B.  G  n  ocia  —  n.  4  del  lavoro  ricordato  nella  Nota  precedente. 

(*3)  Un  sistema  «l'ordine  n  con  mi  punto  base  {n  —  l)^'^  ed  i  (3  ^Z^n— 1)  punti 
semplici  addensati  noli'  intorno  del  1^  ordine  del  pnnto  (n  —  1)^^  è  realmente  d'  ordìn 
nimo.  Invero  per  p*>ter  ridurre  mediante  una  trasformazione  di  Jonqnieres  il  suo  o 
bisogna  che  essa  ubbìa  oltre  il  suo  punto  (v  —  1)p^^  nel  pnnto  (n  —  l)f'^  anche  v  punti 
semplici  almeno  iu  v  degli  l  (e  bisognerà  quindi,  come  si  vede,  che  sia  v  j^  2)  punti  ba^ 
sistema.  Solo  in  questo  caso  infatti  si  avrà  : 

n'  =  nv  —  (n  —  l)(v  —  1)  —  v=w  —  1<« 

oesia  si  avrà  : 

n  <^  n. 

Ma  una  trasformazione  di  Jonqnieres  con  un  punto  (v  —  1)2^^^  e  addensati  nelFiii 


)(  163  )( 

vie  I-ordine  n  di  un  sistema  lineare  dotato  di  un  punto  base  (n  —  l)**'"*  al 
mxk  siano  iiifìuitainente  vicini  un  nuraero  l'^n  di  punti  base  semplici  si  possa 
jl»hassare  mediante  una  conveniente  successioue  di  trasformazioni  quadra- 
:irhe  {**). 

D'altro  canto,  imitando  il  procedimento  usato  dal  signor  8  e  g  r  e  per  detta 
i ini'Straziono  si   giunge  a  mostrare  come  ogni  sistema  lineare  £  dotato  di  un 
pQDto  (» — l)****  e  di  l{2^l^n  —  1)  punti  sem])lici  situati  comunque  in    un 
irnrno  del  punto  (n  —  1)^,  se  è  d'ordine  minimo,  si  può  sempre   trasformare, 
cediante  una  conveniente  successione  di  trasformazioni  quadratiche,  in  un  si- 
f^jia  dello  stesso  ordine  n  e  dotato  parimenti  di  un  punto    {n  —  1)^*^  e  di  l 
i>nnti  semplici  per  il  quale  però  gli  l  pnnti  semplici  sono  addensati  tutti  nel- 
ìKUorno  del  l**  ordine  del  punto  {n  —  1)*'^  Invero  facciamo  dapprima  una  tra- 
*^«»rmazione  quadratica  con  un  punto  fondamentale  nel  punto  (w  —  1)**'^  di  S.  Verrà 
a  sistema  L'  d'ordine  n-\-l  con  un  punto  n^^°  ordinario  e  con  l  -\-2  punti  base 
«oiplici  distinti  o  infinitamente  vicini.  Poi  si  faccia,  se  occorre,  una  serie  di  tra- 
'■Vnnazioni  quadratiche  di  2'  in  altri   successivi   sistemi   d'  ordine  n  +  1  con 
•J  panto  n^  ordinario  e  con  Z  ^4-  2   punti   base   semplici   ponendo  sempre  un 
•''cto  fondamentale  nel  punto  n^*^  e  un  altro  in  un  punto  base  semplice   che 
M  ufiaitamente  vicino  a  qualche  altro  punto  base  semplice.  L'effetto  di  ogni 
'tfiasformazione  sarà  di  aumentare  ogni  volta  di  una  unità  il  numero   dei 
/'Ig:;  base  semplici  distinti  sicché  si    può  giungere  Ano  ad  averli. tutti  l -\- 2 
'li«(;iiti.  Etai  allora,  se  il  nostro  sistema  è  realmente  minimo,  devono  trovarsi 
':rri  $Q  una  medesima  retta  giacché  se  uno  solo  di  essi   si   trovasse  esterna- 


'^  I'  ordine  di  esso  (almeno)  v  punti  semplici  non  esiste,  quindi  non  vi   è  alcuna  trasforma- 
•rjfdiJonqniereB  atta  ad  abbassare  l'ordine  del  nostro  sistema. 

Ve  vi  è  alcnna  trasformazione  cremouiana  piii  generjiJte  di  quella  di  Jonqnieros  atta  ad 
»^  ««are  l'ordine  del  sistema  considerato,  giacché  ammesso  che  detta  trasformazione  esista 
'i  ammesso  ohe  sia  ih  il  suo  ordine  ed  r^Q  /j  /g.  ...  le  molteplicità  dei  suoi  punti  base  si 
4*^bbe  avere  :  * 


n' 


=  firn  —  (n  —  1)1^0  —  r\  —  r\  ,  .  ,-^r't<Cn 


''•ire  t^l)  e  nello  stesso  tempo,  poiché  i  punti   r^j   r'jj  .  .  .  r't   risultano   nell'  intorno  di   1° 

(B)  r'i -h  r'g  +  .  .  .  +r't^r'o. 

<Jrft  da  (A)  si  ha  : 

11^  =s=  nìa  —  ni-^Q  +  '"'o  —  ♦^i  —  r'j  .  •  .  .  r't 

"  »r  (B)  :  ■'^ 

'T  r'o  ^  »  —  2  sicché  : 

n'  :^  firn  —  n(f»  —  2)  =  2n 

eLf,  come  si  vede,  é  in  contrasto  colla  (A). 

^*)  Nota  già  citata,  inserita  nella  pubblicazione  del  signor  Casteluuovo:  Le  trasfor- 
'     Meloni  generatrici  etc. 


mente  (a  distanza  finita)  alla  retta  congiungente  due  di  questi  2-^2  |i 
semplici  un'  ulteriore  trasformazione  quadratica  avente  come  punti  fondai 
tali  il  punto  n^'"  e  i  2  punti  base  semplici  prima  nominati  darebbe  un  sisl 
di  ordine  n  con  un  punto  (n  —  ly^^  ed  l  punti  semplici  fra  i  quali  uno  almen 
stinto  dal  punto  (n  —  ly'''^  il  quale  tistema  si  ridurreb.be  subito,  con  un' ul 
trasformazione  quadratica,  ad  un  ordine  minore,  contro  l'ipotesi  che  detto  sisi 
d'ordine  n  aia  minimo.  Dunque  gli  2  -|-  ^  punti  si  devono  trovare  realmente 
sopra  mia  medesima  retta  congiungente  dne  di  essi.  E  allora  una  trafo 
zione  quadratica,  coi  punti  fondamentali  nel  punto  n^^  enei  2  pnuti  soprac 
trasforma  il  nostro  sistema  in  altro  ordine  n  avente  un  punto  (n  —  l)**^' 
sono  addensati  nell'  intorno  del  l""  ordine  l  punti  semplici  il  che  appuntc 
levasi  dimostrare. 

Siamo  in  grado  quindi  di  enunciare  il  seguente  teorema: 
TboBEMA  III. —  Un  sistema  irriduoibUe,  lineare^  almeno  oc\   di  onrv 
rionali  è  sempre  riducibile  mediante  trasformazioni  cremoniane  ad  uno  dei  seg 
sistemi  lineari  di  ordine  minimo: 

a)  Rete  di  rette,  I)  =  l,  K=.2. 

p)  Sistema  lineare  di  conichp^  senza  punti  comuni.  D  =  4  ,  E  ==:  5. 
•  7)  Sistema  lineare  di  curve  d'ordine  n^2  dotato  di  un  punto  base  (n  - 
e  di  un  putito  base  semplice  a  distanza  finita  dal  punto  {n  —  IF'**.  D  =  2(n  - 
K  =  2n— -1. 

8)  Sistema  di  curve  di  ordine  n  ^  2  dotato  di  un  punto  base  (n  — 
con  1(0  ^l ^n  —  1)  tangenti  fisse,  distinte,  comuni  a  tutte  le  curve  del  sis 
D  =  2fi  — i  — 1,  K  =  2n  —  l. 

«  • 

Ricerca  dei  sistemi  regolari  (**)  d^ órdine  minimo  di  genere  p=z=l.  I  sis 
d'ordine  minimo,  ellittici  andranno  ricercati  pei  teoremi  I  e  II  o  fra  i  si 
aventi  meno  di  3  punti  base,  o  fra  i  sistemi  che  pur  avendo  tre  o  più 
base  sono  tali  che  la  somma  delle  molteplicità  dei  tre  punti  basi  più  e 
è  minore  od  .uguale  all'  ordine  del  sistema,  o  fra  i  sistemi  che  hanno  i  tre 
di  massima  molteplicità  (r^  +  ♦*£  +  **8>  »^)  infinitamente  vicini  su  un  ramo 
diie  maggiore  di  uno  o  due  successivi  al  terzp  in  diverse  direzioni  e  pei 
la  ma8si:na  molteplicità  ò  n  —  2  e  Pordine  »  <  4.  I  sistemi  aventi  mei 
tre  punti  base  o  che,  pur  avendo  tre  o  più  punti  base,  sono  tali  che  U 
ma  delle  molteplicità  dei  tre  punti  più  elevati  è  minore  od  uguale  all'  e 
del  sistema  sono  (*): 


(*^)  Tutti  i  BÌstemi  ellittici  almeno  oo^  sono  razionali.  Yedi  B  e  r  t  i  n  i  :  Introdazio 
geometria  proiettiva  degli  iperepaH    etc.  pag.  246-247. 

(^)    Vedi    G  q  e  e  ì  a  :    Sulla   riduzione  dei  sietemi    lineari   di    curpe  ellittiche  eoe,  n. 
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a)  Un  sistema  liseare  di  curve  ellìttiche  del  terzo  ordine  con  i  =  0, 1, 
:;  3.  4,  5,  6,  7  punti  base  semplici. 

?)  Un  sistema  di  curve  ellittiche  del  qtirrrto  ordino  coti  due  punti  base 
j^tpi.  Ed  essi  sono  eertamente  sistemi  d'ordine  mìnimo  (^). 

In  quanto  ai  sistemi  che  hanno  i  tre  punti  di  massima  molteplicità 
'  T\-\-^t^^)  infinitamente  vicini  su  un  ramo  d'ordine  >>1,  o  due  succes-, 
MTj  al  terzo  in  direzioni  diverse,  e  pei  quali  la  massima  molteplicità  è  n  —  2 
e  l'ordine  fi^4  ^  non  vi  è  altro  caso  da  considerare  che  quello  che  si  abbia 
AD  sistema  di  qiiarttche  con  dne  punti  doppi  ed  uno  o  pia  punti  semplici  in- 
Mamente  vicini  e  tali  che  i  due  doppi  ed  uno  qualsiasi  dei  semplici  non  si 
trovifio  su  alcun  ramo  lineare. 

Ora  un  tale  sistema  non  è  mai  d'ordine  minimo.  Invero  supponi^fmo  d'a- 
vere un  sistema  (di  ordine  minimo)  di  curve  ellittiche  del  4®  ordine  aventi  2 
?QDti  doppi  ed  nn  punto  semplice  infinitamente  vicini  su  un  ramo  d'  ordine 
speriore  ad  uno.  Facciamo  una  trasformazione  quadratica  con  un  punto  fon- 
Loentale  in  uno  dei  punti  doppi  del  sistema.  Verrà  un  sistema  di  sesto  or- 
dine  con  un  punto  quadruplo,  tre  doppi  ed  uno  semplice.  Poi  si  faccia  una 
'^«formazione  quadratica  del  sistema  in  altro  di  6^  ordine  con  un  punto  4^"*, 
3^1  ed  uno  semplice  ponendo  un  pnnto  fondamentale  nel  punto  4^'^  ed  un 
ihn^ì  pnnto  doppio  cui  sia  infinitamente  vicino  il  punto  semplice.  L'effetto 
>ìì  ODA  tale  trasformazione  è  di  rendere  distinto  il  nostro  punto  semplice  dal 
?nQto  doppio.  Ora  i  tre  punti  doppi  si  trovano  su  una  stessa  retta  ma  eviden- 


I 


(^)  L'impossibilità  dì  abbassare  l'ordioe  di  essi  mediante  trasformazioni  di  </onqaie« 
■  tn  è  manifesta.  Né  si  paò  abbassare  Pordine  di  essi  con  una  trasformazione  oremoniana  più 
:'0fT»l6.  Invero  supponiamo  che  nn  sistema  di  onrve  ellittiche  del  terzo  ordino  con  O^q^l 
?3oti  base  semplici  sia  rìdaoibile  ad  un  sistema  d'ordine  niintire  mediante  una  trasformazione 
'WBoniana  d'ordine  m  ed  i  cui  punti  abbiano  le  moltiplicità  Kq  ,  r^^  ,  r'g  .  ,  .  .  .  Si  dovrebbe 
"ere: 

3»  — r'o  — t^i  — r'j  .  .  .  —  r'i  <  3  ,  J^^g  —  l 

(A)  3(m  -  1)<  /,  +  r'^  +  .  .  .  -I-  r't. 

Ma  per  una  trasformazione  cremoniana  vale  la  formola: 

Sr'i  =5  S(m  —  1) 

^ariè  la  (A)  è  assurda.  Certamente  qnindi  il  nostro  sistema  di  cubiche  é  minimo.  Analoga- 
^t«  «apponiamo  che  sia  riducibile  il  nostro  sistema  di  quartiche  con  2  punti  base  doppi, 
^aote  Dna  trasformazione  cremoniana  d'  ordine  m  ed  i  cui  punti  abbiano  le  molteplioitè 
'^'^ii^tt*  '  *  D©ve  essere  ; 

4m  —  ar'o  -  2r'j  <  4 

*  poiché  r'o  >  »^i  : 

4(m  -  r'o)  <  4. 

^^^i^m — 2,  quindi  la  nostra  disuguaglianza  risulta   indiscutibilmente   assurda.    Sicché 
*^^  il  siBiema  di  quartiche  con  due  punti  doppi  è  minimo, 
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temente  ii  punto  semplice  non  si  può  trovare  sulla  medesima  retta 
le  nostre  curve  non  sarebbero  irriducibili.  Allora  una  trasformazione 
tlca  coi  tre  i>unti  nel  punto  4^'"  ed  in  due  dei  doppi  ci  darà  un  s 
quartiche  con  2  punti  doppi  ed  ano  semplice  distinto  dai  2  punti  d* 
ulteriore  trasformazione  quadratica  riduce  ancora  il  nostro  sistema 
dine.  Lo  stesso /dicasi  se  il  sistema  considerato  avesse  più  di  un  p 
semplice.  Bimane  così  provato  rigorosamente  il  teorema  seguente: 

Teorema  lY.  —  Qualunque  sistema  lineare^  almeno  od^,  di  curve 
irriducibili,  è  riducibile  mediante  una  trasformaaione  oremoniana  ad  u 
guenti  sistemi  di  ordine  minimo: 

a)   Un  sistema  ellittico  di  curve  del  3^  ordine   con    i  =  0 ,  1 , . 
base  semplici  a  distanza  finita  od  infinitamente  vicini.  K  =  D  =  9  — 

^)   Un  sistema  Uìieare  di  quartiche  ellittiche  con  2  punti  base  à 
stanza  finita  od  infinitamente  vicini.  E  =  D  =  8. 

*  * 

Ricerca  dei  sistemi  regolari  d^ordine  minimo  di  geniere  p=z2.  1 
ordine  minimo  andranno  al  solito  ricercati,  in  conseguenza  dei  teor 
o  fra  i  sistemi  aventi  meno  di  3  punti  base,  o  fra  i  sistemi  elio  pi 
tre  o  piti  x>unti  base  sono  tali  ohe  la  somma  delle  molteplicità  de 
base  più  elevati  è  minore  od  aguale  all'  oriHue  del  sistema  o  fra  i  i 
i  quali  i  tre  punti  di  massima  molteplicità  (r^  -[-  ^i  +  ^o  !>  ^)  son 
mente  vicini  su  un  ramo  d'ordine  >  1,  o  sono  due  successivi  tri  tei 
diversi,  e  pei  qnali  la  massima  molteplicità  è  n  —  2  e  l'ordine  n  ^ 
I  sistemi  appartenenti  ai  primi  due  gruppi  sono:  (*) 

a)  Il  sistema  di  quartiche  con    un  punto,  doppio  ed  s(0^8< 
base  semplici. 

P)  Il  sistema  di  quintiche  con  un  punto  base  triplo  ed  un  punto  b; 

Y)  11  sistema  di  sestiche  con  8  punti  base  doppi   ed  s{0  ^  s 
base  semplici.  Ed  essi  sono  certamente  di  ordine  minimo  ("). 


(^)  Vedi  ad  es.  J  u  u  g:  Rioerche  sui  Hstemi  lineari  di  o,urve  alfiehriche  eoe,  (Me 
tata).  $  10.  Tab.  IV, 

(^)  Questi  sistemi  sodo  certamente  irriducibili  mediante  trasformazioni  di  J  o 
Vogliamo  vedere  come  non  sia  possibile  abbassare  l'ordiue  loro  neppure  con  una  ti 
cremoniaua  più  generale.  Consideriamo  ad  e»,  il  sistema  di  quartiche  con  un  pan 
0(0  ^  9  <C  10)  punii  aempiici  e  supponiamo  che  esista  una  trasformazione  orenioni 
m  ed  i  cni  punti  base  abbiano  molteplicità  r^Q  r^^  ...  atta  ad  abbassare  l'ordine  ( 
stema.   Si  dovrà  avere: 

(A)  4m  —  2r'o  —  r^^  —  r'^  —  .  .*  —  r't  ^^  4  <  ^  «. 

Ma: 

r'o  +  r'i  +  r'g  +  .  ..    +  r\  ^  8(m  -  1) 
quindi  da  (A)  si  ha  : 

m  _  r'o  +  3  <  4 

la  quale  è  indiscutibilmente  assurda,  giacché  i^q  ^  m  —  2.  Quindi  il  sistcìpa  di  <j 
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In  qnanto  ai  sistemi  che  hanno  i  tre  pnnti  di  massima  molteplicità 
r  —  r^-|-rj>  n)  infinitamente  vicini  sn  un  ramo  d^ordine  >  1,  o  due  succes- 
5  Ti  al  terzo  su  diverse  direzioni,  e  pei  quali  la  massima  molteplicità  è  n  —  2 
•  l'ordine  «  ^  6  vi  sono  da  considerare  i  due  casi  seguenti  : 

a)  Un  sistema  di  sestiche  con  un  punto  4*^*"  e  due  doppi  (infinitamente 
.(ini  su  un  ramo  di  ordine  >1  ovvero  su  diverse  direzioni  al  quadruplo)  ed 
rveDtaalmente  altri  punti  base  semplici. 

3)  Un  sistema  di  quintiche  con  un  punto  triplo ,  uno  doppio  ed  uno  o 
jù  semplici  infinitamente  vicini  col  doppio  al  punto  triplo  e  tali  che  ciascuno 
ù  essi  punti  semplici  ed  il  doppio  si  trovino  col  punto  triplo  su  un  ramo  di 
nJine  >•  1  o  siano  essi  successivi  al  triplo  lungo  direzioni  diverse. 

Se  noi  consideriamo  il  sistema  di  sestiche  con  un  punto  quadruplo  e  due 
.••l«pi  e  supponiamo  che  vi  siano  eventualmente  altri  punti  base  semplici  esiste 
^riamente  una  trasformazione  di  Jonquieres  del  3°  ordine  avente  il  punto 
i^'t^iHO  nel  ponto  baso  4^'^  di  0^  3  punti  semplici  nei  due  punti  base  doppi 
-:  in  nn  panto  base  semplice  di  C*  ed  un  ultimo  punto  semplice  in  un  punto 
'^i  pi&Do  scelto  arbitrariamente,  atta  a  diminuire  V  ordine  del  sistema.  Che 
'^'^^  Otta  trasformazione  siffatta,  cioè  che  esistano  cubiche  irriducibili  aventi 
9  pBto  doppio  nel  jjunto  base  4*''''  di  0^  e  passanti  semplicemente  per  i  2 
iwhà^ì  doppi  e  per  un  punto    base  semplice  di  C*  si  prova   per  assurdo, 


*^nU)  è  certamente  minimo.  Così  pare  consideriamo  il  sistema  di  quintiche  con  nn  punto 
*n  .io  ed  ano  doppio  e  snpponiamo  che  una  trasformazione  crenioniana  di  ordine  tn  ed  i  cui 
'V.  base  abbiano  le  roo]t4)pIicità  r^^  r'^  .  .  .  sia  capace  di  abbassare  il  suo  ordine.  Dovrebbe 

bm  —  3r'o  —  2r\  <  5. 
''  'd^  ^i  qnindi  d^ve  essere  : 

6(m  -  /oX  5 

-1  \'ìA\e  disuguaglianza  è  certamente  assurda  giacché  t^q  ^  m  —  2.  Quindi  anche  il  sistema  di 
'>  etiche  con  no  punto  base  triplo  ed  uno  doppio  è  minimo.  Se  poi  consideriamo  il  sistema  di 
*^.fhe  con  8  punti  base  doppi  ed  uno  o  nessun  punto  baso  semplice  e  sono  m  ed  t'q  r'^ 
:  ...  V  ordine  e  le  moltiplicità  dei  punti  basi  di  una  trasformazione  cremoniana  atta  ad 
»  iitaRaro  il  sno  ordine  deve  aversi  : 

6m  —  2(r'o  +  r'i  +  .  .  .  +  r',)  -  r'tH  <  6  t^l 

••1  ■ 

'»)  2(3fH  — r'o  -  r',  .  .  .  r',  -  r^i)  +  /ih  <  6- 

Ma  deve  areni  tr^i  =^  3(m  —  1)  e  quindi  3m  —  r^Q  —  r^^  —  .  .  .  —  r^t+i  ^  3   onde  la   (B) 

e  +  r'tu  <  6. 
•  ri^TQ^lji^Qjji^  certamente  assurda*  Sicché  anche  il  sistema  di  sesiiche  considerato  è  minimoi 


\ 
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calcolando  il  numero  delle  intersezioni  (che  non  cadono  nei  panti 
stema  C^)  della  C^  con  una  di  dette  cubiche  supposta  spezzata  in  tre  rei 
uscente  dal  punto  base  4^^  di  G^  Si  riconosce  infatti  che  questo 
pera  il  numero  totale  delle  intersezioni  (che  non  cadono  nei  punti 
stema  C)  della  C*  con  una  cubica,  che  abbia  un  punto  doppio  nel 
quadruplo  di  G*  e  passi  semplicemente  per  i  due  punti  base  dop] 
punto  base  semplice  di  G^. 

Se  poi  oltre  il  punto  quadruplo  e  i  due    doppi    non    vi    sono 
base  e  i  due  doppi  si  trovano  nell'  intorno  di  1^  ordine  del  punto 
il  sistema  è  certamente  minimo  C^.  D'altro  canto  si  dimostra  che 
di  sestiche  dotato  di  un  punto  base  quadruplo  e  di  due  punti  bas 
tuati  comunque  in  un  intomo  del  punto  quadruplo,  se  è  d'ordine 
può  sempre  trasformare  in  un  sistema  di  sestiche  dotato  parimenti 
base  quadruplo  e  di  due  punti  base  doppi^  questi  ultimi  però  situ 
torno  di  1*  ordine  del  punto  quadruplo.  Invero  facciamo  dapprima 
mazione,  quadratica  con  un  punto  fondamentale  nel  punto  4^''^  del 
«estiche  senz'  altro.  Verrà  un  sistema  di  curve    dell'  8°  ordine  cor 
sestuplo  e  4  punti  doppi.  Poi  facciamo,  se  occorre,  una  trasformazi 
tica  del  sistema  ottenuto  in  altro  sistema  di  curve  di  8^  ordine, 
menti  di  un  punto  ^  e  4  punti  doppi    ponendo  un  punto   fondai 
punto  6^^  ed  un  altro  in  un  punto  base  doppio  cui   sia   infinitau 
1'  altro  punto  base  doppio.  L'  effetto   di  una   tale  trasformazione  ^ 
distinti  tutti  i   4  punti  base  doppi.  Ora  essi  dovranno   trovarsi  ti 
medesima  retta  altrimenti   se  uno  di  essi  si  trovasse  a   distanza 
congiungente  due  degli  altri  tre  punti  doppi,  una  ulteriore  trasforn] 
dratica  avente  come  punti  fondamentali  il  punto  6''''^  e  i  due  punti 
prima  nominati,  darebbe  un   sistema  di  6^  ordine  con  un  punto  4^ 
fra  i  quali  uno  almeno  distinto  dal  punto  quadruplo.  Un  tale  sistei 
rebbe  subito  con  un'  ultima  trasformazione  quadratica  ad  un  ordin 


(^)  Supponiamo  invero  ohe  esista  ana  trasformazione  cremoniana  più  gen 
trasformasione  di  Jonquieres  atta  ad  abbassare  l'ordine  del  nostro  sistema 
siano  IH  il  suo  ordine  ed  r'o  r'4  r^j  .  .  .  le  molteplicità  dei  suoi    punti   base.    Si 

61»  —  Ar^^  —  2(1^4  +  r'g)  <  6. 

Ora  r'i  +  '^f  ^  *^o  >  <ialndi  dovrebbe  essere  : 

61»  —  Br'.  <  e 

ovvero  t 

6(fii  —  /oX  tì 

dìsugnaglianzA  assurda  certamente  perchè  /q  ^  m  —  2.  diccbè  è  Vei^o  olie  il   sia 
rato  è  minimo. 
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h  rontró  l'ipotesi  cbe  il  nostro  BÌstema  sìa  d'ordiue  mÌDÌmo.  Sicché  realmenie 
i  punti  doppi  devono  trovarsi  tatti  sulla  retta  congiungente  2  qualsiasi 
(il  essi.  Allora 'una  trasformazione  quadratica  coi  punti  fondamentali  in  essi 
2  ponti  doppi  e  nel  punto  6^'°  muterà  le  nostre  curve  in  curve  di  6*  ordine 
fon  nn  punto  4^^  cui  sono  infinitamente*  vicini  secondo  2  diverse  direzioni  ì 
dae  punti  doppi  come  volevasi  dimostrare. 

Consideriamo  ormai  il  caso  di  un  sistema  di  quintiche  con  un  punto  triplo, 
eoo  doppio  ed  uno  o  piti  punti  base  semplici  tali  che  ciascuno  di  essi  ed  il 
doppio  si  trovino  col  punto  triplo  su  un  ramo  d'ordine  ^  1  ovvero  siano  sue- 
Ktmyì  al  triplo  lungo  direzioni  diverse.  Se  noi  supponiamo  che  il  sistema  ab- 
bia l{l^2)  panti  base  semplici  il  I>  e  F  r  a  n  e  h  i  s  (^>)  ha  dimostrato  che  esiste 
«empre  una  trasformazione  di    Jonquieres   del  3*  ordine   col   punto  base 
^ppio  nel  triplo  di  C^  e  i  4  punti  base  semplici   nel  doppio  ed  in  3  degli  l 
ioti  semplici  di  0^,  e  questa  abbassa   l'ordine  del  nostro  sistema,  a  meno 
bè  il  sistema  non  sia  dotato  di  un  punto   base   triplo ,    di  uno  doppio  infini- 
litoente  vicino  al  triplo  lungo  una  certa  direzione  e  di  Z  semplici  infinitamente 
riemi  al  triplo  lungo  un'  altra  direzione  e  tali  che  i  primi    due    di   questi    l 
Anù  semplici  siano  in  linea  retta  con  esso  punto  triplo  (vale  a  dire  le  curve 
i^o  in  questa  ultima  direzione  un  contatto  dell'  r*^  ordino  ed  inoltre  pre- 
nt'm  inflessione)  nel  qual  caso  esso  è  certamente  d'ordine  minimo  (^). 

Se  il  nostro  sistema  oltre  il  punto  base  triplo  ed  il  doppio  ha  solo  due 
ponti  base  semplicità  meno  che  il  doppio  sia  infinitamente  vicino  al  triplo 
inugo  uua  certa  direzione  ed  i  due  semplici  siano  infinitamente  vicini  al  triplo 
liiDgo  qq'  altra  direzione  e  siano  in  linea  retta  con  esso  punto  triplo,  caso  que- 
sto, come  abbiamo  anche  detto  testé ,  in  cui  il  nostro  sistema  è  irriducibile) 
rsao  è  sempre  riducibile  ad  un  sistema  d'ordine  minore.  La  dimostrazione  è 
^t\  tatto  analoga  a  quella  tenuta  di  sopra  relativamente  alla  riduzione  dei 
sistemi  ellittici  di  quartiche  con  2  punti  base  doppi  ed  uno  o  piil  semplici  co- 
munque situati  e  non  sto  quindi  a  ripeterla.  ^ 

Se  infine  il  nostro  sistema  oltre  il  punto  jbase  triplo  ed  il  doppio  ha  solo 
QQ  puDto  base  semplice  ed  il  doppio  e  il  semplice  si  trovano  nell'  intorno  di 
1  ordine  del  pun|o  triplo,  il  sistema  è  certamente  d'ordine  minimo  (^).  D^sA* 


(**)   Biddzione   dei    fiisci    di    ctinre    piane    di    genere   due   (opera    già   citata)-  N»    1  -"• 

1-  Cmo. 

{^)  Invero  non  esiste  alcuna  trasformazione  di  Jonquieres  che  abbassi  1'  ordine  del 
'Ktetna  perchè  su  questa  seconda  direzione  le  curve  C^  della  rete  omaloidica  avrebbero 
<  —  l)  -f  1  ^  1  ponti  a  comune  e  quindi  dovrebbero  spezsajrsi  ( J  u  n  g— Memoria  II  già  citata 
^  7}i  uè  esiste  una  trasformazione  cremoniana  più  generale  atta  ad  abbassare  l'ordine  del  si- 
**"»»  perchè  (indicando  con  m  il  suo  ordine,  con  r'o  ,  r'^  ,  r'g  .  .  .  le  molteplicità  dei  suoi 
P^nti  base)  risultando  r'j ,  /,  infinitamente  vicini  ad  r'^  secondo  due  diverse  direzioni  e  rtenl* 
«•odo  r',  inaaitamente  vicino  ad  r',  «i  deve  avere  r'o  +  r'g  +  r'a  >  w.  <N  6 1  h  ex  :  Zur  Theo- 
^  itr  Eindentigen  Sbenenttransfarmaiionen,  Matlì.  Ann.  Bd.  V,  s.  635,  i  li). 

(*^)  Ammesso  invero  che  una  trasformazione  Cremoniana  di  ordine  m  ed  i  cui  punti  base 
TOL.  LVI.  22 
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tro  c^nto,  con  un  procedimento  del  tutto  analogo  a  quello  tenuto  < 
dimostra  cbe  ogni  sistema,  d'ordine  minimo,  di  5^  ordine,  dotato  di 
base  triplo,  uno  doppio  ed  uno  semplice,  comunque  situati  in  un  i 
punto  triplo,  è  riducibile  sempre  ad  un  sistema  di  qnintiche  dotate 
di  un  punto  triplo ,  uno  doppio  ed  uno  semplice  posti  però  nell'i 
1*  ordine  del  punto  triplo. 

Concludendo  è  ormai  dimostrato  il  seguente  teorema: 
Teorema  V.  —  Qualunque  sistema  lineare,  irriducibile^  regolare^ 
si  pud  trasformare  mediante  una  trasformazione  eremoniana  in  uno   à 
sistemi  di  ordine  minimo. 

a)  Sistema  di  quartiche  con  un  punto  base  doppio  ed  «(0  ^  «  < 
base  semplici,  D  =  12  —  «,K  =  11  —  s. 

p)  Sistema  di  quintiche  con  un  punto  base  triplo  ed  uno  doppie 
finita  da  esso.  D  :=  12  ,  K  =  11. 

Y)  Sistema  lineare  di  quintiche  con  un  punto  base  triplo,  uno 
finitamente  vicino  ad  esso  lungo  una  certa  direzione  ed  s{0  ^  s  <Ci  10) 
finitamente  vicini  allo  stesso  punto  triplo  lungo  un'altra  direzione  e  ta 
primi  di  essi  (quando  ci  sono)  siano  in  linea  retta  col  punto  triplo.  D 

K = 11 — «  n. 

S)  Sistema  di  sestiche  eon  un  punto  base  quadruplo  e  due  punti 
situati  nélV  intorno  di  r  ordine  del  punto  quadruplo.  D  =  4  —  12  ,  ] 

t)  Sistema  di  sestiche  con  8  punti  doppi  ed  «(0  ^  «  <^  2)  pun 
13  =  4  —  «,K  =  3  —  ». 


abbiano  le  molteplici U    r'o  y  f'^i  ,  ^2  '  *  •    abbassi    1'  ordine    del    nostro    sistema  , 
avere  : 

5ni  —  Sf-'^j  —  2»^^  —  f-'j  <  5. 

Ma  1-^1  +  r'j  4^  J-'o  quindi  deve  pure  essere  : 

5m  —  4/0  —  r'j  <  5 

e,  poiobè  f-'j  <  r'0  a  fortiori  deve  essere  : 

0(1»  —  /oX  5 

disngnagliauza  assurda  indiscutibilmente   percbò   t'q.^  m  —  S.  È  dunque  il  nost 
*   ordino  minimo. 

(3^)  Il  sistema  di  quintiche  con  nn  pnnto  base  triplo,  ano  doppio  infinltam< 
triplo  lungo  una  certa  direzione  ed  8   semplici  infinitamente   vicini    al  triplo  In 
direzione  ecc.  fu  già  considerato  dal  prof.  Berti  ni    nel  n.  9  della  Memoria: 
tragformazioni  involutorie  del  piano  (Ann*  dì  mat.  T.  Vili)  e  da  lui  segnalato  già. 
cibile. 
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§  III. 

ronsiderÌHino  ora  un  sistema  razionale  di  dimensione  effettiva  K  =  0,  ma 
\<  il  quale  la  dimensione  virtuale  K'  sia  ^  —  1  i^).  Si  avrà  :  * 

^^n(n4-3)        yr,(r,  +  l)^       ^ 


2 


'TTero  : 


^rlr,  +  1)  :5^  w(n  -f  3)  >  Er,(r,  -f  1)  ~  2. 


obioando  queste  due  disuguaglianze  con  la  relazione: 


Irir,  -  1)  =  (n  —  1)(h  -  2) 


•Itdace  : 


2Sn  :>  6»  —  2  ^  2Sr<  —  2 
2Sr*,  ^  2n*  +  2  ^  2Sr«.  —  2 


Tero  : 


3n  :^  Sr,  :^  3n  —  1 

»*  +  2  $:  Sr«,.  $:  71*  +  1. 

Dall'  essere  Sr^  ^3»  —  1  si  deduce  che  il  nostro  sistema  deve  avere  al- 
iriio  2  punti  base.  Ammesso  che  esso  abbia  3  o  più  punti  base ,  (evidente- 
'-^nte  la  somma  delle  molteplicità  dei  tre  punti  base  più  elevati  è  maggiore 
'*ir  ordine  del  sistema)  e  che  i  tre  punti  di  massima  molteplicità  siano  infini- 
*  aente  vicini  su  un  ramo  superiore  ad  uno,  o  due  successivi  al  terzo  in  di- 
>^ioui  diverse,  (che  se  non  si  trovassero  in  tali  casi  sempre  esisterebbe  una 
'fiiformazione  quadratica  atta  ad  abbassare  l'ordine  del  nostro  sistema)  vo- 
gamo dimostrare  l'esistenza  di  una  trasformazione  di  Jonquieres  atta  a 

darre  la  riduzione  del  nostro  sistema.  Riprendiamo  nuovamente  le  relazioni 

M  §  ly  sempre  valide  : 


:^)  Per  dimensione  effettiva  K  di  nn  sistema  lineare  si  intende  il  numero  dei  punti  ge- 
"'?i  dftl  piano  pei  quali  in  realtà  passa  nna  ed  una  sola  curva  del  sistema.  Per  dimensione 
*'u\t  K'  si  intende  il  numero  dei  punti  generici  del  piano  per  i  quali  passerebbe  nna  curva 
*  «sterna  se  le  condisiooi    imposte  dai  punti  base  al  sistema  fossero  indipendenti  fra  loro. 


ì 


ti 


f 
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Vogliamo  ora  vedere  come  anche  la  molteplicità  di  r,  aia  sup 
dimostrazione  che  faremo  per  assurdo.   Consideriamo   per   questo 
lazioni  : 

(1)  Sr*<:>n*+1 

(2)  Ir,.  <  3n 

ed  ammettiamo  che  airinfuorl  dei  due  punti  r/'^  ed  r^^**  tutti  gli  al 
una  molteplicità  inferiore  od  uguale  a  X.  Bipeteudo  un  ragionamei 
a  quello  tenuto  nel  §  1,  si  giunge  alla  disuguaglianza  : 

(3)  2X(n  —  3X  ~  e  J  +  1  c^  0 

la  quale,  per  essere  n  —  3X  —  s^  !^  1 ,  è  indiscutibilmente  assurda, 
proviene  dalP  aver  ammesso  che  all' infuori  dei  due  punti  r/'*'  C 
gli  altri  punti  siano  di  molteplicità  inferiore  od  uguale  a  X  onde 
dovrà  essere: 

r,>X- 

Siano  h{h  ^  2)  i  punti  (escluso  il  punto  r^*")  di  molteplicità  raaggioi 
Se  consideriamo  una  trasformazione  di  Jonquieres   d'ordì 
V  soddisfa  alle  disuguaglianze: 

h 

col    punto    fondamentale    (v  —  lY^"*    in    0^  ed  i  2v  —  2  ^h    punti 
0^0^ . . .  0(v-^ ,  essa  muta  il  nostro  sistema  in  altro  d'ordine; 


i— 1\'— t 


n'  =  nv  —  {»  -  2X)(v  —  1)  — ^  (>•  +  *<) 


fc-l 


vale  a  dire  d'ordine: 


<-«v— t 


(i)  n'  =  n-26* 


»-p>i 


numero  certamente  inferiore  ad  n. 

Ora  supponiamo  che  le  nostre  curve  C  si  spezzino  e  sia  la 
bile  irriducibile.  Essa  è  quihdi  una  curva  0»*  che  varia  in  un  sistf 
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..'.  ha  l'ordine  |jl  <:^  v  e  passa  (t  —  1  volte  per  Oo  e  semplicemente  per  2{t  —  2 
il  yih  tra  i  panti  0^0, . . .  O^y-t.  E  la  parte  variabile  irridacibile  dovrebbe  se- 
;ut  la  cnrva  generica  C**  fuori  dei  panti  base,  in  nn  numero  n''  di  punti  in- 
^(tn  od  ugnale  al  nnmero  n'  ora  calcolato  delle  intersezioni  variabili  della 
XiT%  (y  con  C**,  Invece  ripetendo  il  calcolo  che  ci  ha  condotti  alla  (4) 
i.  trova  : 

V,  confrontata  colla  (4)^  ci  dà  : 

7i3di  questo  tipo  di  spezzamento  della  G^  è  impossìbile. 

Sapponiamo  invece  sia  la  parte  variabile  riducibile  a  due  o  più  rette  uscenti 
i  IL  Allora  risalta  : 


n"  ^  2[n  —  (n  —  2X)] 


Ti'e  I  dire  : 


n''  >:  4X. 


Se  fosse,  come  vuole  Fipotesi  dello  spezzamento,  n"  ^  n'  si  dovrebbe  avere, 
BKifrontando  (5)  e  (4): 


i-i 


((Opposto: 

h  -\-  2  h  4-  1 

^'.  V  =  — - —  (per  h  pari)      ,      v  =     ^    (per  h  dispari) 

i  dovrebbe  avere  : 


<-\ 


^  e^  ^  n  —  4>.  + 


e* 


i-i 


^  P^r  essere  t>  ^  t^  <  X  : 


i-^ 


(I 


2  t,  ^  n  —  3X. 


^i 
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Ora  dalla  relazione: 


i^k 


»^o+2*'**+2'*''^"*+^ 


Ùmi 


i^k 


oV  2  ^'  +2 


(dove  ItXy,  indica  la  ^loinma  deHe  molteplicità  dei  rimanenti  punti  ba 
evidentemente  ciascuna  t^  ^  X)  si  giunge,  con  procedimento  analoga 
del  §  1,  alla  disuguaglianza: 

(8)  2X  fw  —  3X  —2  «.)  +  K  0 

assurda  certamente,  se  si  suppone  vera  la  (7).  Dovrà  quindi  essere 


Ù.1 


e  perciò  dovrà   essere  n">n'  il  che  esclude  anche  il  secondo  tipo 
mento.  Esiste  quindi  realmente  una  trasform<azione  di  J  o  n  q  u  i  e  r 
abbassare  l'ordine  del  nostro  sistema.   È  dunque  possibile  in  o^ni 
sistema  ha  3  o   più  punti  base  diminuire  l'ordine  del  .sistema  mede 
ordine  non   potrà  più   diminuirsi  quando  il  sistema  avrà  due  punti 
Ma  in  tal  caso  si  deve  avere: 

r,-Jrr,^Sn  —  l 

disuguaglianza  che  ci  dice  come  il  nostro  sistema  non   possa   esser 
retta,  avente  due  punti  base  semidici,  che   costituisce   manifestanie 
stema  oo^  di  ordine  minimo.  È  dunque  dimostrato  il  seguente  teor 
Teorema  VI.  —  Un  sistema  razionale  di  diìnensione  effettiva  K 
dimensiotie  virtuale  K.'  ^  —  1  è  sempre  riducibile  a4  una  retta. 

A       Bicerchiamo  ora  i  fasci  di  ordine  minimo  di  curve   ellittiche    i 


(W)  Cfr.  Ferretti,  op.  cit.,  J  III. 
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Tilgono  per  essi  le  relazioni 


9; 


10) 


!ii]a  seeonda  delle,  quali  si  deduce  che  questi  fasci  hanno  più  di  3  punti  base. 
M['poniamo  che  la  somma  delle  molteplicità  dei  3  punti  base  più  elevati  sia 
la^^riore  dell*  ordine  del  fascio  e  supponiamo,  al  solito,  che  essi  3  punti  più 
.t^vati  si  trovino  su  un  ramo  d'ordine  maggiore  di  uno,  o  due  successivi  al 
vrzo  in  direzioni  diverse,  (che  se  ciò  non  fosse  sussisterebbe  sempre  una  tra- 
«^«"fmazione  quadratica  atta  ad  abbassare  l'ordine  del  nostro  fascio). 

Come  abbiamo  più  volte  detto,  in  tal  caso  devono  sussistere  le  (3)  del  §  I  : 


n  =  )i  — *  2X 


r,  =  X  -f  t, 


s,>0 


•2.f  pare  deve  essere  r^^X.  Invero  ammesso  che  sia  r,  <X,  dalle  due   re- 
Ji'ni  (9)  e  (10)  col  solito  procedimento  del  §  1  si  giungerebbe  alla  disugua- 

0  ^  2X(n  —  3X  —  s  J 

frtiaiente    assurda  per  essere  n  —  3X  —  «^  ^  1.  È   quindi    realmente  r,  >  X. 
ludii'biamo  con  h{h  ^  2)  il  numero  di  questi  punti  (escluso  il  punto  r/'^) 
'  molteplicità  superiore  a  X.  Vogliamo  vedere  come  si  possa  fissare  un  valore  a? 
lit  che  preso  uu  intero  v  soddisfacente  alle  condizioni  : 


2 


<V<iP 


'^  trasformazione  di  Jonquieres,  supposta  esistente,  la  quale  abbia  l'or- 
'^'t  V,  il   punto    fondamentale   (v  —  1)'''''  in   0^  e  i  2v  —  2   punti   semplici   in 
..Ojk  ed  in  2v  —  2  —  h'^0  punti  generici  del  piano  muta  le   curve  C**  in 
'rve  d'ordine  n'  <;  w.  ' 

Per  dimostrare  ciò' si  osservi  che  le  nostre  curve  mediante  la  detta  tra- 
''«rmazione  si  mutano  in  curve  d'ordine  : 


t— * 


/  =  nv  —  (V  —  1)(»  —  2X)  -2  (>>  +  8.) 


i— 1 


^«*ro  in  curve  d'ordine  i 


i-^h 


;ii) 


n'  =  n  +  (2v  —  2  —  h)\  — ^  e^. 


ii-i 


)(  i7e  )( 

Acciocbè  sia  n'  <::^n^  dovrà  essere  : 


i-fc 


2«^>(2v  — 2  — A)X 


i-i 


ovvero  : 


2 


<'"'  '<T+5  +  '- 


Ma  dalle  relazioni  (9)  e  (10)  con    procedimento    identico  a  quelle 
§  1,  si  giunge  alla  relazione: 


i^k 


2x(n  — 3X— Vt,Wo 


dalla  quale  si  ha: 

(13)  2  «.^  n  -  -  3X. 


n  —  1       e  » 

Ma    dalla   posizione  fatta  X  =  — ,  si  ha  »  =  4X  +  1  + 

4  2 


(14)  2««^*'  +  l  +  2«- 

Sarà  dunque  verificata  la  (12)^  se  sarà  verificata  l'altra: 


,_  4-  3       1  4-  2t 

(18)  '<4^+4r- 

la  quale  non  è  altro  che  la  (12)  in  cui  per  ^  e,  è  posta  una  e 
0  minore*  Posto  i>erciò: 

(itì)  ^--2^+-2)r" 


)(  Ì7?  )( 


sjmero  .nuperiore  ad  — ^ — 1   e   preso    un    valore    v    soddisfacente    alla    cori 


a  :i*»nt*  : 


iij  — — —  <^  V  <^  X 


ribalterà  certamente  »'  <[  n. 

Vogliamo  ora  dimostrare  che  si  può  sempre  fissare  un  valore  almeno  v 
rstro  ai  limiti  fissati  in  corrispondenza  al  quale  esistono  curve  irriducibili 
f'jniiae  v  passanti  (v  —  1)  volte  per  0^  e  semplicemente  per  0^0, ...  0^.  Per 
jjBOstrare  ciò  procederemo  per  assurdo:  ammesso  che  ciascuna  curva  C  si  spezzi, 
i  i«rte  variabile  (irriducibile  o  riducibile)  che  entra  a  comporre  la  O^  dovrà  se- 
.ni  la  carva  0"  fuori  dei  punti  base  in  un  numero  n"  di  punti  inferiore  od  uguale 
•.aomero  n'  delle  intersezioni  variabili  della  intera  C^  con  0**.  Ora  vedremo 
i  fAotrario  che  esistono  valori  v  soddisfacenti  alla  (17)  per  i  quali  i  casi  di 
•tzzauiento  condurrebbero  all'assurdo  n">n'  e  quindi  devono  venire  esclusi. 
^tfrisnita  subito  intanto  se  la  parte  variabile  è  irriducibile  ed  è  quindi  (^) 
*:a  curva  C**  che  varia  in  un  sistema  (almeno)  oo'^-*,  ha  1'  ordine  |i.  ^  v , 
•»Mi—  i  volte  per  0^  e  semplicemente  per  h  —  2(v  —  (l)  al  più  tra  i  punti 
V- O^;  infatti  ripetendo  il  calcolo  che  ci  ha  condotti  alla  (11)  e  ponendoci 
'ti>  ipotesi  più  sfavorevoli  si  trova: 

1— *-l{"»^-M) 


n"  :^  n  +  (2v  —  2  —  h)\  —  '^  t,. 


ù=.i 


Uofrontandola  con  (11),  poiché  |i<[v,t,>0  sempre: 

n"  >  w' 

(.«a^aglianza  che  esclude  questo  primo  tipo  di  spezzamento* 

Se  invece  la  parte  variabile  si  spezza  in  due  o  più  rette  uscenti   da  0^, 
»^ora  risulta  (")  : 

n''  5^  (2v  —  h)\n  —  (n  —  2X)( 
*^cro: 

18)  n"  ^  2X(2v  —  h), 

"  avrà  perciò  certamente  l'assurdo  n"  >  n'  per  i   valori  v  soddisfacenti  alla 


'0  Vedi  Dota  (**)  (*  II). 
*)  Vedi  Dota  (»«)  (♦  II). 
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disngiiagììanza: 


i— fc 


2X(2v  —  A)  >n  +  (2v  —  2  —  ^)X  —  ^  ^* 


t-i 


vale  a  dire  per  ogni  valore: 


i— ft 


--y-. 


e  quindi^  tenato  conto  della  (13);  a  fortiori  per  ogni  valore 
(20)  V  >  ^-±1. 


Ma  almeno  nn  valore  v  soddisfacente  alla  (20)  e  contemporanea 
riore  al  limite  x  fisssato  da  (16)  certo  esiste,  poiché  si  ha  sempre: 

^ 4-  3    ,    1  +  2c       *_+!_  1  _L  i+^-^1 

Concludiamo  pertanto  che  esiste  almeno  un  valore  v  soddisfacci 
per  il  quale  le  corrispondenti  curve  G^  sono  irriducibili,  e  quindi  e 
nna  trasformazione  di  Jonqnieres  atta  ad  abbassare  V  ordine 
fascio.  Dunque  è  possibile  in  ogni  caso,  se  »'o  +  ^i  "f"  ^2  ^  ^  >  abba 
dine  n  del  fascio  <2a  cui  si  parte.  Dopo  un  certo  numero  di  trasfoi 
giungerà  ad  nn  fascio  per  il  quale  la  somma  delle  molteplicità  dei 
più  elevati  è  minore  od  uguale  ad  n.  Ora  sappiamo  (^)  che  eccetti 
scio  d'ordine  3^  con  9  punti  base  j**",  per  tutti  gli  altri  fasci  r^  +  r^ 
sicché  dopo  un  certo  numero  di  trasformazioni  si  giungerà  appi 
fascio  di  ordine  3q  con  9  punti  base  ^*.  Ora  nn  tale  fascio  è  cert 
nimo  ('\ 


(^)  Vedi  G.  h.  Gaocia,    Sulla  riduzione  dei  eieiemi    lineari  di  curve  elHiUcì 

(op.  cìt.)« 

(^0)  Non  si  può  infatti  abbassar*  il  sao  ordine  con  nna  trasformaEione  di  J  o 
perchè  si  dovrebbe  avere  : 

n'  =3  8vg  — .  (V  —  l)fl  —  <tf  <  3tf  t  ^  8 

(evidentemente  v  :»  — ? — 1 ,  vale  a  dire  : 


)■ 


2gv  <  (<  +  2)q 
la  qaale  disugnagliancai  tenuto  conto  del  valore  di  v,  è  certamente  assurda.  Né  s 
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È  dnnque  dimostrato  il  seguente  teorema: 

Teorema  VII.  —  Ogni  fascio    di  curve  ellittiche  è  sempre  riducibile  me- 
ìantt  trasformazioni  cremoniane  ad  un  faccio  dW>rdine  3q  {q  ^  1)  con  9  punti 

•  • 

Consideriamo  ora  i  sistemi  Bovratlbòndanti  di  genere  2  o,  per  meglio  dire, 

>  reti  sovrabbondanti  di  genere  2  e  grado    2    giaccliè,    come    ha  dimostrato 

sipior  Martinetti  (**),  se  si  esclude  il  caso  dei  fasci  di  genere  2,  non 

'*»tono  altri  sistemi  sovrabbondanti   che  le  dette    reti.   Per  esse    valgono  le 

'«Itole: 

:li  Sr^^zzin*  — 2 


••» 


2 


rdri  -V)  ^  («  ^  l)(n  -  2)  _  ^ 


2  2 

:U  £fv  ZZI  3» 

^'ji  quale  si  deduce  che  una  rete  sovrabbondante  di  genere  2  ed  ordine  n, 
^  più  di  tre  punti  base. 

9e  noi  escludiamo  le  due  reti  seguenti  : 

a)  Sete  di  qnartiche  con  un  punto  doppio  e  10  punti  base  semplici 

^)  Bete  dì  sestiche  con  8  punti  doppi  e  2  semplici, 
*'  \t  quali  evidentemente  la  somma  delle  molteplicità  dei  tre  punti  più  eie- 
«ti  e  aguale  all'ordine  della  rete  (^,  si  ha  sempre  : 


'c?  il  suo  ordine  cou  una  trasformazione  oromoniana  pih  general.e  della  trasformazione  di  J  o  n- 
^"titt  giacché  (dett^  m  ed  r'o'^i  •  •  •  il  suo  ordine  e  le  molteplioità  dei  suoi  punti  base) 
•  ^«t'Uebbe  avere  : 

^'  n'  =  3m9  —  ^(y^  4-  .  .  .  +  ♦^i)  <  ^  8. 

•1  y,  =  3(m  —  1),  quindi  r'^  -f  r^^  +  .  .  .  +  y\  ^  3m  —  3.  Da  (A)  pertanto  si  ha  : 

n':^3g 

Modi  tale  trasformazione  cremooiana  non  serre  a  diminuire  l'ordine  del  nostro  fascio. 
*')  Vedi  Martinetti,  8uì  9\ti9m\  Untati  di  genere  2»    (Rend.  Ciro.  Mat.  di  Palermo. 
'  1, 1H86-S7). 

^)  Vedi  Memoria  citata  nella  nota  precedente,  n.  1. 


)(  IBO  )( 

Snppoiiianìo  che  detti  tre  pariti  dì  massima  molteplicità  si 
mente  vicini  su  un  ramo  [>>  1  o  due  siano  successivi  al  terzo  ii 
rezioui,  (che  se  ciò  non  fosse  esisterebbe  sempre  una  trasforoìaz 
tica  atta  a  diminuire  l'ordine  della  rete).  Vogliamo  dimostrare  Y 
una  trasformazione  di  Jonquieres  atta  a  produrre  la  riduzio 
Intanto  si  hanno  al  solito  le  (3)  del  §  I  : 

0 

come  pure  si  ha  che  (ammesso  che  tutti    gli   altri    punti   base 
molteplicità  ^  X)  coU'ormai  noto  procedimento  del  §  I,  dalle  dae 
(23)  si  giunge  alla  disuguaglianza  : 

(24)  2  :^  2X(»  —  3X  —  6j. 

n  -^  1       t 

Ora  dalla  posizione:  X= — si  ha:  n=z  4X-|- 1  4- 2( 

4       •     J 

poi,  per  quanto  si  sa,  6^  ^  X ,  quindi  la  (24)    è    indiscutibilment 

meno  che  non  siano  verificate  contemporaneamente  le  condizioni  i 

X=  1,  vale  a  dire  a  meno  che    non    si  abbia    una  rete  di  quin 

punto  base  triplo,  uno  doppio  e  10  semplici.   Se  dunque    esclu< 

rete,  la  (24)  è  assurda  e  quindi  dei  rimanenti  punti  base  Alche 

almeno  deve  avere  ana  molteplicità  superiore  a  X. 

Indicando  con  h  {h'^2)  il  numero  dei  punti  (escluso  il  puu 

molteplicità  è  superiore  a  X  e  seguendo  passo  passo  quello  che 

lativamente  alla  riduzione  dei  fasci  ellittici,  si  trova  che  qualor 

un  valore  v  compreso  fra  i  due  limiti  : 

1261         ^'■+1    k  *-+'  +  ^-r   j 


(^)  Perchè  la  nostra  trasformazione  serva  a  diminuire  Pordine  della  ret 
ohe  sia  (  vedi  (**)): 


imK 


l 


u 


(A)  v<Ì=±^  +  ^+l, 

perchè  essa  sia  irriducibile  occorre  che  sia:  (vedi  (19)) 

-1" 


n 


(B)  .>_--  +  |_l. 

Qra  dalle  (21)  (23)  con   procedimento    analogo  a   quello    del   ^    1,  si    gi 
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Eliti,  come  si  vede,  entrambi  superiori  ad 


fe  +  1 


H 


una     trasformazione     di 


onquieres  la  quale  abbia  per  ordine  detto  valore  v,  il  ]>uQto  fondame^itale 
-1;''''  in  0^  ed  i  2v  —  2  punti  semplici  iii  0^  . . ,  0^  ed  iu  2v  —  2  —  ^  ^  0 
en  generici  del  piano  muta  il  nostro  siltema  iu  altro  d'ordine  minore,  co- 
f  |»are  si  trova  ohe  detta  trasformazione  è  certamente  irriducibile. 

Facciamo  ora   la  differenza  fra  questi  due  limiti  rispettivamente  inferiore 
fto|)erìore  di  v.  Si  ba  :  / 


X4-1  +  26— - 
2X 


^  2  ^  2X 


2  ^  ^  2X« 


Se  quindi  e!^  1,  essendo  detta  differenza  ]>  1 ,  esiste  almeno  un  valore 
hfidisfàcente  alle  (25)  per  il  quale  le  corrispondenti  curve  G^  sono    irridu- 

Ses  =  -,  detta  differenza  è  pure  maggiore  di    1 ,    a    meno    che    non    sia 

i~l  nel  qual  caso  la  differenza  è  ==  1. 

i 


2X 


2^0 


UlA  quale  si  ba  : 


i-'h 


3X 


+  ^^„^J]e, 


i^i 


ÌMuodi,  poiché 


4X  +  1  +26  : 


2 

i-1 


Smino  dnnqae  verifloate  le  (A)  e  (B),  se  saranno  verifloate  le  altre  disugaaglianze 


X  +  l+3e-r-       . 


'«non  sono  ehe  le  (A)  e  (B)   medesime    dove  per   ^^  e,-  e  per  » —    ^  i»-  è  posta  una  qaan- 
^  ^pettlTamente  mioore  e  maggiore. 


»=i 


2' 


»=1 


)(  182  i 

Ma  in  tal  caso,  tenuto  conto  della  posizione  X  =  — o  ®  1 

X  e  per  s  i  valori  sopradetti,  si  trova  una  rete  di  sestiche  con  un  pi 
druplo,  due  doppi  e  10  semplici,  1^  quale  ò^  sempre  riducibile  media 
trasformazione  di  Jonquieres  del  3  ordine  (certamente  sempre  ' 
avente  il  punto  doppio  nel  4^'°  di  C*.  tre  punti  semplici  nei  due  pu 
doppi  e  in  un  punto  base  semplice  di  G^  ed  un  ultimo  punto  sempli 
punto  del  piano  scelto  arbitrariamente. 

Se  poi  8  =  0  detta  differenza  è  ancora  maggiore  di  1  a  meno  e 

3 
pigli  i  valori  2,  ~ ,  1  nei  quali  casi  la  differenza  è  ^  1.  Ora  se  si 

il  caso  X  :=  2,  le  soluzioni  possibili  sono  : 

r,  =  r,  =  4  ,  r,  =  3  ,  r,  =  2  ,  r,  =  r,  =  r,  =  .  .♦. .  =  r^ 
r,  =  r,  =  4  ,  fg  =  r,=:  r,  =  r,  =  2  ,  r,  =  r.  =  ....  =  r 
r^  =  4  ,  r,  =  r,  =  3,  =  3  ,  r,  =  2  ,  r,  =  r,  =  ....  r,^  = 


n  =  9,r,=  5,/r,  =  4,r3  =  r3  =  3,r,=r5  =  r.=r,  =  2,rg=r,= 


r 


10 


r^  =  r,  =  r,  =  r,  =  r£  =  3  ,  r,  =  2  ,  r,  =  ....  =  r^,  = 
^  r^  =  r,  =  rg  =  r,  =  3  ,  r^  =  r,  =  r,  =  r,  =  2  ,  r,  =  r 


3        / 
se  si  considera  il  caso  X  =  -  le  soluzioni  possibili  sono: 


'  r,  =  r,  =  3  ,  r,  =  2  ,  r^  =  r^  =  ....  =  r^^  =  l 
»  =  7  ,  r,  =  4,|r,  =  3  ,  r^  =  r^  =  ....  =  r^  =  2  ,  r^  =  r^=....= 

e  noi  abbiamo  che  per  tutte  queste  reti  esiste  semplre  una  trasforni 
Jonquieres  del  3^  ordine,  ed  essa  trasformazione  è  irriducibile, 
punto  doppio  nel  punto  r/'^  ed  i  4  punti  semplici  nei  punti  rj^^  r/^^ 
della  rete,  atta  a  produrre  la  riduzione  dell'ordine  della  Tete  medesi 

Se  si  considera  infine  il  caso  X=l  si  ha  la  rete  di  qnlnticbe  { 
esclusa ,  e  per  la  cui  riduzione  vale  la  discussione  fatta  relativan 
riduzione  di  un  sistema  regolare  di  quintiche  con  un  punto  base  t 
doppio,  ed  Z(2  <  I  <;  10)  punti  base  semplici. 

Concludendo ,  se  i  tre  punti  di  molteplicità  piti  elevata  di  uns 
vrabbondante,    di    genere  2  ed  ordine  n,  hanno  la    somma   delle    m 


)(  1^3  K 

Àii^  maggiore  di  n ,  esìste  sempre  una  trasformazione  cremoniana  che  appli- 
ctta  alla  rete  ne  abbassa  l'ordine,  a  meno  che  non  si  abbia: 

f  Una  rete  di  quintiche  con  un  punto  base  triplo ,  uno  doppio  infinita- 
mente Ticino  al  triplo  e  10  punti  base  semplici  infinitamente  vicini  al  punto 
trplo  lango  un'  altra  direzione  e  tali  che  i  due  primi  di  essi  siano  in  linea 
-Hta  col  punto  triplo  ». 

Dal  momento  che  una  rete  sovrabbondante  ha  necessariamente  più  di  tre 
pasti  base  e  ohe  quando  la  somma  delle  tre  molteplicità  più  elevate  è  [>>n, 
:'ordiDe  ai  può  sempre  abbassare  (esclusion  fatta  della  rete  Gj.  precedente- 
:i]eate  rammentata)  segue  che  la  ricerca  dei  tipi  minimi  è  ricondotta  (esclu- 
itndo  la  rete  C^  predetta)  alla  ricerca  delle  reti  in  cui  ^  : 

^ile  a  dire  lo  studio  delle  reti  d'ordine  minimo  è  ricondotto  allo  studio  della 
:(te  di  quartiche  e  della  rete  di  sestiche  da  noi  già  nominate.  Ora  esse  sono 
ertamente  d'ordine  minimo  (^)  quindi  è  ormai  dimostrato  rigorosamente  il 
Vvema  seguente  : 

Ieokbma  YIII.  Qualunque    rete  sovrabbondante    di   genere    2  e  grado  2  è 
r^i/e  mediante  tras/onnazioni  cremoniana  ad  una  delle  seguenti  reti  : 

%)  Bete  di  quartiche  con  un  punto  base  doppio  e  con  10  punti  base  sem- 
pHtù 

9)  Rete  di  quintiche  con  un  punto  base  triplo  y  uno  doppio  infinitamente 
^^no  ad  esso  lungo  una  certa  direzione  e  10  semplici  infinitamente  vicini  allo 
^'^.m  punto  triplo  lungo  un^ altra  direzione  e  tali  che  i  primi  due  di  essi  siano 
i<  \\tea  retta  col  triplo. 

l)  Rete  di  sestiche  con  8  punti  base  doppi  e  due  punti  base  semplici. 

Scadiamo  finalmente  la  riduzione  dei  fasci  di  genere  2.  Dalle  formule  che 
'vigono  per  essi  fasici  : 


i26)  V  r»<  =  »* 


27) 


2n  =  3»  +  2 


v,<n  — 2    ;     r.  +  r.^n 


(^)  Per  dimoairare  che  esse  sono  d'ordine  minimo  valgono  le  considerazioni  svolte  nella 
^'^  (*)  relativamente  alla  impossibilità  di  ridurre  nn  sistema  regolare  di  quartiche  con  un 
>-uio  doppio  ed  «(0  ^  •  <  10)  punti  seuipliei  od  Un  sistema  regolare  di  sestiche  con  8  punti 
'Me  doppi  ed  uno  o  nessun  punto  base  semplice. 


/     *w 


k  i8i  )( 

si  deduce  che  un  faacio  di  curve  di  genere  2  ed  ordine  n  ha 
mente  più  di  3  punti  base.  Ora  se  i  3  punti  di  molteplicità  più 
un  fascio  dì  curve  di  genere  2  e  di  ordine  n  hanno  la  somma  del 
cita  ]>  n  ed  essi  si  trovano  infinitamente  vicini  su  un  ramo  non  lin 
successivi  al  terzo  in  direzioni  diverse^  unici  casi  questi  in  cui  mai 
sformazione  quadratica  atta  a  diminuire  V  ordine  del  nostro  fascio 
(valendo  al  Bolito  le  (3)  del  §  I)  che    la  molteplicità  del    punto  t^' 

e  del  punto  r^^  è  X  +  e  »  d^ve   X  =  — -.  Vogliamo  qui  pu 

4  2 

che  la  molteplicità  del  terzo  punto  base  è  sempre    superiore   a   X, 

invero  che    eccettuati  i  due  punti  r/'**  ed  r^^"*  tutti  gli  altri  punt 

biano  una  molteplicità  ^  X ,  da  (26)  e  (27)  si  ricava,  col  procedimi 

la  formola  : 

(28)  0  ^  2'k{n  —  3X  —  ej  —  2X. 

Ora  dal  valore  sopra  scritto  di  X ,  si  deduce  n=,4:\-]-  1  -\~ 
n  —  3X  —  e^  =:  X  +  1  +  2e  —  e^ ,  dove  , ,  per  quanto  si  sa  s^  ^  X.  ^ 
B^  <C  X,  ovvero  se,  essendo  «^  =  X,  è  però  «  =4=  ^j  ^^  (^^)  ^  certamen 
Sicché ,  eccettuato  il  caso  in  cui  si  verifichino  contemporaneame 
condizioni  s^  =  X ,  8  =  0  ,  in  tutti  gli  altri  casi  certamente  la  molt 
terzo  punto  base  è  maggiore  di  X. 

Studiamo  pertanto  il  caso  in  cui  siano  verificate  le  due  condì 
8=0.  In  questo  caso  (tenuto  conto  della  relazione  che  lega  n  a  X) 
l'ordine  del  sistema  è  dato  da  fi  =  4X4-1  e  i^  ^^^   molteplicità 
sono  rispettivamente  uguali  ad  n  —  2X  =  2X  -f- 1  ^  2X. 

Allora  le  nostre  (26)  e  (27)  diventano: 


(2X  +  1)»  +  {2Xf  +  ^r*  =  (4X  +  1)» 


(2X  +  1)  +  2X    +2»-.-3(4X  +  l)  +  a 


ovvero  s 


Vr<»  =f  8X*  4-  4X 


^1 


2n  =  8X  +  4 
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•j  cai  fti  deduce  : 


2". 


x  = 


a 


2 


fg  +  ♦'3  "~r  •  •  •   j    ^'^ 


n 


Tj  -f-  7*3  -f-  . . .  -j-  r. 


f^isa: 


^  j*rw!isament^    varrà  il  8egno    di  uguaglianza  se  i  punti  r^\  ,  r^'^^g ,  • . .   r^'% 
►•LO  tali  che  »^  =  rg  =  . . .  :=z  r,  =  X  5  altrimenti,  in  ogni  altro  caso  : 

Si<»chè  ecoettuat>o  il  caso  in  cui  s^  =  X ,  e  =  0  ed  r^  =:  rg  =  . . .  =  r^  =  X, 
'.^tii  gli  altri  casi  certamente  \<Cr^,  Studiamo  questo  caso  particolare. 
Mf'  anatre  formole  si  ha  : 

to  — 1)X*=8X«  +  4X 
(q  —  1)X  =  8X  +4 


qoindi  : 


i(q  —  9)'k  =  4r 


^tlie  quali  appare  che  q  deve  essere  maggiore  di  9  e  minore  di  14;  e  quindi 
|iì  Dìijci  casi  eccezionali  ammissibili  sono  quelli  corrispondenti  a  ^  ==  10, 11, 
'•^  13,  vale  a  dire  : 

—  Un  fascio  di  curve  di  17°  ordine  con  un  punto-base  9^"%  uno  8**''*  e  9 
I^ntibase  quadrupli.  (X  =  4). 

—  Un  fascio  di  curve  di  9®  ordine  con  un  punto-base  S**'",  uno  4*'*  e  10 
l'^nti'base  doppi  (X  =  2). 

—  Un  fascio  di  curve  di  5°  ordine  con  un  punto-base  3»*%  uno  2^'*"  e  12 
I^inti'base  semplici  (X  =  1). 

Eccettuati  quindi  questi  tre  fasci  si  ha  che  il  terzo  punto  è  sempre  mag- 
?Jore  di  X.  Indicando  con  h  {h'^2)  il  numero  dei  punti  (escluso  il  punto  r/'*') 
■i  «'hi  molteplicità  è  superiore  a  X  e  riandando  alle  cose  dette  relativamente 
*JU  ridazione  dei  fasci  ellittici  si  deduce  subito  che  se  si  prende  una  tra- 
^orioazione   di    Jonquieres    di  ordine    v,    dove  v  soddisfa    alle    disugua- 
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gliauze  : 


(come  si  vede  tanto  il  limite  inferiore  che  il  superiore  di  v  8ono;> 

punto  (v  —  1)'''"  nel  punto  (n  —  2X)'''"  del  fascio  e  coi  2v  —  2  !>  h  pun 
negli  h  punti-base   di    molteplicità    superiore  a  X  e  in   2v  —  2  —  A  5 


{*^)  Come  abbiamo  già  detto  nella  nota  (^),  porche  la  nostra  trasformazioii 
q  u  i  e  r  e  8  serva  a  diuiiiiiiire  l'ordine  del  fascio  e  sia  irriducibilei  occorre  che  il  a 
soddisfi  alle  disuguaglianze: 

^    ^  2X  2       ^      ^      2X      ^  2  ^ 

Ora    dalle    (26)    (27)  ,    con  procedimento  eguale  a  qneUo    del    $    1,    si    giunge    al) 
glianza  : 


(n  —  3X  — ^  e/ 1  —  2X  :^  0 


dalla  qnale  si  ha  : 


3X  -f  1  >  n  —  ^ 


e  quindi,  polche  w  —  4X  -f-  1  +  28  : 


"V  £,  :^  X  +  28. 


t-.i 


Saranno  dunque  verificate  le  disuguaglianze  (A) ,    se  saranno  verificato  le  alti 
glianze  : 

-^X-+^-<'<^X-+2+' 
che  non  sono  che  le  (A)  medesime  dove  per    ^    8<  e  per  n  — •   ^^  6,  è  posta  una  q 


f— 1  »-i 


spettivamente  maggiore  e  minore, 
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ccerki  del  piano ,    essa   abbassa    V  ordine  del   fascio   considerato   ed   è    irri- 

.iidbile. 

Facciamo  ora  la  differenza  fi-a.  questi  due  limiti  rÌ8i)ettivaniente  inferiore 
•;  >iiperiore  di  v.   Si   ha  : 

Se  quindi  s  ^  1,  essendo  detta  differenza  >  1 ,  esiste   almeno   un  valore 

'  ^dislacente  alle  (19)   per  il  quale   le    corrispondenti    curve  C"    sono   irri- 

<»-ribili. 

l 

^  8=~  detta  differenza  è  =  1.  Ora  si  vede  facilmente  che  (se  si  esclude 

caso  di  X.=  l)  il  limite  inferiore  (e  quindi  anche  il  superiore)  di  v  è  frazio- 
-^rio.  Invero  (considerando  ad  es.  il  limite    superiore)  si  ha  che    esso  è  dato 

^     3        1   _X(fe  +  3)  +  l    ^  .  .,  . 

'.,""01   ITT  = ^^: •  Ora    supponiamo    possa    essere    il  numeratore 

mk  ad  un  multiplo  ji  del  denominatore  :  X(A  +  3)  +- 1  =  2X(i  ovvero  : 
^-  3  —  2tL)  -|-  1  =r  0.  Potrà  essere  h-{-3  =  2\L  ovvero  A  +  3  =j=  2(1.  Se  è 
''ò=:2{i.  si  ha  1  =  0  il  che  è  assurdo.  Se  è  ^ -j- 3  4=  ^P*  ^^  loro  differenza 
!•«•' essere,  in  valore  assoluto,  1  o  più  di  1.  Kel  caso  sia  più  di  1  si  ha  l'as- 
'f^iu  qualunque  sia  il  valore  di  X.  'Sei  caso  sia  la  loro   differenza    uguale  a 

1  si  ha  pure  un  assurdo.  Nel  caso  sia  /i -f*  3  —  2(1  =i — 1  si  ha  ancora 
AJiSurdo  purché  non  sia  X  =  1.  È  dunque  vero  che  (se  si  esclude  il  caso  di 
-1)  il  limite  superiore  (e  quindi  l'inferiore)  di  v  è  frazionario.  Quindi  fra  questi 
•^t"  limiti  ancora  esisterà  un  valore  intero  v  per  il  quale  le  corrispondenti  curve 
^'  Sono  irriducibili.  Se  poi  supponiamo  X  =  1,  in  tal  caso  si  ha  un  fascio  di 
'«•''tiche  con  un  punto-base  4*'**'^  due  doppi  e  12  semplici  ed  il  suo  ordine  si 
Mrà  certamente  diminuire  mediante  una  trasformazione  dijonquieres  di 

ordine  col  punto  base  4oppio  nel  punto  4^'^''  e  i  4  punti  base  semplici  nei 
'ip  punti  doppi  e  uno  semplice  di  C*^  in  un  punto  generico  del  piano.  Se 
Ni  =  0  (nel  qual  caso  risulta  »  =  4X-1-1,  r,j  =  2X  +  ^)  indicando  con  k  i 
l'iiiti  (escluso  il  punto  r/^")  di  molteplicità  maggiore  di  X(^  ^  2),  una  trasfor- 
'Jizione  di  Jonquieres  di  ordine  : 

V  =:  — ^ —  (se  h  e  pan)     ,     v  =:  — ^ —  (se  h  è  dispari) 

•'H  punto  (v — ly^  nel  punto  (ii  —  2X)'''"  del  fascio  ed  i  2v  —  2  punti  sem- 
fri  negli  h  punti  di  molteplicità  >>  X  (se  siamo  nel  caso  di  h  pari),  in  h  —  1 
f"i^ti  di  molteplicità  >  X  (se  siano  nel  caso  di  h  dispari)  certamente  abbas- 
**'^  Tordine  del  fascio  e  facilmente  ai  potrebbe  vedere    come   per  essa  siano 

'•^^POKSibili  i-casi  di  spezzamento  (a  meno  che    non    si  abbia   contemporanea- 
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mente  X  frazionario,  fe  :::ir  2  ,  r^  :=  Vg  =  X  +  -  ,  X  —  r  ^  ''s  ^  ''i  -^  • 

h=S  ,  r^  =  r^  —  r,  =  X  +-  ,  X  —  -  ^  r,  ^  r, .  .  A 

Ma  siatemi  pei  quali  sia  X  frazionario^  h:=:2  jr^=:r^=z\-\ —  ,X  —  ~ 

1  1 

ovvero  /i  =  3  ,  r^  =:  rg  =:  fg  =  X  -|-  -  ,  X  —  «  5^  ^'4  >  ♦'s—  ^^oii  esiste 

come  si  vede,  eccettuati  i  tre  fasci  sopra  nominati  esiste  sempre 
mazione  di  J  o  n  q  u  i  e  r  e  s  che  applicata  al  fascio  ne  abbassa  Po 

Consideriamo  ora  i  nostri  tre  fasci  esclusi. 

Se  noi  consideriamo  il  fascio  di  curve  di  17**  ordine,  ovvero  ci 
esiste  certamente  una  trasformazione  di  Jonquieres  del  3"  oi 
punto  doppio  nel  punto  r^\  ed  i  4  punti  semplici  nel  punto  r^'''^ 
punti  base  qaadrupli^  ovvero  doppi,  (secondo  che  si  tratta  di  n  = 
H  =  9)  atta  a  diminuire  l'ordine  del  nostro  fascio.  Che  esista  una 
zione  siffatta,  cioè  che  esistano  cubiche  irriducibili  col  punto-base 
punto  r/**  del  fascio  e  i  4  punti  base  semplici  nel  punto  r/^  ed 
punti  risi)ettivamente  quadrupli  o  doppi  (a  seconda  dell'  ordine  d< 
prova  per  assurdo  calcolando  il  numero  delle  intersezioni  (che  noi 
punti  base  di  C*'  o  C^)  della  C"  o  C^  con  una  di  dette  cubiche  sui 
zata.  Si  riconosce  infatti  che  questo  numero  supera  il  numero  tot 
tersezioni  (che  non  cadono  nei  punti  base  di  C"  o  C^)  di  C"  o 
cubica  supposta  irriducibile. 

Se  poi  supponiamo  il  fascio  di  quintiche  lo  studio  della  sua 
ricondotto  all'analogo  relativamente  alla  riduzione  del  sistema  reg- 
nere  due  di  quintiche ,  sicché  se  i  tre  punti  base  di  molteplicità 
di  un  fascio  di  curve  piane  di  genere  2  ed  ordine  n  hanno  la  s 
loro  molteplicità  maggiore  di  n,  esiste  sempre  una  trasformazione 
che  applicata  al  fascio,  ne  abbassa  l'ordine,  escluso  il  caso  di: 

«  Un  fascio  di  quintiche  dotate  di  un  punto-base  triplo,  uno 
finitamente  vicino  al  triplo  e  dodici  punti-base  semplici  ìnfinitair 
al  triplo  lungo  un'altra  direzione  e  tali  che  i  primi  due  di  essi  sij 
retta  col  punto  triplo  ». 

Poiché  un  fascio  di  genere  2  ha  più  di  tre  punti  base  e  poi< 
la  somma  delle  3  molteplicità  più  elevate  è  >n,    l'ordine    si    pu 
mediante  trajs formazione  cremoniana  (esclusion  fatta  del   fascio   C^ 
mente  rammentato)  segue  che  la    ricerca    dei  tipi    minimi    dei    fas 
piane  di  genere  2  è  ricondotta  alla  ricerca  dei  fasci    di    genere    1 

Ora  tali  fasci  sono  (*^): 


(**)  La  vicerca  dei  fasci  di  genere  2  pei  quali  è  r^  -^-  ì\  +  »«  ^  "  ^  dovuta   ; 


punti -baee 
rsipliei.  ^ 

^)  Il  fascio  di  sesticlie  cou  8  punti-base  <lo[tpi  e  4  puati-baae  sem- 
|lki. 

S)  n  fascio  dì  curve  di  7*  ordino  cou  un  punttf-base  triplo  e  10  punti- 
bs«  doppi. 

5)  Il  fascio  di  curve  di  9"  ordine  con  8  pnoti-base  tripli,  due  doppi  ed 
i::"  semplice. 

E)  Il  foscio  di  curve  di  13°  ordine  uou  un  (luuto-base  quintuplo  e  9 
p-iaii-base  quadrupli,  ed  essi  sono  certamente  di  ordine  uiiaiuio  ('^ ,  onde  hì 
«>  euunciare  ormai  il  seguente  teorema: 

Tbobema  IX. .—  i^alunque  fageio  di  genere  due  è  riduoibile   mediante  tra- 
ioni  cremoniane  ad  ttao  dei  seguenti  fasci  di  ordine  minimo  : 
x)    Fascio    di    qttartidie    con    un    punto-bane  doppio  e  12  pnntibase  setn- 


^\t  IRiéMMÙme  dei  f Mei  di  cane  piane  di  genere  dot.   u.  2,  1)  e  2)]  il  quale  no  ha  snelle  i]{- 
— ijiu  l'esiateiiE*. 

*^  Per  diDiosIrarti  che  il  Tmuìo  <li  qnartìdie  e  dì  suatiube  «odo  minimi  valgono  le  uodsì- 
'in^umi  avolte  nella  noto  (**)  retati  vani  ente  all'impa«eibilità  di  ridurre  dd  eisteiua  regolare 
rnrdebe  cun  nn  punto  doppio  ed  *  (0  ^  «  <  IO)  putiti  Beuijilici  ed  un  aÌ8(«nia  regolare  di 
tru-tti^  eoa  8  pniiti-base  doppi  ed  1  o  uemiun  )iuuU>-bi>He  eemplice.  In  quanto  ai  &aoi  ■fi,  5), 
-  itunìfesta  I'  impossibilità  di  abbassare  il  loro  ordine  con  unu  trasronoiuioDo  di  J  o  n  q  n  i  e  ■ 
•  .  Né  eì  ■pai*  abbassare  il  loru  ordine  con  una  traafurmaxione  oremoniaua  più  geuerale  della 
•'(M'niaeiulie  di  Jonqnieres  giacché  (detto  «  ed  r'g  t^i  K,  .  .  .  il  suo  ordine  e  le  molte- 
•xA  ilei   ftaoì   pnnti-base)  si  dovrebbe  avere; 

1-  —  Sr-^  —  2(/,  +  r'i  +  ...  +  /,)<  7  I  ^  10  pel  fascio  t) 

;»„  _  3<r',  -{-...  +  r',)  -  a(rV,  +  r'„j)  —  r-.^j  <  9     i  jg    7  pel  faecio  6) 

13«,—  Sr-,  -  i(r',  +  r',  +  .  .  .  +  r',)<  13  (  ^    »  pel  faacio  t) 


7»  —  2(r',  +  r",  +  .  .  .  +  r',)  —  r'o  <  7  pel  fascio  •() 

"*  ».  —  3(^0  +  .  .  .  +  f,  +  r',^.,  +  .  .  .  +  r-t+s)  +  /,„  +  r'^.,  +  Br^s  <  8  pel  fascio  S) 
I5«  _  4(^4  +  .  .  .  +  r-,)  +  t^D  <  13  pel  fascio   t) 

¥*  in   no»  trasrorra azione  oremuniaDa  Ir',  •=  3(111  —  I),  qiiiodl  dalle  nostre  (A)  si  deduce: 

a  f  ti  —  f^o  ■<  '         .  P*l  fMoio  t) 

H  +  r',.,  +  r'nt  +  2r',^j  <  9  pel  fascio  8) 

■  -f-  12  —  r'o  <  13  ^  pel  fascio   e) 

/  ùg.uiKÌisnz«t   »miiirde  certamente  penh^  r*,,  ^  ut  —  3.  Sicché  È  vero  che  i  tre  fasci  cnnside- 
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3)  Fascio  di  quÌntioh«  con  un  punto-base  triplo ,  uno  doppio  i 
vicino  al  triplo  lungo  una  certa  di^zione  e  12  punti-base  semplici  p 
mente  vicini  al  triplo  lungo  un'  altra  direzione  e  tali  che  i  priwi  due 
in  linea  retta  col  punto   triplo, 

S)  Fascio  di  nesticlie  con  »  punti-base  doppi  e  4  punti-hiK  «e. 

8)  Fascio  di  curve  .di  7°  ordine  con  un  punto-base  triplo  e  l 
doppi. 

e)  Fascio  di  curve  di  9"  ordine  co»  ^  punti-base  tripli,  due  < 
semplice. 

i)  Fascio  di  curve  di  13"  ordine  con  un  punto-buse  quintupli 
base  quadrupli. 

Kep.  8.  Marino  —  Ottobre  1917. 
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INTORNO  A  UN'  NUOVO  TEOREMA  DI  CALCOLO 

DELLE  PROBABILITÀ 


ir  O  T  A 


DKL 


Dott.  IGNAZIO  MESSINA  (a  Roma) 


INTRODUZIONE 

1.  Per  comprendere  facilmente  l'ogg^etto  e  lo  scopo  del   presente  lavoro, 

•  rivolga  il  pensiero  ad  una  sncce^sionc  di  prove  sopra  un  evento  che  abbia 

r-r «abilità  costante  y  di  verificarsi,  e  quindi  probabilità    9  =  1  — p   di   non 

'-riticaTsi  ,  in  ogni  prova.  Si  pensi ,  ad  esempio ,    alle  estrazioni  ripetate   da 

-ama,  eont<enente  palle  bianche  e  nere  nel  rapiwrto  di  |>  a  g,  snpposte  fatte 

♦-tt*-ndo  ogni  volta  nell'urna  la  palla  estratta. 

È  ovvio  cbo,  in  n  prove  successive  effettuata  sopra  l'evento  considerato, 
-•-^to  poò  presentarsi  0  , 1 ,  2  , ... ,  n  volte  ;  onde,  se  X(„)  rappresenta  la  fre- 
•^•>5a  generica  relativa  deWevento,  m  n  prove,  (o  semplicemente  frequenza  deWe- 
'"'tu  in  n  prore),  X^^)  |K)trà  assumere,  in  nna  particolare  saccessione  di  n  pro- 
•-  ano  etl  tino  solo  degli  n  -f-  1  valori  0/n  ,  In,  2/tt  , ... ,  n/n. 

Se,   iQ  corrispondenza  alla  frequenza  X^^) ,  si  fissi    nn    intervallo  p  -^  ini 
}-  2,,  di  centro  p  e  raggio  ^^  comunque  assegnato,  è  noto    che    vi    è    una 
"^^  probabilità  P(„)  che  X(„) ,  in  una  particolare  successione  di  n  prove,  as- 
»a  un  valore  compreso  in  detto  intervallo ,  supponendo  —  per  precisare  — 
:r.«i  gli  estremi,  e  che  un  confine  inferiore  della  probabilità  P(^)  è  dato  dal 
-'•ma  diBionaymé-Tchebychef. 

I^  questione  principale  che  sarà  l'aggetto  di  questo  scritto    può    essere 
■•<i  nei  seguenti  termini: 
^'onàiderando  le  m  —  n  frequenze  guecesHive 


^ 


t  - 


)(  192  )( 
è  9Upponendo  dsse^natiy  in  corrispondenza,  altrettanti  intervalli 

(2)       p  —  KyP  +^n ;    p  —  Sn-f-i  ìP  +  Sn+1  ; ...  ;   i>  +  s„,_,  ,i)  +  e 

/?t  centro  p  e  raggio  e^  rf«fo,  per  ogni  A*  ^mi ,  n  -f- 1,.,.,  w  —  1  dalU 


(3)  6, 


-©' 


dorè  c^  e  6  «ano  due  numeri,  il  primo  positivo  e  il  secoìido  nullo  o 
determinare  opportunamente  ;    si    chiede    un  confine    inferiore    della 
I*^^\n,in)  >  ^^^  c^^  le  m  —  n  frequenze  (1),  simultaneamente  considerai 
dei  valori  {uno  per  ciascuna    frequenza)  rispettivamente  compresi  ne 
li  (2>',  inclusi  gli  estremi. 

Estendendo  opportunamente  la  precedente  questione,  sarà  poi 
la  seguente  altra: 

Supponendo  le  successioni  (1)  e  (2)  iìidefinitameyite  prolungate , 
derando  la  successione  illimitata  di  frequenze 

e  la  corrispondente  successione,  pure  illimitata,  di  intervalli 

di  centro  p  e  raggio  s*  dato  dalla  (3)  per    ogni    A;  =  w  ,  w  -}-  1 ,  ...  ^ 
si  chiede  un  confine  inferiore  della  probabilità  'P^^\„^^) ,  ove  esista, 
vogliano  frequenze  della  successione  iìlimitata  (4) ,    simuH'Oneamente 
assumano  dei  valori  rispettivamente  compresi  in  altrettanti    interrali 
cessione  (5). 

2.  Le  precedenti  questioni,  in  termini  ancora  più  generali  cb 
tre  la  considerazione  di  «lemplici  successioni  di  frequenze ,  sono  si 
dal   Cantelli   in  due  recenti  Note. 

livella  prima  di  esse  (%  come  caso  particolare  di  pro]>osizìoni 
è  dimostrato  un  teorema  il  quale  fornisce  un  confine  inferiore  delh 
P^®\n,ao)y  per  e  positivo  non  nullo,  ed  è  soltanto  osservato  che  si  p 
a  confini  inferiori  piò.  convenienti ,  di  quello  ivi  indicato ,  usufriie 
formula  dovuta  a  De  la  Vallèe-Poussin    e  riportata  da  R. 
t  e  s  s  u  s  {% 


(})  F.  P.  Cantelli,  Sulla  probabilità  come  limite  della  frequenza,  [Rendicor 
f^ademia  dei  Lincei,  voi.  XXVI,  serie  V  (lOlt)],  pp.  39—45. 

(*)  R.  de  M  o  n  t  e  8  s  n  8  ,  Lepona  sur  le  calcul   dei  probabilitée.    [Gauthier 
(1908)],  pp.  56—57. 


)(  1^3  )( 

Nella  secónda  Nota  f)  poi ,  è  considerato  il  caso  particolare  di  una  sue- 
ar:^ioue  limitata  di  frequenze  come  la  (1)  ma  è  semplicemente  accennato  come 
À  i-issa  dedurre,  da  nnii  proposizione  generale  ivi  dimostrata,  nn  confine  in- 
vriore  della  probabilità  P^^\„,„»). 

Scopo  del  presente  lavoro  è  di  svilui)i>are  talt  ricerche  cònsìdierando,  fin 
ili  principio,  il  caso  particolare,  non  privo  d'interesse,  in  cui  si  abbiaìio  delle 
SQceessioni  di  frequenze,  usufruendo  di  talune  proposizioni  e  considerazioni  del- 
FAntore  delle  Note  citate. 

Mi  occuperò  di  due  Ticercbe  nettamente  distinte  e  indipendenti, 

Nella  prima,  particolari  zzando  opportunamente  una  proposizione  generale 
<lisDi»strata  nella  seconda  delle  anzidette  Note  —  proposizione .  fondata  su  un 
vir^nia  dovuto  al  B  o  o  1  e  (*)  —  pervengo  ad  un  teorema  il  quale  fornisce 
a  confitte  inferiore  della  probabilità,  P^®\„,,„) ,  relativa  ad  una  successione  li- 
MMta  di  frequeuze  e,  sfruttando  poi  alcune  considerazioni  del  Cantelli^ 
^T^Ddo  detto  teorema  per  avere  anche  un  confine  inferiore  della  probabilità, 
?*',,3^,,  relativa  ad  una  successione  illimitata  di  frequenze. 

Nella  seconda  ricerca ,  invece ,  facendo  capo   direttamente  al    teorema  di 

V.^ole  e  usufruendo    della    formula  di  De    la    V«llée-Pou88in.    di- 

^LV!»  un  teorema  il  quale,  sotto  condizioni  più  restrittive  di  quelle  implicite 

tLi  prima  ricercA,  fornisce  un  confine  inferiore  della  probabilità  P^®\„,w)  ge- 

t*Talmente  pik  elevato  del  precedente  e,  estendendo  poi  questo  teorema,  come 

^addetto,  i>ervengo  a  un  confine  inferiore ,  generalmente  pure   piil  elevato , 

•Jrlla  probabilità  P<®>(„,Q,). 

Mostro  infine ,  per  mezzo  di  opportuni  esempi  numerici ,  come  i  confini 
iWori  fomiti  dal  secondo  teorema  risultino  generalmente  pìil  elevati  di  quelli 
'iti dal  primo. 

Non  m^ntrattengo  sulla  importanza  di  queste  ricerche  per  la  necessità  di 
f^^re  breve  il  che  mi  obbliga  a  rimandare,  ad  un  lavoro  successivo,  il  compito 
^illustrare  la  portata  dei  teoremi  che  saranno  dimostrati  in  questo  scritto. 

CAP.    I. 

RlCEBOA  DI  UN  CONFINE  TNFEBIOEB  DELLA  PROBÀBfLTTA  P<®\„,„,)*      • 

3.  Nel  presente  capitolo  mostrerò  la  deduzione  di  un  teorema  che  fornisce 
Ji  fODflne  inferiore  della  probabilità  'P^^\n,m)  5  ricorro  per  tanto  alla  proposi- 
^ 'De  sulla  quale  esso  è  fondato  (*)  proposizione,    a  sua  volta,  basata  —  come 

0  F.  P.  Gante  Ili,  Su  due  applicazioni  di  un  teorema  di  G,  Boole  alia  statistica  ma* 
'•<«<«.  [Bendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  voi.  XXVI,  serie  V  (1^17)],  pp.  295—302. 

'.^  G.  Boole,  An  invesiigation  of  the  laws  of  tkought,  [MacmillAQ  and  Co.,  London  (1854)]) 

1  loc.  cit.  O,  p.  299,  $  5. 
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)(  192  )( 
è  supponendo  dsse^nati^  in  corrispondenza 


(2)  i>  —  8,,  ,  P  +  6n  ;       P  —  Sn-f-l  lP 


>  nel  Cap.  II  qi 
seguito,  la  p' 
4a  ad   ana 


di  centro  p  e  raggio  s^  datOj  per  < 

r 

(3) 

« 

dove  t^  e  Q  sono  due  nnn 
determinare  opportunaw 

T^^\n,m)  y    ^^U  ckc    IC    ÌT 

dei  valori  (uno  per 
li  (2^',  inclusi  gli 

Estendendo 
la  seguente  al^ 

Supponr 
derando  la 


e   qu 
^e  sf 
I' 


nj 


X  («,-!)    , 


dei  valori  rispettivamente  coni 


(4) 


e  ì 


.ai,  è  fornito  dalla  ineguaglianza 


l!») 


m-l 


m-X 


(W|»») 


> 


A«-n  ktmmìl 


(<*)  Si  parta  dal  teorema  generale  dimostnito  nella  Nota  citata  {^)  y  e  compe 
armale  (2)  e  (18)  di  detta  Nota;  bì  tenga  presente  che  nella  (IS)  L  rapprenent 
ìBferiore  delle  espressioni  generioamente  rappresentate  dal  denominatore  dell'  ii 
della  (15)  e  si  rammenti  il  significato  degli  altri  HÌmboli  che  entrano  nelle  fornii 
e  che    si  desume  dalle  Note  citate  {})  e  (^). 

La  proposizione  enunciata  nel  testo  sh  deduce  da   quel  t<eorema  generale   oh 
X(,)  ,  Y(()  ,...,  Z(r)  rispettivamente  si  particolariexano  nelle  X(h)  ,  ^(n{i)  »•.•»  X^,,,.^, 
inoltre 


a;«(«  =  y^ 


(0 


...  —  jM(r)  —  p    ]    x*«  =*  É»i  y  y*l  —  *rt4  i  »•••»  «*« 


•m—i 


«[•«.(*)  =*  V^8»(<)  =  '••  *=  a^2i(«)  ^  i'^    J   J?*4.(«)  —  y<*4i(t)  —  •••   —  «*i»(»)  —  1^9  — 


f*'s, 


*"  Sj(») 


t^^^{t)  =  ...  =i  5<»'2,(r)  "  pV  ; 


donde  segue 


^^j^i;  "*• 


\i  _  ^*»^'        il  _^(«  +  l)<V}l  it    _  (w  —  l)t*».-i  . 

3n  H-  Vj>g  -  e     .  3(it  +  1)  +  I/M  ~  6  ,  8(m 

:: >  "(y>o  — i~~r"ì       —  »•••»  "<*»*'>  ^^  *"" — 


—  1 


n  +  l 


V 


A  =!>«  —  SpV  ,  B  *=-i>«5«  ,  Ci  =a  |>9, 


■')( 


M  mre  m  oonSue  i 
■«rem»  or»  enunci' 


le  ni — n  frequenze  generiche  ««coeà- 

' ,  «««untano  liei   valori  ritpettiva- 

J-rmi,  è  fornito  dalla  tnegvagliitnza 


P<'",„.^i,  ck4s  qwmte 

Hitata  (4),  simuUa- 

■'eai    negli    Inter- 

"  IH*  rentando  le 

S-tembro  della 


.e  inferiore  abbastai. 
supponendo  6-^12,  da 


HI 


k  (11)  infatti  «  ottenuta  trascurando,  nel  secoqjo  Qiembro   della 

'■n-  icnnine  (positivo)  e  ponendo,  nel   denominatore   del   secondo   tern 

Iniigo  di  ft,   cou  che  8i  ottiene  un    confine    inferiore  ^ella  (10)  quaui 

■<i,:;. 

Sostituendo  allora  nella  (9)  a  !»  e  L  le  esprvsaioni  rispettivament 
libi  i3)  e  dalla  (H).  «'  potrà  dire  che  un  confine  inferiore  della  prol 
r, ..,  è  fornito   dalla  ineguaglianza 


Ma    iioichè   si  lia,  [wr  >  positivo  qualiin<ine  ma  diverso  da  1, 


■vir  t  è  OD  intero  positivo  tale  olie  2^»  sia  almeno  eguale  a  m  ("),  si  ottiene 
■  ftrtiim    dalla    (12),  con  focili    sostituzioni  e  semplificazioni   e    quando    sia 


•'   8*  ha     infatti  ,  upeeMiirtn  U  Mniimi»  die  contitiiliwe  il  primo  inemlir»  ilelU  (13)    In  t 
wiiant*  "lì  »,  2»  ,...,  2'^-'ii  termini  («hbaihIo  t  l'inMm  poaitivo  indicato  i>»t  t« 


)(  196  )( 
6<;i/2  ma  diverso  da  1/4,    l'ineguaglianza 


s„^  n 


pq 


(14)     P^^K     .>! -^^— ^^^ 


l—3pq     2^*® 


n 


►e-4e 


— 1' 


«>T(2-«) 


.|l-40 


+  3M3mic:ìl^ 


O 


Quest'ultima  ineguaglianza  si  può  semplitìcare  sostituendo  in  ( 
^pressione 


(15) 


1  —  òpq      2^-*® 


n        2^^  —  1 


1  — 


2t(«-4e) 


1^  seguente  altra  ' 


(16) 


1       2*"*^ 


n  2'-^®  —  1 


che  fornisce  un  valore  maggiore  di  quello  dato  dalla  (15),  quando  s 
Si  ha  così,  in  luogo  della  (13),  l'ineguaglianza,  meno  conveniente  m 
plice,  (17)  e  si  potrà  enunciare  il  seguente 

Teorema  —  Se  un  evento  ka  probabilità  eostante  p  di  verificare 
probabilità  g  =  1  — p  ii  non  verifi^^arsi,  in  ciascuna  di  m  —  1  prov 
se  X  è  un  intero  positivo  tale  che,  essendo  assegnato  IHntero  positivo  n 
almeno  eguale  a  ni  e  se  i  numeri  positivi  s„  ,  $„^|  ,  ...  ,  e„,_i  érowo  da 
quando  siano  assegnati  il  positivo  s„  e  6  in  modo  che  sia  o  ^  6  <^ 


sto)  ed  elevando    convenientemente  i  termini    delle  somme    parziali  che  ne   risi: 
presente  che  «  ]>  o  : 

1,1,  ,  1         ^        1      ,     1 


L  _ 

(2«)*        (2«-fl)* 


^        ^   {in—*iy  ^       (2n)'        (2n)»-i 


(2*^-1»)*  "'"  (2'^-'n+l)* 
donde  segue,  essendo  «  =1=:  1  : 


+  -  +  (i-^n—ìY  "^  ^^  ***  (2-^-1  «V  "■ 


{2'^-lny         {2'^-in) 


—  Jm^5— 


Ajk"         wr-i  ^  (2n)'-i  ^  ***  ^  (2'c-iw)*-i        H«-i  2*-»— 1  \  2'c<«-* 


X  197  ){ 

4i'  inferiore  della  probabilità,  P^®\„,,„),  che  le  m — n  frequenze  generiche  aucoes- 
urr  (1)  delVevenio,  simultaneamente  considerate  ,  assumano  dei  valori  rispettiva- 
MfHk  compresi  ìiegli  intervalli  (2),  gli  estremi  incitisi,  è  fornito  dalla  ineguaglihnza 


va  2*-^^ 


s„'{s>  —  2pq)  a'-""  -  1 


Ì  +  2m(1-2„._,„ 


Il  precedente  teorema  ammette  il  seguente 

Corollario —  Un  confine  inferiore  della  probabilità^  P^^^m,»)?  ^'^  quante 
•f  vogliano  frequenze  generiche  successive  della  successione  illimitat^i^  (4),  simulta- 
ummente  considerate ,  assumano  dei  valori  rispettivamente  compresi  negli  inter- 
nili della  successione  illimitata  ^5),  gli  estremi  inclusi^  è  dato,  ferme  restando  le 
f^ejti  del  precedente  teorema,  dal  limite  verso  cui  tende  il  secondo  membro  della 
li   per  T   tendente  mIV  infinito  y  ossia   dalla  ineguaglianza 


KSì 


^"*<-  >  >  ^  -  .„W»-2M)  2^^-!  (^  +  H  • 


Infatti,  dovendo  essere  evidentemente  P^®\n,m)  ^  I*^®\«,w+i)  P®r  qualunque 
«  'Mttaudo^i  di  probabilità  relative  alla  coesistenza  di  assegnati  eventi ,  la 
'."Tssione  di  numeri  positivi  P^®\„,„.) ,  P^®\„,,«^,) ,... ,  non  crescente,  tende  ad  un 
•»witc  P*®\„,oo>-  ^^^  tanto,  assumendo  questo  limite  P^®\»,,x)  P^r  la'probabilità 
•»♦'  quante  si  'vogliano  frequenze  successive  (4),  simultaneamente  considerate, 
4<>nmano  dei  valori  compresi  nei  corrispondenti  intervalli  della  successione 
^iimitata  (5),  inclusi  gli  estremi;  si  conclude,  in  base  alla' (Ì7);  che,  se  il  se- 
^•inlo  meinbre  della  (17)  ammette  un  limite  per  m,  e  quindi  t,  tendente  aU'inti- 
lito,  questo  limite  è  un  confine  inferiore  di  P^®^,,,^^,).  Ora  il  secondo  membro 
•Mia  (IT)  ammette  un  limite,  per  t  tendente  all'infinito,  e  tale  limite  è  fornito 
al  secondo  membro  della  (18),  giacche   Fespressione 


IDI 


2T(I-40)    ' 


>lia  fatta  ipotesi  6  <[  1/4,  tende  a  zero  col  crescere  indefinito  di  t. 

Osservazioni  —  1**)  Nel  «jaso  in  cui  gli  intervalli  della  successione  limì- 
^fa  (2)  o  di  quella  illimitata  (5)  siano  di  grandezza  costante ,  caso  che  corri- 
^'màe  Hll'ìi>otesi  6  :=  o,  le  due  proi>o8Ìzioni  precedenti  si  ]>articolarizzano  co- 
^«  segue  : 

Un  confine  inferiore  della  probabilità  V^"\„,„^)  che  le  m  —  ìi  frequenze  gene- 
'"•fe:  (l) ,  simultaneamente  considerate ,  assumano  dei  valori  compresi  nelV  inter- 
nila p  —  e„  ,  2>  4"  ^n  ^  9^^  estremi  inclusi,  'è  fornito  dalla  ineguaglianza 


-<»'i  p^"^    V  ^  I  — 


Ifq 


C(C«  -  2h)  I «  "^  ^^T       2^ 


X  196  )( 
e<l/2  ma  diverso  da  1/4,    l'inegaagliau' 


s„'n 


pq 


(U)      P<®\,„m)>l        $„2n— 2i?2  6„*M 


1- 


uante  si  voglia 
.  assumano 
è  fornite 


Quest'ultima  ineguaglir 
gpressioue 

(15) 


1 


la  seguente  altra 


(16) 


-»        t 


» 


^  (18)   . 

ra  un  evento  che 
jHsima  alV  unità  quanto  « 
rvate  tendano  al  limite  p. 


che  forr 
Si  ha 
plie 


OAP.  II. 

itlCKROA   DI    UN    CONFINE   INFERIORE 
lÙ   CONVENIENTE   DELLA   PROBABILITÀ    P^^\.i,m) 


lu  questo  capitolo  mi  occuperò  di  uua  ricerca  diretta  ad  < 
,„tì«e  inferiore  della  probabilità  P^®\„,,«)  ,  ricerca  che  mi  veune 
filila  osservazione  (^),  contenuta  nella  prima  Nota  del  C  a  u  t  e  1  l  i  , 
accennai  nel  §  2.  Dimostrerò,  infatti,  come,  facendo  capo  direttamet 
rema  di  Boole  ed  usufruendo  della  formula  di  de  la  Val  lei 
sin,  già  citata,  si  pervenga  ad  un  teorema  che  fornisce  un  altro  i 
feriore  di  P<^\„,^),  il  quale  risulta  generalmente  più  elevato  di  qin^l 
nel  capitolo  precedente. 

Mi  limito  ad  enunciare  il  teorema  di  Boole  0. 
S^  Pn  }  Pii  >  •••  ?  i^'„   rispettivainente  rappresentano  le  probabilità  e 
fickino  ciascuno  degli  m  eventi  compatibiU  i^  ,  l^  ,  .,.  ,  t», ,  Vnno   prcsci\ 
gli  altri,  la  probabilità  i?ti,t8...<„,  c^  0  anzidetti  eventi  si  verifichino  i 
mente  soddisfa  alla  ineguaglianza 


ut 


(22) 


»l»2---»„i 


^Vu-( 


m 


1). 


*-l 


{^)  loc.  cit.  (1),  nota  di  p.  41. 
CT  loc,   cit.   (*). 


'01  )( 


"Dcio  pi^  z^l  —  (J 


'a    i»robabilità  che  la  frequeuza  aa- 
unipieso  mjlI'iutervrtUo  fcj* — V — 2, 

,  rica  X,»,  non  assunta  un  valore 


,e  alta 

jabilità  Q,,„ 

•iliabiiitit)  che  eia. 

jsiima  UD  valore  l:ompreb^ 

gli  estremi  includi,  il  teorema  di    ■ 

iirobabitit»   P'*'(„.m)  che  le,  wj  — >i  frequenze  {i,, 

,  nssiiiiiario  dei  valori  compresi  nei  rispettivi    iiitervuli 

I.  MHidiafa  alla  inegnagiianza 


to  come  sopra, 
'>babilità  Q,„„ 


P'"(.„«)  >  1 


-2«» 


I  Ter  tanto,  il  problema  di  determinare  im  contine  inferiore  di  ] 
-  il  [iroblenia  del  qnale  io  mi  occupo)  ai  riduce  a  qnello  di  dete 
-DO  d«i  confini  superiori  delle  probabilitìl  Q^)  ,'k=:n  jU-^-  \  ,  ...  ,\ 
i  iitnAoi  snperlori  potrebbero  di'termìmirsi  in  base  al  noto  teorei 
'  Tmé-T  e  b  e  by  e  h  e  f  oppure  in  base  all'espressione'  integrali 
'ilitù  (Laplace)  completata  da  un  contine  superiore  dell'errar 
'■■'ta  (Lia  p  o  u  n  of  f);  ma,  co3'i  facendo,  si  arriverebbe  a  risulti; 
■'  l'Instano  poi  ail  essere  estesi  al  caso  di  una  saccessione  iUimit 
ifDM  perchè,  in  tal  caso,  l'espressione  del  confine  inferiore  di  P" 
• 'li!«ndere  da  serie  divergenti  i,'"),  È  duuqne  necessario,  per  ottem 
^ieoli  confini  snperiori  delle  pro1)abilità  Q^^^  ,k^n ,n -\- 1  ,.„, 
' ^'rrere  ad  un   altro  teorema  qnal'^  quello  di  De  la  Vallée-I 

6.  I)  teorema  di  lì  e  la  V  a  1 1  é  e  -  P  o  n  s  s  i  n  ,  la  cui  dimost 
'-I  nell'opera  di  B.  de  H  o n  t  e  s  s  u  s  giù  citata  ("),  sì  può  enn 


'  1  ciprcuione  di  8  deveai  legge: 
'■''■ano  ti  trovk  atampftto. 


pp.  G4-&7.  Nel  cotiRiiltare  l'opera  citHta  ni  toii^it  preHeiite 


V>  '"  ^'"'8"  •*'  'r'.+»-i , 
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3)  Fascio  di  quinthhe  con  un  punto-base  triplo ,  uno  doppio 
vicino  al  triplo  lungo  una  certa  dilazione  e  12  punti  ha^e  semplici  j 
me^te  vicini  al  triplo  lungo  un*  altra  direzione  e  tali  che  i  primi  due 
in  linea  reità  col  punto  triplo. 

f  )  Faccio  di  sestiche  con  8  punti-base  doppi  e  4  punti-buse  se 

5)  Fascio  di  curve  di  V  ordine  con  un  punto-base  triplo    e 
doppi. 

e)  Fascio  di  curve  di  .9"  ordine  con  8  punti-base  tripli^  due 
semplice. 

i)  Fascio  di  curve  di  13°  ordine  con  un   punto  base   quinfupl 
base  quadrupli. 

Rep.  S.  Marino  —  Ottobre  1917. 
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INTORNO  A  UN-  NUOVO  TEOREMA  DI  CALCOLO 

DELLE  PROBABILITÀ 


VOTA 


DKL 


Dott.  IGNAZIO  MESSINA  (a  Roma) 


INTRODUZIONE 

I.  Per  comprendere  facilmente  Soggetto  e  lo  scopo  del  presente  lavoro, 
TìTuìgA  il  pensiero  ad  una  succe^siouc  di  prove  sopra  un  evento  che  abbia 
l-'-hubilità  costante  p  di  verificarsi,  e  quindi  probabilità  q=zl  — p  di  non 
•^^rificarsi ,  in  ogni  prova.  Si  pensi ,  ad  esempio ,  alle  estrazioni  ripetute  da 
^ 'orna,  contenente  palle  bianche  e  nere  nel  rapporto  di  p  n  q^  supposte  fatte 
^  stendo  ogni  volta  nell'urna  la  palla  estratta. 

È  ovvio  che,  in  n  prove  successive  effettuate  sopra  Peventó  considerato, 
vj-jjto  può  presentarsi  0  , 1 ,  2  , ... ,  n  volte  ;  onde,  se  X(„^  rappresenta  la  /re- 
l'^^a generica  relativa  deWevento,  in  n prove^  (o  semplicemente  frequenza  deWe- 
''^■^  in  H  prore),  X<n)  i>otrà  assumere,  in  una  particolare  successione  di  n  pro- 
■'  ino  ed  uno  solo  degli  n  -f- 1  valori  O/n  ,  In  ,  2/tt  , ... ,  n/n. 

ì5€,  in  corrispondenza  alla  frequenza  X^„) ,  si  fissi  un  intervallo  i?  —  s^ , 
*-:„.  di  centro  p  e  raggio  e»  comunque  assegnato,  è  noto  che  vi  è  una 
"^Ji  probabilità  P(n)  che  X^,,)  ,  in  una  particolare  successione  dì  n  prove,  as- 
'fittim  valore  compreso  in  detto  intervallo,  supponendo  —  per  precisare  — 
'  li*ì  gli  estremi,  e  che  un  confine  inferiore  della  probabilità  P(„)  è  dato  dal 
"T^:ina  diBienaymé-Tchebychef. 

U  questione  principale  che  sarà  l'aggetto  di  questo  scritto    può   essere 
"'i  nei  seguenti  termini  : 
f'ouiderando  le  m  —  n  frequenze  succesHiì^e 


y 
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h  supponendo  dsse^nati^  in  corrispondenza,  altrettanti  intervalli 

(2)         |i  —  6„  ,  p  +  s„  ;     p  —  6,,^,  ,p  +  s„4.i  ; ...  ;    p  +  s„.., ,  jp  -f  £„_ 

di  centro  p  e  raggio  s^  dato,  per  ogni  A*  =  n  ,  n  +  1,...,  m  —  1  dalla  j 


(3)  s*  =  ^«h: 


'w><» 


Mifc  ' 


dove  c^  e  0  «ono  c2ii€  numeri^  il  pìHmo  positivo  e  il  secondo  nullo  o  ]. 
determinare  opportunamente  ;  si  chiede  un  confine  inferiore  della  j 
I*^^\n,m)  j  ^^^  ^^^  ^^  ^  —  ^  frequenze  (1),  «mt^^toneamen^  considerate , 
dct  valori  (uno  per  cioMuna  frequenza)  rispettivamente  compresi  negl 
li  (2^*,  ino2ti«i  ^/i  estremi. 

Estendendo  opportunamente  la  precedente  questione,  sarà  poi  i 
la  seguente  altra: 

Supponendo  le  successioni  (1)  e  (2)  indefinitamente  prolungate ,  < 
dera/ndo  la  successione  illimitata  di  frequenze 

e  la  corrispondente  successione^  pure  illimitata^  di  intervalli 

« 

di  centro  p  e  raggio  Sj^  dato  dalla  (3)  jwjr    o^rtt    A;  =  n  ,  n  -|-  1  ,  ... , 
«i  chiede  un  confine  inferiore  della  probabilità  V^^\^^^) ,  oi»e  esista,  e 
vogliano  frequenze  della  successione  illimitata  (4) ,    simultaneamente 
a>ssumano  dei  valori  rispettivamente  compresi  in  altrettanti    intervalli 
cessione  (5). 

2.  Le  precedenti  questioni,  in  termini  ancora  più  generali  ch< 
tre  la  considerazione  di  semplici  successioni  di  frequenze ,  t^ono  st 
dal   Cantelli   in  due  recenti  Note. 

livella  prima  di  esse  {%  come  caso  particolare  di  proposizioni  ] 
è  dimostrato  nn  teorema  il  quale  fornisce  un  confine  inferiore  dell» 
P^^N«»at))>  P^*"  0  positivo  non  nullo,  ed  è  soltanto  osservato  che  si  pi 
a  confini  inferiori  piìi  convenienti ,  di  quello  ivi  indicato ,  usufrite; 
formula  dovuta  a  De  la  Vallèe-Poussin  e  riportata  da  R. 
t  e  s  s  u  s  (*). 


(^)  F.  P.  Cantelli,  Salla  prohahilità  come  Hmite  della  frequenza.  [Reiulìcoi 
rademia  dei  Lincei,  voi.  XXVI,  serie  V  (191?)],  pp.  39—45. 

(*)  R.  de  M  o  n  t  e  s  8  n  B  ,  Lenona  sur  le  calcul   de§  prohahilitée,    [Gauthier 
(1908)],  pp.  56—57. 
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Nella  secónda  Nota  (^)  poi ,  è  considerato  il  caso  particolare  di  una  sue- 
«t^sioue  limitata  di  frequenze  come  la  (1)  ma  è  semplicemente  accennato  come 
<;  lK)ssa  dedurre,  da  una  proposizione  generale  ivi  dimostrata,  nn  confine  in- 
t'-riore  della  probabilità  P^®\„,m). 

Scopo  del  presente  lavoro  è  di  svilui)pare  talt  ricerche  cònsidierando,  fin 
U  principio,  il  caso  particolare,  non  privo  d'interesse,  in  cui  si  abbiano  delle 
>ait«8Sioiii  di  frequenze,  usufruendo  di  talune  proposizioni  e  considerazioni  del- 
;  Aotore  delle  Note  citate. 

Mi  occnperò  di  due  -ricerche  nettamente  distinte  e  indipendenti. 

N>lla  prima,  particolarizzando  opportunamente  una  proposizione  generale 
liinostnita  nella  seconda  delle  anzidette  Note  —  proposizione ,  fondata  su  un 
•^nrma  dovuto  al  B  o  o  1  e  (*)  —  pervengo  ad  un  teorema  il  quale  fornisce 
n  ronfine  inferiore  della  probabilità,  P<^^ („,„»),  relativa  ad  una  successione  li- 
-M^  di  frequeuze  e,  sfruttando  poi  alcune  considerazioni  del  Cantelli^ 
•^Ddo  detto  teorema  per  avere  anche  un  confine  inferiore  della  probabilità, 
:'  ,,j),  relativa  ad  una  successione  illimitata  di  frequenze. 

Xella  seconda  ricerca ,  invece ,  facendo  capo  direttamente  al  teorema  di 
l'Ole  e  usufruendo  della  formula  di  De  la  V«llée-Poussin.  di- 
ii^m  un  teorema  il  quale,  sotto  condizioni  piti  restrittive  di  quelle  implicite 
>i'i  prima  ricerca,  fornisce  un  confine  inferiore  della  probabilità  P^®\«,„,)  ge- 
'+nlmente  più  elevato  del  precedente  e,  estendendo  poi  questo  teorema,  come 
t  ^addetto,  pervengo  a  un  confine  inferiore ,  generalmente  pure  piti  elevato , 
Wla  probabilità  P<«>(„,  ^). 

Mostro  infine ,  per  mezzo  di  opportuni  esempi  numerici ,  come  i  confini 
'ignori  fomiti  dal  secondo  teorema  risultino  generalmente  piti  elevati  di  quelli 
•^'^ti  dai  primo. 

Non  m'intrattengo  sulla  importanza  di  queste  ricerche  per  la  necessità  di 
«^we  breve  il  che  mi  obbliga  a  rimandare,  ad  un  lavoro  successivo,  il  compito 
••  tllustrare  la  i>ortatadei  ti^oremi  che  saranno  dimostrati  in  questo  scritto. 

CAP.   I. 

Ricerca  di  un  conpine  infebioee  della  PROBABfLiTÀ  P^^\«,^).    - 

3.  Nel  presente  capitolo  mostrerò  la  deduzione  di  un  teorema  che  fornisce 
33  «^enfine  inferiore  della  probabilità  P<®\^,^)  ;  ricorro  per  tanto  alla  proposi- 
^«"n<'  snlla  quale  esso  è  fondato  (*)  proposizione,    a  sua  volta,  basata  —  come 

'0  F.  P.  Cante  Ili  »  Su  due  applicazioni  di  un  teorema  di  G,  Boote  alia  statiética  ma* 

'*«««.  [Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  voi.  XXVI,  serie  V  (1917)],  pp.  295—302. 

«V  G.  B  DO  1  e  ,  An  inveetigation  of  ike  lawa  of  ikought.  [Macmillan  and  Co.,  London  (1854)]) 

•)  loc.  cit.  (»),  p.  299,  $  6. 
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già  fu  detto  —  BUI  teoreiiiii  di  Boole  che  enuncierò  nel  Cap.  Il  q 
dovrò  ricorrervi  direttamente.  Riporto,  invece,  qui  di  seguito,  la  pi 
anzidetta ,  convenientemente  trasformata  (^)  onde  riferirla  ad  ana  s 
di  frequenze. 

Se  un  evento  ha  probabilità  costante  p  di  verijicarsij  e  quindi  j 
g  =  1 — p  di  non  verificarsij  in  ciascuna  di  m  —  1  prove  successivi 
in^i , . .  •  9  tm-i  ^<^^  numeri  positivi  comunque  assegnati  ed  L  è  un  co'i 
riore  della  successione 

un  confine  inferiore  della  probabilità  P(„,»„)  che  le  m  —  n  frequenze  di 
indipendenti 

simultaneamente  considerate,  assumano  dei  raloi'i  rispettivamente  coni} 
intervalli  comunque  a-ssegnati 

(8)       P  —  «n  ,  l'  +  s„  ;    p  —  8„+,  ,  p  +  e„+,  ; ...  ;    p  —  t„.^i  ,  l>  +  i 
gli  estremi  inclusi,  è  fornito  dalla  ineguaglianza 


m— 1  tn—X 

m" 


(9)  P(«.«)>1-     j^ 


H  2  i^* + 2^«  2  ià:\ 


{^)  Sì  parta  dal  teorema  generale  dimostrato  nella  Nota  citata  (')  ,  e  compei 
formule  (2)  e  (18)  di  detta  Nota;  si  tenga  presente  che  nella  (18)  L  rappreBenta 
inferiore  delle  espressioni  generioamente  rappresentate  dal  denominatore  dell'  ni 
della  (15)  e  si  rammenti  il  signifìoato  degli  altri  simboli  che  entrano  nelle  formii 
e  che    si  desume  dalle  Note  citate  (^)  e  (^. 

La  proposizione  enunciata  nel  testo  si*  deduce  da  quel  t.eorema  generale  oah 
X(„  ,  Y(r)  ,...,  Z(r)  rispettivamente  si  particola  ri  «aano  nelle  X^n)  ,  '^(nn)  »•••»  ^c^-i)  ' 
inoltre 

a 

x"-(i)  =  y"^(<)  ^^  •••  ^^^  5^(**)  ^^  P   t   a:*«  =*  ^^  >  yft|  ==  *«+4  »•••>  «Air  *=  S^t— i 
t^t*W  =*  V^«»(<)  =  •••  =  x^2i{v)  ==  M   ;  «*i,W  =  y<^4»(«)  =  -..  =  t<ÌA,{i>)  =  Ptf  —  • 

donde  segue 

\«  _  *»*»*'      ìt  _(»  +  i)<Vi         ^,  _  (w  —  i)tKi-.i . 

.              8n+l/pg-6     ,  3(<i  +  1)  +  Vpq  -  B  .  8(m  -  1) 

*(4;»«  ^  ;, '  "u/»«)  —  ìT+Il  '*"'  ^''^"^  "~  w 
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4.  Per  avere  un  confine  inferiore  della  probabilità  P<®\„,^) ,  basterà  gup- 
i^rre  nel  teorema  ora  enunciato  che  gli  intervalli  della  saccessione  (8),  anzi- 
•bè  essere  comunque  assegnati,  siano  costanti  oppure  decrescenti  secondo  la  legge 
ìreeDuata,  cioè  siano  determinati  in  modo  cbe  i  numeri  s^  siano  dati  dalla 
^  per  ogni  k  =  n  ,  n-{-  1 ,  .„  j  m  —  1 ,  in  .base  ad  un  positivo  s„  assegnato 
r  A  ou  numero  6,  pure  assegnato,  nullo  o  positivo  secondochè  trattasi  di  in 
:tT7'àììi  eostanti  o  decrescenti. 

Quando  i  numeri  s^  siano  dati  dalla  (3),  si  avrà  da  considerare,  in  luogo 
i>llik  (6),  la  successione 


10: 


U  =  l  — 


2pq 


Sy.2 


8„*n*»fc 


I=iè  +  P'i 


Sic  -f  Ipq  —  6 

g  4  ^40  J^iB 


,      k=:n  ,  w-j-1  ,...,  m — 1  , 


i'^la  qaale  un  contine  inferiore  abbastanza  semplice,  se. anche  non  sia  il  più 
'tiTenlente,  è  dato,  supponendo  6^1/2,  da 


11] 


L=:l 


2pq 


La  (11)  infatti  è  ottenuta  trascurando,  nel  secoi^o  membro  della  (10),  il 
t^^rz')  termine  (positivo)  e  ponendo,  nel  denominatore  del  secondo  termine,  n 
:  luogo  dì  kf  con  che  si  ottiene  un    confine    inferiore  ^ella  (10)  quando    sia 

Sostituendo  allora  nella  (9)  a  S;^  e  L  le  espressioni  rispettivamente  date 
'Alla  (3)  e  dalla  (11),  si  potrà  dire  che  un  confine  inferiore  della  probabilità 
^'*«.H  è  fornito  dalla  ineguaglianza 


l^ì    P^'\n,.K) 


C» 


m—I 


m— 1 


Pi 


6„*n  —  2pq£nn*^ 


Ma,  iK)ichè  8i  ha,  per  s  positivo  qualunque  ma  diverso  da  1, 


tn-l 


13. 


^  A:*  ^  n'-'  2"-'  —  1\        2^<-*>/  ' 


^'Vf  :  è  un  intero  positivo  tale  che  2'^;t  sia  almeno  eguale  a  w  ('),  si  ottiene 
^  fortiori   dalla    (12) ,  con  facili    sostituzioni  e  semplificazioni   e    quando    sia 


<')  Si  tìA ,  infatti  ,  npezzando  la  somma  che  coAtitnÌ8«e  il  primo  membru  della  (13)    in  t 
'••■*^i  rispetti varaente  di  h  ,  2h  ,.,.,  2'^'"*w  termini  (essendo  t  l'intero  positivo  indicato  nel  t# 
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6<!l/2  nia  diverso  da  1/4,    l'inegaaglianza 


(14)     P<«\,,„o>l 


^»  n 


pq 


Bn^n~2pq  s,*n 


l-^3pq     2 


02-48 


n       2*-*^—V 


1 


\ 


+ 


4>l-40 


+  2M  gTZw^jll 


») 


Quest'ultima  iueguaglianza  si  può  semplitìcare  sostitueiulo  iu  ( 
^pressione 


(15) 


1  _   3j,g  2*-*«  /     _  1        ^ 


n 


22-^0  —  1 


2t(8-4e)/ 


1^1  seguente  altra 


(16) 


1       2*-*^ 


n  2'"^»  —  1 


che  fornisce  un  valore  maggiore  di  quello  dato  dalla  (15),  quando  s 
Si  ha  cos)^  in  luogo  della  (13),  Pineguaglianza,  meno  conveniente  ni 
plice,  (17)  e  si  potrà  enunciare  il  seguente 

Teorema  —  Se  un  evento  ha  probabilità  costante  p  di  verificare 
probabilità  q  =  l  — p  di  tion  verificarsi,  in  ciascuna  di  m  —  1  provi 
se  z  è  un  intero  positivo  tale  che,  essendo  assegnato  l'intero  positivo  n 

4 

almeno  eguale  a  m  e  se  i  numeri  positivi  6„  ,  ^„^i  ,  ...  ,  s„,_,  sono  da 
quando  siano  assegnati  il  positivo  s„  e  6  in  modo  che  sia  o  <  6 


sto)  od  elevaudo    convenientemente  i  termini    delle  somme    parziali  che  ne    risii 
presente  che  9  >>  o  : 

n'     "*"  (w+l)«  "*""*■*■  (2h—1)»  "^^    n'  n^l 


(3n)»  ^  (2w+l)*  "^  ••'  "^   (4n— 1)'  ^       (2n)'        (3n)»-i  ' 


1  1  •  1  __  1 


donde  segue,  essendo  sz^l: 


(2'^n— 1)* 


(2'C--lw)*         (2^-J|i)^-3 


»n-l 

jU  fc'         n'-*  "^  (2n)*-»   "^  '"  "^  (2'«^-in)«-i        n^i  2'-»— l  \         2'c^*-i' 
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W  inferiore  della  probabilità,  P<®\„,^),  che  le  m — n  frequenze  generiche  È%coés- 
•"■r  vD  dell'evento,  HimultaneamenU  considerate,  assumano  dei  valori  rispettiva- 
•iNHre  compresi  negli  intervalli  (2),  gli  estremi  incitisi,  è  fornito  dalla  ineguaglihnza 


•nn  91—40  fi  / 

.17)      P<%,..>  >  1  -  ^^,^JJ_  ^^^^  ^a,--^  [-  +  2^  (l  - 


•1 


2^(1-46) 


Il  precedente  teorema  ammette  il  seguente 

OOROLLABio —  Un  confine  inferiore  della  probabilità,  P^**\„,x)>  ^-^  quante 
><  vogliano  frequenze  generiche  successive  della  successione  illimitata  (4),  simulta- 
neamente considerate ,  assumano  dei  valori  rispettivameìite  compresi  negli  inter- 
rulli  della  successione  illimitata  ^5),  gli  estremi  inclusi^  è  dato,  ferine  restando  le 
ipotesi  del  precedente  teorema^  dal  limite  verso  cui  tende  il  secondo  membro  della 
17ì   per  T   tendente  mW  infinito ,  ossia    dalla  ineguaglianza 

Infatti,  dovendo  essere  evidentemente  P^®\„,r«)  ^  P^®\«,m+i)  P^r  qualunque 

■.  tuttaudosi  di  x)robabilità  relative  alla  coesistenza  di  assegnati    eventi ,  la 

«..'''Tvssioiie  di  numeri  positivi  P^®\„,„») ,  P^®^,,,,,,^.,) , ... ,  non  crescente,  tende  ad  un 

\im\w  P*®\«,<x))'  Per  tanto,  assumendo  questo  limite  P<®\„,3())  per  la' probabilità 

*iV  quante  si  vogliano  frequenze  successive  (4),  simultaneamente  considerate, 

(i^^timano    dei  valori  compresi  nei  corrispondenti    intervalli    della  successione 

illimitata  (5),  inclusi  gli  estremi;  si  conclude,  in  base  alla' (Ì7);  che,  se  il  se- 

•-•>ii<l«»  nieinbrc  della  (17)  ammette  un  limite  per  m,  e  quindi  t,  tendente  all'inh- 

L:t««,  questo  limite  è  un  confine  inferiore  di   P^®\„,qo)'  Oi^a  il  secondo    membro 

•i*-!Ia  (17)  ammette  un  limite,  per  t  tendente  all'infinito,  e  tale  limite  è  fornito 

•ìal  secondo  membro  della  (18),  sdiaccile   l'espressione 

1 

affila  latta  i|K>te8Ì  6  <^  1/4,  tende  a  zero  col  crescere  indefinito  di  t. 

OssBBV AZIONI  —  1**)  Nel  <;aso  in  cui  gli  intervalli  della  successione  limi- 
<ita  (2)  o  di  quella  illimitata  (5)  siano  di  grandezza  costante,  caso  che  corri- 
^THinde  allM[>ote8Ì  6  =  0,  le  due  pro^wslzioni  ])recedenti  si  ]>articolarizzano  co- 
tj«;  8egue: 

Un  confine  inferiore  della  probabilità  P^"^,,,,,^)  che  le  m  —  n  frequenze  gene- 
r^*:ke  il)  ,  simultaneamente  considerate,  assumano  dei  valori  compresi  neW  inter- 
-nlh  p  —  s„  9  P  ~h  ^H  f  9^^  estreìni  inclusi,  'è  fornito  dalla  ineguaglianza 


PC)         -.1  -^^^ 


i  -1-  2pq(l  -  1 


B,Wn-''^pq)[n    '      ^X        2^ 
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Un  confine  inferiore  della  probabilità  'P^''\„,^)  che  quante  si  vagli 
quenze  generiche  successive  (4)^  simultaneamente  considerate^  assumano  d 
comprasi  neWintervallo  p  —  6«  ?  i>  +  «n  j  9^^  estremi  inclusi ,  è  fornito  ù 
guaglianza 

Le  inegaaglianze  (20)  e  (21)  furono  dedotte,  rispettivamente,  dall 
(18)  pouendo  in  esse  0  =  o. 

2")  Il  confine  inferiore  fornito  da  ciascaua  delle  ineguaglianze  (1 
risulta  prossimo  all'unità  quanto  si  vuole  purché  n  sia  scelto,  compatì 
coi  numeri  e„  e  6 ,  sufticientemente  grande.  Così  la  (18)  permette  di 
re  che 

In  una  successione  illimitata  di  prove ,  sopra  un  evento  die  ha  p 
costante  p  di  verificarsi  in  ogni  prova ,  è  prossima  alV  unità  quanto  si 
probabilità  che  le  successive  frequenze  osservate  tendano  al  limite  p, 

CAP.  II. 

KlCKROA   DI   UN    CONFINE   INFERIORE 
PIÙ   CONVENIENTE   DELLA   PROBABILITÀ    P^^\„,m) 

5.  In  questo  capitolo  mi  occuperò  di  una  ricerca  diretta  ad  t 
confine  inferiore  della  i)rol)abilità  P^®\„,,„) ,  ricerca  che  mi  venne 
dalla  osservazione  (^),  contenuta  nella  prima  Nota  del  Cantelli,  i 
accennai  nel  §  2.  Dimostrerò,  infatti,  co»ne,  facendo  capo  direttamem 
rema  di  Boole  ed  usufruendo  della  formula  di  de  la  Vallee 
sin,  già  citata,  si  pervenga  ad  un  teorema  che  fornisce  un  altro  e 
feriore  di  P^^\„,,^) ,  il  quale  risulta  generalmente  più  elevato  di  quell 
nel  capitolo  precedente. 

Mi  limito  ad  enunciare  il  teorema  di  Boole  (^). 

^^  Pii  }  Pit  f  •••  '  Pinx  *'M[PéJWti?awi«nf6  rappresentano  le  probabilità  ci 
fichino  ciascuno  degli  m  eventi  compatibili  ìj  ,  ^g  ,  m.  ,  i^  >  Vnno  prese  in 
gli  altrij  la  probabilità  Pi^^i2.,.i    che  gli  anzidetti  eventi  si  verifichino  s 

mente  soddisfa  alla  ineguaglianza 


hi 


m  jv,...<„.^2p'*~^'"~*^- 


*-i 


(**)  loc.  cit.  (1),  uota  «li  p.  44 
(»)  loc.  oit.  (*). 
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I 

Ponendo  p^  z^\  ^^  q       la  (21*)  si  può  scrivere  sotto  la  forma 


m 


-•')  Pi.»-'»,  ^  1 — 2  ''* 


k 


nella  quale  il  teorema  si  presta  ad  Qssere  esteso  ad  ana  infinità  di  assegnati 

"Venti. 

Interessa  notare  che  la  precedente  ineguaglianza  vale  per  eventi  fra  di  loro 
ì\^c%dinti  0  indipendenti  e  vale  a  fortiori  quando ,  invece  delle  probabilità 
I  .7,,...,^,.^,  siano  dati  dei  confini  superiori  di  dette  probabilità. 

Con  riferimento  dunque  alla  questione  principale  posta  nel  §  1  ,  ove  si 
vippoDgano  note  le  probabilità  Q(„)  ,  Q(„+i)  ,  ...  ,  Q(,»-i)  (o  aluieno  dei  confini 
^^jH'riori  dì  dette  probabilità)  che  ciascuna  delle  frequenze  (1) ,  a  prescinflere 
Wii»  altrey  non  assuma  un  valore  compreso  nel  rispettivo  intervallo  della  suc- 
-^me  (2),  gli  estremi  inclusi,  il  teorema  di  B  o  o  1  e  permette  di  affermate 
"i^  la  probabilità  P<®\„,„,)  che  le  m  —  n  frequenze  (1),  considerate  simultanea' 
"'>t^  assumano  dei  valori  compresi  nei  rispettivi  intervalli  (2),  gli  estremi 
i'^n,  soddisfa  alla  ineguaglianza 

m— 1 

■Hi 


P'«»,„,.n,  ^  1   -  2  Q 


Per  tanto,  il  problema  di  determinare  un  confine  inferiore  di  P^®\n,ni)  (^*h^ 
'  il  problema  del  quale  io  mi  occupo)  si  riduce  a  quello  di  determinare  al- 
1*110  dei  confini  superiori  delle  probabilità  Q^*) ,  fc  =  n  ,  n  +  1 ,  •••  >  wi  —  1.  Ora, 
ili  confini  superiori  potrebbero  determinarsi  in  base  al  noto  teorema  di  B  i  e- 
laymé-Tc  b  e  by  e  h  e  f  oppure  in  base  all'espressione'  integrale  della  pro- 
•*Mlità  (Laplace)  completata  da  un  confine  superiore  dell'errore  da  cui  è 
^S'^rta  (Lia  pò  u  no  f  f);  ma,  cosi  facendo,  si  arriverebbe  a  risultati  che  non 
*■  prestano  poi  ad  essere  estesi  al  caso  di  una  successione  iUimitaia  di  fre- 
j'enze  perchè,  in  tal  caso,  l'espressione  del  confine  inferiore  di  P^^^n,»)  viene 
*'Iil«ndere  da  serie  divergenti  (^%  È  dunque  necessario,  per  ottenere  dei  con- 
•nienti  confini  superiori  delle  probabilità  Q(t)  ^Jc=:n  ,n  -\~  1 ,...,  w  —  1  ,  di 
n^-orrere  ad  un  altro  teorema  quaPè  quello  di  De  la  Vallèe-Poussin. 

6.  11  teorema  di  D  e  la  V  a  1 1  é  e  -  P  o  u  s  s  i  n  ,  la  cui  dimostrazione  tro* 
•»i  nell'opera  di  R.  de  M  o  n  t  e  s  s  u  s  già  citata  ("),  si  può  enunciare  come 

>♦)  loo.  cit.  (»). 

('*)  loc.  cit.  (*),  pp.  54-57.  Nel  consultare  l'opera  citata  si  tenpfa  presenta  che,  a  p.  55, 
'-*'»  e^prwsiooe  di  S  devesi  leggere  T^jj^  in  luogo  di  T^+X-i  ,  come  nell'edizione  che  ho  sot» 
-^luo  ai  troT»  stampato. 


)(  200  )( 

tSe  &X(A)  è  la  frequenza  assoluta  generica,  in  k  prove,  di  un  eccnt 
probabilità  costante  p  di  verificarsi^  e  quindi  probabilità  qzizl — p  di 
rifiearsi ,  in  ciascuna  prova  ;  se  s^  è  il  massimo  intei'O  contenuto  in  [k 
8;t  è  un  intero  positivo  assegnato  ;  un  confine  superiore  della  probabilità 
zidetta  frequenza  kX^,^)  non  assuma  un  valore  compreso  nelV  intervallo 
**  +  S*  /  *  (^i  estremi  s^ intendono  appartenere  aW  intervallo  stesso ,  è 
Vespressione 


(25)  g^        o\ 


Per  potere  usufruire  di  questo  teorema  nella  determinazione  di 
fine  inferiore  di  P^®\„,„») ,  è  necessario  trasformare  convenientemente 
ma  stesso  per  riferirlo  ad  un  intervallo  di  centro  p  e  raggio  qualun 
ro  o  no. 

Valgano  all'uopo  le  seguenti  considerazioni  : 

1**)  Se  Xfc  è  un  ix)Sitivo  intero  o  no  eguale  a   8*  —  1    oppure    ii 
l'intervallo  8;^  —  1^8,^,  è  facile  intendere  come  la  probabilità  che  la 
assoluta  generica  feX^*)  non  assuma  un  valore    compreso    nell'  intera 

—  (Xjk -|~  ^)  5  *fc  +  (^fc  + l)j  6^1  estremi  inclusi,  è  uguale  alla  probi 
fcX^)  non  assuma  un  valore  compreso  nell'intervallo  «^  —  8;^,«a+. 
stremi  inclusi  ^  e  ciò  perchè  1  valori  che  la  detta  frequenza  assolut 
sumere  fuori  del  primo  intervallo  sono  gli  stessi  valori  che  essa  puì: 
fuori  del  secondo,  cioè  sono  i  valori  «*  4I  (84  -f- 1)  ,  ^j^  Ifl  (8^  -j-  2) ,... 
Si  potrà  dunque  affermare  che  la  probabilità  che  la  frequenzs 
generica  JcX^f,^  non  assuma  un  valore  compreso  nell'  intervallo  «j^  — 
**  +  (^A  +  1)  è  inferiore  al  valore  fornito  dalla  (25)  e ,  a  fortiori ,  \ 
che  è  "kk^^Ah  ^  che  •la  (25)  cresce  al  decrescere  di  S;t>  che  è  infer 
lore  fornito  dalla  espressione 

le 


(26)  ^^        ^_A 


2°)  Si  osservi  che  ampliando  l' intervallo  s^,  —  (X*  -[-  1) ,  «jt  +  ' 
precedente  conclusione  ha  luogo  a  fortiori.  Ora ,  si  può  ampliare 
intervallo  sostituendo  a  Sj^  un  numero  più  piccolo  nell'estremo    iufi 
numero  almeno  eguale  ad  esso  nell'estremo  superiore  dell' intervall 
Rammentando  che  «4  è,  per  ipotesi,  il  massimo  intero  contenuto    11 
due  numeri  siffatti  sono   rispettivamente  [Te  -{-  l)p  —  1  e  (fe  +  l)p 
per  tanto  sostituire,  all'intervallo  suddetto,  l'altro  intervallo  hp  —  X 
jkp  +  ^*  "l~  i^  +  ^  od  anche  ,    con    maggior    ragione  ,    l' intervallo 
fcp  —  X;t  —  2  ,  fejp  +  X^  -j-  2  ma  simmetrico  rispetto  a  Icp, 
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Coucladeado  ^  8Ì  potrà  affermare  che  la  probabilità  che  la  frequeusa  às- 
^'iatan  generica  fcX(jk)  uou  assuma  uu  valore  compreso  uell'iutervallo  kp — X^ — 2, 
t^ — X*-}--»  oppure  che 

La  probabilità  che  la  frequenza  relativa  generica  X(^)  non  assuma  un  valore 
•itmpreso  nelV intervallo 

<?!  trstremi  inclusi,  è  inferiore  aX  valore  fornito  dalla  espressione  (26). 

7.  Il  teorema  di   D  e  1  a  V  a  1 1  é  e  -  P  o  u  s  s  i  u  ,  trasformato  come  sopra, 

liei  mette  di  determinare  dei  coutìni  superiori  convenienti  delle  probabilità  Q^^), 

Q..^)  ,...,  Q(«,~i)  che  ciascuna  delle  frequenze  (1),  a    prescindere    dalle  altre, 

'éf¥a  assuma  un  valore  compreso  nel  rispettivo  intervallo  della  successione  (2), 

Jì  estremi  inclusi,  di  centro  p  e  raggio  S;^  dato  dalla  (3). 

Air  uopo  basterà   supporre    successivamente    fe  =  n  ,  ?i  -j-  1  w  *'^  —  ^    ^ 
^'D  riferimento  alle  (3)  e  (27),  determinare  X;^  j  <^he  figura  nella  (26),  in  modo 
*^  si   abbia 

K  + 


^ = -  (I)" 


Seguono  allora  facilmente,  sotto  le  ipotesi  6^1  e  •^>2/(?r  —  1),  essendo 
%^k  e  ponendo  per  brevità 

e«  +  2 

te  ineguaglianze 

fnY  /n\^ 

•30)  X;,  >  Tn(fe  +  1)  M  >  T«^  M  ; 

onde,  sostituendo  il  primo  dei  due  confini  inferiori  di  X^  forniti  dalle  (30)  al 
#«  che  in  (26)  figura  alla  base  della  potenza  che  ne  costituisce  il  denomina- 
tore, ed  il  secondo  confine  inferiore  di  X^  al"^j^  che  figura  ad  esponente  della 
vletta  potenza,  si  )>otrà  scrivere,  in  luogo  della  (26),  l'espressione  che  fornisce 
w  valore  più  elevato 

X; 


sarà  il   valore  di  questa  espressione  un  confine  superiore    della    probabilità 
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t^,^k)  che  la  frequenza  generica  relativa  X^j^)   ^on  assuma  au  valore 
iieirintervallo  p  —  ^ki  P  -\-^kì  intjlnsi  gli  estreaii,  dove  S/^  è  dato  da 
Per  comodità  scrivo  la  (31)  sotto  la  forma 

(32)  -    * 


avendo  posto 


(33)  „     -  /,  J_  Tn»»"  ì'*^"""*' 


Ora,  se  G  =  o,  %  è  costante]  se  6  >o,  la  successione  di  numeri  at,  ,  A: 
,...,  m  —  1,  risulta  creicente^  quando  sono  soddisfatte  le  condizioni 


(34)  ,- r<fi.<M 

H  —  1 


onde  si  potrà,  tenendo  queste  ultime  ipotesi  (nelle  quali  rimane  con 
potesi  precedehtemente  fatta  su  sj,  sostituire  alla  i)recedente  succ 
numeri  a^  il  confine  inferiore  (**) 

(35)  ^         /i.    V«^ 

dove  Y„  è  dato  dalla  (29) ,  e  si  potrà  sostituire  alla  (32)  1'  espressi( 
conveniente  ma  più  semplice 

(30)  -j^ , 


a„ 


dove  a^  è  data  dalla  (35)  e  risulta  maggiore  delPunità. 


(^*)  Infatti/  scrtveDclo  a^  nella  forma 


«A 


( 


• 


|T..«e^ 


ben  si  vede  che,  asditinendo  k  snccessivamente  i  valori  n  ,  n  4"  1  »•••»  l^  e8pres8Ìon< 
tesi  qnadre  tende  crescendo  verso  il  limite  e^*^    '^^  ove  ,  cominciando   da  A"  =  w  , 
"*^    ^    '  sia  potftHra  e  inferiore  alV unità.  Ora,  ciò  ha  luogo  quando  sia  o  <  Y«  <C  P^i 

che  sono  certamente  soddisfatta  quando  siano  soddisfatte  le  (34),  come  facilmente 
base  alla  (29). 


)(  203  )( 

8.  Ponendo  nella  (36)  successi vanieu te  fc  =  w  ,  w  -f- 1  »•••>  w  —  1  >  si'  otten- 
gono (lei  contini  wiperìori  conveuienti  delle  probabilità  Q(^)  ,  Q{«4-i)  v>  Q(»tt-i) 
r.  per  tanto,  in  base  alla  (24)  si  ba 


m-l 


Trattasi  ora  di  effettuare  la  somma  che  tigur-i  nella  (37)  ed  in  ciò  mi 
i3.to,  per  le  condizioni  che  dovrò  porre  in  segnito,  a  supporre  o  <  6  .^  1/4. 

Nel  caso  6 1=  o ,  caso  in  cui  gli  intervalli  della  successione  (2)  banno 
:t,^'io  costante  s„  ,  si  tratta  di  una  particolare  progressione  geometrica  che 
^i  ^oflima  senza  difficoltà  (^)  ed  effettuando  tale  somma^  che  si  ha  quando  si 
:«iga  nella  (37)  6  =  0,  si  perviene  alla  ineguaglianza  (41)  che  seguirà. 

Nei  casi  in  cui  si  ha  0  <![  6  ^  1/4 ,  quando  cioè  gli  intervalli    della  suc- 
^imt  (2)  hanno  raggio  decrescente  s^ ,  dato  dalla  (3)  per  ogni  Jc=zn  ,n  -}- 1,..., 
«-1,  non  mi  è  noto  alcun  procedimento  elementare  che  permetta    di  effet- 
"^^  la  somma  che  figura  nella  (37). 
Dimostrerò  invece  (§  9)  che,  ponendo  per  brevità 

■•>^  (n  —  1)^-^  =  V     ,     (m  —  1  )*-*»  =  ji 

'  <[i^ado  siano  soddisfatte  le  condizioni 


yn  —  1 


^1  La  BomDiazione  da  eaegaire,  quando  si  effettui  la  differenza 


'^ÌQ«  a  termine^  ottenendo 


wttde  dalla  somnaa  di  m  — >  n  teniiìni  appartenenti  alla  ordinaria    progresBÌoue   geometrica. 
Effettoando  tale  somma,  ensendo  a,^  >•  1  data  dalla  (35)  per  0  =^  o,  si  ricava  : 


Wl-i 


1  +  H(fl,,  -  1)  _  l+w(a.,--l) 


)(  204  )( 

nelle  (](Viali  vengono  assorbite  le  (34),  nn  confine  superiore  della  soo 
(letta  è  fornito  dalla  ineguaglianza 


IM— 1 


2.     ^         < 


(40) 


(l-liV-*;<'-«"(lgA,y 


i^StìI^'»-"")- 


r««o 


dove  a„  è  data  dalla  (35).  Per  tanto,  sostituendo  nella  (37)  l'  espres 
costituisce  il  secondo  membro  della  (40) ,  si  ottiene  immediatameut 
guagUanza  (42)  che  seguirà. 

Intanto,  raccogliendo  i    precedenti  risultati  e  tenendo    presenti 
zioni  sotto  le  quali  furono  ottenuti^  si  può  enunciare  il  seguente 

Teorema  —  Se  un  evento  ha  probabilità  costante  p  di  verificarsi 
probaòilità  q=zl  — p  di  non  verificarsi^  in  ciorscuna  di  m  —  1  prove 
se,  essendo  assegnati  V intero  positivo  nei  numeri  t^  e  0  soddisf acent 

dizioni  2/^n  —  1  -^  s^  -^jp?  /  o  ^  6  ^  1/4  ,  la  successione  di  numeri  p 
«n+i  ^"v  ^m-i  ^  determinata  in  ba^e  alla  (3)  e  se,  infine,  i  numeri  7,. , 
sono  dati  dalle  (29) ,  (35)  e  (38)  ;  un  confine  inferiore  della  probabilix 
che  le  m  —  n  frequenze  generiche  successive  (1)  delV  evento^  simultanea 
siderate ,  assumano  dei  valori  rispettivamente  compresi  negli  interval 
estremi  inclusi,  è  fornito  dalVuna  0  dalValtra  delle  ineguaglianze 


(41) 


p(o),         ,  •>  1 ^ 


ì  +  »(a„-^l)       l  +  m(a,  — 1) 


a 


n 


^ 


m 


P"»(„..)  >  1  - 


(42) 


(1  —  2e)v*-«/(«-»«'(lgA.)*^ 


^ItìI^'H'  - 


rwO 


3 


-ÌHtiI^'* 


n„-o 


secondochè  gli  intervalli  della  successione  (2)    abbiano    grandezza    costa 
crescente. 

Per  mezzo  di  considerazioni  analoghe  a  quelle  fatte  per  dedurr 
lario  del  §  4  ed  osservando  che  le  espressioni 


(43) 


1  +  m(a„  —  1) 


a. 


w 


é^^TìM , 


r-^ 
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•We  a^>l  ,   tendono  a  zero  col  crescere  ìndefiuito    di  m  e  quindi  anche  di  jt 
•  il  precedente  teorema  si  deduce  il  seguente 

Corollario  —  Un  confine  inferiore  dèlia  •probabilità  P^®^,,,^^.)  che  quante 
«.  togliano  frequenze  genetiche  della  successione  illimitata  (4) ,  simultaneamente 
^'viderate  ,  assumano  dei  valori  rispettivamente  compresi  negli  intervalli  della 
*^ix€$sione  illimitata  (5),  gli  estremi  inclusi,  è  dato^  ferme  restando  le  ipotesi  del 
i^fcedente  teorema^  dal  limite  verso  cui  tende  il  secondo  membro  della  (41)  per  m 
**4dente  all'infinito  se  gli  intervalli  della  successione  (5)  hanno  grandezza  costan- 
.*'.  t'ppure  dal  limite  verso  cui  tende  il  secondo  membro  della  (4:2)  per  |i  tendente 
i"  infinito  se  gli  anzidetti  intervalli  hanno  grandezza  decrescente  e  tendente  a 
t^ro;  ossia  è  dato  dall^una  o  daWaltra  delle  ineguaglianze 

a.  1^(0)         -^1        1  +  n(a^  -^  1) 

(a,  -  DX**-' 


•  2^('-y 


ri—o 


1\  p(0)  .  "^   1 

(l-2e)v*-V<*-««>(lg,aJ*  a,: 

^h«SKRV AZIONI  —  1**)  Se,  ferme  restando  le  condizioni  del  teorema  prece- 
■"iWif  nel  caso  6  =  o,  la  successione  di  frequenze  (1)  e  la  corrispondente  suc- 

<<ioDe  di  intervalli  (2)  sì  suppongano  costituite  dalla  sola  frequenza  X(n)  e 
al  corrispondente  intervallo  p  —  e„  ,  i>  -f^Sn  ?  'a*  probabilità  P<''^(„,„4,)  cbe  la 
«-tta  frequenza  assuma  un  valore  compreso  nelPanzidetto  intervallo,  gli  estremi 

«■liisi,  coincide  colla  probabilità  P(„)  di  cui  si  è  tatto  cenno  nel  §  1  e  quindi 
ri  confine  inferiore  di  questa  probabilità,  oltreché  dal  teorema  di  Bienay- 
TH  -  Tchebychef,  è  dato  dalla  espressione 

n 
4t>i  1  — 


arT  ' 


■l<»ve  a^  è  data  dalla  (35)  quando  in  essti  si  ponga  6r=o,  espressione  ottenutisi 
■'Qtfndo  nella  (41)  m  =  n  -|-  1. 

2^;  J]  confine  inferiore  fornito  da  ciascuna  delle  ineguaglianze  (44)  e  (45) 
r>iilta  prossimo  all'unità  quanto  si  vuole,  purché  n  sia  scelto,  compatibilmente 
'*n  numeri  e»  ^  ^  sufficientemente  grande.  Cosi  anche  in  base  alla  (45)  ha 
■"•go  qnanto  è  stnt4)  affermato,  alla  fìne  del  §  4,  sulla  base  della  (18). 

9.  Kìnjane  da  dimostrare  che,  nei  casi  in  cui  o  <^  6  ^  1/4  e  sotto  le  con- 
i2ioni  (39),  si   ha  l'ineguaglianza  (40). 

All'uopo,   si  consideri  la  funzione  della  variabile  ne 

(47)  J?^n"*'' 
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in  cui  a»  è  data  dalla  (35)  e  6  è  un  numero  nullo  o   positivo  da  det 
opportunamente. 

Effettuando  la  derivata  di  tale  funzione,  si  riconosce  facilmente 
è  decrescente  per  ogni  valore  di  x^n  —  1  quando  sia 

(48)  6  <  1/2  ,  (l  -  26)(H  —  l)^-*«lg,a,.  >  1 

onde,  sotto  queste  condizioni,  si  potrà  scrivere 


m— I 


*«.n  "'n 


n 


1— se 
xa,r^      dx 


e  si  ha  così  un  confine  superiore  della  somma  cbe  figura  nella  (37) 
senta to  dall'integrale  di  cui  sopra.  Se,  nel  detto  integrale,  si  efiettu 
biamento  di  variabile 


1—26 


(50)  y  =  x 


e  si  tengono  presenti  le  (38),  la  (49)  può  scriverei  come  segue 

m—I 

<3i)  2^  <  r=ie  r^'"-'"'  '  '  ''-'^^  • 

n  * 

Siccome  per  i  valori  di  6  molto  vicini  a  1/2  la  seconda  delle  (4i 
generalmente  soddisfatta  solo  per  valori  di  n  molto  'grandi ,  conviei 
non  assuma  valori  di  poco  inferiori  a  questo  limite ,  assegnato  da 
delle  (48).  Ora,  anche  per  evitare  delle  complicazioni  nel  calcolo  del 
sopra  indicato,  supporrò  6^1/4  e  poiché  dev'essere  inoltre  6>o 
risulti  decrescente  col  crescere  di  fc  (§  1) ,  si  è  condotti  a  porre  o  < 
ed  allora  la  seconda  delle  (48)  è  soddisfatta  qnando  siano  soddisfatte 
zioni  (^*) 

^n  —  1 


(^^)  Infatti,  sviluppando  in  serie  il  lg<  a,^  che  entra  nella  seconda  delle  (48),  t 
flente  die  a^  è  dato  dalla  (35)  (e  ciò  può  farsi  in  forza  della  condizione  z.^^pq  <\ 
Yh-<CP9)  >  arrestando  detto  sviluppo  ai  primi  due  termini  e  ponendo  neir  espr 
ottenuta  n  —  1  in  luogo  di  n  ,  1  in  luogo    di  un  sottrattivo  "^njPQ  ©  1/4  i'^  Juogc 
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Sotto  queste  coudizìoui,  un  confiue  superiore  dell'iutegrale  che  tigura  nel 
vf»>mlo  membro  della  (51)  si  ottiene  osservando  che,  per  ogni  valore  di  y^v, 

s  ha 

L  he  permette  di   scrivere,  in  Inogo  della  (51),  IMnegaaglianza 


m— I 


Per  calcolare  l'integrale  che  figura  nel  secondo  membro  della  (54)  si  può 
rirtdere  mediante  integrazione  per  parti  ;  si  ottiene  così  una  formola  ricor- 
rr3v  |K»r  mezzo  della  quale  si  trova 

3  ^  lì 


r,r^  r^o 


"  $^'>:.tueudo  il  secondo  membro  della  (55)  all'integrale  che    figura  nella  (54) 
^ 'Trieue  l'ineguaglianza  (40)  quando  siano   soddisfatte    le    condizioni  (52),  e 
urido  Ria  o<[6-^l/4,  come  volevasi  dimostrare. 

CAP.   III. 

Confronti. 

10.  Concladerò  mostrando,  per  mezzo  di  alcuni  esempii  numerici,  come  il 

•iiiÌDe  inferiore  della  probabilità  P^®\„,„.)  fornito  dalle  formole  da  me  trovate 

«■  l^*«e  al  teorema  di  De  la  Vallèe-Poussin,  sia  generalmente  più  eie- 

'  ^'*>  a  parità  dì  ogni  altra  condizione,  di  quello  fornito  dalle  formole  dedotte 

^'^  citata  proposizione  del  Cantelli. 

Posto/»  =1/2  ,  s„  =  0«25  ,  6  =  0  ,  m  =  -}-oo  e  applicando  le  formole 
-''  e  (44),  rispettivamente  fondate  sulla  proposizione  del  Cantelli    e  sul 

'^'fepf,  facUmente  si  vede  che  la  seconda  delle  (48)  è   soddisfatta  qnando  sia 


2 


Yh*>1. 


Mii  8i  ha  )  per  la  (29)  e  per  la  seconda  delle  (52) ,  y«  ^  *» onde    y«*  ^  *»*  — 

w— 1 

*5  1-125  tt  2 

■  s  — •  >  t^*  —  ' >  Zn^ ,  dnnque  la  precedente  condizione  è  soddisfatta  a  for* 

' — 1  II  -1  w — 1 

"^IHiuido  sia 


n— 1  /    ,  2    \ 

^'luando  sia  soddiafatta  la  prima  deHe  (52). 
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teorema  di  De  la  V  a  1 1  é  e  -  P  o  a  s  s  i  n,  si  hanno,  in  corrispoudeii! 
loiudieatì  valori  di  /i,  i  seguenti  valori  del  contine  inferiore  di  P^^\, 

n  forni.  (21)  forni.  (44) 

100  0-29  043  —0.013 

110  0.86114  0-542 

200  0-66  333  0- 9^69  0 

Posto  p  =  1/2  ,  i„  =  0-01  ,  6  =  1/8  ,  n  =  150  000  ,  w  =  +  fx 
mola  (21)  dà  il  confine  inferiore    —  294 ,    apiirossimato  a   meno  di 
per  difetto,  mentre  la  formola  (44)  fornisce  il  valore  0-99,979.... 

Questi  esenipii  mostrano  che  mentre  la  (21)  fornisce  confini  mì 
venienti  per  inccoli  valori  di  n ,  prossimi  al  centinaio ,  la  (44)  foru 
più  elevati  ap[>ena  si  superi  un  centinaio  di  prove  e  mostrano  a 
mentre  i  primi  confini  tendono  verso  Tunità  asHai  lentamente  col  cre^ 
rapidamente  vi  tendono  i  secondi.  Si  noti,  infatti,  che  nel  caso|)=l/2  , 
6=1/8  ,  iw=:-f-oo  ,  occorre  fare  n  =  10  000  000  000  i>er  ottenere  col 
(21)  il  confine  inferiore  di  0-995....  Deve^i  però  osservare  che  la  (2 
da  una  formola  valevole  per  casi  piiì  generali  e  ,  come  tale ,  i  re 
comporta  possono  reputarsi  abbastanza  soddisfacenti. 

Riferendomi  ora  soltanto  alle  formole  da  me  trovate  nel  Gap.  I^ 
rilevare  di  quanto  decresca  il  confine  inferiore  di  P<®\„„„)  quand< 
dall'ipotesi  m  =  n  +  1  all'ipotesi  w  ==  +  ^^  ossia  quando  si  passi 
siderazione  di  una  sola  frequenza  alla  considerazione  simultanea  <^ 
cessione  illimitata  di  frequenze;  e  ciò  perchè  ogni  altro  confine  inf( 
analoga  probabilità  relativa  ad  una  successione  limitata  di  due  • 
quenze  sarà  necessariamente  compreso  tra  i  [due  confini  corrispoi 
due  precedenti  ipotesi. 

Limitandomi  al  caso  |}  =  1/2  ,  s„  z=  0-1  ,  6  =  o  ,  si  tratterà  i 
tare  i  valori  che  assume  l'espressione  (46)  coi  risultati  cui  conduce 
(44),  in  corrispondenza  ai  seguenti  valori  di  n: 

08  520 
0-9  694 
0-9*375 
0-9=^744 
0-9^798 

Si  osservi  anche  qui  che    il  confine    inferiore    di    P<®\^,^)    cr< 
mente  col  crescere  di  n  e  che  la  stessa   osservazione    potrebbe    fa 
rando  intervalli,  anziché  di  grandezza  co8i4intej  di  grandezza  decreti 
dente  a  zeroj  casi  corrispondenti  alle  ipotesi  o  <<;  6  ^  1/4. 
Roma,  febbraio  1918. 


n 

m  —  n  4"  1 

800 

0-9*781 

900 

0.9^543 

1000 

0-9*056 

1200 

0  -  9^  608 

1500 

0  -  9^  684 

(1^)  La  torittura  0-9369  vale  0*99969;  e  cosi  di  seguito. 
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SOPRA  UN'EQUAZIONE  INTEGRALE 


NOTA 


DI 


GIUSEPPE   USAI   (a  Milano) 


li  Prof.  Q-iulio    Vivanti    in  un    suo    recente  libro    (*)    ba   conside- 
^:Aìà  iQ^eqaazione  integrale  tipo  Y  o  1 1  e  r  r«a  di  2*  specie  col  nucleo  enìisìm- 


K(x,y)  —x  —  y 
^  eojla  solazione  : 

ff[x)  =:  sen^a?. 

Per  tali  equazioni  e  per  parecchie  altre  piil  generali  io  mostrerò  come 
~  procedimento  comune  di  iterazione  possa  con  maggior  rapidità  e  successo 
^rfilr  sostituito  dall'applicazione  semplice  delle  formule  (4)  di  pag.  56  del  li- 
»:<•  f^addetto  ossia  dal  metodo  per  approssimazioni  successive  usato  dal  Y  o  1- 
>  r  r  a  (*)  per  le  equazioni  di  2*  specie  e  dal  Picard  0  per  quelle  di  1» 
^r^ìft  e  le  ragioni  di  preferenza  sono  alimentate  dal  fatto  che  per  le  condi- 
i^oi  stabilite  dal  Daniele  0  il  nucleo  in  questione  non  è  mai  riproduci- 
'i.«  e  ciò  non  è  sempre  un  vantaggio  per  la  determinazione  del  nucleo  ri- 
»  ivente. 

Le  equazioni  che  ora  verrò  a  studiare  rappresentano  quale  caso  parti- 
ft-are  le  funzioni  circolari  fondamentali  seno  e  coseno  e  le  loro  corrispondenti 
'.«rlioliche  le  quali  si  deducono    dalle    prime  col  cambiamento    del  segno  nel 


.1)  G.  Vivanti,    Elemùntt    della    Teoria    delle  equazioni    integrali  lineari    (Milano,   1916 

*)  y.  Volterra,    Leeone  sur  tee  Equatiotts    Integralee,    Paris,    Gautior    Villars  ,    1913. 

^}  Picard,  Sur  une  équatUm  fonctionnelìe,  Comptes  rendas  de  l'Ac.  dea  Sciences  de 
hnè.  »  Sem.  1904. 

'*)  Daniele,  Sui  nuclei  ohe  H  riproducono  per  it^atione,  Rend.  del  Cìrcolo  Matematico 
:.  Pklermo  1913). 

VCL,  tvi,  37 


} 
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nucleo  X  —  y,  col  quale  d'altra  parte  e  agevolmente  possono  anche 
tarsi  le  esponenziali  e^,  cj''*;    di  tutte  queste    funzioni    già  studiate 
mente  nella  teoria  delle  serie  ,  delle    frazioni  continue  e    dei    prod< 
(Eulero)  sì  avrà  in  tal  modo  un'altra  ed  interessante  rappresent 
diante  equazioni  integrali. 
2.  Sia  l'equazione: 

(1)  x  =  ^(x)  —  \  (««— r)?(y)<^y 

J  0 

(a  intero  e  positivo)  la  quale  per  a  =  1  riducesi  a  quella  di  V  i  v 
Ponendo: 


oo 


?(^) = 2t*(-''') 


A<«0 


la  (1)  sì  soddisfa  colle: 


I  Q 


(y)dy  h=:l 


e  quindi  : 

Ammettiamo  che  sia: 


?«(^) 


2(2+a)(3+a)(3+2a)(4+2a)(4+3a) [(n+1  )+(«-!  )a][(/t-+ 

e  per  induzione  si  trova: 


9«+iW  = 


2(2+a) [(n-f-2)+ftal[(«+2)+(»+l)a] 


d^accordo  colla  precedente  che  in  tal  modo  è  generale. 
Si  ricava  così  la  soluzione: 


^(_,)=x+'^~-—^ 


oo 


2(2+a) ((A._[-,i)_|-(/^— i)ap_j_i)_)-/ 


(5)  Il  numero  elei  termini  al  denominatore  dì  tale  espressione  è  2n.  Basta  pe 
ohe  al  fattore  A  +  K«  (*  >  K)  corrisponde  il  numero  d'ordine  À  +  K  -^  1, 
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tale  serie  è  sempre  convergente  giacché  il  rapporto: 

[n+2+naJ[n4-2+(n+l)a] 


a 


li  i  coefficienti  di  x  nelle  (p„(d?) ,  9«4.,(J:?)    ha    per  w  =  cxj    il    limite    infinito  e 
i  testo  i)er  il  teorema  di  Hadatnard  (^)  è  il  raggio  <lì  convergenza. 
Se  nella  (1)  si  cambia  il  segno  al  nucleo  si  ha  la: 


J  0 

•}Qimlt  ragionando  come  prima: 


'X 


fj^x)  =  X  tf^{x)  =      (y«  —  x^yf^^^(y)dy      .      h=i\  ,2,...oo  . 


0 


Ne  viene: 


Ti(-^)  —  —  *i(2_j_a)  '^2^*^^  ~"  2(2-fa)(3+a)(3+2a) 

fli  solito  metodo  induttivo  si  ha  la  soluzione  : 


g^''^/t(a-f-»)-fl 


ì(2+a) l(A+l)+(fe-l)aJ[(fe+l)+H  ' 


Xei  caso  particolare  a  i=  1  dalle  (1)  e  (2)  si  ricavano  le  : 


X  =  (p{x)  — /    (x  — 
xz^rpix)—!    (y  —  x 


y)9iy)dy 


)f{y)ày 


He  soluzioni  rispettive  : 


00 


7(a.)=:^+2(2fxiyi  =  «enh^ 


(2A4-1)  ! 


(2A+1) 

*=1 


^iBadamArd,    Tai  Herifs^  ài    Taylor   «<  8on  prolongement  analytique,  [Scienti»,  n.*^  12] 
'*Hs  1901. 


X  ai2  X 

3.  Gli  stessi  procedim«Qti  itpplicati  poi  alle  equazioni  integri 


i=rw-/'  {n'—rì'tms 


portauo  iti  breve  alle  soluzioni  ; 

"f"  ~  ^  l(l+aK2+«)(2+3«X3+2«) l*+t»-l)«ll 

'f '■''-'+  2('~ ''  l(l+»)(3+aX2+3») l»+(*-l)o 

uol  raggio  ili  convergenza  pure  aguale  alL'inlinito  e  per  a::=:ì: 

a  1  1  1  ' 

s(x)  =  1  +  -ir'-\ a^-A j^  -i ìt"  -J 


f{x)  —  1 


18       '    567        '   3402»        '   3316950 


'    18  567        '    340:ìO  3316950         ' 

Se  vousideriatnu  il  vaso  più  intereasaute  di  a  :=  1  avremo  le 


1: 


=  f(x)—j    (y~x)f{g)dy 


colle  soluzioni  rispettive: 

'f{x)  =  eosììx  f{x)  =:  eo8J'. 

4.  Altra  equazione  che  per  «  =  1  coincide  con  quella  di   V  i  v 


x"  =  f{x)  —  a"/    {X  —  y)(F{y)dy. 


C)  È  comodo  oBservace  che  qui  ai  ileuomiqatoi'e  i  fattori  sono  2k. 
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d  si  rìdace  alle  : 


d  coi  coi  soliti  calcoli  si  arriva  subito  alla  soluzione  : 


a*«^«+*'» 


t(*)=^+2 


(a  +  l)(a  +  2)  .  .  .  (a  +  2A) 


rin*  c«mvergente    i>ei'  tutti  i  valori  di  x. 

Similmente   si  tratta  l'equazione  col  nucleo  cambiato  di  segno: 


•»"  =  T(^)  — W    {y  —  3c)ff{y)dy  , 


*  cai  solaeioue   è: 

(—  l)'^ . 


A»i 


iVr  a  :=  2   cioè  per  le  equazioni  : 


jf*  =  ff{x)  —  4/ 


(•«'•  "  y)^{y)ày 


hanno  le  soluzioni  in  forma  trigonometrica  cioè  rispettivamente 

,   .    2V    ,    2V       2V 
fp(x)=ia?^  +  — +  — +  — + =sen^*x 

23^4       2^x^       2V 
rp{x)  =  x'  —  — -}-  —  —  — -^^ =  sen*a?  (% 


<N  Gli  sviluppi  in  serie  (convergente)  dì   sen's,    cos'jr  più  che  colle  potenze  si  ottengono 
%<MUnient«  colla  formula  di  T  a  y  1  o  r-M  a  ci  a  n  r  i  u  verificando  prima  di  tatto  ohe   per  : 

•  14: 

/»^(a,)  ==.  2»*-*8en  (2*  +  ^'*  "^  ^"^^j 
n: 

« 

f(x)  =  coe'x 

*  ol  tolito  cambìMuento  dì  segno  si  hanno  gli  sviluppi  di  senh^^p,  ,  cosh^x. 


1 
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Le  equazioni  integrali  invece  che  hanno  per  radici  le  serie: 

2V    .    2V 


C08h 


.^=i  +  ^4._  +  _.4. 


C08-a;=l-:r^  +  — _  — + 
sono  rispettivamente  le  seguenti: 


1  —  ^  =  <p(jr)  —  4/    (X  -  y)f{y)dy 
1~  a^ziz  tp{x)  —  4/    (y  —  X 

J  0 


)9{y)dy  . 


Verificando  ad  esempio  la  i>rima  si  dovrà  avere: 


X  —  4  /     (x  — 


1  —  a^  =  cosh^A-  —  4  /     (x  —  y)coBh?ydy . 


Ma: 


rx  "fi  T"        1    P 

/     (x  —  y)QO%b*ydy  =  -(j?  — ^  y){y  «f  senh^coshy)     +  77  /    (y  -{-  senlr 

Ify*    ,   sen*hy 

~2[T"'        2~ 

onde  sostituendo  e  tenendo  presente  la  cos^ha?  —  sen^hu;  =  1  si  ha 

5.  È  interessante  notare  per  ultimo  le  seguenti  equazioni  int< 
a  fianco  scriviamo  le  soluzioni: 

OLX  =  9(j')  —  a*  I    (^  —  y)9{y)dy      ,      9 W  =  senh(ax) 

ax  =  ^(x)  —  a*  /    (y  —  x)f{y)dy      , .     'f (a:)  =  senoj? 

/o 

1  =  fp(x)  —  «2  /    (J?  —  y)^{y)dy      ,      ^(a?)  =  co8h(aj.') 

Jo 

1  =  (p(j7)  —  a*  /    (y  —  3o)^iy)dy      ,      ^(J?)  =  cosax* 

Jo 

1  +  ow:  =  y(;r)  --  a*  I    (a:  —  y)<p(y)<?.V      ,      ^(a:)  =  t^" 


1  -f  a/,»  =  y{x)  —  a*  I     (1/  —  x)f{y)dy      ,      'fj(ir)  = 

Jo 


^a.." 
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Le  prìme  equazioni  si  risolvono  nel  solito  modo. 

Le  nltimè  due  ci  confermano  dal  punto  di  vista  delle  equazioni  integrali 
kbeo  note  relazioni  di  Eulero  tra  le  funzioni  trigonometriche  ed  iperbo- 
V'he  e  le  esi>oneiiziaIi  0  e  in  riguardo  alle  soluzioni  basta  porre: 


00 


TW  =2  ?aW 


h>J^ì 


poi  rispettivamente  : 


/o  Jo 


{y)dy 


"i  flieare  tantx>  in  un  caso  come  nell'altro  il  solito  processo  induttivo. 


^)  Pik  preciBAmen^e  quelle  riguardanti  le  funaioni  iperboUche  pare  siano  dovote  a  L  a  ni' 
*'M  e  a  Qndermann. 


r*v. 
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ou  mostrato  (*)  che  è 


ù  cai  discende 


A     ^U 

U  A  -;^  =  W  —  (W  X  U)U 

"d?  =  -5rA"  +  ("  +  w)w-w^u, 

illora  la  (1)  diviene 

W  X  -^  A  u  +  (w  X  u)|w*—  (W  X  u')|=o. 

Posto 

I 

u  X  t  =  «4  u  X  n  =  f(,  u  X  b  =  <i, 

'.  tenendo  presente  la  (2),  diventa 


^  poniamo 


F(2^)  =  (a^  -  aJKl  -  O^'  +  2«,a^  +  1  -  «,«( 


<  t  =  pf{8) 

'  '"«)  funzione  arbitrari»,  dalla  (4)  si  deduce,  supposto  yi,  4=  <N 

^     F(/(ir))        . 

-^  wno  le  equazioni  intrinseche  cercate. 
Sea,=zO,  cioè  se  u  giace  nel  piano  rettificante,  le  curve    per  le  quali 


i^)  F.  8  i  b  i  r  a  n  ì ,    8»lla  curvaiura  delle  linee  gobbe,  Gioruale  di  Matematiche    di    B  a  t 
*«''ini,  Tol.  LVI  (1914). 

^OL.  LVI.  U 
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Tenendo  presenti  le  (5)  e  (G)  si  deduce 


txk  =  <^l^^iV^);     nxk  =  '^ 


«.,(«,  —  a.J\ii)) 


.*».  Uì  iiile^razione  delle  cqniizioiii  intriiKsecbe  di  uua  curva  gobba  dipende, 

fif  1>  ;i  r  b  o  11  X    ha  fatto  vedere  f),  da  quella  dì   uu^'quazioue  di  II  1  ce  a  t  i: 

-niìJiDo  come  por  tutte  le  curve    per    cui    un    dato    vettore  u   rljiidameute 

iu»\vso  al  triedro  fondauientale  si  uiantiene  normale  ad   uua   dire/.ione    fìssa 

inazione  di  li  i  e  e  a  t  i  da  integrare  è  una  sola. 

LVquazioiie   di    I)  a  r  b  o  u  x    (per  il  significato  di  o  rifnandianio  al  luogo 

'>riu  tenendo  presenti  le  (5)  (G)  (7)  (8),  IVMjuazione  ])r('eedente  diviene 

^j._!^(,^  +  -j/b-i)  =  o. 

■•'U  variul>iK'    iHdìpeiidenle  è/,  ciò  clic  mostra    l'asserto. 

fi.  Ilo  definita  (*)  radiale  di  V  rispetto  al  punto  O  e  al  vettore  u  la  curva 
♦-'Illazione 


[>  =  ()-:--   '' 


du 

~ds 

Se  h  «'  ^ni   vettore  JKso  a  cui  isi  mani  iene  normale  u,  poiché  da  UXh=-0 

■l»*ilur«' 

r/U 


ds 


X  h  =  0. 


.ii«.  p--(>  si   mantiene  normale  ad  h,  cioè  la  radiale  rispetto  al   punto  O 

'i  vvttore   u  è  in  un   piano  per  O.  Viceversa  ,  se  codesta    radiale  è    conte- 

du 
'A  hi  un  piano  per  O,  dall'essere  (V— 0)xV' /\P "--().  si  deduce    che 


d8 


SI 


^^tifiie  normale  ad  un  vettore  fisso  h  onde  u  X  h  =  costante  ,  cioè  il  vet- 
"'  U  si  mantiene  ugualmente  inclinato  sulla  dire/.ione  di  h. 

Si  vegga  ad  es.  L.  Bianchi,   Geometria  differeuziakf  (Pisa,   1902)  voi.  I,  pag.  17. 
*•  F.  Sìbirani,  Sulk  radiali  delle  curve  gobbe ,  Reiidic.  delPIstitiito  Loitìliardo  di  Sviouze 
•  w-stfre,  191S. 


■■TTT 
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Esso  tratta  della  equazione  a  derivp^te  parziali  delle  superficie  applicabili 
ù  coordinate  curvilinee^  e  fu  aeguito  immediatamente  dopo  da  una  comunica- 
cene iiVAecademia  di  Parigi^  in  cui  si  studiò  per  la  prima  volta  quell'elicoide 
peodosferica  che  fu  poi  chiamata  elicoide  del  Bini,  e  da  molt!  altri  lavori  di 
fitometria  differenziale  sparsi  negli  Annali  di  Tortolini ,  in  quelli  delle  Uni- 
^ftità  io9eane,  nelle  Memorie  della  Società  delle  Scienze  e  nello  stesso  Giornale 
là  Battaglini. 

Dagli  studii  di  Greometria  differenziale  nei  quali  il  D  i  n  i  lasciò  tracce 
imMe,  fece  scolari  illustri,  e  contribuì  fra  i  primi  a  riunire  in  nn  corpo  di 
Irttniia  teorie  sparse  e  nate  separatamente,  fu  tratto  a  lavori  di  teorìa  delle 
fedoni  di  variabili  complesse  e  delle  funzioni  armoniche  e  del  potenziale,  argo- 
^Gti  che  il  soggiorno  di  Kiemann  a  Pisa  avea  in  quell'epoca  contribuito 
tendere  di  attualità;  di  qui  passò  agli  studii  sulla  rappresentabilità  analitica 
ibV  fanzioni,  e  specialmente  sulla  rappresentabilità  per  serie  di  Fourier  e 
w  funzioni  sferiche. 

Pia  tardi  si  occupò  dei  piti  svariati  e  importanti  argomenti  di  Analisi  ; 
K applicando  la  teoria  dei  residui  di  Oauchy,  fece  vedere  come  si  po- 
>u)  calcolare  certi  integrali  definiti  più  generali  di  uno  considerato  già  da 
^in\)i  e  che  occorrono  nella  teoria  delle  funzioni  sferiche;  in  una  serie  di 
'^n»>rie  pubblicate  negli  Annali  di  Matematica  si  occupò  degli  integrali  re- 
(ki  delle  equazioni  differenziali  lineari ,  completando  1  celebri  studii  di 
^■'Ciis;  in  una  recente  Memoria  dei  Lincei  indicò  certi  procedimetiti  gene- 
^•<'m  quali  si  possono  trattare  equazioni  lineari  a  derivate  parziali  di  2^ 
'  !«♦*  più  generali  di  quelle  trattate  già  prima  da  Eulero,  Laplace  e 
^  2 e n d r e  e  infine  daMoutard  e  Dafboux,  e  per  le  quali  i  risul- 
■'-  di  questi  Autori  trovano  la  loro  estensione. 

In  un  lavoro  pubblicato  nei  Collectanea  in  onore  di  C  h  e  1  i  n  i ,  volle 
>«iere  un  degno  omaggio  al  tM\o  maestro  Betti,  mostrando  ai  matematici 
■'••quella  famosa  formola  di  scomposizione  in    prodotto  infinito    delle    fun- 

•  fj  olomorfe  che  si  chiama  la  formola  di  Weierstrass,  si  trovava  già 
^'  nn  raso  paHicolare  ,  ma  in  modo  che  con  poche  considerazioni  se  ne  sa- 
•'•'*  potuto  dedurre  già  il  caso  generale,  in  un'antica  Memoria' del  Betti, 

•nalt*  si  trovò  così  precursore  di   uno  dei  più  brillanti  risultati  dell'Analisi, 
'  '■'*  ^'\  eia  trovato  pre«;ur8ore  tanti  anni  prima  dei  fondamenti  su  cui  si  basò 
'♦^iHhre   scoiierta    di    Hermite    sulla    risoluzione    per    funzioni    ellittiche 
'equazione  di  5**  grado. 

'*^<^  tutti  questi  lavori  non  sempre  furono  scritti  con    semplicità,    (perchè, 
'•'M'^'r  non  tacer  nulla,  il    Di  ni    non  sempre    possedeva  la  mirabile  arte 

*  domare  le  coj«e)  rappresentano  però  molto  spesso  idee  di    prini'ordine  che 

ì^>i  si  prese  la  cura  di  sviluppare  in  forma  più  semplice  e    interessante. 
Ma  a^^canto  aJ  essi  ce  n'  e  un  altro  gruppo  che    ha    bisogno  di  una  par- 
tir»* m*»nzione  e  a  cui  è  indissolubilmente  legato  il  nome  del  D  i  n  i  ,  ed  è 
'  'f»«>formazione  che,  mercè   sua  ,  si  è  operata  nei  principii   del  Calcolo  infl- 
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IXA  GENERALIZZAZIONE  DELLA  LEMNISCATA 

DI  BERNOULLI 


NOTA 


i>i 


GIUSEPPE    USAI 
(con  una  tavola) 


Lì  leiiìiiis(;ata  di  B  o  r  n  o  u  1 1  i ,  per  la  sua  topologia  e  per  le  proprietà 
-  (ho  rientra  in  una  cnrva  più  generale  la  quale,  per  quanto  io   sappia, 

"la  sconosciuta  (*)  ed  indipendente  dalle  ovali  di  Cassini  e  dalle 
^'  >  tlell'iperhole  o  lemniscate  iperboliche  f). 

T.iIh  nuova  curva  (^)  di  cui  io  ora  fò  cenno  è  a  ritenersi  non  immerìte- 
*'  "  «li  stiuUo  o  non  priva  di  una  certa  iniportanza  quando  si  ten^a  conto 
*  nnrosse  destato  ne^ìi  studiosi  dalla  lemniscata  {^)  e  dei  uumerosì  lavori 
'  ;'Juli  quest'ultima  ha  dato  origine  e  ciò  principalmente  p'er  opera  di  F  a - 
*'^*n ()(•),  di   Eulero  f)  e  di    Abel  ('). 

-'.  Presi  due  assi  Cartesiani  ortogonali  O.r,  Oy  si  consideri  la  ellisse: 

/^y  +  aY  --  2ah(bx  +  ay)  +  a'b'  =  O. 

'  Ho  e!4;imiimto  al   riguardo:    G.    Loria,  Spezielìe  AlgehraUche  und  iranszendente  ehenc 
■  '■   LHpzi^);    Fagliano,    Opere  Mafemaiiche  (3  voi.  1911-912);    GomoR    Tei  xe  ira, 
•1"  lif  lojt  curras  e»p€ciaìe»  noiables;   B  o  o  t  li,   Tì'eatìHe  on  nome  neip  geometricaì  methoHuH. 
"  I^i  c«qiiazioiic:  (»*  -j-  .V*)^  ^  •  ^••*^'^  —  «V  comprendenti   le    lemnÌHcat4>    di    B  e  r  n  o  u  li  ì 
'  =       6^.  (Boo  t  II  ,   Treatim  dtato...  t.   II,  pag.   1H3), 

'/•insto  lavoro  fu  concepit^ì  o<l  iniziat4>  a  Napoli  ove,    por  circa    un    quadrimestre,  es- 
'i'iiitare  in  licenza  di  convalescenza,  potei   nell'anno  1917  fieguire  all'Università    o   con 
"■'l'I  mia  soddisfazione  il  Corso  di  Analisi  Superiore  tenuto   dali'IlluHtre   Proft^ssore  Er- 
•  l'.i*cal . 

Mi  riferirò  sempre  d'ora  in  poi  a  (| noi  la  Bornoulliana. 

bagnano  (Opere  citate);  un  bel  ritratto  ad  olio    di  tale   autore    rappresentato  con 
•imiwHta  è  in  possesso  del  Municipio    di  Senigallia. 
H II  loro  (Móni,  de  S.  Petersburg,   V). 
Ahcl  (Crt^Ue'8  Journal,  III). 
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^centro  di  simmetria  e  giacw  Uitta  come  era  a  prevederbi  nel  i**  e  3°  qiui- 
^ù>.  Essa  poi  è  finita.  Infatti   la: 

(6  V  +  «Y)«  =  0 

^Kliìisiarsi  con  x:=:l  i/  =  +  »-  e  tale  sistema  di  soluzioni  è  a  contarsi 

—     a 

«Ite,  onde  i  punti  impropri  si  riducono  a  2    punti  doppi  e   immaginari. 

t  ia  curva  ha  gli  stessi  panti  airiniinito  delPellisse  generatrice,  ma  con 
i:  [licita  doppia  e  tatto  ciò  si  spiega  anche  geometricamente. 

Lsamiiiando  la  (1)  si  vede  jwi  che  Porigine  è  un  punto  doppio  per  il  quale 
>,viioue  couiplessiva  delle  2  tangenti  è  ori/  =  0;  quindi  queste  sono  distinte 
»»£cidenti  con  gli  assi  Cartesiani  ciascuno  dei  quali ,  come  può  verificarsi, 
n:ra  la  curva  in  4  punti  riuniti  in  O  nel  quale  si  hanno  anche  due  in- 
*<:ai  C). 

>\  dimostra  iK>i  ricorrendo  a  derivazioni  parziali  che  fuori  di  O  non  vi 
<^  altri  punti  multipli  e  quindi  la  curva  avendo  3  ]ninti  doppi  cioè  uno  al 
^•frgli  altri  due  all'infinito  sarà  di  genere  zero  cioè  razionale  od  unicur- 
«>Mome  equazioni  parametriche  al  riguardo  io  ho  determinato  le  due: 

_2\'2az  _2\2bz^ 

Ju      i     .^.^^— —  1/  ■  ■  ,. • 

1+2*  1  +  Z* 

lVr«  =  i  =  r  dalle  (1)  e  (2)  si  ricavano  rispettivamente  le: 

2Ì2rz  2^rz^ 

X  rr  — 1 U  :=:  —^ . . 

« 

^  ba  così  in  forma  Cartesiana  ed  in  equazioni  parametriche  la  lemni- 
J  «li  li  e  r  n  o  u  1 1  i  detcrminata  colla  costruzione  (*)  del  circolo  di  raggio 
^  '^  tangenti  fra  loro  perpendicolari  ;  le  equazioni  (3)  e  (4)  sono  però,  per 
^'0  a  me  consta  (**) ,  iwco  usate  non  ostante  che    per  molti   rispetti  siano 

'"he  neU'origine  O  passino  2  rami  della  curva  si  pnò  vedere  anche  per  via  geometrica 

■»1  modo  :  Le  due  tangenti  «,  y  aìV  ellisse  determinano  su  questa  due  corde  e  =  0  e 
*•'  U  nostra  curva  avrà  2  punti  coincidenti  in  O  ;  inoltre  le  due  serie  di  corde  distinte 
^•«•Qte  vicine  alle  tangenti  »,  y  daranno  luogo  a  2  serie  di  punti  infinitamente  vicini 
'    «je  si  due  rami. 

Pascal  ,  Repertorio  di  matematiche  superiori,  II,  1900  pag.  756. 

'  Nello  opere  del  Conte  di  Fagnano  viene  usata  una  volta  sola  la  (3)  e  ciò  per  di- 
*^^«  una  bella  propr'rtà  che  permette   un'  elegante   costruzione    per   punti   della   Lemni- 

^  eiaa  parleremo  in  seguito  (n.  7). 

^  LVI.  2» 


iivìlup|>o  delle  rette  passanti  per  ì  quattro  punti  di  (^oututto  delle  tau- 
r  illii  curva  condotte  dii  un  punto  varialiilo  di  essa  fe   un'  ipeiliole    equi-    , 

i  putiti    di  contatto    delle  tangenti    hUh    ciirv»  epiidotte    da    uu  suo 
Utoo  Hiiuo  situati  su  una  conica  die  ei  i»uò  deteruiiiuiic 
h.'ai'Sti  teoreuii   vennero  dimostrati    per   la    leniiiiseata    dai    sijfiiorl    i<I  ut . 
■"ì   e  Selionte  (")  mediante    le  eqiiaiiioni    (a)    e    {'■^)  e    t^oii    fuleoli 
"  lunghi  e  complicati  ('■'');  si    può  imrb  avete  nna    tiotevole    riduzione 
■  ilellf  {i)  e  ciò  iu  modo  speciale    per  il  teizo    teoretna  che  ora   preii- 
in  e-^iiic    particolare,  e  nella  nostra   dimostraKioDe  si  ba  il  vantaggili 
^)'j1<:i>1ì  permettono  subito  di  determinare  i  coeflìcienti  della  couica  mentre 
i^i  i.EiiostrazioDe  di   Scboute,  eansa  la  complessità  delle  espressioai,  è  so- 
&> accenuato  il  modo  di  ottenerli. 
'■i-j>  si  noti  elle  l'equazione  della  tauyente: 

i-i'Ziij  delle   (4)   si    l'iducc  alla   tbiiiia  seiuplicissinta: 
(3z'  —  1)  Y  -7  (3*  —  3z*)  X  =  4^2r^ 

!■  k  sei  taugonti  alla  lemniscata  c<mdotte    da  un    punto    qualuuque  ■7. ,  Ji 
iiiu  i  putiti  di   contatto  corrisiioiideiiti  ai    valori    di  z  verificunti  la  equii- 


^  _  3p2*  +  4,  '-Jrz'  —  33Lì'  +  p  —  0. 

ni  la  coiiicH  (feuerica: 

Kjr  -j-  k/  -j-  icj-g  ■-{-  /u-  ;f-  In  -j-  1  —  t). 

iuconlrerà  la  lemitiscata  Iti  S  puuti   di    parametro   z    veriflcauti  la: 

'  -■■  -  l'j'iJritz'  -j-  8rVj*  -{-  '2]'^,-hz^  -j-  (Sr'ir  +  2)^'  + 

-j-  2|arfer'  +  Sr'HS'*  -j-  '2\'Ìrhz  4-1=0. 

'  ""'ir.  Die  Lemniieate  iin  rali"iiahr  lìehandlung  (Abhaiidl.  iler  K.  I)i>liiu.  GeHellsi^lJHft 
"Wbafteo,    Prag,  J873). 

'  -cKoiite  ,  Vtrtlagen  de  l'.icad^mie  ife»  SdeHfei  d'Jmeleraam  (3«  Herie  t.  XIX,  1883). 
'■'i'!  Umiiùcate  (3ÌtzimgiiUer  dcr  K.  Aknd.  dur  Wiaaaiiclmrten  Wien  1883).  Per  tuli 
■   'i  pnó   vodore    «nrlie:    Q  n  iii  e  h     TBÌicira,      Ohrùt  tvbrt  Mathtmaliai.    Voi.   IV, 

''■«  Ut  rW'..iitr;.to  niifllie  d:il   l'v>t.   Bflr^oUri    in  d"->  Riip  NntJ<  :    .Vidl»   Lrmuinenln 
">  Et   iKtirntn  T..niiil>nnl»  1904, 
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r  quindi  : 


e  queste  ultime  insieme  alle  espressioni  di  fi,  k  sopra  trovdite  determinano  i 
coefficienti  della  conica. 

5.  In  rÌ£^uardo  poi  alla  curva  generale  (1)  la  sua  forma  (^^)  (ad  otto)  mi 
{«re  non  8i»  priva  di  eleganza  ed  io  nella  tavola  annessa  ne  ho  dato  tre 
modelli  ;  il  primo  corrisponda  ad  a  =  ft  =  r  e  quindi  dà  la  lemniscata  sotto 
ìli  forma  (3)  e  gli  altri  due  invece  rispondono  ai  casi  a  =  2b ,  a  =  36. 

Si  possono  ora  ricercare  i  punti  di  massima  ordinata  e  di  massima  a- 
•4^issa  ai  quali  quindi  corrisponderanno  tangenti  alla  curva  rispettivamente 
T4rallele  o  perpendicolari  all'asse  x^  a  tal  uopo  occorre  dalla  (1)  ricavare:  : 

dy  _  y[2a%  —  a?(6 V  +  aV )] 
da?  ~  a«[y(6V  +  aV)  —  2aò»rrl  • 

Pei  primi  dovrà  aversi  dy  =  0  cioè  2a^by  —  ir(6V  -[-  a*yr)  =  0  2a?byx  — 
- x^/r jc* -[- a*y*)  =  0  riducibile  (")  mediante  l'equazione  della  curva  alla  forma: 


6V  +  ay=46*a?«, 


t  questa  colle  relazioni  polari: 


X  =  pco8/(?  y=i  psenK; 


36* 
ri  dà  t^w  =  — ^  ed  essendo  tgto  positivo  : 


a 


e  nel  caso  della  lemniscata: 


tgw  =  l'a  sicché         w^  =  60^         w^  =  240^ 


Pei  secondi  invece  essendo  di?  =  0 


\l®)  Ari^omento  di  interesse  per  il  Geometra.  Vedasi  :  G.  Loria,  Osuércazioni  sopra  le 
««rrlìjialr  polari,  (-Perioil.  di  matoni.  t.  XV  1S99). 

()')  Il  proc«dìnient'0  in  qnefltipno  è  analogo  a  qnello  nnato  da  AgnenT  (IusHiurioni  a- 
%\lH'uhe  ad  uso  della  gioventù  italiana)  t.  II  p.  533,  e  rio  a  proposito  della  rnrva  x*-^)fy=axy 
ora  ronosciata  col  nome  di  Foliiim  dìDeacartes. 
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8Ìoui  ti,  t  dÌ¥«iitauo: 


U  — Z —  r -— -^__r 

R*  '  R* 


^ 


(la  pni  oon  facili  calcoli,  ai  ottengono  le: 

—  12a*b*  +  R*  1.  !    ,     »  .       16a**' 

«*'  =  — 2^*R^ '  *V  +  aVz=-^, 

omle  le  (ine  da  cui  l)i8ocrnerà  eliminare  R: 

R^(l  —  2abuv)  =  12a*b* 

Si  trova   in  tal  modo  l'equazione: 

27(6«n'  +  aVf  —  4(1  —  2aburf  =  0 
la  quale  fliniostra  elie  hi  cnrva  è  di  sesta  classe  e  jier  a  =  ft  =  r  si  riduce  at 

27r*(««  -\-  r'f  —  4(1  —  2rHivf  =  0 

«-sprossione  tangenziale  della  lemniscata  la  quale  può  ricavarsi  direttamente 
»*  i^on  procet*80  assai  pih  rapido  di  quello  dato  per  la  curva  sotto  la  forma  (5) 
'lai  B  o  o  t  li  (Treatrise  citato)  e  riportato  anche  in  T  e  i  x  e  i  r  a  (Obras,  Voi.  TV 
pag.  195,   183). 

7.  Daremo  ora  un'altra  costruzione    differente    da    quella    data    al    n.  2; 
f-^^ì  risulterà  da  quanto  segue: 

Nel  quadrant<ì  positivo  degli  assi  .r,  y  si  consideri  il  quarto  di  ellisse  di 

centro  0  e  di  semiassi  afs  ^   bfS',  se  x  ^  y  sono  le  coordinate  di  un    punto  P 
•iella  (1)  8i  dimostra  una  relazione  notevole  tra  la  corda  pnrOP  e  le  coordi- 
nate £,  T]  del  punto  in  cui  questa  incontra  il  quadrante  ellittico. 
Perciò  si  osservi  che  pei  punti  dell'ellisse  in  questione  si  ha: 

i  =  a^?,OB<a 
dalle  quali:  Stj  =  4a6sen2a) 
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Doix)  di  ciò  derivando  questa  rispetto  a  (o  sotto  il  segno  di  iutegraziou« 


troviamo: 


(&' 


•  -  «-,  j 


seu2(odco 


(<é^»eii*o)  -|-  ò^cos^wf        «/^sen^o) -j- ò'^cos^o) 


»*  « 


{iiìnHì  : 


senlico 


.r\si'n'0>-}-  6-r<is*~'(of 


di»  ~- 


i5^-- 


a* 


1 


n 


1 


a^sen'^a)  -f-  6'^cos^(»>;"  '      b^ — a*\rt* 


3lì2 


a'b 


ili-. sostitiieudo,  A  =:  2aò  e  la  curva  intiera  {*^)  avrà  per  area   4aò    risultato 

j»'  jKT  azzub  =  r  diventa  4r*  d'accordo  con  quanto  avviene  per  la  leiimiscata. 

I-M  in  conformila  a  questa  potremo  anche    dire  cbe    V  area   della    nostra 

iva  è  uguHle  a  quella  di  un    triangolo    rettangolo  di    cateti  2<t)2  ,  26f^2    e 
ime  inoltro   una  interessante  interpretazione  geometrica. 

Si  consideri  il  punto  M  della  curva  cbe  giace  sul  raggio   rj  [lassante  [»er 

cmtro  C  della  ellisse  generatrice  ;  esso  corrisponderà  ad    uu    angolo  o)  jier 


i  ig»  :^  -  ,   sicché  : 
a 


a 


iiah 


seuoi 


\a^  4-  [}' 


COSO)  :_- -  -;=r 


\ir  +  h' 


senlioi  =  ~Y 
ir 


-  b^ 


iuiudi: 


r>  L_-_  I  L>(a2  -j-  b') 


■  if  coordinate   Cartesiane  di  quel  punto  saranno:  x  =  a\2      yzizb\2» 
Dalla /(J7  , /^)  si  ricava  poi  facilmente: 


b'j^  4"  (^^y^'^'  —  2tt^% 


--  :z:i  4(r 


b'Jtry  ~[-  ay  —  ^cfòV 


'!|»h1ì  per  0?  =  aV'2,  </ =  &f li    diventano    rispettivamente:    Si(;%^\"J  ,  8(1^6^2; 
viene  che  l'equazione  delhi  tangente  alla  curva  nel  punto  M  si   riduce  a: 

(X  —  a\2)b  -|-  (  Y  ->-  b\%i^.  0 


•  ♦•• 


/*X  -f-  aY  —  2a6(  2  1:=  0 


*  'il  4Ue8ta  per   Y  i:-:  0    X  =  0  si  ricavano  i  due  segmenti  2af^2  ,   2^^2   inter- 
niti lungo  gli  assi  .r  ,  y,  sicché  V  area  in  questione  è  uguale    a  quella    del 
«ii^uolo  determinato  su  tali  assi  dalla  tangente  in  M. 


y.  Lunghezza  d'arco.  La  curva  : 


(6V-  -|-  à^lff  —  SdVxy  :l^  i) 


*'".)  L' integrale    di   sopra   doo    si   trova   registrato    in  B  i  e  r  e  u  s    de     H  a  a  u  ,    Tabìe» 
■  '"Toie*  definite. 
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Vr.aali  io  ho  «leilotto  dulie: 
'  X  =  2fcoa(p  1/ 1  —  n  sen'tp 

i  [ir  L  e  g  e  n  d  r  e  H  diede  per  la  leiuniscata  : 

(    .V  (a^  +  /)'-4»V -/)  =  ». 

r>irea  tale  deduzioDe  io  mi  8on  aervito  delle  ben  note  trasformazioQ 

iili  i3|  ai  ricava  la  (5)  e  viceversa. 

Per  il  caso  geDerrtie  si  trova  poi  cUe  l' integrale  (10)  è  iperellitl 

ftwre  tre. 
I      Infatti  mediante  l' altro  sistema  di    equazioni    pararoetriche    rela 

r.  cioè: 


.     j.^— ti — .  ■ 

■I  («tvitue  alle  : 


=  rR  '=1+^' 


1        1»*  r~   ila*  —  «* 

-prUl  -  3»')'  +  6V(3  -  J-rW 


(1  +  »')'  I 

miniiaudo  a  contare  gli  archi  dal  punto  M  {0^/2 ,  fc|'2)  cui  cOTrisl»- 


-r. 


/•■  |'»'(l-3a')'+W(3-»T  j2 

Tale  espressione  contiene  sotto  la  radice  una  funzione  di  grad( 
'it  se  deQnìaino  come  genere^  di  un  integrale  iperellittico  ("}  il 
n^li^  H  qneilo  dt'i  duci 

M—  1  w  — 2 

~2  ~li 

-cinterò  si  avrà  senz'altro  nel  caso    nostro    p  =;  5    ma  con  un 
*<">•  ci  Mi  può   ridurre  ad  un  integrale  di  genere  p  =  3. 
]^^t^tJt  |ierciò  nel  i>oliu«mio  sotto  il  segno  di  radicale,  della  forma  ( 
=  ('«  e  in  tal  modo  risulta: 

■"  Ìn^[\  —  3u')'  +  bH\A  —  «')'      du 
(1  +  uy  2fi 

',  «(I  --!-«'}' 

■JMT  *f*«r  Aliritfken  Inttgralt. 


«Ijjf? 


f 


\ 
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\  sili; EQUILIBRIO  DI  UN  CORPO  ELASTICO  ISOTROPO 

LIMITATO  Ì)A  UN  PIAXO' INFINITO 

NOTA 

DI 

MICHELINA  PARRILLI   (a   Salerno) 


11  [trobh'ina  «lei  suolo  isotropo  fu  tnittato  \)ov  la  prima  volta  da  Lame 
♦'  lapeyron  (*)  nel  caso  in  (uii  siano  dato  in  superficie  le    forze  nornwili 

•  "U  Papplicrazione  delia  formula  integrale  di  Fourier.  Poi  Boussi- 
■'  M|  e  Cerruti  ripresero  in  istudio  l'argomento  e  i  loro  lavori  eondus- 
»••■•  a  srabilire  formule  definitive,  dedotte  i)oi  con  metodi  svariati  (^). 

Aacora  M'  e  b  e  r  trattò  il  problema  nel  caso  particolare  in  cui  fossero 
i  '.  di  .s|>osta menti  in  superficie  C)  <'  ^^^  soluzione  trovata  fu,  infine,  ripetuta 
^  la  8i;jnorina  M  o  l  i  n  a  r  i  (*).  Recentemente  il  T  e  r  a  z  a  v  a  ha  trattato  il 
T  tlviiia  faC4»ndone  numerose  applicazioni  (^). 

La  signorina  Quintili  lia  poi  trattato  il  j>roblcma  supponendo  il  corpo 

Mémoire  9ur  Vequilibre  intérieur  dv8  coiyn  solides  homogènes    (Journal    fllr  die  teine  nnd 
.  "^M'ite  Mathematik.  Bd.  7,   1831,  pp.  40d  ecc.). 

'j  Vedi  R.  Marcelo  ngo,  Teoria  matematica  delV  equilibrio  dei  corpi  elastici f  1904, 
l  :^h  ecc.  Il  prof.  Marcolongo,  valendo»!  di  coordinate  cilindriche,  ha  cflproBHo  la  BoInzione 
*■■  u*-izAì  di  serie  procedenti  per  funzioni  cilindriche:  J^Jquilibvio  di  elasticità  di  un  carpo  iso- 

•  >•  itdtjinito  limitato  da  un  piano  indefinito  [Rendiconto   dell'Accademia  di  Scienze   fisiche  e 
•••«.   di  Napoli,  V.  30,  pp.  96-99  (1889)]  e  v.  5  pp.  25-32  (1891). 

^tRiftluann-Webé^,     Die    partiellen     Differentialgleichungen    der  Mathemaiichen   Phy' 
II  Band  (1912)  pp.  184  e'seg. 
*   Kendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  ,  s.  5*,   t.  25,  pp.  497-499  (P   sem.    1916). 
Oh  the  Elnstic  Equilibi;ittrH  of  a  JSnni- Infinite  Solid  undei'  Given  Boundary  ConditionSf  with 
**'  Appticationé  (Journal  of  the  College  of  Science  Imperiai  University  of  Tokyo,  1916). 
•Oi..   LVU.  1 


)(  3  )(  : 

rat  dovuti  al  Betti,  con  uu  metodo  che  è  affine,  nella  teoria  del  potenziale, 
||..todo  del  G  re  e  n. 

I   Vogliamo  qui  risolvere  il  problema  in    modo   ancora  diverso  facendo   uso  i 

^ {uetoilo  di  Fourier  delle  soluzioni  parfllsolari.  Applicheremo  la  formula 

p^^ale  di  Fourier  per  le  funzioni  di  due  variabili  nella  foroia  : 

I 

ì 

f  . 

P'  là  funzione  J\x ,  y)  pjiò  anche  essere  complessa  cioè  avere  la  fórma 

f{x ,  y)  =f^{x  ,  y)  +  ifp  ,y) 

'-.  Eipreggioni  generali  delle  comj>o7ienti  u,  v,  w. 

>i  ha,  (ricordando  le  equazioni  indefinite  per  l'equilibrio  elastico  ed  osser- 
■^»che  in  questo  caso  prescindiamo  dalle  forze  di  massa),  che: 

^/  «,  r,  w  debbono  essere  determinate  coinè  funzioni  delle  coordinate  a?,  y, 
'  •'  ''  :  positive  e  per  tutte  le  a?,  y  in  modo   che  nelV  interno  di  questo  campo 

"^disfatte  le  equazioni  differenziali 

(a*  —  co»)  -T-  +  «'V  =  * 

ox   ■ 
(fi*  —  <o') -^  +  W^A,M7  =  0 

* 

^'  *^:=- — \^  •- h-TT--  Inoltre  sul  piano  limite  deve  essere 

tìx^  dy  ^  dz 

u=.V{x,y)  I    u  =  U(x^y) 

■■y.\t  =  V(x  ,  y)  oppure  (2')  )    v  =  y{x,y)  . 

ìvB  =  Wix,y)  [  — -t(Q«— 2(tì'^e  +  3(o»-^  =  0 


■Ut 


1 1~  X  w»  Ì!  _|_  a>*  5?  =  0  o  ancora  (2'") 


p  dz  dx 


.-  -  (U«  -  2«»)e  +  2a>«  -^  =  0  f 

.^^  '\£  +  (fi._2<o«)e+2a>*^^=0 


---y 


)(  5  )(        - 
Soppoiìiarno  a  e  ^  reali  e  poniamo^  come  si  attiene  dalla  (4), 


,6)  -Y^if/a^+p^ 

/ 

.1  %         •  •  • 

«cui  si  è  preso  il  segno  positivo  della  radice  affinchè  per  z=:-{-oo  le  uj 
r.  te  tendano  a  zero  (e  ciò  si  vede  subito  sostituendo,  «elle  (3)  per  y  il  valore 
♦!  e  per  z  iì  valore  +  ^-)' 

Supponiamo  ora  che  a,  &,  o,  h  siano  funzioni   arbitrarie  degli    argomenti 
!  f  ^:  indichiamole  rispettivamente  con 

:i        A(«,p):^A    ,    B(a,p)  =  B     ,     C(a,P)=:C     ,     H(a,p)=H 


"•  1»  (à)  diveutt^ 


fì'  —  w' 


^*^  i3)  assumeranno  la  forma  : 


'ì 


i  u  =  (A  +  iHo^y <«^+^^+Y») 
V  =  (B  +  iHp;?)^'<^+^^-^+Tr^) 

■ 

M?  —  (C  +  iHY;?)e'<"*+P-'+Y.^> 


^  iucviidé  variare  a  e  p  con  continuità  e  sommando  da  —  x:»  a  -\-  oo,  si  hanno 
•r  le  w,  Vj   ic  le  espressioni  generali, 


lo  .     <  r  =  /  /  ^"^  (B  ■+  ìHp^^y <«'+PHT=)rfaf7p 


—  X 


IT 

\ 


Le  funzioni   A,  B,  C  e  conseguentemente   anche   H,   saranno   in   generale 

""iplesse,  però  «,  v,  tv  in  (10)  debbono  essere  reali.  Si  avrà    ciò  supponendo 

•  le  funzioni   A(  —  a  ,  —  p) ,  B(  —  a  ,  —  P)  ,  C(  —  a  ,  —  p)  siano  immaginarie 

1  'ij;ate    con    xV(a  ,  P) ,    B(a  ,  P) ,    C(a  ,  P)  o,    in  altre  parole,  le  parti  reali    di 

"^te  funzioni  siano  funzioni  pari  e  le  parti  immaginarie  funzioni  dispari  di 

Ci  risulta  allora  dalla  (8)  che  la  stessa  proprietà  compete  anche  alle  fun- 


)t  7  K 


I 


cioè  deve  aversi 


i  +  w»»{Ay  +  Ha)  +  w'tCa 


0 


— '  +  a»*t(BT  +  HP)  +  lùHO^  =  0 
P 


^  +  <(Cì«  -  2a>«)[Aa  +  Bp  +  (C  +  H)y}  +  2(o*t(C  +  H)^ 
'    P 


0; 


equazioni  che  possono  scriversi 


po)* 


—  (Ay  +  Ha)  —  Ca  =  0 


—  (B7  +  HP)  — Op  =  0 


il*  —  2<o' 

a* 


(Aa  +  Bp)  -  (0  +  H)Y  =  0, 


ovvero   ancora,  jwsto 


Li   . 


più"" 


i=l 


p<o*. 


t  =  wi 


A7  +  (H  +  0)a  =  l 
B7  +  (H  +  0)p  =  w 


Zi 
pa* 


t=n 


N 


a^  —  2ft)^ 
a*~" 


(Aa  +  B^)  +  (H  +  0)7 


=rzn 


ila  cui 


\ 


A  =  — 


fi' 


2{tì*  —  (0*) 


?a  +  »tp-]-n7      *ip' 


ntap 


B  =  — 


fi' 


2(a*  — (0*) 


P 


ia  +  mp  +  «T    ,  '«P       '"« 


0  = 


^  Aa  +  BP 
W         t 


fi»  +  (0*     Nj 

-  -     •  ■  ■» 

2aw     ptif 


X  9  )( 


4 


.'.  r 


2(SP-a.V         fi/-.       P  ^ 

'   2<tìYjj-x       P  ' 

2<oYi/-„        P 

+  J!_  //"+"  ^(^  ^)  e<i«(«-?)+P(y-T.)|-^>^g+FVt  J 
2<o'7$X'_„        p  « 


kffy'iw^ji-:  ^^  «^''<-^-^<-^'^'-'^«^''^^'^.+ 


^<»x'.'-»     p:  ,  ' 


+ 


2(0-^  j/_„         p  *    '^ 

Almi^no  formalmente,  i  valori  trovati  risolvono  il  problema. 
Per  la  dilatazione  cubica  0  si  La  : 

Facciamo  ora  vedere  che  : 

!.•  le  fanzioRi  che  definiscono  «,  i?,  w  esistono  effettivamente; 


I 


\ 


YOL,    LVII 


N 


)(  11  )( 
kktre  due  disoj^iui^lìanze  :    ^ 


fkm  che,  è  facile  vedere,  sono  verificate.  Infatti  per  la  (10)  si  ha  : 


^  ^        'JJa  ì^a*+B 


2 


''•!•»  14, Y])  ima  funzione  limitata*  e  pii indi  R>  |L'($,  7j)|.  E   P  ultimo  irite- 
.  '  -  minore  ancora  di  : 


Q^B(d  — 


n 


a^  ila 


*«  :-«to  r  1=  ^a*  +  P^  »  P"^  scriversi, 


Q^w  -  cf_iiy,^^^ 


i  sap|>oniamo  che  a  e  p  siano  coordinate  cartesiane  ortogonali  e  pas- 
*  •  ille  coordinate  polari  a  =  r  cos  0}  p  =  r  sen  %]  abbiamo,  essendo  il  de- 
^-  iQte  fanzionale  D  =  r, 


h  »,  ha  :       • 

r  1 

lim  r-f-*^' zi=lim  —  =  lim    — ;t=^^' 


*  >r  r  =  oo  anche  r*-  -;:^  (A:  intero  e  positivo)  tende  a  zero,  quindi  si  può 
"^''••'  r  così  grande  da  aversi  : 


jf 


—  <8  ossia         ^<;x- 


•  )(  13  K 

h)  Stesso  per  -r-  e   r-.  Tutto  ciò  può  ripetersi   ancora   per 

op        oz  ^ 

.  S^u{^ ,  y)  5*w(ir  ,  y)  d^u(x  ,  y) 


da?         '         df  '  Sé 


t  si  ha  per  il  Òlm  : 


V  =  5 + ^  +  5  =  -  ^  r  Hn^'"«"-.^#. 


—00 
ì 


m 


V. 


^titnendo    nelle    (1)  i  valori  ^i  ^  ,  y  ,  ^  ,  V.»  V  '  ^***' '  ^'  ^^'' 

^  * 

/r;"[(Q«_a)*)jAa|-B?+(C-hH)T(+2««>*HYÌae'<«-^+P''+T=>rfarfp=0 

altre  due  analoghe,  clie,  essendo  ^ 

(Q*  —  (o»)(Aa  +  Bp  +  Oy)  =  —  (fì*  +  o>')Ht 

^>no  tutte  so(ldÌ8fatte. 

3.*  Ricordando  1  valori  che  si  hanno  per    . 

Idw\  (dv\^    (Sw\  /Su\  (dj^ 

^!  imo  vedere  che  anche  le  equazioni  al  contorno  sono  verificate. 

Se  ne  conclude  che  i  valóri  trovati  per  w,  t?,  w  risolvono    completamente 
il  problema. 

§  4.  I  valori  di  t*,  ì?,  w  possono  porsi  sotto  la  forma  di  0  e  r  r  u  t  i. 
Osserviamo  che  la  tt  può  scrivei-si  : 

« 


liTTT 


K  15  )( 


s;  riconosce  che 


_  Q"  — tt>'(a'v  _    a'o  j  _  1  fo  _  1  aE, 

'  2w«     jaF       **  ayfl«  i       2   ■%■       2    d^* 

E  così  scrivendo  la  «?  : 


^i  riconosce  che 

"^i  hanno  qoìudi  le  soluzioni  del  problema  sotto  la  forma: 

/     _  a«  —  a>g ifi^JJ  d^O  \       1   ao       l'^E^ 

a-o)     1  ao     1  aE^ 


a« 

m* 

(a'^u 

2(0* 

[a^». 

fi' 

0)« 

^a«v 

2(0* 

(a«« 

Q* 

m' 

(a»w 

t?  =ZZ r—:; ^-r-^; Z 


dydz  V      2    5y        2     ^a? 


^1       1    do 


W  =  .     r     V-^r-x    2^-:r-rrJ  +  I^ 


)(  17  )( 

..Djili  (MrSjp_j  e  gFintegrali  di   I  specie  ìw.^Xì  ipei  piani  di  una  stella  S^-i  di 

.le  iperspazio. 

Lo  spazio  S^_,  ==i,T  sostegno  di  ilp_j.lo  chiameremo  spazio   dei  periodi^    e 

..iicheremo  con  t^  lo  spazio,  immaginario    coniugato  di  t,    il  quale,   come  è 

T^tn,  è  indipendente  da  t.  . 

Dal  fatU)  poi,  die  Pappartenenza  di  un  punto  razionale  ad  un  iperpiano 
1,-j  significa  che  l' integrale  corrispondente  all'  iperpiano  ha  periodo  nullo 
1^0  il  ciclo  che  ha  per  immagine  il  punto,  e  per  il  teorema:  se  una  curva 
genere /i  po,ssiede  un  sistema    lineare    d'integrali    riducibili   con    r  (<C.^P) 

.'rioiii  ridotti,  l'integrale  generico  del  sistema  ha  nulli  1  periodi  lunjgo  2p — r 
'.i  distinti  delia  Kiemanuiana  inerente  alla  curva  (e  reciprocamente),    si  de- 

-i«e  che  un  sistema  lineare  ex:»''"'*  d'integrali  riducibili,  con  r  periodi    ridotti, 

É 

Hiè  nippresentato  da  una  stella  S^_j  di  iperpiani,  staccato  nella  stella  £p_^  , 
Ili  sostegno  Sjy_,_j  contiene  uno  spazio  razionala  E^j,.^.^. 

2.  Poseianio  ora  dimostrare  il  teorema:  /  2p  periodi  di  un  integrale  ridu- 
ce fd  possono  sempre  esprimere  in  funzione  liìieare^  a  coefficienti  int&ri^  di 
>  w  quantità  dipinte  (periodi  ridotti  primitivi)  f). 

Possegga  la  curva  C,  di  genere  p,  un  integrale  I  riducibile,  i  cui  2p  pe- 
''4  ciclici  0)^  ,  (1)  ,M.,  cogp  smldisfino  alle  X  relazioni  distinte  (e  non  ad  un  nu- 
i'^'  '  maggiore)  : 

,       W^  0)^  -|-  W^,  0).,  '+■ -\-  m,^  (tì^,,  :—  0 


li 


^     n^  (tì,  +   n^  ft). 


'    +  »,v  ^%.  —  0 


\     «1   w,  +  (/,  0),  -(-  +  //,„  0),^  --  0 

•  le  nii ,  M^ ,...,  fji  sono  nninori  interi. 

NVlla  ricordata  rappresentazione  geo/iietrica,  le  relazioni  (1)  esprimono  che 
«rpiano  ir  di  coordinate  (o^  ,  «^  ,...,  (o^^^  (immagine  del T  integrale    I)    contiene 
■unti  razionali  di  coordinate  w,  ,  n,  ,...,  Qì  i  quali  corrispondono  ai  cicli  della 
^-ruanniana  di  C,  lungo  cui  il  periodo  dell'integrale  stesso  è  nullo. 

Poiché,  per  ipotesi,  le  relazioni  (1)  sono  distinte,  i  X  punti  di  coordinate 
•fl.,...,  5,  sono  linearmente    indipendenti  e    individuano    un    Rx_j  razionale, 
•^<'  contenuto  nell'iperpiano  tc. 

È  chiaro  poi  che  l' iperpiano  i:  non  può  contenere    uno   spazio-  razionale 
'iiinensione  maggiore  di  X  —  1  altrimenti  (o^  ,  (o^ ,...,  co.,,,  sarebbero  legati,  òl- 
*>  che  dalle  (1),  da  altre  relazioni  lineari  omogenee  a  coefficienti  interi. 


*>  Lo  stesso  teorema  viene  oi  dinari  amen  ce  dimostrato  con  un  procedimento  aritmeticOi 
Ilo  a  We  iers  tr  ass.  Cfr.  Picard  ^a  Traité  d^  Analyae  »  (Paris,  Qantiers-Villars^  t.  II, 
♦d.  1905. 

« 
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ì 


ì 
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iiriua  coDgiongeute  e  del    sistema  intersezione   di  due  sistemi  regolari  d'inte- 
;nli  riducibili  f). 

Consideriamo  due  sistemi  regolari  d'integrali  riducibili  oo'~^  e  oo««~*  che 
Tn-mo  A  e  B  rappresentati  da  due  stelle  E,_^  e  S^,_^  di  sistemi  S^p-j»,  e  Sjp_,_g,. 
Ivr  la  regolarità  del  esterna  A,  lo  spazio  Sjp-^-y  8ejg:a  il  suo  immaginario  co- 
iopito  S^^^jy-.^-^  in  uno  spazio  razionale  E,(,_,)_^  ;  tale  spazio  può  anche  pen- 
^'si  ottenuto  conginngendo  gli  spazi  (immaginari  coniugati)  8^=^-,  S^^^p_^-.,  in  cui 


?)  Cfr.  Severi  «  Sugli  iniegrali  aheliani  riducibili  »  ('fieodiconti  della  R.  Acoadomia  dei 
..-pi,  voi.  XXIII,  t»erie  Y,  1914);  ed  anche  Scorza:  €  IniorM  alla'  teoria  generaUi  delle  ma- 
lfai Rieman  n  e  ad  alcune  eue  applicazioni»  (Rendiconti  del  Circolp  niatematioo  di  Pa- 
*T  0,  t.  41,  1916). 

Di  qaesto  interessante  teorema  credo  utile  riportare  qai  la  dimostrazione  del  Severi, 
'^  uua  lieve  modificazione ,  riguardante  il  sistema  coDgiungtmte,  comtiDicatami  dal  prof. 
•ini  : 

La  varietà  di  P  i  e  a  r  d    (o  di   J  a  e  o  b  i)    Vp  possegga  dne   sistemi  regolari  dMntegrali 

*'i  ibili  A  e  B  di  dimension]  q^  —  1    e   q^  — •  1  ,   e   siano  C  e  D  i   sistemi  oo***^  e  oo*"!  in- 

'''•47;one  e  congiangentd  dei  sistemi  A  e  B.  La  V^  contiene  allora   dne  sistemi  oo?,  e  oo?,  , 

:dice  1,  di  varietà  algebriche  Wp^^,    e  Wp_^,   di. livello  costante  per  gli  integrali  dei  ri- 

''*firì  sistemi  A  e  B.  Se  le  varietà  W  e  W"  uscenti  da  un  'punto  generico  di  Vj,  hanno  co- 

C!ip-.Qg  varietà  (algebrica)    W;|.(x  :>  0)  se    Wy  è  la    varietà  (algebrica)    generata    dalle  W' 

'ifi^  da  un  punto  variabile  di  una  W  generica,  si  ha  : 

oj  -h  y  «  2p  —  ^4  —  g, 
lìche  (poiché  ^  '*  +  «  =  ?i  +  <?2)  • 

*  -f  y  =  (P  —  »•)  +  (P  —  «)• 

Poiché  lungo  Wy  sono  costanti  tutti  e  soli  gli  integrali  eventualmente  comuni  ad  A  e  B, 
■  '  rtà  di  un  teorema  di  Castelnuovo  (Cfr.  Castelnuovo,  Sugli  integrali  semplici 
'.ìrtcnfHti  ad  una  superficie  regolare,  Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei;  voi.  XIV,  se- 
'  V,  1905)  si  deduce  che,  se  è  r  >  0  il  sistema  C  ò  regolare,  e  si  ha  la  disuguaglianza 

'  {-i&Ie  è  Tiara  manifestameute  anche  se  è  r  =  0,  cioè  se  manca  il  sistema  C. 

Supposto  ora,  x  >  0,  poiché  Inngo  W^  sono  costanti   gli   integrali   di  A  e  di  B  e  quindi 
•  "iM«l  sistema  congi ungente  D,  lo  stesso  teorema    di    Castelnuovo    afferma    ohe   D  è 
^«'Duto  in  un  sistema     regolare  d'integrali  riducibili  oo'^^-i{l  :^  0)  ed  è, 

i 
•  »llor»  le  (1),  (2),  (3)  portano  alla  conseguenza  l  =-  0,  cioè  che  D  è  un  sistema  .regolare,  e 

•^  poi  è  «  ==  0,  dalle  (1),  (2)  si  deduce  8  =•  p  e  D  coincide  col  sistema  (regolare)  di  tutti 
'  i3V««rali  dì  Vp. 

teorema  è  dunque  dimostrato,  ed  inoltre  si  ha  d?  =  0  quando,  e  solo  quando,  D  coinoide 
•wt^ms  totale,  ed  y  =  j>  quaudo,  e  solo  quando,  manca  il  sistema    C.  Se  A  e  B  sbao  due 
**«oj  complementari  (e  solo  allora)  si  ha  contemporaue^ujiente  9  =  0,  y  =  p. 


)(  21  )( 


I         ) 


•»i*<ec 


ioni  sostegni;  questi  spazi,  per  il  fatto  che  i  sistemi  dati  sodo  regolari,  in- 
heranno  i  loro  iminaginarii  coniugati  negli  spazi  razionali  R^(p-.,)-j, 
::  -,-,,,-j,  It<=^>2(p_^)^j , . .  p  tt<»*^2{p_^j-i-  S^  consideri  inoltre  in  S^_^  il  sistema 
:;IIo  tbudamentale  A,  definito  dalle  formule: 

i>t»ftto  al  quale  sono  autopolari  Io  spazio  t  dei  periodi  ed  il  suo  iinmaginario 
-niiijrato  T(,  (*).  Questo  sistema  nullo  trasforma  le  stelle  2,_j  ,  ^^^\-i  i.»  •  •  ?  2^'*^--i 
•di  8[)azi  S,^_,  ,  ^^^\-i  >  l  •  • .  ^^^\'-i  contenuti  nello  spazio  t,  e  gli  spazi  che 
Tn;àiingono  questi  ultimi  coi  loro  immaginari  (Coniugati  (contenuti  in  z^\  es- 
ondo polari  rispetto  a  A  di  R2(p-^)_4 ,  R^^\^p^^^„^  ?  • .  •  »  ^^^^(p-<z)-t  >  saranno  ra- 
••mili:  li  indicheremo  con  R^,j-^ ,  R^^^^-i  ?  •  •  •  >  ^^^^w-i«  ^^^  ^^  ipotesi  fatte  sui 
-etni  A,  Aj ,  . . . ,  Ajji ,  gli  spazi  S,-^ ,  S<*^^_^  ?  •  •  •  >  ^^^]q-i  saranno  |i  a  [i  indi- 
••ideoti  ed  uno  qualunque  di  essi  sarà  contenuto  nello  spazio  8^4,-.^ ,  (|xg  ^  p) 
i»' ingiunge  i  rimanenti;  la  stessa  proprietà  dovranno  allora  avere  gli  spazi 
iJ -.,  B^*^2^_j ,...,. R<»*>2?_^  ;  saranno,  cioè  [jl  a  jjl  indipendenti  e'd  apparterranno 
'i"  ^t'à7^o  (razionale)  R^^,^-,  congiungente  S^^_^  col  suo  immaginario  coniugato. 
^■»U8ideri,  ora,  in  R^^,/-i  la  varietà  di  tìegre  V  (di  2"^  specie  e^di  indici 
-7-1,  |t  —  1,  secondo  una  denominazione  del  prof.  Scorza)  generata  dagli 

•"*S^_^  appoggiati  in  un  punto  agli  spazi  R^^^.^ ,  R^*>j,_^ ,  . . . ,  R^**^^,-.^  :  da 
^f'  ponto  di  Rjj^-4  esce  un  S^-^  generatore  e ,  se  il  punto  scelto  è  razionale, 
V,,  intersezione  degli  spazi  riizionali  che  proiettano  da  questo  punto  gli  spazi 

>rminati  dai  rimanenti  R^^-i  presi  (i. —  lafi.  —  1,  è  razionale.  Di  questi 
'-.generatori  ne  esistono  00''-'  giacenti  in  x;  essi  si  ottengono  considerando 
'^  ^a-j  appoggiati  in  un  punto  agli  spazi  S^-^ ,  S^*^^-j  ?  •  •  •  >  8^^\-i  ^  generano 

J  varietà  di  Segre  V'(di  2*  specie  e  di  indici  q—  l,|x — 1)  dello  spazio 
\-..  La  varietà  V  contiene  anche  un  2°  sistema  oo**~*  di  spazi  generatori 
'   ,:  essi  sono  gli  S^^-^  appoggiati  in  un  [muto  a   2q -\- 1  S^-^  generatori  del 

*  ^iiitema,  uscenti  da  2g  +  1  punti  di  Rg^-j  scelti  in  guisa,  che  2q  qualsiasi 
♦-SM  siano  indipendenti.  Analogamente  la  V  contiene  un  2*  sistema  oo>*-^ 
^-,  ^^eneratori  i  quali  saranno  le  tracce  in  t  degli  S^^^   del  2^    sistema  di 

^•luoltre  è  chiaro  che  fra  gli  spazi  Sg^-^  del  2°  sistema  di  V,  ne  esistono  in- 

'fi  razionali  e  che  un  Sg,-^  uscente  da  un  punto  razionale  di  un  S^_j  razio- 

•«•.  del  1*  sistema,  è  razionale.  Considerando,  ora,  gli  S^.j  del  2*  sistema  di 

•  he  sono  tracce  nello  spazio  t  degli    infiniti    Sg^-^  razionali    generatori  del 

•  M>U'nìa  di  V  e  trasformando  questi  S,^-j  col  sistema  nullo  A,  si  otterranno 
'Gl'ile  stelle  ^q^^  nel  cui  sostegno  è  contenuto  un-  Rj(p_,)_^  razionale  e  che 
•'-tuuo  perciò  immagini  di  intìniti  sistemi  regolari  d'integrali  riducibili,  di  di' 
'iJSione  q —  1. 

')  Rosati,  Sugli  integrali  Aheliani  riducihilif  loc- cìt. 
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ì^r  le  analogie  che  presenta  con  l'ordinario  Wronskiano,    abbiamo   dato 
i  nome  di  determinante    Wronakiaìio  fattoriale. 
II  800  valore  è  dato  dalla    j 


0 


WJar,  v)  =  l!  2!...(w  — i)!.(x,  —  V), 


in  CUI 


(x  ,  —  v)„  =  ir(a?  —  v)(x  —  2v)  ....  (4?  —  {n  —  l)v) 


«  • 


f.  Consideriamo,  ora,  la  seguente  funzione  : 


/ 


{X  ,  V)(.„)  = 


x(x  -j-v)  (a?  +  2v)  . . . .  (a?  +  (»  —  l)v) 


-  m  denomiaatore  sia  sempre  diverso  da  zero,  e  che  altro   non   rappresenta 
''V'O  il  valore  inverso  della  (1). 

lliiamereino  pi-ima  derivata  fattoriale  del  prodotto  C«(a?,  v)(-„) ,  in  cui  C  è 
^11  costante,  la  fanlione  —  Gn{x  ,  v)(»^_j). 

Sioììlmente,  la  funzione  On(n -[- 1)  (d? ,  v)^-^-^).  la  chiameremo  la  seconda  de-' 
'ff<i  fattoriale  di  C-(x  ,  v)(_„) ,  e  così  via.   Applicheremo,  cioè,  anche  qui,  per 
"  Mtaie  prime,  seconda,  ecc.  fattoriali  della  funzione  C  •  (Xj  v)(_„,    regole  ana- 
..'be  a  qnelle  che  si  applicano  per  le   derivate   ordinarie   di  una   potenza  ad 
'  '\T<mente  negativo.  / 

IndicanAo  con 

{X  ,  V);_„)   ■  (X  ,  V)'\.„)   .  .  .  .  (wF  ,  V)^>(_„) 

I   M't'ttivamente  la  prima^  seconda,  . .  .p'"''  derivata  fattoriale  di  (x  ,  v)(_„) ,  ci  pro- 
•'mamo  di  calcolare  il  valore  del  seguente  determinante 


'i     W  — 

<X,V) 


(^  J  V)  Vi) 


{x  ,y) 


(-«) 


(X  j  V)(. 


«) 


(X  ,  V)' 


(-1) 


.  •  .  .  (a? ,  v)  (-,^) 


(» ,  v)i— 1,.„        (»  ,  v)l"-'>,^,  ....(«,  »)<■-», 


i 

'  '^i  «iimostrare  alcane  sue  notevoli  proprietà. 


/ 
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v.aloganiente,   sottraendo  dalla  2*  linea  del  determinante  A'„_^  la  1*  moItipUoata 

2  3 

;   dalla  3*  linea,  la  2'^  moltiplicata  per   _  ■  ,.    ^•'  ,  e  così  via,  si  ot- 


j  -[-  3v 
•rrit*  infine 


a?  -f-  4v 


A«n— I 


JJ(-y   ,v), 


!•»'    - 


X  «     ^  •  •    •  «  ytl  ~""~   "^y  • 


k    -ì 


h^n 


j_|(-^.-f  /'v,v)„_, 


/i.-i 


4.  Dando  ad  x  ed  a  v  ^particolari  valori ,  dalla  (10)  si    possono  dedurre  i 
•  "ori  di  Rueoiiili  determinanti. 

Cosi,   |ier  esempio,  per  v  izi  0,  si  ha  ; 


1 

1 
1.2 


1  ...  1 

2  ...  n 

2.3         ...m(h.-|-1) 


1.2  ...  (»i  —  1)         2.3...  w  ...  n{n  +  1)...(2;?  —  2) 


=  1!  2!...  (n  — 1)! 


'  fidando  che  risulta  andie 


!:*• 


1 

1» 


»> 


»j,2 


...         ?l 


... 


H' 


i»»-I  »>»i-l  *»"-! 

1  ^  •    .  .        /» 


=  1!  2!...  (?i—  1)! 


.'Me 


l                    l        ...  1 

1 

1       ...  1 

l                            2           .  .  .  n 

1 

2         ...  7* 

1.2                       2.3        .  . .  n(n  +  1) 

• 

» 

— - 

1^ 

2'            n* 

• 

» 

1.2  ...  (»  —  1)    2.3...n  . .  .  n{n  +  1) .  . 

.  (2/1  T-  2) 

1"- 

-1 

2''-^..«"-* 
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Vialopiniente,  sottraendo  dalla  2^  linea  del  determinante  A'„_^  la  1*  moItipUcata 

2  3 

^^—--  ;  dalla  3*  linea,  la  2*  moltiplicata  per  ^7-7— 77,  e  così  via,  si  ot- 


•    j  -:-  3v 
>nf  infine 


u?  -f-  4v 


.  I 


A-*n— I 


Y\i^  '^)' 


IO'   ,        A^=^l!  2!.  .,(w—  1)! 


k   1 


/l-U 


P[(jr4-/.v,v),_. 


&— » 


4.  Dando  ad  j*  ed  a  v  ^particolari  valori ,  dalla  (10)  si    possono  dedurre  i 
•  Vi  di  speciali  determinanti. 

«'osi.  per  esempio,  per  v  1=  0,  si  ha: 


1 
1 
1.2 


1  ...  1 

2  ...  n 

2.3         ...  m(»-|-1) 


1.2  ...  (w  —  1)  2.3  ...  w  ...  n{/j  -f  l)...(2/j  —  2) 


—  1!  2!...  (n  — 1)! 


'•:<lando  che  risulta  ancelle 


!:• 


1 


»> 


2'^ 


.  .  .     1 


...      il 


w 


l„-i  o"-i     .  . .     ,j"-i 


=rl!  2!...(»—  1)! 


.i> 


l                  1        ...  1 

1 

1 

.  ..  I 

1                          2           . .  .  n 

1 

2 

.  .  .  n 

1.2                      2.3        ...n(H+l) 

• 

9 

1* 

2* 

• 

• 

1.2  ...  (n  —  1)    2.3...n  .  .  .  n(n  +  1) . 

. .  (2«  -^  2) 

1»^1 

2"- 

■'...»'•-* 
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<lil  determinante  (7)  si  ricava: 


l,2,..p 


2.3...(i>+l) 


2/ò...(p+l) 


•  •  • 


3.4...(p4-2) 


n(n+l)...(n+J> — 1) 


•  •  • 


(«+l)(n+2)...(«-|-p) 


■H(»+l)...(|,+n-l)    (n+l)(»+2)...(j»+«) 


•     •     • 


(2n— l)2n...(p+2n— 2) 


Per  p  ^=:  1  si  ricava  il  valore    del   seguènte   determinante    oriosimmetrwo 
yr::^o  eon  i  valori  inversi  dei  primi  (2n— 1)  numeri  interi: 


n 


1 

1 

1 

1 

2 

3 

4 

••• 

n^-1 

:m   d. 

1 

1 

1 

1 

I 

3 

4 

5 

• 

••■ 

n+2 

■ 
1 

•     • 
1 

• 

• 
• 
1 

•     ■     • 
1 

n 

n+1 

n 

+2" 

2n—l 

■-G)©--(.io("t')ct^)--e.-i') 


n  determinante  (16)  gode  di  alcune  notevoli  proprietà.    Noi   ci  limitiamo 
•nievarne  alcune. 

Così,  per  esempio,  indicando  con>  P^  il  prodotto  di  tutti  i  suoi  elementi^  e 
'•a  C\  il  valore  del  determinante  di    C  a  u  e  h  y  formato   con  i  numeri  interi 


•1 


V" 


,  n ,  si  ha/: 


D,  =  Pn.c,^ 


■  )(  29-X 

f 

Così  continuando,  si  possono  calcolare  i  valori  dei  determinanti  ortosim- 
h'U'ici  che  8Ì  ricavano  moltiplicando  fra  loro  a  due,  a  due;  a  tre,  a  tre;  ecc. 
:.  elementi  corrispondenti  delle  colonne  del  determinante  (16),  con 'una  re- 
;<[.{  semplicisHima,  che  ci  risparmiamo  di  enunciare. 

\ 

(ì.  È  fajcile ,  ora ,  osservare  che  i  detern\inanti  (5)  e  (7)  sono  legati  dalla 
\i'in*nte  relazione  : 

1  +  A 


*•  (^,v)   •    (;i',v)j  •  (a;,v)j  •  •  •  (XjV)„ 


iiiimli,  tenuto  conto  della  (10),   risulta 


T,r     X     +  Il  2!...(»— 1)! 

Il  vv  « = 

**(ir,y)    '^"-i 


j^  {X  +  hy  ,  v)„    . 


ft-O 


'^sertiamo  che  per  n  pariyjì  valore  del  determinante  W,.  — -  ha  perse 

(ìf^v) 


n   t 


."•lo  Stesso  segno  che  assume  il  valore  dell'espressione   ( — 1)*;    mentre  per 


n-l 


'  UMpari  quello  che  assume,  il  valore  dell' espressione  ( — 1)  *  ,    come    si    può 
'•ilmente  dimostrare. 


T.  — Dalla  (17)  risultano  notevoli    conseguenze;   noi  •  ci    limitiamo  a  rile- 
'"'le  alcune  : 

1.'  Il  determinante  W-  - — — -  coincide  con  Vordinario   Wronskiaìw  delle  fun- 

(.r,0) 

«1 


A  1  1 

X 


,     :^  >  •  •  •  »     "i;!  (^*  intero  positivo,  x  4=  0). 


//  *«o  ralore  ììon  è  mai  nulloy  infatti  si  ha 


W       1     _±  ^*  2-  ...  (n~l)!       • 


>       « 


"li,  come  abbiamo  visto,  il  segno  si  può  facilmente  ifeterminare. 
-.*  Indicando  con  C„  il  determinante  di  C  a  u  e  h  y  formato  con  i  numeri 
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LE  QUARTIGHE  PIANE  INVERTIBILI 

M£MOBZA 

DI 

EDGARDO  CIANI  (a  Genova) 


( 


11  veccbio  problema  di  trasformare  in  sé  stessa   una   quartica    piana  me- 
.»i>iina  inversione  per  raggi  vettori   reciproci,    si  collega  agli   studi  sulle 
K'/'httà  focali  delle  quartiche  bicircolari. 

Il  primo  a  riconoscere  l'esistenza  di  quattro  tali  inversioni,  per  ogni  quar- 

•««iella  specie  suddetta,  è  stato    Oasey   in  una    elabomta  Memoria  la  cui 

'Citazione  risale  al  1871  (').  Però,  mentre  l'Autore  presenta  nna  di  queste 

^>Mioni  nel  modo  più  semplice,  mediante  la  generazione  della  curva  quale 

JulQppo  di  un  cerchio  mobile^  desume  poi  le  altre  tre  inversioni  dalla  prima 

-  ruverso  una  costruzione  complicata  dalla  quale  non  apparisce    affatto  il  le- 

^T:e  simmetrico  che  collega  tutt'e   quattro  le   inversioni    in   parola  alle  due 

iUrne  di  tangenti  condotte  alla  curva  dai    suoi   punti   doppi   (punti   ciclici 

suo  piano).  Anche  il  S  a  1  m  o  n  ,    per  tacere  di   altri  Autori^  riassumendo 

•  suo  ormai  classico  trattato  «  &ulle  eurve  piane  »    quanto  si   era  fatto    sino 

•  m  intorno  alle  proprietà  focali  delle  quartiche  bicircolari  sfiora  e,  per  così 

•  i^  rasenta  il  problema  senza  risolverlo  C).  In  ogni  modo    né  egìi ,  né   altri 

'0  sappia)  ha  studiato  sinòra ,  in  relazione    alla  curva,  il  notevole    gruppo 
ottavo  ordine)  di  trasformazioni  quadriche  che  viene  generato  dalle  quattro 

'arsioni  in  parola  è  di  cui  è  nucleo  la  figura,  dianzi  ricordata,  delle  due  qua- 

♦^•1»*  di  tangenti  tirate  alla  curva  dai  punti  ciclici  (\ 


'>  C  as e  y  ,  ^O»  the  Bicireular  Quartica  ».  TraDsact.  Trish  Àccadn  voi.  XXIV,  p.  457,  1871J 
i*<  Cfr.  p.  68.  a  pag.  33^  e  seg.  deUa  tradazione  francese  di  O.  Chemin,  Paris,  1884. 

•  thin-ViUars. 
<^)  La  costnizione  di   qnesto   gruppo    può  farsi   indipendentemente   dalla  quartica   e   dai 

'^ti  eiclioi  partendo  da  due  quaterne  corrispondenti  di  raggi  in  due   fasci   proiettivi   com- 
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La  ricerca  non  è  esanrita:  rimane,  fra  altro,  niITi  questione  importante  da 
•-•Iveie  e  per  la  quale  v^n\  tentativo  mi  è  riuscito  vano  sinora.  Ecco  di  che 
i.  riatta.  Consideriamo^  ad  esempio,  la  binodale  la  quale  è  invariante  rispetto 
iMÌ  inversioni  (N.  14).  Si  domanda:  il  gruppo  che  esse  generano  è  discreto, 
««••mtiuuof  Per  adesso,  non  si  può  affermare  altro  che  generano  un  gruppo  di - 
*r:.ro  un  G^)  quelle  quattro  di  esse  che  hanno  i  centri  esterni  alla  curva.  Ma 
i:;.anj:endo  le  due  rimanenti  che  hanno  i  centri  nei  punti  doppi,  il  gruppo  ri - 
t»  in  discreto,  ovvero  si  perverrà  al  gruppo  oo*  continuo  di  trasformazioni 
V,tzionali  si)ettante  a  ogni  curva  ellittica?  Ugualmente  si  può  presentare  la 
t'-Nioue  |>er  la  trinodale  che  ammette  nove  inversiom  che  la  trasformano  in 
^^tessa.  Orbene  relativamente  ai  gruppi  che  esse  generano  non  si  può  affer- 
ì.:r  altro  (per  il  momento)  che  V  esistenza  di  tre  gruppi  quadrinomi  i  quali 
^."iiino  naturalmente  sottogruppi  dell'  intiero  gruppo  generato.  Ma  questo  sarà 

ririi.  o  eootinuo  f  Soltanto  nel  caso  della  tac-noilale  la  questione  è  comple- 
«-nte  risoluta.  L'intiero  gruppo  è  discreto. 

I  liiudo  queste  poche  linee  d'introduzione  spiegando  alcune  denominazioni 
M»'a  scopo  di  brevità.  Dirò  che  una  inversione  quadrici^    di    Hirst    (più 

•  uiente  :  una  inversione)  spetta,  o  appartiene,  o  è  posseduta  da  una  quar* 

*  ^  |uando.  la  curva  è  invariante  rispetto  a  tale  inv:»r.sione,  nel  qual  caso  la 

4  medesima  .Sjirà  chiamata  invertibile   onde  la  ragione   del  titolo   del  pre- 

*  lavoro.   È  poi  sottinteso  che  le   quartiche' oggetto  di    questi    studi    sono 
'  ire  supposte  irridneibili. 


CAPITOLO  I. 


Le  varie  specie  di  quarticiie  invarianti  rispetto 

a  dna  data  inversione 


l.  Cominceremo  coU'osscMvare  che  una  inversione  può  presentare  varii  casi 

^'•••lulo    che  la  conica    fondauìentale  b  propria,   o  degenere,    oppure   a    se- 

'i"  <'iie  si  assoggetta  il  centro  d'inversione  ad  appartenere,  o  no,  alla  conica 

Asisociando    in  tutti  i  modi  possibili    queste  eventualità  si    è  condotti  ai 
^"**nti  casi  : 

fl)  La  conica    fondamentale  sia  propria;  il   centro   d'inversione    non  le 
Weuga. 
Assumendo  tal  centro  come  (001),  collocando  i  due  rimanenti  punti  (100), 


'  luticftniente  ottenere  tutti  i  ca^i  trattati  (aÙMnfuori  della  tiiiinodale)  mediante  opportuna 
'  /ione  della  quartica  gobba  di  1*  specie  alla  maniera  di  Segre  c*fr.  «  Sur/iace*  du  4'  or* 
"  toiii<fH«  doublé*  in  Matlì.  Aunal.  Bd  24  pag.  324.  Non  si  vede  però  come  ,  con  questo 
'-•''.  li  poetano  conseguirò  le  rispettive  rappresentaKÌoni  analitiche  delle  cercate  inversioni. 
^"».   LVU.  5 


I 
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!•:  casi  saddivideudo  ciascuno  in  due  a  seconda  che  si  esige  che  il  centro 
f:. versione  esista,  o  no,  sulla  qnartica.  Però  escludiamo  fin  d'ora  il  caso  (d) 
i'  conduce  naturalmente  alle  quartiche  ouiologico-armonicbe  già  ampiamente 
ifi-liate  (*).  I 

Cominciamo  dunque  dal  caso  (a)  del  u.  precedente  aggiungendo  l'ipotesi 
iki*  il  centro  d'inversione  appartenga  alla  quartica.  Ne  segue  che  esso  è  dop- 
p  [»er  la  curva  la  quale  è  inoltre  obbligata  a  passare  per  i  rimanenti  punti 
^'•lamentali.  I>opo  di  che,  esigendo  l'appartenenza  alla  curva  della  inversione: 


xz         yz        xy 
X  y         z     ) 

^  '  tacilmente  condotti  alla  forma  seguente  : 

(ax*  +  ftjjy  -|-  cy^)  (z^  +  xy)  +  z(dci^  -f  ea^y  +fxy^  +  gf)  =  0 

'  '  ^  qaella  del  n.  7  della  mia  Nota  già  citata  «  Alcune  costruzioni  inerenti 
'*''wrtica  piana  dotata  di  un  punto  doppio».  Eichiamando  le  considerazioni 
'••  'iSelia  Nota  si  trae  che  la  curva  precedente  costituisce  il  caso  generico 
>  «  qaartica  dotata  di  un  punto  doppio.  11  vertice  (001)  del  triangolo  di  ri- 
cimento  è  il  punto  doppio:  gli  altri  due  sono  i  rimanenti  punti  d^ incontro 
'''-  la  curva  della  retta  che  unisce  i  tangenziali  del  punto  doppio.  Si  esclu- 
•'^'^  dunque  soltanto  i  casi  in  cui  tale  riferimento  sia  impossibile  (ad  es.  il 
Gi^' del  nodo  inflessionale).  La  conica  fondamentale  dell'inversione  pasea  per 
*i  punti  di  contatto  delle  tangenti  condotte  alla  curva  dal  punto  doppio 
^ii  è  la  coniea  di  Berti  ni  inerente  a  tal  punto  (•). 

3.  Se  poi,  pur  rimanendo  nel  caso  (a),  il  centro  d'inversione  deve  essere 
'^rmo  alla  quartica  si  vede  subito  che  gli  altri  due  punti  fondamentali  risul- 
'^^0  doppi  per  la  curva  e  si  è  condotti  alla  seguente  equazione  : 

a{z'  +  x'y^)  +  z(z'  +  xy){bx  +  cy)  +  ^-(rfaj^  +  exy  +  fy^)  =  0. 

Sor^je  cosi  la  questione  di  sapere  se  questa  quartica  sia  la  più  generale 
.»^Mbile  fra  quelle  dotate  di  due  punti  doppi.  La  risposta  che  è  affermativa 
*'^  data  nel  capitolo  IL 


/ 

Cfr.  ad  68.  la  mia-  Memoria  :  /  varii  tipi  pDsnbili  di  quar fiche  piane  più  volie  omologioo- 
*"*icke,  Rend.   del  Ciro,  matem.  di  Palermo.  T.  XIII,  1899. 
''  Per  maggiori  particolari  intorno  a  questa   couioa  cf,  la    mia   Nota  ^i&   citata  :    4lottnc 


.  / 


''"iìonì  tee,  ecc. 


've' 


'  t 
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ò  cui  risalta  che  (100)  è  un  tacnodo ,  con  z  =:0    tangente  tac  nodale ,  o  un 
ito  triplo  (se  d  =  0)  con  z'y  =  0  tangenti  relative. 

V 

<).  —  Rimane  da  discutere  il  caso  [e)  del  n.  1.  Se  non  che  la  suddivisione 
^.:a  iHT  i  casi  antecedenti  non  ha  ragione  d'essere  per  questo,  perchè  il 
r-3tro  dMnversione  deve  appartenere  alla  quartica:  infatti  se  si  conduce  una 
Ma  per  il  centro  (J  suddetto  e  si  indica  con  D  il  suo  secondo  punto  d' in- 
.f Mozione  con  la  conica  fondamentale,  si  vede  che  due  delle  quattro  interse- 
■•li  (li  tal  retta  con  la  quartica  sono  interne  al  segmento  finito  CD  e  due 
rne  e  ciò  per  quanto  D  i)08sa  avvicinarsi  indefinitamente  a  O  nella  rota- 
ije  biella  rettii  CD  attorno  a  C  nel  piano  della  quartica.  Dunque  0  appar- 
'-ne  alla  quartica  e  quindi  fe  doppio  per  essa. 

Allora,  esigendo  che  C  sia  doppio  per  la  curva  ed  esigendo  poi  la  inva- 
!'za  ris|>etto  alPin versione  si  trova  l'equazione: 

ì  axzixz  —  2y-)  +  fty*  +  cy^z  -j-  dyH^  +  eyìi?  -f-  fz^  =  0 

•  '  nuovo  si  vede  che  (100)  è  un   tacnodo   con    z=.Q    tangente   tac-nodale. 
Maino  così  trovato  due  forme  d^  equazione  per  la    quartica   tac-nódale  :  la 

*^Ia  (5).  Ma  nel  capitolo  IV**  vedremo  che  sono  distinti  soltanto  apparen- 
'""^'ik  e  che  possono  riguardarsi  come  pertinenti  alla  stessa  curva    (N.^'35) 

•  '  che  più  importa  alh»  quartica  tac-nodale  generica. 

CAPITOLO    II. 
La  quartica  binodàle. 

^.  —  Ci  proponiamo  adesso  di  esaminare  con  qualche  dettaglio  \  casi  del 
t"lo  precedente  in  riguardo  specialmente  al  numero  e  alle  varie  specie  di 
'i^ioni  spettanti    alla  medesima  quartica  e  agli  eventuali    gruppi  che  esse 

•  ^*rano.    Tralasceremo  però  le  quartiche  rappresentate  dalle    equazioni- (1)  e 

n»'i  quali  la  curva  ha  un  solo  i)unto  doppio  rimamlando  il  lettore  deside- 
"^'  (li  maggiori  particolari  alla  mia  Nota  [)ìù  volte  citata  «Alcune  coètru- 
"'«  ecc.  ecch, 

l^assiamo  quindi  alla  curva  (2)  ponendo   il    problema    di'  sapere    se    essa 
'Presenti,  o  no,  il  ca«o  generico  della  quartica  binodàle. 

""•  —  E  perciò  necessario  premettere  alcune   osservilzioni  intorno   alle  reti 
^mvhii  passanti  |)er  due  punti  fissi  e  alle  serie  quadratiche    in    esse    con- 
■"'^'•.  Assumendo  come  punti  f<mdamentali  (100)  ,  (010),  i  due  punti  suddetti, 
^**i<*  IMitrà  rappresentxirsi  con 
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Questa  proposizione  dimostrata  nei  trattati  per  una  qnartica  generica  e 
VI  lina  bitaiigente  propria ,  ha  bisogno  di  conferma  quando  la  qnartica  sia 
•.noflale  e  la  bitangente  in  parola  sia  una  tangente  tira^  da  uno  dei  punti 
kippi  della  curva.  La  conferma  si  può  ottenere  nel ,  seguente  modo.  Assu- 
mendo (100)  e  (010)  nei  duo  punti  doppi  V  equazione  della  quartica  può  scri- 
rt^rsi  nelle  due  forme  equivaleuti:    » 

•'•*(«y*  +  byz  +  cz^)  4-  xz(dy^  +  ^V^  +  f^^)  ~\~  ^"(^^.V*  +  ^V^  +  P^*)  =  ^ 
y*{ax^  -f-  dxz  +  w^:*)  +  yz(px^  -f-  exz  +  n;:?)  +  z\c3i?  -{-/^^  +  P^^)  ^=  ^ 

*  • 

iille  quali  si  desume  che  le  equazioni  delle  due  quaterne,  di  tangenti   tirate 
lai  ponti  doppi  sono: 


(fta?*  -|-  exz  +  ns?f  —  4(«iF*  +  dxz  -{-  'mz^){cx^  -\-f^^  +  P^^)=  0- 


Cioè  : 


y\d^^  —  4aw>)  +  y^;8:(2«^  —  4an  —  4i>m)  + 

+  y^z\e^  +  2^7/  —  4<ii>  —  4cw.  —  4&n)  + 
+  y^aZef  —  4fez?  —  4cn)  +  s;*!/^  —  ^pc)  —  0 

2^(m*  —  4pm)  -{-  r^j  (2^71  —  4|>(?  —  4/m)  -\- 

+  ;j*.r*(a2  +  2ftn  —  4ap  —  4cm  —  4J/)  + 
+  ;?a?3(2^&  —  4fl/  —  4c<I)  +  0:^6*  —  4ao)  =  0. 

Escludiamo  che  i  punti  doppi  sieno  due  cuspidi  (caso  che  verrà  trattato 
*  l»arte  nel  Capitolo  IIP)  il  che  significa  : 


&«  —  4ac  ={=  0 


^  —  4(?m  =t=  0 


"•  conseguentemente,  che  è  impossibile  il  distacco  del  fattore  2?  dalle  due  pre- 
'<^<ìenti  quaterne.  Osserviamo ,  poi ,  che  possiamo  ancora  disporre  del  punto 
•MH)  collocandolo  nel  punto  d'incontro  di  una  retta  della  1*  quaterna  con  una 
^tta  della  seconda.  Ne  segue  che  è  adesso  lecito  supporre  il  distacco  di  un 
•attore  y  dalla  1*  e  di  un  fattore  x  dalla  2*,  il  che  esige  che  sia 


p  —  4jpo  =  0 


n*  —  4ì)Wi  =  0 


''f^nj>=f=0  altrimenti  ne  seguirebbe /=n  =  0  e  la  quartica  avrebbe  un  terzo 
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I 

b  i  fasci  (li  centri  (100)  e  (010).  Ora  dalla  prpiettività 


lumo  le  altre  tr^: 


xuvw  /\  yhkl 


ocuvw  /\  hykl 


xuvip  /\  klyh 


xuvto  /\  Ikhy, 


Come  dunque  jissociando  la  .r  alla  y  si  è  trovata  la  serie  cui  appartengono 

V 


xy 


V 

) 


kh 


vk 


icl 


■ 

■1  iissoeìando  snccesj^vainente  la  .r  alla  /*,  alla  k^  alla  /  si  troveranno  altre 
^Hi^»  a  cui  appartengono  ordinatamente 

xh      ,      uy      ,      ;?^A:      ,      Wl 

xk     j     ìli     ,     vy    ,*  wìt 
xl      ,     uk     ,     r/i     ,     wy     , 

^llelllo  pervenuti  alle  altre  tre  serie  di  coniche  inviluppanti  cercate  e  con- 
-^.H'uteinente  alle  altre  tre  relative  inversioni  spettanti  alla  quartica. 

Queste  quattro'  inversioni  subordinano  fra  i  fasci  di  centri  (100)  ,  (010),  le 

Jttro  proietti  vita  preeedenti.    Le    relative    coniche    fondamentali ,    piuttosto 

*  rij^uardarle  come  Jacobiane  '  delle  reti' contenenti    le    ^erie    (alla    maniera- 
'    u."  S),  si   possono ,  più  semplicemente ,  ritenere  come  generate    dalle    pro- 
•■'ività  in  parola  e  allora  i  relativi  centri  d'inversione  non  sono  altro    che  i 
'I-li  di  collineazione  delle  proiettivitil  medesime.  Per  ognuno  di  essi  i)as8ano 

»-  lutangenti  della  curva.  * 

Itisnlta    così  dimostrato  che  la  (2)   del   n."   \\    rappresenta    effettivamente 
-  qaartìca  binodale  generica. 

11.  —  Alle  quattro  inversioni  precedenti,  spettanti  alla  quartica,  si  aggiun- 

-no  poi  le  altre  due  che  hanno  ì  centri  nei  punti   dopjn  e  per  coniche    fon- 

'  'iiUMitali  le  rispjeljtive  coniche    di    B  e  r  t  i  n  i    seco^ido    le    considerazioni  del 

'-.  Vediamo  adesso  come  si  possano  stabilire  le  rai)presentazioni  analitiche 

"Miti.  Riprendiamo  quindi  l'equazione  (2)  del  n.°  3  che  ora  sappiamo  spet- 

•^  alla  binodale  generica  e  cerchiamo  la  inversione   della    curva    che    ha  il 

♦^Jitro  nel  nodo  (100)  cominciando  dal  cercare  la  relativa  conica  fondamentale 
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-\ 
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B  può  dunque  [irendere  : 


m^,  ^:=.2a 


hf  T-  de 


a' 


m 


3 


2a 


bc  —  ae        ab  — 


bc  —  ae 


ed  —  qb 


df 

a^  —  df 

bc  —  ae 

ed 

;         m^^  —  2a 

ab  —  od 

od  —  ab 

ac 

/ 

bf  —  ac 

a^  —  df 

ae 

;       WJ23  —  ^ 

bc  —  ac 

ab  —  cb 

Wj,  =zz  2  <  6 


a^  —  df        bc  ~  ae 
ab  —  ed        'ed  —  ah 


—  rf 


be  —  ac         bf  —  ac 


ed  —  ab        bc  —  ae 


w,,  r=:  0 


'22 


.1  J^nnira  ìmJ^  =:  0  è  così  detenni  nata. 


Il  Non  manca  altro  che  trovare  le  forinole  dell'  inversione  il  cui  centro 

'  '«»  i'  la  cui  conica  fondamentale  è  quella  dianzi  determinata.  A  tale  scopo 

*  "-rvi  che  dato  un  punto  P'^{xy  z)  le  coordinate  di  un  altro  punto  alli- 

'•♦.''" «m  P  e  col  centro  d'inversione  (lOt))  possono  rappresentarsi  con(x-f-  X, 

[•  •  iV  intersezioni  della  retta  che  contiene  questi  punti  con  la  conica  nij=:i) 

y  "  4^16  da  : 


ni„(x''+2Xx+X«)+2(x+X)(»»,^+.»,^)+«t^j,''+.2m^2+m^«  =  0 


'    ro  imuenilo  mj  :=.f[xyz): 


m 

li'ilinlo  con  X,  \  le  radici  di  questa  equazione  ,  il   valore  di  X  cbe  serve  a 
«    l'iiiare  il  corrispondente    \*'  ^=  {x' y' z')  di  P  nella   ^inversione    in    parola  è. 

•  '  'ialla  condizione  : 


(X,_X,  o^X)iz.-l 


^(la 


A  ~é r- 


=  —  2 


dx 


'•  * 


•  ^nio  dunque  : 


X 


x-2^ 

dx 


y  =y 


z'  =z 


){  45  )( 

"ftt  quadratiche  e  involutorle  {ma  non  inoersioni).  Esse  insieme  alle  quattro  tn- 
frsUmi  in  discortsó  e  aW  identità  costituiscono  un  gruppo  G^  di  ottavo  ordine  ri- 
•»./y  al  quale  la  quartica  e  la  configurazione  formata  dalle  due  quaterne  di  ton- 
ati sopra  indicate  soìio  invarianti  (")». 


I     1.").  Nel  caso  in  cui  tali  due  quaterne?  siano  armoniche,  od  equianarmoni- 

I 

f  •.  esistono  altre  inversioni  8()ettanti  alla  configurazione  delle  due  quaterne  e 

:-fc»ranti  gruppi   più  ampii,  ina  sempre  discreti,  di  trasformazioni  quadratiche 

•s  ]M>ssicdono  naturalmente  come  sottogruppo -il  G^  del  caso  generico.  Questi 

« 

.  itpi  più  ampli  sono  di  ordine  32  nel  caso  armonico,  di  ordine  96  nel  caso 

-  [.inarmonico  {**).  Nasce  dunque  la  questione  di  sajiere  se  tali    Gg^ ,  o  Ggg , 

[•"smo  spettare  non  solo  alla  configurazione  composta  dalie  due  quaterne  di 

I  lA'MU  tirate  dai  nodi,  ma  all'intiera  quartica  nei  rispettivi    casi  armonico, 

t^iuianarmonico.  La  questione  si  risolve  negativamente  nel  seguente  modo. 

'•'Mudendo  le  notazioni  della  mia  Nota  si  indichino  con  abcd^  a'òVdl' le  due 

iterile  in  parola  e  si  ricordi  che  ogni  inversione  del  G^^  individua  una  serie 

"miohe  inviluppanti  la  curva  e  invarianti  ciascuna  rispetto   all'  inversione 

'  Uk  Così  la  inversione 

T^  =  (aa')(bb')(cc')(dd') 

'  Mna  una  serie  a  cui  appartengono  come  coniche  degeneri  le  coppie  (a  a'), 

!    ''[cv'y,  (rf  d').  Óra  si  osservi  che  una  coppia  di  bitangenti,  anche  improprie 

i«'  'I  a'),  Individua  una  sola  serie  di  coniche  inviluppanti.  Infatti  per  otte-^ 

♦•la  cdnica    generica  di  tal  serie  basta  segare  la  quartica    con  una  conica 

unque  del  fascio  che  ha    per  base  i  punti  di  contatto  di  a  e  a':  allora   i 

*rjianenti  punti  d'intersezione  di  tal  conica  con  la  quartica  sono  i  4  punti 

i    'ontatto  della  conica  suddetta  (*^). 


I 


'1  Qiieito  gruppo  è  ÌHoiuorfo  olocdrico  con  quello  costi tnito  dalle  4  omologie  aroionicbe 
ialino  per  centri  e  piani  fondamentali  i  vertici  e  le  facce  opposte  di  uno  stesso  tetraedro, 
*  '  ^Ff  iuvoluzioni  gobbe  che    sono  i  prodotti  a  due    a  due  di    tali    omologie  e    dall'  iden- 
*  I^  euilineAzioni  di  un  tal  gruppo  possono  rappresentarsi  mediante  le- sostituzioni  : 

à 

4 

(    ±  *i  ±  ^2  ±  «3  i  *4    ) 

(  *1  ^2  «3  «4    ) 

'♦'  Il  nono  coordinate  omogeneo  di  nn  punto  generico  dello  spazio  e  venga  stabilito  che 

''^<iina  della  linea  inferiore  si  sostituisca  la  corrispondente  della  linea  superiore  combinando 

"•^^i  iu  tutti  i   modi  possibili^  È  poi  ovvio  che  questo  gruppo  spaziale  spetti  alla  quartica 

'  '■*  <h  1^  specie  essendo  il  tetraedro  suddetto  quello  autopolare  rispetto  a  tutte  le  quadri- 

'  'l*-!  f;wcio  di  cui  la  quartica  è  curva  base. 

0  Cfr.  i  N.   18  e  24  della  mia  Nota,  più  volte  citata,  del  Ciré,   matem.  di  Palermo. 
I  Cfr.    ad    es.    E  n  r  i  q  u  e  s  -  C  b  i  s  i  u  i  ,     jfVoria  geometrica  delle  equazioni,   Volume  1, 
•^'  ^f»:'  (Bologna,  N.  Zanichelli,  1919). 


W| unzione  in  parola  nelle  due  forme  equivalenti  : 

« 

flit»  scopo  di  dedurne  le  equazioni    delle  due  quaterne  di  taugeuti    tirate  dai 
bf  punti  doppi  sotto  la  forum  :  , 


t.i 


yHv'  —  4a/)  4-  2fz{ec  —  2ac  —  2hf)  +.  y*z«(e«  —  2bc  —  4^/  --  4a*)  + 

+  22^2'Xe&  —  2ab  —  2€d)  -f  2\b^  —  4ad)  =  0 
:     7^(^.2  __  4af)  +  22^v{ee  —  2rtt»  —  2h/}  +  2V(^2  _  oftc  —  4df  —  4«.2)  + 

+  22Jif\eh  —  2a/j  —  2cd)  +  a^'C^^  ~  4a<«)  =  0. 
'  ■■«iaciamo    adesso  l'ipotesi  che  (100)  e  (010)  sieno  due  cuspidi  cioè  che  si 

b^  —  4kad  =  e^  —  4af=0. 

•*-."ra  da  ciascuna  delle  quaterne  precedenti  si  stacca  z  =zO  (iti  retta  che  uni- 
"- le  (lue  cuspidi).  Rimangono  dunque  trfj  tangenti  tirate  da  ciascuna  cuspide. 
ìi'Itri*.  dalla  (0)  si  8ta<^ca  anche  y  ==  0  e  ;r  =  0  dalla  (J),.  il  che  significa  che 
»"*verj:ono  nel  centro  d^  inversione  (001)  una  delle  tangenti  tirate  dall'  una 
'J*pi<ìe  e  una  tirata  dall'  altra.  Dopo  di  che  la  (6)  e  (7)  si  riducono  alle  due 
"l'pie  ili  rette  : 

'^i'iec  —  2ac  —  2bf)  +  yz{e^  —  2bc  —  ^df-^  4u^)  +  2z\€b  —  2ab  --^cd)  =  0 

.'^-:bc  —  2éWJ  —  2bf)  +  zx(e-  —  2bc  —  4d/  —  4c^')  +  2x^(eb  —  2aft  —  2cd)  =  0 
'  i|<iali  sono  ta$;tiate  negli  stessi  punti  dalla  retta  :  *' 

^  x{eb  —  2ab  —  2cd)  =  y{ec  —  2ac  —  2bf) 

t'i»-  e   facile   verificare    osservando    ehe  tali  punti    hanno   le  medesime   due 


:■   ..V 


Ci 


.*' 


X  4d  )( 

Allora  la  inversione  che  ha  il  centro  in  mm'  ^  (001)  subordina  fra  i  fasci 
jii  centri  (100) ,  (010)  la  proiettività 

mnpz  7\  zp'n'm' 

ì  qnindi  la  conica  fondamentale  passa  per  i  punti    np'  ,  pn' ,    per    le.  cuspidi 
KHi) ,  (UIO)  toccando  ivi  m  ed  fi/i'.  Essa  è  dunque  : 

s^  —  )ury  =  0 

f.  [^i  conseguenza,  tale  inversione  può  rappresentarsi  con 

ì 
sfz        yz        Xxy 


I,= 


X  y 


Analogamente  quella  che  ha  per  centro  nn'  ^(1/1,1)   subordina   fra  i 
-Mj;  di  centri  (100)  ,  (010),  la  proiettività 


/^/ 


mnpz  /\  p*zw!n 

'  I^r  conseguenza  la  relativa  conica  fondamentale  passa  per  i  punti  mp'^pm^ 
''f  le  cuspidi  (100) ,  (010)  toccando  ivi  n  ed  n\  Essa  è  quindi  : 

«*(!  —  X)  +  \{x  —  «)(y  —  »)  =  6. 

Dunque  la  relativa  inversione  è  : 

—  z){\y  —  z)     {y  —  z){}ji  —  z)     \{x  —  z)(y'-z) 
X  y  z 

Finalmente,  quella  che  ha  per  centro  pp'  ^  (1 1  X)  subordina   fra    i    fasci 
centri  (100)  ,  (010)  la  proiettività  : 

mnpz  A  n'm'zp\ 

U  relativa  conica   fondamentale   passa  per   mn' ,  nm' ,    per   (100) ,  (010) 
'"**can(io  ivi  i>  e  i>':  essa  è  dunque  :  * 

y(X—  1)  +  (Xy  —  z){)^  —  «)  =  0 
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iiialo^ameiite  : 


I.I,=  I,I.=  l3.I,=  I,I. 

Palili  ne  viene  che  il  prodotto  (in  qualsiasi  ordine)  di  tre  delle  quattro  tra- 

rmazioni 


» 


«livale  alla  qaart».  Si  può  dunque  dire  cbe: 

«  Il  gruppo  G^ ,  di  ottavo  ordine^  di  trasformazioni  quadratiche  involutofie 
'''ftmte  alla  quartina  hinodule  generica  (u.  14)  «i  modifica ,  nel  ca^o  speciale 
'  «ff  I  nodi  siano  sostituiti  da  cuspidi j  sostituendo  a  una  delle  quattro  inver- 
"^i  una  omologia  arnwnica  :  ma  la  struttura  del  gruppo  rimane  la  medesima.  » 

21.  Non  manca    che    di    adattare    V  equazione  della  quartica  bicuspidale 

i'- vigenze  volute  dalla  speciale    disx>osizione    acquisita,    nel    u.   19,    dagli 

''«pti  di  riferimento.  nAIIo    scopo,    riprendiamo  V  equazione    della    binodale 

.'/•rà  del    n.    9  ed  esigiamo  anzitutto  il  possesso  della  omologia   armonica 

',  M  D.   precedente  il  che  significa  la  simmetria  in  a;  e  ^.  Ne  segue 

dz=ft     ,     m=zc     ,     nz=:f. 

Do^  di  che  si  ha  una  sola  condizione  da  adempiere  perchè  i  punti  doppi 
*•  tio  cuspidi  ed  è 

Introdotte  queste  condizioni,  nelle  equazioni  delle  due  quaterne  di  tangenti 

•'sit?  da  (100)  e  (010)    calcolate  in    quel    n.  9 ,    si    verificherà    il  distacco  da 

^LJrambe  del  fattore  z  e  basterà  dopo  esigere  che  le  due  terne  rimanenti  sieno 

*«cQiiche  con  /    ^ 

* 

yiy  —  2?)(Xy  —  z)  =  o 

x(x  —  z)(}jo  —  z)=zO, 
Si  otterranno  così  le  ulteriori  condi^ni  :  ^ 


!  >. 


2!e6  —  2a/  —  2bc)  :  (e»  —  26/  —  iap  —  4o«j  :  2(ef  -  2bp  —  2/c)  = 


=:  X  :  —  (X  +  1)  :  1    • 


I 
\ 
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le  quali,  con  le  precedenti,  servono  a  dare  alla  equazione    delta   bicuspidi 
la  forma  cercata. 


CAPITOLO  IV. 


LÀ  QUABTIOA    TAO-NOBALE. 


s 


22.  È  indispensabile  premettere  alcune  considerazioni  sopra  le  reti  di 
nìcbe  tutte  tangenti  a  una  stessa  retta  in  un  medesimo  punto.  Assumendo  q 
sta  retta  come  z^O  e  (100)  come  punto  di   contatto,    l'equazione  della   r 
sarà  del  tipo  : 

y^a^l  +  «gli.  +  a^)  +  z^X  +  bj^  +  fej,)  + 

+  y«(c,X +  0,114-63)  ■i'Zx{d^\-{-d^^'\-d^)=0 

dove  X  e  fL  sono  i  parametri  della  rete.  Ebbene,  per  individuarla,  possiamo  1 
gliere  le  tre  coniche  determinate  da  quelle  coppie  di  valori  X  e  [i  le  gì 
soddisfano  alle  seguenti  condizioni  ;  -  • 

«jX  +  «^{1  +  03  =  0     ;     ftjX +  &,{»■  + *s  =  0     ;     OjX  +  c,|i  +  C3  =  0 

Tfiìì  coniche  saranno  quindi  del  tipo  : 

z  {my  +  nx)  =  0     ;     y(py  -^  qz)  =  0     ;     ry*  +  ««*  =  0 

e  l'equazione  della  rete  potrà  scriversi  sotto  la  forma 

Izimy  -f-  nx)  +  \iy{py  +  qz)  +  ry*  -f  «2?^  =  0.     . 

Si  vede  allora  che  la  Jacobiana  della  rete  si  compone  di  2;  =  0  e  delle  2 
due  rette: 

(9)  qsz^  -f-  2psyz  —  qry^  =  0 
passanti  per  (100). 

23.  Osserviamo  adesso  che  il  fascio  :  • 

(1 0)  ((ip  +  r)y^  +  yz^  -^8Z^  =  0 
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ppartìene  alla  rete  (per  X  =  0).  Esso  è  costituito  da  ìiitìnite  coppie  di  rette 
rnianti  nna  inToluzìone  iutorno  a  (100)  e  di  cui  i  raggi  doppi ,  dovendo  ap 
irtenere  alla  Jacobiana  ^  non  possono  essere  altro  che  le  due  rette  (9)  del 
»  precedente.  Questo  si  può  confermare  analiticamente  notando  che  i  raggi 
éppi  in  parola  si  ottengono  per  quei  valori  di  |i  che  sono  radici  dell'  e- 
iiazione 


|i.'g*  —  àps^  —  4r«  =  0. 


Liiùandoli  con   |i^[Aj  si  avranno  per  s  i  due  valori 


MPV'i  -{-  r)  '  4(i>|i^  +  r)  ' 


.witoendo  questi  valori  di  8  nella  (IO)  si   trovano  i  raggi   doppi,  rappresen- 

Mi  <la  '  ' 

( 

I 

Formandone  l'equazione  complessiva  e  tenendo  presente  che 

4»«  4kr8 


■inde  nella  (9)  del  n.   precedente  e  così  la  desiderata    conferma  è  ottenuta. 

24.  I  T2Lggi  doppi  del  n.  precedente  jwssono  essere  utilizzati  per  sempli- 
^arv  ulteriormente  la  rappresentazione  analitica  della  rete.  Nnlla  vieta  di  as- 
'  nt^re  come  equazione  complessiva  di  tali  raggi 

/— «2  =  0 

;ui8a  che  il  fascio  del  n.  precedente  può  rappresentarsi  con 

-giungendo  quindi  una  conica  tangente  a  z  =  0  in  (100),  noi  scrìveremo  l'è- 
liizione  della  rete  nella  forma: 


!  Vi 


r  +  ^  +  ^F  +  v^^f  +  *^  +  <^y^  +  ^^)  =^9' 


[ 


r 
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Risulta  di  qai  cbe  tutte  le  coniche  della  rete  dalle  quali  sì  stacca  z  si  ott4 
fono  per  l'-{-|J^  =  0  e  sono  rappresentate  da:  . 

z\'-àx-\'  y(a\  —  e)  +  2r(a  —  6)(  =  0. 

Esiste  dunque  nella  rete  un  fascio  di  coniebe  da  ciascuna  delle  quali 
stacca  z  =  0.  Le. rette  rimanenti  compongono  a  loro  volta  il. fascio 

—  da?  -f:  y(a\  —  e)  -\-  z(a  —  b)  z=z  0 

a  cui  appartiene  y  =  0.  Segue  che  il  centro  del  fascio  precedente  è  sulla 
niugata  armonica  dì  z  =  0  rispetto  alla  coppia  y*  —  «*  =  0  formata   dai  ra 
doppi  del  n.  precedente.  Le  coordinate  di  un  t^l  centro  sono  (a  —  /&,  0,  rf). 
dunque  lecito  assumerlo  come  (001),  il  che  significa    supporre  a  dn  h.  Con 
l'equazione  «della  rete  diviene 


^  ^       '   ^    1  +  {la  ^        1  +  {la 


e  cambiando  i  parametri  : 

Allora  è  ovvio  constatare  cbe  la  inversione 

xz        yz  -     y* 
X  y         z 

del  n.  l(h)  trasforma  in  se  stessa  ogni  conica  delle  rete. 

26.  Riunendo  i  risultati  delle  osservazioni  fatte  nei  precedenti. N.  22. 
24,  si  può  dire  cbe  : 

In  una  rete  di  coniebe  tangenti  a  una  stessa  retta,  in  un  medesimo  pu 
esiste  una  involuzione  dì  co])pie  di  rette  intorno  al  punto,  i  cui  raggi  dopp 
sieme  alla  tangente  comune  suddetta  formano  la  Jacobiana  della  rete.  L' i 
fascio  di  coppie  di  rette,  esistente,  nella  rete  è  formato  dalla  tangente  con 
(riguardata  come  parte  fissa)  e  da  un  al^ra  retta  variabile  intorno  a  un  pi 
situato  sulla  coniugata  armonica  della  tangente  comune  rispetto  alle  due  r 
nenti  rette  Jacobiane.  L'inversione  cbe  ha  per  centro  tal  punto  e  per  conica 
damentale  quella  costituita  dalle  due  rimanenti  rette  Jacobiane  suddette  tra 
ma  in  se  stessa  ogni  conica  della  rete. 
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26.  Applicheremo  adesso  le  osservazioni  precedenti  alla  quartica  tac-nodale 
^  uiodo  ebe  c^gue.  x 

Ponendo  (100)  nei  tacnodo  e  assumendo  z  =  0  come  tangente  tacnodale 
tijuazioiie  della  cnrva  potrà  scriversi  : 

.aj*«*  +  2xzu  -f  t?  zz=  0 

love  u  e  V  sono  binarie  in  y  e  «  dei  gradi  rispettivi  2  e  4.  Escludiamo  per 
il  caso  in  cui  n  sia  nullo  identicamente  (sarà  questo  nu  caso  da  conside- 
fcr>.  a  parte  nel  n.  37).  U  equazione  complessiva  delle  tangenti  tirate  alla 
^va  dal  tac-nodo  è 

« 

iìicaudo  con  abed  ì  quattro   fattori  lineari  in  ^  e  2r  in  cui    si   decompone   il 
.  ]io  membro  di  questa  equazione  in  guisa  cbe  si  abbia  identicamente 

dbcd  =  le*  —  V 

*i^*Bo  a  =  0  j  b=:Q^e  =  Ojd  =  Oyìe  equazioni  delle  quattro  tangenti 
'TJttdal  tac-nodo. 
^'i  ved^'  allora  cbe  le  tre  serie  quadratiche  di  coniche 

X^afc  +  2X(ir;8?  4- 1*)  +  ed  =  0 
"k^ac  +  2'k{xz  -\-u)-^bd  =  0 
y}ad  +  2'k{xz  +  w)  +  6c)  =  0 

<  iloppano  la  quartica  perchè  si  ha  identicamente 

« 

(xz  -f-  uf  —  ahed  z=l  q^t?  -|-  2uxz  -f-  io. 

Ora  ciascuna  di  queste  tre  serie  è  contenuta  in  una  rete  della  specie  de- 
critta nel  n.  precedente  e  quindi  le  tre  inversioni  spettaìiti  alle  tre  reti  e 
^*i  descritte,  spetteranno  alle  tre  serie  e  per  conseguenza  anche  alla  quartica 
-'uodale.  In  relazione  alla  quale  si  può  aggiungere  evidentemente,  che  i  cen. 
'"'  ^  inversione  saranno  i  punti  diagonali  del  quadrangolo  completo  formato 
**  4  punti  di  contatto  delle  tangenti  tirate  dal  tac^nodo  e  le  tre  coniche  fon- 
'iCient4ili  saranno  costituite  dalie  tre  coppie  di  rette  componenti  il  covariante 
'''•i^'o  della  binaria  biquadratica  ahcd  =  0. 

-T.  È  poi  notevole  il  fatto  che  il  prodotto  delle  tre  precedenti  inversioni 
''l'iivalga  ad  una  quarta  inversione  e  precisamente  a  quella  che  ha  il  centro 
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nel  tac^Dodo,  Per  dirnostrare  questa  affermazione  andremo  per  gradì.  È  prii 
necessario  particolarizzare  ulteriormente  la  posizione  degli  elementi  di  rifc 
mento  rispetto  alla  quartica.  Mantenendo  (100)  nel  tac-nodo  e  zz=0  per  t 
gente  tao-nodale  assumiamo  come  (001)  uno  dei  tre  centri  d' inversione  la 
esistenza  è  già  stabilita  dal  n.  precedente.  La  relativa  conica,  d' inversioni 
composta  da  una  coppia  di  rette  passanti  per  (100):  d'  altra  parte  si  noti  i 
la  tangente  tac-nodale  deve  rimanere  invariata  per  opera  di  tale  iuversìc 
dunque  disponendo  opportunamente  anche  del  punto  unità  sarà  lecito  rap} 
sentare  tale  conica  con 

y*  —  «2  =  0 

I 

e  quindi  l'inversione  in  parola  sarà  quella  del  n.  1(&)  cioè 


xz 

X 


y 


y 

z 


2 


e  l'equazione  della  quartica  assumerà  la  forma  (4)  del  n.  5,  che  noi  scrivere 
ora  più  opportunamente  cos): 


a?^  +  2xz)im(^  -f*  ^^)  +  ^nys^  + 

+ W  +  ^)  +  ^gy^(y'  +  ^')  +  ^ry^^'  =  o 

e  si  può  intanto  concludere  che  tale  equazione  rappresenta  effettivameut 
tac-nodale  generica. 

28.  La  posizione  di  xz=:ij  non  è  ancora  completamente  fissata  ess( 
per  ora  sottoposta  alla  sola  condizione  di  passare  per  il  centro  d' iilvers 
'  M  ^  (001).  Ebbene  esigiamone  il  passaggio  per  il  centro  N  di  un  altra  e 
tre  inversioni  trovate  nel  n.  27.  Indichiamo  poi  con  A ,.  B ,  0 ,  D  le  int( 
zioni  della  retta  MK  con  la  q artica,  con  hh' ,  kV  le  due  coppie  di  rette  ( 
ponenti  le  coniche  fondamentali  inerenti  ai  centri  M,  K,  c<^n  {{'  la  coppia 
monica  a  1ih\  hk^  in  guisa  che  hh'j  kk\  ll\  costituiscano  il  covariante  ses 
di  abcd  =  0,  (N.  26).  Sieno  infine  HH',  1$:K',  LL'  le  tre  coppie  d' interse? 
delle  hh',  kk'j  IV  con  la  retta  MN  (cioè  con  x  =  0).  Allora  Be  AB,'  OD  e 
BD  sono  le  coppie  di  punti  corrispondenti,  nelle  due  inversioni  in  discon 
centri  M  ed  N,  segue  che  sono  armonici  1  grappi  : 

ABHH'  ,  CDHH'  ,  AOKK'  ,  BDKK' 

il  che  significa  che  HII',  EK'  sono  due  coppie  del  covariante  sestico  di  AB 
Dunque,  necessariamtote  la  3^  coppia  è  LL\  In  conclusione ,    per  la  dis 
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bi  data  agli  elementi  di  riferimento,  deve  accadere  che  le   due  bìquadnk- 

a* 

V?  17  —  0,1)1=0, 

I 

ifrpresentanti  rispettivamente  le  4  tangenti  tirate  dal  tac-nodo  e  le  4  proiet- 
liti  da  (100)  i  punti  d'incontro  di  MN  con  la  quartica^  debbono  avere  il  me- 
iiDo  covariante  sestico. 

29.  Per  calcolare  questo  covariante  si  osservi  che  nna  coppia  è  già  cono- 
ÉU:  è  y*  —  «*  =0  (n.  27). 

Quanto  alle  altre  è  da  notare  che  le  dae  biquadratiche  in  discorso  indi^ 
iteo  il  fascio 

li*  +  ^^  =  ^ 

L  Vinarie  biquadratiche  ayenti  tutte  in  comune  il  covariante  in  parola.  E 
^^  tt^  è  un  quadrato  perfetto  cos)  segue,  che  una  seconda  coppia  sarà:  le  =  0, 

ni(^  4*  ^^)  +  2ny«  =  0 

^/'di  che  la  terza  coppia,  dovendo  essere  armonica  a  entrambe  le  due  cop- 
^  già  conosciute,  sarà  necessariamente  : 

n(|^'  +  ^*)  +  2wiy«  =  0. 

( 

^ne  il  covariante  seatico  cercato  è  : 


|»»(y*  +  «')  +  2nya^  Jn(y*  +  ««)  +  2j«y«j  Jy*  —  ««j  =  0. 
Ora  il  calcolo  diretto  del  covariante  sestico  di  v  =  0  conduce  alla  seguente 


f  -  3jir  +  24*J  {q{^  +  «*  +  ^fz^)  +  (j>  +  3r)y:r(y»  -f-  z^)\  {f  -  «^]  =  0 

't ecome  fra  i  coefficienti  p,  g,  r  non  si  suppone  alcuna  relazione,  cos)  sarà 
*  generale  : 

^  ^Iliadi  la  condizione  espressa  alla  .fine  del  ni  precedente  si  ottiene  esigendo 
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cbe  le  due  binarie 


Wy*  +  n*)  +  any2{  )tt(y»  +  a«)  +  2wy2(  =  0 

9(y*  +  «*  +  6yV)  +  (p  +  3r)y«{y*  +  ««)  —  b 

rappresentino  lo  stesso  gruppo  di  Vjuattro  punti. 
Si  perviene  così  alla  condizione 


(H)  2g(m«  +  n«)  =  (i?  +  3r)wn 


adempiuta  la  quale,  si  può  ritenere  che  Tequazione 
(12)  .tV  +  2^4w(y«  +  ««)  4-  2ny;»(  + 

+  iKy*  +  «^)  +  4<?y%'  +  «')  +  6ry  V  =  0 

rappresenti  la  quartica  tac-nodale  con  gli  elemeuti  di    riferimento   nella 
zione  voluta. 


àO.  Siamo  ora  in  grado  di  rappresentare  analìticamente  le  tre  inveì 
spettanti  alla  curva  e  la  cui  esistenza  è  già  stata  dimostrata  al  n.  26. 
Abbiamo  già  constatato  l'appartenenza  alla  curva  (n.  27)  della 


ii= 


xz        yz        y^ 


X  y 


col  centro  (001)  e  con  la  conica  fondamentale  y^  —  0*  =  0.  Le  due  rima 
hanno  per  conica  fondamentale  le  altre  due  coppie  del  covariante  sestic 
n.  precedente,  cioè  : 

< 

n(y^  +  «*)  +  2myz  ==  0 
w(y*  +  z^)  +  2nyz  =  0. 

ti  centro  K  della  prima  deve  esistere  sopra  a;  =  0,  e  sulla  coniugata  arn 
di  zzzzO  rispetto  alla  coppia  fondamentale  e  quimli  : 

N  ^  (0  ,  w  ,  —  n). 
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Ito  ili  centro  della  secouda,  avendo  presente  che  deve  eslfitere  sulla  coniugata 
ouica  di  2;  =  0  rispetto  alla  coppia  fondamentale  ed  esigendo  poi  la  inva- 
m  della  quartica,  si  trovano  le  sue  coordinate  nella  forma  : 

p{m^  —  n^),     n,     —m\. 

Ki  le  dne  rimanenti  inversioni  si  potranno  rappresentare  con 


X  y  2 


{m^  —  n%2m(y^  -f-  z^)  -j-  4ny2  +  xz]         tw         —  t^ 

X  y  z 


t  =  my  -{-■  nz         ;         w=zny  -{-  mz.    > 

Il  Si  può  desiderare  una  conferma  diretta  della  spettanza  di  Ij.  e  I3  alla 
^■à  qaartica  (quanto  a  I^  la  conferma  è  ovvia).  Essa  può  essere  guidata 
l^i:  cominciando  da  I,  si  osservi  che,  attuandola  sulla  equazione  della  curva 
*d  forma  (12)  del  n.  29,  si 'trova,  a  meno  del  fattore  tr*, 

a?*2*(w*  —  n^f  +  2xz[m^  —  li")  )m(«*  +  te*)  —  2ntw\ 

=  {m""  —  nyix'z^  +  2x2l{m{y'' +  ^)  +  2nyz^] + 
^{^-\-  2^)[pXm*  +  n*)  —  éqmn{m^  +  n«)  +  6rm^n^]  -f  ^ 

+  &y^z^[2pmH^  —  àqmn{m*  -f-  n*)  +  K»»**  +  »**  +  ^w'^n*)]. 

La  conferma  desiderata  è  dunque  realizzata  se  valgono  le  seguenti  re- 
ligioni : 

p(m*  +  n*)  —  éqmn{m^  +  w*)  +  6rw*n*  =  |>(w*  —  n*)^ 
mn{m^  +  n*)(jp  +  3r)  —  9(w*  +  n*  +  6m*»«)  =  q(m^  —  n*)^ 
2|>m*n*  —  4:qfnn{m*  +  *0  +  ^^*  +  ^*)  +  4m*n*)  =  r(m^  —  n^f 
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che  si  trasformano  latte  facilmente  nella  seguente 

{P  +  3r)mn  =  2q(fn^  4"  •**) 

che  è  la  (11)  del  n.  29  la  quale  è  vera  per  ipotesi. 

Passando  poi  a  1,  e  attuandola  sopra  l'equazione  della  qnartica  si  tr 

a  meno  del  fattore  t*j  / 

« 

(w*  —  n*)*|2w(y*  -|-  2*)  +  inyz  +  «z(*  -f 

-f  2(m*  —  »^))2wi(y«  +  z«)  +  4»y2  +  a?^  j--wi<ti?*  +  t^)  +  2nf  m?|  + 

+  2>(«^  +  «?*)  —  ^qt%o{t^  +  w«)  +  GH^ti)»  = 

—  (wi«  -^  n«)*[a?^2*  +  2xz\m{y^^  +  z')  +  2ny2|l  + 

% 

^.(y*  _]-.  2*)  [p(w*  +  n*)  —  4g»in(w*  +  n*)  +  6m^n^]  + 

+  4y2(y*  +  z^)  \mi^m^  +  n*)(p  +  3r)  —  g(m*  +  n*  +  6w^n»)]  + 

+  6y*2*[2jMii*n*  —  4«wn(m*  +  n«)  +  r(w*  +  n*  +  4m*»»)]  =  0 

dopo  di  cbe  la  verifica  rientra  in  quella  precedente. 

32.  Dalle  rappresentazioni  analitiche  di  I^  I,  I^  del  n.  30  risulta: 

Ìxz^mrì'  —  n*)        —  tw        f^ 
X  y  z 

I 

m 

e  quindi  : 

|2w(y*  -j-  2*)  -{-  4ny2  -{-xz        —  yz        —  s? 
X  y  z 

che  è  una  nuova  inversione   (spettante  naturalmente    alla  quartica)  col  ( 
nel  tac-nodo  (100)  e  avente-  per  conica  fondamentale  : 

?w(y*  -|-  2*)  +  2ny2  +  ir2  =  0. 

L'  affermazione  fatta  al  principio  del  n.  27  è  dunque  dimostrata.  ] 
nica  precedente  può  ritenersi  caratterizzata  dai  passaggio  pel  tac  nod( 
tando  ivi  la  tangente  tac-nodale)  e  per  i  quattro  punti  di  contatto  dell 
genti  condotte  dal  tac-nodo  medesimo.  Questa  nuova  inversione  è  dunq 


'^^Vm 
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IJ,T,  =  I,    ;    I.I,  =  y,    ;    V  =  V  =  V  =  V  p  tf entità. 

T 

Xe  segue  : 

J  — ITI      -I  —  ITI      'I  —  III 

m 
/ 

^m  eiascnna  delle  quattro  inversioni  in  parola  può  riguardarsi    come  il  pro- 
biotto  delle  tre  rimanenti.  Inoltre  dalle  precedenti  relazioni  risulta  anche  : 

'  rjlogaraente  (o  direttamente)  si  verifica  pure  : 

f  infine  :  i 

ì  8i  conclude  che  il  gruppo  generato  dalle  attuali  inversioni  è  isomorfo   oloe- 
jfcio  (ma  proiettivamente    diverso)  col  G^  del  n.    14    spettante    alla    binodale 

'rnerica. 

I 

34.  I  risultati  acquisiti  fin  qui,  in  questo  Capitolo,  possono  riassumersi  nel 
Miniente  enunciato: 

<  La  quartica  tacnodale  possiede  quattro  inversioni.  Tre  di  esse  hanno  per 
f^'itri  i  punti  diagonali,  del  quadrangolo  formato  dai  quattro  punti  di  contatto 
Me  quattro  ta/ngenti  tirate  dal  tac-nodo  alla  curva.  Le  coniche  fondamentali  re- 
*^it€  $ono  costituite  dalle  tre  coppie  di  rette  che  compongono  il  covariante  sestico 
Ma  quaterna  di  tangenti  suddette.  La  quartd  iìiversione  è  il  prodotto  delle  prime 
J^É,  ha  il  centro  nel  ta^-nodo  :  la  relativa  conica  fondamentale  passa  per  questo 
'Mo  medesimo,  tocca  ivi  la  tangente  toc-nodale  e  taglia  ulteriormente  la  quartica 
^>  quattro  punti  di  contatto  delle  nominate  tangenti  condotte  dal  tafC'nodo.i> 

«  Queste  quattro  inversioni  sono  a  due  a  due  permutabili,  il  prodotto  di  due 
ì^hnque  equivale  al  prodotto  delle  due  rimanenti^  come  il  prodotto  di  tre  qual- 
*i«i  equivale  alla  quarta.  » 


< 


vpo  (c)  del  n.   1  e  quindi  si  può    dire  che  le  due   forme    (4) ,  (5)  trovate   nei 

I .)  e  6^  per  l'equazione  della  tacnodale,  rappresentano  lu  stessa    curva  che  j^ 

f !u  tacnodale  generica.  i  '    ♦  ' 

33.  Indicando   con  I^   V  ultima   inversione    trovata    nel  n.  precedente,   ri- 

ifllta: 


■il 
■e 


1 
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4<  In  conclusio)i€  il  gruppo  che  esse  generano^  deiV  ottavo  ordine^  è  isomon 
oloedrico  (benché  proiettivamente  distinto)  a  qiiello  relativo  alla  binodale  d 
n.  15.  »  * 

I  casi  di  qnartiche  tac-noclali  incontrati  mediante  le  equazioni  (4)  e  ( 
dei  n.  5  e  6  non  sono  distinti  :  spettano  a  una  medesima  curva:  alla  tac-n 
dale.  generica. 

35.  Passeremo  infine  a  considerare  qualche  caso  speciale  di  qnartiche  ta 
nodali.  Vediamo,  ad  esempio,  che  cosa  accade  quando  la  curva  viene  a  pos$ 
dere  un  ulteriore  punto  doppiò  (oltre  il  tacnodo). 

Riprendiamo  perciò  1'  equazione  della   tac-nodale   nella   forma  del    n.   2 

« 

«»a*  +  2xs»J«(»*  +  2*)  +  2«y2t  +  jKy*  +  3*)  +  iqyzif  +  «•)  +  «ry^z*  =  0 

dove  (100)  è  il  tac-nodo  con  z  =  0  tangente  tac-nodale. 

Una  delle  tre  inversioni  possedute  dalla  curva  e  aventi  il  centro  ester 

■ 

alla  curva  medesima  è 


xz 


X  y  z 

col  centro  in  (001)  e  3^  —  z*  =  0  per  conica  fondamentale. 

Introduciamo  adesso  l'ipotesi  di  un  altro  punto  doppio:  esso  dovrà  ess 
unito  per  l'inversione  precedente  altrimenti  la  curva  si  spezza  e  quindi  do> 
esistere  snlla  conica  precedente.  Assumendo  per  a?=:0  la  congiungente  di  (0 
con  questo  punto  doppio,  potremo  scriverne  le  coordinate  nella  forma  (Oli), 
nostra  equazione  sarà  quindi  adattata  a  queste  nuove  esigenze  di  riferirne 
se  saranno  soddisfatte  le  condizioni 

m  +  w  =  0 

i?  -f  45  +  3r  =:  0 

I 

le  quali  esprimono  che  le  coordinate  del  nuovo  punto  doppio  annullano  le 

« 

derivate  ])arziali  rispetto  a  x,  y,  2.   Dopo  di  che  l'equazione  può  scriversi 

3^!»-\-{y  —  z)'ptAxz  +  p{y  +  «)'  4-  iq!fz\  =  0 

f 

e  quindi    si    vede    che    dal    taC-nodo    si    possono    tirare   le   sole  due  taiig< 
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0^  +  a*)(m«  —  1»)  —  2y3(»»* +1»  +  2«)  =  0 

p  quali  vengono  permutate  1'  nna  nell'  altra  dalla  sopra  indicata  inversione 
iie,  nel  caso  attuale,  è  quindi  1'  unipa  che  permane  delle,  tre  (con  i  centri 
sterni  alla  curva)  esistenti  nel  caso  generico  (n.  34). 

36.  Quanto  inAne  alla  inversione  avente  il  centro  nel  tac-nodo,  le  formolo 
ìrl  n.  28  e  seguenti  non  valgono  adesso  percbè  la  disposizione  allora  adot- 
tila degli  elementi  di  riferimento  è  adesso  inattuabile.  Però  imitando  il  prò- 
wiiniento  dei  n.  11  e  12  si  trova  facilmente  che  tale  inversione  di  centro  (100) 
b  \wv  conica  fondamentale 


m(y  —  zf  4-  .172  :=  0  , 


^  ;aò  rappresentarsi  con 


■* 

\  2m{y  —  zf  -f-  xz 

.    —yz 

—  2* 

J—- 

j 
) 

1 

f                   X 

y 

z 

F«»uendo  poi 


_  l  iP2  .       yz        y* 


\' 


y 


!i  vede  subito  che 


f  riflettendo  clie  : 


P  =  J*  =  {I3f  ==  identità  , 


^zne  che  1  ,  J  ,  IJ  ,  1  ,  compongono  un   gruppo    quadrinomio.  Si  conclude 
^tSiudi  : 

*Se  al  tacnodo  si  viene  ad  aggiungere  un  punto   doppio,   le  tre  invemioni 
^  hanno  il  centro    esterno    alla  curva  (n,  34)  8i  riducono  ad  una    sola   la  cu  i 


I 


A 
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conica  fondamentale  è  costituita  dalle  due  tangenti  tirate  dal  tac-nodo:  il  centro 
relativo  è  sulla  corda  di  contatto  di  tali  tangenti.  Permane  poi  V  inversione  che 
ha  il  centro  nel  tacnodo  (N,  34).  » 

«  Queste  due  inversioni  sono  permutabili,  .Esse  insieme  al  loro  prodotto  e 
alV  identità  compongono  un  gruppo  quadrinomio.  » 

Alle  dae  precedenti  inversioni  spettanti  alla  curva  viene  naturalmente  ad 
aggiungersi  una  terza:  quella  che  ha  il  centro  nel  punto  doppio  aggiunto,  e 
l)er  conica  fondamentale  la  relativa  conica  di  B  e  r  t  i  n  ì  secondo  le  couside 
razioni  del  n.  2  (^^). 


37.  Un  altro  caso  particolare  notevole  sòcc^le  allorché  nella  equazione  dell; 
tac-nodale  del  n.  26  : 

0^2?  -\-  2xzu  -^  v  =  6 

la  forma  u  è  nulla  identicamente  e  l'equazione  «i  riduce  a 

Allora  le  quattro  tangenti  condotte  dal  tac-nodo  sono  rappresentate  da*t*  = 
ed  hanno  i  loro  punti  di  contatto  sopra  x  =  0.  Cadono  dunque  le  formole  (1< 
n.  30  essendo  m  =  nz=zO  e  bisogna  ricorrere  a  un  altro    triangolo   fondainei 
tale  per  rappresentare  le  tre  inversioni  che  hanno  i  centri  esterni  alla  curvi 
È  però  notevole  che  il  loro  prodotto  equivalga  alla  omologia  armonica: 


ì 


y 

X  y 


manifestamente  spettante    alla  curva.  Per  dimostrarlo  e,  insieme,    per  rappi 


(^^)  Nel  caso  speciale  del  «  Cappa  proiettivo  »  [R  e'  t  a  1  i ,  <LSopra  una  corrispondenza  (m  ,  n 
(Ittìt.  Lomb.  •.  II.  Voi.  XXXII)],  il  punto  doppio  ulteriore  è  uà  nodo  inflesBÌonale. 
L^  equazione  della    curva  può  scriversi  sotto  la  forma 

(cf.  ad  es.  Lori  a,  «5p«c*«Zte  algebraxBoken  una  transiendenten  eì^ene  kurvenw,  pag.  196.  (Te 
ner,  Lipsia^  1910).  Ma  in  questo  caso  particolare  le  tre  ìuversioui  degenerano  nelle  tro  onic 
gie  armoniche  che  hanno  per  centri  e  assi  i  vertici  e  i  Iati  opposti  del  triangolp  mediant 
quale  l'equiuione  della  curva  assume  la  forma  precedente. 
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Mirare  nel  modo  più  opportuno  le  inversioni  in  parola,  assumiamo  v  sotto  U 
fca  canonica  scrivendo  : 

V  3on  che  non  è  più  lecito  assumere  2  =  0  come  tangente  tac-nodale  (a  meno 
ti  ima  ulteriore  specializzazione  che  vogliamo  evitare).  Scriveremo  dunque  Pe- 
ULizioDe  della  qnartica  nella  forma: 

rvtla  tangente  tac-nodale  è  adesso  ay  +  62  =  0. 

Si  trova  allora  che  le  tre  inversioni  che  hanno  1  centri  esterni  alla  onrVa 
Ko  le  seguenti  : 

(  —  x(ay  +  hz)        y{—  ay  +  bz)        z{ay  —  bz\ 
(a?  y  2 

'"'  't£tro  in  (0  ,  & ,  a)  e  con  la  conica  fohdaii|entale 
6 


a?2=  0; 


^ 


x(ay  -f  02}        2(«>y  +  az)        y{ÌP§  +  a2) 


'2 

X  y 


p  «ifotro  in  (0  , ;  a ,  —  b)  e  con  la  conica  fondamentale 


13  = 


y*  — 2«  =  0; 
ir(ay  +  bz)        z{by  —  a2)         y{az  —  by) 


X  y  z 

■  (-entro  in  (0,  a^  b)  e  con  la  conica  fondamentale 

y«  +  2*  =  0. 

I  centri  sono  dunque  allineati    sopra  a?  =  0  ed  è  facile    riconoscere  che  : 


—  X        y        z 
X  y         z 
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/ 
I 
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ùaniea  fondamentale  è  oostituita  dalle  due  tangenti  tirate  dal  tac^nodo:  il  centrò 
relativo  è  Bulla  corda  di  contatto  di  tali  tangenti.  Fermane  poi  V  inversione  eh 
ha  il  eentro  nel  tacnodo  (N.  34),  » 

«  Queste  due  inversioni  sono  permutabili.  .Esse  insigne  al  loro  prodotto  t 
alV  identità  compongono  un  gruppo  quadrinomio*  » 

Alle  due  precedenti  inversioni  spettanti  alla  curva  viene  naturalmente  a< 
aggiungersi  una  terza:  quella  che  ha  il  centro  nel  punto  doppio  aggiunto,  < 
per  conica  fondamentale  la  relativa  conica  di  B  e  r  t  i  n  i  secondo  le  couside 
razioni  del  n.  2  (^^). 


37.  Uh  altro  caso  particolare  notevole  «toeade  allorché  nella  equazione  dclli 
tac-nodale  del  n.  26  : 

a^s^  4"  2iP2W  -\-  v  =  d 

la  forma  u  è  nulla  identicamente  e  l'equazione  si  riduce  a 

Allora  le  quattro  tangenti  condotte  dal  tac-nodo  sono  rappresentate  da'r== 
ed  hanno  i  loro  punti  di  contatto  sopra  x  =:0.  Cadono  dunque  le  forniole  (1( 
n.  30  essendo  m  =  n=zO  e  bisogna  ricorrere  a  un  altro  triangolo  fandanie! 
tale  per  rappresentare  le  tre  inversioni  che  hanno  i  centri  esterni  alla  curvi 
È  però  notevole  che  il  loro  prodotto  equivalga  alla  omologia  armonica: 


ì 


y 

X  y 


manifestamente  spettante    alla  curva.  Per  dimostrarlo  e,  insieme,    per  rappr 


(*^)  Nel  caao  speciale  del  «  Cappa  proiettivo  »  [Retali,  4iSopra  una  corrispondenga  (m  ,  n) 
(Iitit.  Lomb.  s.  II.  Voi.  XXXII)],  il  punto  doppio  ulteriore  è  uà  nodo  iaflesBiouale. 
L'  equazione  della    curva  può  scriverai  sotto  la  forma 

(of.  ad  08.  Loria,  <LSpecielle  algehraieohen  und  transiendenten  e^ene  kurvenikf  pag.  196.  (Teu 
ner,  Lipsia^  1910).  Ma  in  questo  caso  particolare  le  tre  iuversioui  degenerano  nelle  tre  omol 
gie  armoniche  che  hanno  per  centri  e  assi  i  vertici  e  i  lati  opposti  del  triangolo  mediaute 
quale  l'eqaiuione  della  curva  assume  la  forma  precedente. 


I 
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ktare  nel  modo  più  opportuno  le. inversioni  in  parola,  assamiamo  v  sotto  là> 
■a  canonica  scrivendo  : 


i  QOQ  che  non  è  piti  lecito  assumere  z  =  0  come  tangente  tac-nodale  (a  meno 
\  una  ulteriore  specializzazione  che  vogliamo  evitare).  Scriveremo  dunque  Ve- 
f,imt  della  qnartica  nella  forma: 

> 


ì  ve  la  tangente  tac-nodale  è  adesso  ,ay  -\-bz=:0. 

Si  trova  allora  che  le  tre  inversioni  che  hanno  1  centri  esterni  alla  ourVa 
«^*j  le  seguenti  : 


(  —  x(ay  +  bz)        y{—  ay  +  bz) 

{■       <^  y 


z{ay  —  bz)t 


•ì 


'<'  rruro  in  (0  y  & ,  a)  e  con  la  conica  fohdaii|entale 


U 


xz=.  Oj 
'    l  x(ay  -f-  bz)        z(by  +  «2)         y(^  +  az) 

1,= 


a? 


y 


\l,\ 


•entix)  in  (0  ,,  <*  >  —  6)  e  con  la  conica  fondamentale 


2^-2*  =  0; 


13  = 


ir(ay  +  bz)        z{by  —  «2)         y(az  —  by) 

y  z 


X 


^  eentro  in  (0,  a,  b)  e  con  la  conica  fondamentale 

l  centri  sono  dunque  allineati    sopra  a?  =  0  ed  è  facile    riconoscere  che  : 


X 


i.y,= 


X 


y 
y 
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Indicando  con  I^  questa  omologia  si  riconosce  facilmente  che: 


^ 


i  —  x{ny  +  hz)         z(by  —  az)         y(az  —  by) 


X  y 

/ 


x[éy  +  hz)       .  z(by  -f-  az)         y(by  +  az)  j 

^1*3  *3*1  -^2*4  *4^2 


j?  y 


\ 


jr(ay  -}-  hz)        y(—  ay  +  hz)        z{ay  —  bz) 
X  y  ^        z 


e  risulta  anche  come  il  prodotto  di  tre  qualunq^ue  delle  I1I2V4  equivalga  al 
rimanente.  | 

Si  conclude  dunque  : 

«  Il  caso  attuale  si  può  fan  discendere  dalla'  tac  nodale  genericcLdél  N.  3 
supponendo  che  i  centri  d^  inversione^  est'Crni  alla  curva,  Steno  allineati  e  che 
rimanente  inversione  (che  ha  il  cent¥o  nel  toc-nodo)  degeneri  nella  omologia  a 
monica  col  centro  nello  stesso  punto  e  con  Vasse  sulla  retta  d'  allineamento  su 
detta.  Questa  omologia  prende  il  posto  della  nominata  rimanente  inversione  anq 
nel  gruppo  G^  il  quale  però  mantiene  V isomorfismo  oloedrico  primitivo.» 


CAPITOLO  V. 


LA.   QUARTIOA   TEINODALB 


38.  Scegliendo  per  punti  fondamentali  i  punti  doppi  e  disponendo  oj 
portunameiite  del  punto  unità  noi.  scriveremo  1'  equazione  della  curva  seti 
la  forma  : 

Q  r^  ay^  +  ftV.F*  ■+  d^Ji/^f  +  2xyz(x  +  y  +  ;?)  =  0* 

l*er  ogni  coppia  di  punti  doppi  esistono  due  serie  quadratiche  di  coniali 


u 


rwr 
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r>  lappanti.  Ad  es.  per  (100),  (010)  passano  tutte  le  uoniviie  delle    due  serie 

I 

XVay  +  2\€ZÌl>x  ±  ay)  —  ^xy  +  2(1  4:  ah)^  +  2(^  +  y)(  =  0  ; 
atti  ^equazione  della  qaartica  può  scriversi: 

\cz(hx  +  ay)  f  -f  €^xy)c^xy  +  2(1  4!  abjz^  -\-  2z(x  -[-  y)  (  =  0. 

iqoe  (n.  8)  esisteranito,  corrispondentemente,  dii^  inversioni    spettanti  alla 

irtiea  le  cui  coniche  foudainentall  saranno  Jacobiane    delle  reti    contenenti 

^rie  alla  maniera  del  n.  10,  I  relativi  centri  d'inversione  si  potrebbero  de- 

HDimare  riguardandoli  come  poli  di  2  =  0  rispetto  alle  couicbe  Jacobiane  sud- 

[i^'ie  m.  8),  raa,  nel  caso  attuale,  giova  meglio  osservare  che  per  X  =  +  1  (iu 

Innimbe  le  serie  precedenti)  si  ottengono  due   conìfehe    degeneri    di  ciascuna 

kle  quali  fa  i)arte  a?  =  0:  dunque  le  due  riuianenti  rette,  in  ogni  seriej  saranno 

iit  hitangenti  secantesi  nel  centro  cercato    (u.  10).'§5i    trovano  così  le   equa 

[m  (Ielle  4  bitangenti  di  Q  nella  seguente  forma  (*')  : 

i 

\ 

t^  =  \x{bc  —  1)  +  y{ca  —  1)  +  z(ab  —  1)  =  0  (  ; 
.         t^=)w{bt^^l)  —  y(ea-\-l)  —  e(ab-\-l)  =  0[; 

«,  =  I  —  x{bc  +  l)  +  y(ca  -  1)  —  z{ab  -f  1  =  0 1  ; 

t^  =  \  —  x{bc  +  lì  —  y{ca  +  1)  ^  z{ab -- 1)  =  0\ , 

»  > 

♦M  vede  che  i  centri  delle  due  inversioni  in  parola   sono  i   punti  ì^^  ,  t^^  e 
1^ coniche  fondamentali  rispettivamente: 

f 

b{pb  —  V)zx  —  (ò  —  a)xy  -{-  a(l  —  ab)zy  zz:  0 
b{ab  +  \)zx  —  (6  -\-a)xy  -\-  a(l   +  (Jib)zy  =  0 . 

■ 

Qnest^  possono  anche  ritenersi  caratterizzate  mediante   le  coppie  di  tan- 
"nti  che  si  jwssono  condurre  alla  curva  dai  due  punti  doppi  (100) ,  (010),  se- 


•')  De   Vries,    <klA  i^itard'^ua  irinoàalei^y  pag.  31.   (Archives  Teyler,  Sèrie  II,  T.  VII, 
l^s^re' parile).  Con  ì  simboli  attuali  la  conica  che  passa  per  gli  otto  punti  di  contatto  delle 
*  ■•ungenti  è:  ^  • 

» 

C  =  jx*(l  —  6«c«)  +  y«(l  —  (^a^)  +  z\\  —  a«62>  +  2«y  +  2yar  +  2zx  =  0( 
facile  riconoscere  ohe  si  ha  identicameute: 


C«  —  <i  i{  <3  <4  =  4a«6 VQ. 
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condo  le  considerazióni  del  n.  11.  Considerando  il  quadrilatero  completo  1 
mato  con  tali  coppie  si  vede  che  due  vertici  opposti  eono  in  (100) ,  (010^ 
bene  le  due  coniche  in  pai'ola  possono  ritenersi  individuate  dal  passaggio 
entrambe  per  i  tre  punti  doppi  della  quartica,  e  di  ciascuna  per  una  d€ 
rimanenti  coppie  di  vertici  opposti  del  nominato  quadrilatero. 

« 
39.  —  Bipetendo  le  considerazioni  del  n.  precedente,  per  le  residue  co] 
dei  punti  doppi  della  curva,  si  verranno  a  individuare  in  tutto  sei  inversi! 
*  spettanti  alla  curva  medesima  con  i  centri  nei  vertici  del  quadrilatero  tf] 
formato  con  le  bi tangenti.  Per  rappresentare  analiticamente  queste  ioversij 
e  renderne  più  facilmente  maneggiabili  le  formole  relative,  faremo  le  6egu< 
posizioni  : 

o  —  b=m„  ;         b{l  —  bc)  =  n^  ;         c(bc--l)=p^     ; 

a  —  0  ==  lift  ;         c(l  —  ca)  =  Pf,  ;         a{ca  —  1)  =  nif,  ; 


h  —  a  =  Pc  ;        a(l — ab)  =  m^  ;         fe(a6  — l)i=: 


"e       ) 


-(c  +  6)  =  <         ;         fe(l+6c)  =  <  ;         c(be  +  ì)=p^„    ; 


— (a  +  c)=:n'ft  ;         o(l -f  ca)  =jp'ft  ;         a(ca -f- 1)  =  m'^,  ; 


.(&  +  a)  —p\  ;      .  a(\  +  ab)  =  m\         ;         b(ab  +  1)  =  n',  ; 


ym^  —  xn^=zua  ;  2fm„  — a?Pa    =•«?.; 


znf,—  yp^z=:%i^  ;    .  xn^  —  ymt,    =Vf,\ 


xp^  —  zm^=u^  ;  yp^  —  zn^    =  v^  ; 


yw'^  — a?n'„  =  <  ;  «ni'«— ^'«  =  <^ 


sin\  —  yp\  =  u\  ;  xn'j,  —  ym\  =  v^,  ; 


xp',  —  zm\  —  u\  ;  yp\  —  zn\  —  t?', . 


_.ji =».  > : 
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Allora  le  sei  inversioni  in  discorso  possono   rappresentarsi    come   segue  : 


Ia  = 


^a'^a 


X 


y 


z 


II  centro  è  il  punto  tj^^  ^  i^K'^aPa)  ^  ^^  conica  fondamentale  è 


34 


pjoy- 

-  m„yz  +  n„zx  _  0. 

\ 

n'y^ 

v'a^'à 

V 

y 

z 

11  centro  è  tj^^  =e  (w'an'aP'«)  ©  ^^  conica  fondamentale  è 


p'^xy  —  m'^gz  +  n'^x  =  0. 


1.3  = 


X 


y 


z 


11  centro  è  if^'^(mf,ni,p^  e  la  conica  fondamentale  è 


Mfiyz  —  Wft^a?  +  Pfpcy  7=  0 


1.4  = 


i>» 


II  centro  è  f^i^  ^  (*»'6w'6Ì>'&)  ©  la  conica  fondamentale  è 


Ii4  = 


2; 


Il  centro  è  t^^^  ^  (Wc»*ci^c)  «  1*  conica  fondamentale  è 


I«  = 


a? 


2/ 


«*>'c 


n  centro  è  tj^={m'cn'cp'^  e  la  conica  fondamentale  è, 


\ 
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Per  la  maggiore  chiarezza  di  queste  forinole  si  t^nga  presente  ohe  i  I 
gruppi  contenuti  nelle  i)arent^si  grandi  si  deducono  successivamente  l' u 
^all'altro  con  le  permutazioni  circolari: 

(abc)     ,     [mnp)     ,     {xyz). 

\ 

Invece  i  due  gruppi  contenuti  in  una  medesima  parent-esi  grande  si  \ 
tengono  l'uno  dall'altro  con  ^e  trasposizioni  :  i 



Le  tre  parentesi  grandi  sono  inerenti  alle  tre  diagonali  del  qnadrilatei 
.    completo  formato  con  le  quattro  bitangenti  t^tj^jt^.        ^ 

Effettuando  sopra  la  quartica  Q  le  inversioni  ora  rappresentate,  si  v^ 
drebbe  facilmente  cbe  la  equazione  di  Q  si  riproduce  moltiplicata  per  cerj 
fattori  esterni  cbe  debbono  quindi  ess^  supposti  diversi  da  zero.  Si  véngon 
cosi  a  escluder^  (oltre  i  valori  nulli  di  abc)  anche  alcuni  di  quelli  i)ér  i  qua 
si  abbia  : 

é 

I 

40.  —  A  questo  punto  si  presenterebbe  naturalmente  il  problema  di  oaratt^ 

i 

rizzare  il^  grnppo  generato  dalle  sei  precedenti   inversioni.    Ma   il  risolv^ere  1 
questione  non  pare  tanto  semplice  quanto  il  proporla  (come  già   abbiamo   d| 

I 

chiarato  nella  introduzione).    ^NTon  si  può  nemmeno   affermare    che    il    grupi^ 
generato  sia  discreto  (o  continuo). 

Quel  che  si  può  dire  soltanto  è  che  formano  coppie  di  inversioni  peru)t 
tabili  le  seguenti 

di  guisa  che  nascono  i  seguenti  tre  gruppi  quadrinomi  : 

^^^  >  ^34  9  ^it  I34  >  identità; 
^13  »  ^u  >  ^13  ^24  i  identità  ; 
I»  >  Ita  »  ^14  la  .  identità  ; 

I 

i  quali  saranno  a  loro  volta  sottogruppi  dell'intiero  gruppo  generato. 

Con  le  sei  nominate  inversioni  non  si  possono  formare  altre  coppie  per^ 
mutabili  il  che  naturalmente  contribuisce  a  fare  elevare  V  ordine   del  gruppo 


•      i 


■■ 


gi^erato  nella  ipotesi  non  affatto  provata  (e  neonmeno    forse   probabile!)    che 
Ule  ordine  aia  finito  e  quindi  il  gruppo  sia  discréto. 

4l.  —  'Alle  sei  inversioni  precedenti  spettanti  alia  trìnodale  generica,  si 
i(!}!Ìun^ono  poi  quelle  tre  che  hanno  i  centri  nei  tre  punti  doppi  e  per  co- 
iKhe  fondamentali  le  rispettive  coniche  di  B  e  r  t  i  n  i  (^*).  Seguendo  il  metodo 
lèti  y.  11,  12  e  iK)nendo  per  brevità: 

2i»(«r»  -(-  e*  —  2)  +  a\<?y  +  hh)  =  u^ 
2»(c*  4-  o*  —  2)  +  h\a^z  +  c*ar)  =  «^ 
2z(a*  -fi  6«  _  2)  +  i?{Vx  -f  a*y)  =  w, 
'ili  tre  inversioni  possono  rappresentarsi  come  segue  : 


\ 
^ 


\    —  ar{(^xy  +  b*xz  -\-  2yz)  ujf 

/  X  y 


u^z 


l.-  "^ 


b\a\vy  -f-  c^yz  -f-  2zx)  n^     ì 


X  y 


\- 


1  '  ■ 


y  z 


I  centri  sono  rispettivamente  in  (100)  ,  (010)  ,  (001)  e  le  coniche  fonda- 

stntali  sono  ordinatamente  : 

> 

ajS(5«  ^  0*  —  2)  +  a\c^xy  +  ìf'xz  -f:  y;?)  =  0 
y V  +  a*  —  2)  +  h\a^yz  +  c*ya?  +  ;?a?)  =  0 
2«(a*  if  6«  —  2)  +^c*(6*ar  +  a*^  +  xyy=  0. 
he  J^ ,  Jg  ,  J,  non  sono  a  due  a  due  permutabili»       ^ 

42.  —  I  risultati  conseguiti  in  questo  capitolo  possono  riassumersi    così  t 


!**)  De  Vries:   cfr.  P ultima  Memoria  citata. 
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«  La  quartiea  trinodale  possiede  nove  inversioni.  Sei  di  esse  hanno  i  ceni 
nei  vertici  del  quadrilatero  completo  fortfiato  dalle  .quattro  bitangenti  d^lla  curi\ 
Le  relative  coniche  fondamentali  passano  tutte  per  i  tre  nodi,  e  ciascuna  per  u\ 
delle  rimanenti  coppie  di  vertici  opposti  dei  tre  quadrilateri  formatti  associan 
le  due  tangenti  tirate  da  un  nodo  con  le  altre  due  tirate  da  un  altro  nodo  nei 
tre  maniere  possibilL  » 

«  Le  rimanenti  tre  inversioni  spettanti  alla  quàrtica  hanno  i  centri  nei  i 
nodi  e  per  coniche  fondamentali  le  rispettive  coniche  di  Bertini.  » 

Niella  citata  Nota  di  R  i  e  h  a  r  d  s  (pag.  240,  cor.  7)  vengono  attribuì 
alla  trinodale ,  oltre  le  precedenti ,  altre  sei  inversioni  che  però  non  le  siH 
tano.  Infatti  ciascuna  di  esse  avrebbe  per  conica  fondamentale  una  coppia 
lati  del  triangolo  nodale:  quanto  al-  centro  d'inversione  relativo  (di  cui 
E  i  e  h  a  r  d  s  non  parla)  si  può  dire  che  dovrebbe  essere  esterno  alla  cnr^ 
altrimenti,  se  le  appartenesse,  sarebbe  doppio  e  la  "curva,  possedendo  quatti 
punti  doppi ,  si  spezzerebbe.  Ebbene  ,  se  là  quartiea  deve  possedere  una  i| 
versione,  a  conica  fondamentale  degenere,  col  centro  esterno  alla  curva,  v 
gono  le  considerazioni  del  n.  5  che  conducouo  alla  tacnodale  e  non  alla 
nodale. 

'  ■     ■ 

43.  —  Chiuderemo  il  capitolo  con  1'  esame  di  qualche  caso  speciale.  Saj 
poniamo  che  uno  dei  tre  punti  doppi  della  quartiea  Q  (  ad  es.  (COI))  sia  iil 
cuspide. 

Scrivendo  la  Q  del  n.  38  nella  forma: 

2f*(ay  •+  2yx  +  6V)  +  2zxy{x  +  y)  +  cx'f  =  0 
si  vede  che  si  è  condotti  alla  condizione 

a''b^=pl. 

Prendendo  ab  =  1,  si  vede  che  le  quattro  bitangenti  della  trinodale  g 
nerica  (n.  38)  si  riducono  a  due  e  precisamente  a  t^  e  1^3:  le  rimanenti  t^ 
divengono  le  due  tangenti  tirate  dalla  cuspide. 

Delle  sei  inversioni  i  cui  centri  sono  esterni  alla  curva,  si  perde  la  I^^ 
causa  di  w^  =  tie  =  0,  le  altre  6  permangono  ed  hanno  i  centri  in  quei  cinqW 
vertici  del  quadrilatero  formato  dalle  due  bitangenti  e  dalle  due  tangeiil 
condotte  dalla  cuspide  che  sono  esterni  alla  curva.  Bimangono  poi  natara| 
mente  le  .tre  inversioni  che  hanno  i  centri  nei  tre  punti  doppi.  In  tutto  dui 
que  la  curva  possiede  8  inversioni. 

44.  —  Più  interessante  è  il  caso  in  cui  due  dei  punti  doppi  sono  cuspidi 
e  il  terzo  è  un  nodo ,  onde  la  curva  potrebbe  chiamarsi  la  «  lumaca  proietti 
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dei  numeri.   Versione  di  C.  Af.  Ceniti,  Parte  I.   1  voi.  in  8^,  1883  .     1,50 

btttfffiii  fl.    Trattato  elem.  sulla  Meccanica  Razionale,    con  molti  esempi ,  compilato 

sulle  opere   di  Todhunter,  Tait,  Steele,  Routh  ed  altri.  2  voi.  in  8^,  1873     »   19,80 

basckiager  J.    (P^of,   di   Statica   Grafica   uè  Ila  R.  Scuola  Politecnica  di  Monaco)  — 

Elementi  di  Statica  Grafica.  Versione  del  Prof.  Ernesto  Isè.  1  vo'.  in  4^*,  con  atl. 

di  20  tav.,    1875.         .         , .         »     5,00 

Boo^t  J.   A.    Corso  elementare  di  Meccanica  Applicata,  ad  uso  degli  Istituti  Tecnici, 
delle  Scuole   Professionali  ,  Industriali ,  Tecniche   e  degli  Operai.  Trad.   deiring. 
F    Sinigrislia.  5^  ediz.   riveduta    e    corretta    sulla   6^  francese,  con  3  Appendici. 
Un  voi.    in    8°  di  pag.  VIII-367,  con  180  fìg.,  1922         .         .         .         .         •   12,00 
kio/fs  A.    Elementi  di  Meccanica  Razionale  e  di  Cosmografia,  in  base  ai  programmi 
::overnativ^i    per  gristituti  Tecnici.   1  voi.  in  8*^  con  fig.,  1881        .         .         »     1,00 
Trattato   elementare  di  Topografia  compilato  sul  Sonnet  e  sui  migliori  autori  mo- 
derni ad    uso  degli  Istituti  tecnici.  1  voi.  in  8^  con  192  fig.,  1876     .         .         »     1,50 
K^bée  F.   C-    P-  I  Diagrammi  dei  Momenti  inflettenti  e  la  freccia  massima  delle  travi 
"^miìinec  in    una  o  più  campate,  qualunque  sia  la  natura  del  sopraccarico  e  la  sua 

npartizione.    1  voi.  in  8°  gr.,  con  9  tav.,,  1885 »     7,00 

~~  I  Momenti    d^lnerzia  nelle  Costruzioni  Metalliche — Tavole  dei  Momenti  d'inerzia 
-^i  principali  profili  di  travi  ale  per  agevolare  il  calcolo  dei  Momenti  d'inerzia 
^1  travi   composte  a  sezioni  simmetriche  o  dissimmetriche.  1  voi.  in  16**  con  fig., 
••^ato  iti    tela,    1885  .         .         .         .         ...         .         .         .         .         .         »     3,00 

Iraio  Q    llavori  Marittimi.  Trattati  nel  Corso  di  Lezioni  date  nella  R.  Scuola  Sup. 
Paliiecnica    di  Napoli.  1  voi.  in  8^  gr.  di  pag.  VIII-300  con  224fig.,    1903     »   12,00 
i^e  Fondazioni  Pneumatiche   e   quelle  Profonde.    Appendice  al  Corso  di  Costru- 
zioni Idrauliche  dettato  nella  R.  Scuol^t  Superiore  Politecnica  di      apoli.  2^  ediz. 
l  voi.   in   8^    con  13  tav.,   1895 »     7,00 


X  ?2  )( 

«  La  quartica  trinodale  poBiiede  nove  inversioni.  Sei  di  esse  hanno  i  e* 
nei  vertici  del  quadrilatero  completo  fortfiato  dalle  .quattro  bitangenti  della  ci 
Le  relative  coniche  fondamentali  passano  tutte  per  i  tre  nodi,  e  ciascuna  per 
dette  riìnanenti  coppie  di  vertici  opposti  dei  tre  quadrilateri  formati  tissocù 
le  due  tangenti  tirate  da  un  nodo  con  le  altre  due  tirate  da  un  altro  nodo 
tre  maniere  possibilL  » 

«Le  rimanenti  tre  inversioni  spettanti  alla  quaHica  hanno  i  centri    ne 
nodi  e  per  coniche  fondamentali  le  rispettive  coniche  di  Bertini.  » 

Niella  citata  Nqta  di  B  i  e  h  a  r  d  s  (pag.  240,  cor.  7)  vengono  attrit 
alla  trinodale ,  oltre  le  precedenti ,  altre  sei  inversioni  che  però  non  le  s 
tano.  Infatti  ciascuna  di  esse  avrebbe  per  conica  fondamentale  una  coppi: 
lati  del  triangolo  nodale:  quanto  al-  centro  d'inversione  relativo  (di  cn 
Eichards  non  parla)  si  paò  dire  che  dovrebbe  essere  esterno  alla  co 
.  altrimenti,  se  le  appartenesse,  sarebbe  doppio  e  la  curva,  possedendo  qtuu 
punti  doppi ,  si  spezzerebbe.  Ebbene  ,  se  là  quartica  deve  possedere  una 
versione,  a  conica  fondamentale  degenere,  col  centro  esterno  alla  curva,  ' 
gono  le  considerazioni  del  n,  5  che  conducouo  alla  tac-nodale  e  non  alla 
nodale. 


43.  —  Chiuderemo  il  capitolo  con  1'  esame  di  qualche  caso  speciale.  S 
poniamo  che  uno  dei  tre  punti  doppi  della  quartica  Q  (  ad  es.  (001)  )  sia  i 
cuspide. 

Scrìvendo  la  Q  del  n.  38  nella  forma: 

z^(ay  +  2yx  +  ò V)  +  2zxy(x  +  y)-\-  cà?y^  =  0 
si  vede  che  si  è  condotti  alla  condizione 

Prendendo  aò  =  1,  si  vede  che  le  quattro  bitangenti  della  trinodale  { 
nerica  (n.  38)  si  riducono  a  due  e  precisamente  a  t^  e  1^3:  le  rimanenti  t^ 
divengono  le  due  tangenti  tirate  dalla  cuspide. 

Delle  sei  inversioni  i  cui  centri  sono  esterni  alla  curva,  si  perde  la  1^4 
causa  di  Wc  =  n^  =  0,  le  altre  5  permangono  ed  hanno  i  centri  in  quei  cingi 
vertici  del  quadrilatero  formato  dalle  due  bitangenti  e  dalle  due  tangeo 
condotte  dalla  cuspide  che  sono  esterni  alla  curva.  Rimangono  poi  natura 
mente  le  .tre  inversioni  che  hanno  i  centri  nei  tre  punti  doppi.  In  tutto  dii 
que  la  curva  possiede  8  inversioni. 

44.  —  Più  interessante  è  il  caso  in  cui  due  dei  punti  doppi  sono  cuspw 
e  il  terzo  è  un  nodo ,  onde  la  curva  potrebbe  chiamarsi  la  «  lumaca  proibii 
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<(  La  quartiea  trinodale  poaHede  nove  inversioni.  Sei  di  esse  hanno  i  eè^ 
nei  vertici  del  quadrilatero  completo  foni/iato  dalle  .quattro  bitangentt  dellu  eul 
Le  relative  coniche  fondamentali  passano  tutte  per  i  tre  nodi,  e  ciascuna  per 
delle  rimanenti  coppie  di  vertici  opposti  dei  tre  quadrilateri  formatti  associa 
le  due  tangenti  tirate  da  un  nodo  con  le  altre  due  tirate  da  un  altro  nod<k  à 
tre  maniere  possibilL  » 

«2/6  rimanenti  tre  inversioni  spettanti  alla  quàrtica  hanno  i  centri  nei 
nodi  e  per  coniche  fondamentali  le  rispettive  coniche  di  Bertini.  » 

Nella  citata  Npta  di  E  i  e  h  a  r  d  s  (pag.  240,  cor.  7)  vengono  attribt 
alla  trinodale,  oltre  le  precedenti,  altre  &ei  inverBioni  che  però  non  le  s\ 
tano.  Infatti  ciascuna  di  esse  avrebbe  per  cinica  fondamentale  uaa  coppia 
lati  del  triangolo  nodale:  quanto  al-  centro  d'inversione  relativo  (di  cnj 
B  i  e  h  a  r  d  8  non  parla)  si  può  dire  che  dovrebbe  essere  esterno  alla  cui 
altrimenti,  se  le  appartenesse,  sarebbe  doppio  e  lalcarva,  possedendo  quat 
pnhti  doppi,  si  spezzerebbe.  Ebbene,  se  là  quartiea  deve  possedere    una 

r 

versione,  a  conica  fondameiitale  degenere,  col  centro  esterno  alla  curva,  \ 
gono  le  considerazioni  del  n.  5  che  conducono  alla  tacnodale  e  non  alla  i 
nodale. 

43.  —  Chiuderemo  il  capitolo  con  1'  esame  di  qualche  caso  speciale.  Si 
poniamo  che  uno  dei  tre  punti  doppi  della  quartiea  Q  (  ad  es.  (001))  sia  u 
cuspide. 

Scrivendo  la  Q  del  n.  38  nella  forma  : 

0«(ay  +  2yx  +  6V)  +  2zxy{x  +  y)  +  ca^f  =  0 
si  vede  che  si  è  condotti  alla  condizione 

a«6*  z;=  1. 

Prendendo  ah  =  1,  si  vede  che  le  quattro  bitangenti  della  trinodale  g 
nerica  (n.  38)  si  riducono  a  due  e  precisamente  a  t^  e  t^:  le  rimanenti  t^ 
divengono  le  due  tangenti  tirate  dalla  cuspide. 

Delle  sei  Inversioni  i  cui  centri  sono  esterni  alla  curva,  si  perde  la  I^i 
causa  di  mc=^no=^  0,  le  altre  5  permangono  ed  hanno  i  centri  in  quei  cingi 
vertici  del  quadrilatero  formato  dalle  due  bitangenti  e  dalle  due  tangea 
condotte  dalla  cuspide  che  sono  esterni  alla  curva.  Kimangono  poi  natura 
mente  le  .tre  inversioni  che  hanno  i  centri  nei  tre  punti  doppi.  In  tutto  dui 
que  la  curva  possiede  8  inversioni. 

44.  —  l?iù  interessante  è  il  caso  in  cui  due  dei  punti  doppi  sono  cuspic 
e  il  terzo  è  un  nodo ,  onde  la  curva  potrebbe  chiamarsi  la  «  lumaca  proietti 
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•ì  travi  composte  a  sezioni  simmetriche  o  dissimmetriche.  1  voi.  in  16°  con  fig., 
^jiato  in  tela.t    1885  ............     3,00 

^'■•0  0.  Lavori  Marittimi.  Trattati  nel  Corso  di  Lezioni  date  nella  R.  Scuola  Sup. 
Politecnica  di  Napoli.  1  voi.  in  8^  gr.  di  pag.  VIII-300  con  224fìg.,    1903     .  12,00 
"  J-e  Fondazioni  Pneumatiche   e   quelle  Profonde.    Appendice  al  Corso  di  Costru- 
zioni Idrauliche  dettato  nella  R.  Scuolìf  Superiore  Politecnica  di    .  apoli.  2^  ediz. 
1  voi.  in  8<>  con  13  tav.,  1895 7,00 
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Capelli  A.  Istituzione  di  Analisi  Algebrica.  4*  ediz.  notevolmente  ampliata,  ad  us 
degli  aspiranti  alla  Licenza  universitaria  in  Scienze  Fisiche  e  Matematiche.  1  gros 
so  voi.  in  8°  gr.  di  pagine  XXVIII-955,  1909,  rarissimo. 

—  Elementi  di  Aritmetica  Ragionata  e  di  Algerba  ad  uso  deir  Istruzione  seconda 
ria.  Libro  I  :  Genesi  combinatoria  deir Aritmetica  e  Introduzione  al  calcolo  lette 
rale.  Libro  II  :  Divisibilità  e  proprietà  fondamentali  dei  numeri  naturali.  1  voi 
in  8^  1902.         . .         L.    1,5 

—  Idem.  Libro  III  :  I  Numeri  negativi.  1  voi.  in  8^,    1904      .         .        .         •      1^& 

—  Lezioni  sulla  Teoria  delle  Forme  Algebriche,  1  voi.  in  8^  gr.  di  pagine  VII-291 
(in  litografiuj,    1902 »    \Qfi\ 

—  Suir  Ordine  dì  Precedenza  fra  le  operazioni  fondamentali  deiraritmetica  ;  in  4*^ 
1901    . »      1,0< 

Caporali  E.  Memorie  di  Geometria  Superiore  ,  edite  ed  inedite.  1  voi.  in  8®  di  pag 
Vili- 378,  con  ritratto,  1888 »      6,0< 

Ciccone  L.  e  Campanile  P.  Elementi  di  Cosmografia  ad  uso  dei  Licei.  1  voi.  in  8^»     0,5( 

Claudel  J.  Manuale  di  Formole  ,  Tavole  e  Notizie  di  uso  frequente  agi*  Ingegneri , 
Architetti,  ecc.  Parte  Pratica.  Versione  italiana  con  note  ed  aggiunte  dei  prof.  A, 
Bonolis  e  F.  Massa,  2  grossi  voi.  in  8°  di  2764  pag.,  di  cui  800  sono  di  aggiunte 
dei  traduttori,  con  458  fig.  e  7  tav.  1881 »    12, OC 

Clebsch  A.  Della  vita  e  delle  opere  di  Giulio  Plucker,  prof,  di  matematica  e  di  fisica 
air  Università  di  Bonn.  Versione  di  E.  Beltrami;  in  8"  gr.  1872        .         .         »     1,00 

D'Amelio  S.  ("R.  Avvocato  Erariale).  La  Beneficenza  nel  Dritto  Italiano.  Voi.  I  :  Sto- 
ria delle  Leggi.  Testi  delle  Leggi  vigenti.  Glossa,  Parte  generale,  l  voi.  in  8°  di 
pag.  XXVIII-576,  1909 .     6,00 

De  Joaqttières  E.  Mémoires  sur  les  Figures  Isographiques  et  sur  un  mode  uniforme  de 
generation  des  courbes  à  doublé  courbure  d'  un  ordre  quelconqueau  moyen  dedeux 
faisceaux  correspondants  de  droites  ;  in  4°,  1885  .         .         .        .         .'        .1,00 

Delaanay  C.  Trattato  elementare  d'Astronomia  atto  airinsegnamento  della  Cosmografia. 
Unica  versione  italiana  autorizzata,  di  D.  Miìller.  1  voi.  in  16^,  con  589  tìg.   »     5,4Q 

Dino  N.  S.  Elementi  di  Geometria  Proiettiva.  2*  ediz.  1  voi.  in  8**  gr.  con  atlante 
39  tav.,  1902 »     ò,( 

DominelH  G.  Introduzione  alle  Macchine  Idrauliche,  l   voi.  in  8^  di  pa^g.  VIlI-128  coi 
91  fig.  1917 »     6,. 

D'  Ovidio  E.  Prime  nozioni  di  Geometria  (Libri  I  e  II  d*  Euclide).  4**  edizione  1  voi. 
80,  1899 .0,' 

Porte  0.  {ProJ,  nel  R.  Istituto  Industriale  e  nel  R,  Collegio  Militare  di  Napoli),  Eli 
menti  di  Chimica  per  gP  Istituti  Tecnico-Industriali.  Voi.  I.  Generalità,  Metalloidi! 
Chimica  organica.  1  voi.  in  8^  di  pag.  VIII-215  con  71  fig.  \^\X  (esaurito), 

—  Voi.  IL  Combustibili,  Metalli  e  Metallurgia.  1  voi.  in  8"  di  pag.  VIII.2r)(>,  con 
lig.  1914,  (esaurito) 

—  Voi.  III.  Applicazioni  varie.  1  voi.  in  8**  di  pag.  IV-168  ,  con  55  fig.  1914  »     6, 

—  Voi.  IV.  Elettrochimica.  App.  1  voi.  in  8"  di  pag.  VIIM80  con  fig.  1914  »     oj 

—  Supplemento  al  Voi.  I  per  gì*  Istituti  Secondarli  di    Coltura  generale  —  Meti 
1  voi.  in  8«  di  pag.  88,  con  29  lìg.  1914 

Froio  0,  Il  presente  e  Tavvenire  dei  Vini  d'Italia  ovvero  suggerimenti  per  migliori 

i  Vini  d*  Italia  e  renderli  serbevoli  e  commerciabili.  1  voi.  in  8",  1876   , 
Pttortes  T.  Elementi  di  Prospettiva  Lineare   per   gli  artisti.  Libro  premiato  dali' 

cademia  Pontaniana.   l  voi.  8"  con» atlante  di  12  tavole,  1880 
Qambardella  E.  Lezioni  elementari  di  Macchine  a  Vapore  date  nel  R.  Istituto  Nau^ 
di  Napoli.  Parte  I  :  Delle  proprietà  fisiche  e  dinamiche  del  vapore  acqueo.  1 
in  o  ,  lo79.  .•........•, 

Giornale  di  Mateaiatiche  di  Batta^^lini.  Fondato  nel  1863  sotto   la  direzione  dell'  IHi 
Prof.  G,  Battaglini^  colla  collaborazione  di  altri  eminenti  matematici  e  prose^ 
dal  18òò  sino  alla  sua  morte   (1893)  sotto   la  sua  esclusiva  direzione.  Diretto| 
1864  sino  al  1909  del  defunto  Chiarissimo  Prof.  Alfredo  Capelli. 
Ora  la  direzione  è  affidata  all'Illustre  Prof.  Ernesto  Pascal  della  R.  Univ.  diXa] 

Abbonamento  annuo  per  V  Italia 

.  »         per  r  Unione  postale  (oro) 

1^  Serie  (1863-1893)  volumi  31  {rarissima) 

2^     .         (1894-1909)  voi.  16 '2! 

3^     .         (1910-1921)   voi.  12. 
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Ogni  volume  separato  sino  al  1909  L.  16,  ad  eccezione  dei  volumi  VI  a  XVIII  (1868 
a  1880)  esauriti,  dal  1910  al  1914  L.  18.  dal  1915  al  1919  L.  25^  1920  e  21  L.  40. 

Ooifrcs  Sommario  iconografico  di  Fasciature,  Medicature  ed  Apparecchi.  Versione  ita- 
liana di  L.  Capparelli.  4*  edizione  con  Appendice  sulla  Medicatura  Guérin  e  Lister, 
1  voi.  in  8^  leg.  in  tela  di  pag.  712  con  81  tavole,  1884       ...»    5,00 

(fftssf  0.  (ProJ,  nella  R.  Scuola  per  gì*  Ingegneri  in  Napoli).  Termodinamica.  Intro- 
duzione al  Corso  di  Fisica  applicata.  2*  edizione.  1  voi.  in  8**,  1896      .         .         »     2,00 

Mèi  J.  Tables  de  Logarithmes  à  cinq  décimales  pour  les  nombres  et  ies  lignes  tri- 
gonométriques  ;  suivies  des  Logarithmes  d'addition  et  de  soustraction  ou  Logari- 
thmes de  Gauss  et  de  diverses  Tables  usuelles.  1  volume  in  8®,   1816.         »       , 

iamio  J.  Corso  elementare  di  Fisica,  proposto  come  libro  di  testo  per  le  Scuole  secon- 
darie. Traduz.  dei  Prof.  L.  Ciccone  e  F.  Campanile.  Parte  I  :  Meccanica  dei  Solidi 
e  dei  Fluidi,  Acustica  e  Cosmografia.  2^ediz.  1  voi,  in  8^con  256  fig.,  1903  »  7,20 
Jaanl  V.  Lezioni  di  Algebra  Complementare.  3^  edizione.  1  voi.  in  8**,  1886   .         »     2,00 

-  Trattato  elementare  di  Geometria  Analitica.  Parte  2^  :  Analisi  a  tre  coordinate; 
m  8^    .         .         .         .         .         .         .         ,         .         ,         .         .         .         .         >     1,00 

Htóooi  U.  Corso  d'  Idraulica  Teoretica  e  Pratica,  dettato  nella  R.  Scuola  Superiore 
Politecnica  di  Napoli.  4*  ediz.  ampliata.  1  grosso  voi.  di  pagine  XX-860  con  227 
ftg.  1921 »  85,00 

-  Corso  d'  Idraulica  Sanitaria  ed  Agricola.  Appendice  a  detto  corso.  1  voi.  in  8^, 
con  111  fig.,  1896 6,00 

-^  Teoria  deirEfflusso  a  Stramazzo,  l''*  Appendice  alla  1®  ediz.  del  Corso  d'Idraulica, 

Teoretica  ;  in  8^  1894 0,50 

'^ua  F.  Elenco  di  Prezzi,  delle  Mercedi,  Materiali  ed  Opere  compiute  di  Muratore, 
^carpellino,  Falegname,  Fabbroferraio,  Verniciatore,  ecc.  relativi  alle  città  di  Roma, 
Firenze,  Milano,  Napoli  e  Torino.  Per  servire  di  estimi,  approssimativi    e  stati  pre- 
ventivi e  sommarli  delle  Costruzioni  architettoniche;  in  8**,  1882.         .         »    ,1,50 
^ycr  F.  Rapporto  sui  progressi  della  Teoria  Proiettiva  degli  Invariati  neirultimo  quarto 
VÌI  secolo.    Trad.   dal  tedesco  di  G.    Vivanti,  con  aggiunte  e  modifiche  dell'autore. 
I  voi.  in  4'*  di  pag.  240,  1900  .  .         .         .         .         .         .  .         .     2,00 

^•■ti  P.  M.  M.  (delle  Scuole  Pie).  Primissime  Nozioni  di  Fisica  e  Meteorologia  per  le . 
Scuole  normali  maschili  e  femminili,  per  le  Scuole  Tecniche  e  per  le   Classi  ele- 
I     mentari  di  grado  superiore.  1  voi.  in  8°,  con  455  fig..  1888     .         .         ,         .         »1,50 
-^  Prenozioni  di  Chimica  Elementare,  scritte  per  la  Scuola  di  Suor  Orsola  e  per  le 

'lassi  magistrali.  1  voi.  in  8",  con  27  fig.  1881 »     0,50 

Brevi  cenni  di  Trigonometria  Piana.  1  voi.  in  8°,  1880        ...»     0^50 

'««041  fl.  (^Professore  nel  Collegio  Militare  e  neW  Istituto  Tecnico  di  Napoli).  Trat- 

uio  elementare  di  Aritmetica.  11.""  ediz.,  1  voi.  in  8^,  1893    ...»    3,00 

^  HJementi   di  Algebra.  8^  ediz.  ampliata  di  3  Appendici.  1  voi.  in  8^  1893        »     9,00 

-  Appendici    1.*  e  2.*  alla  7.*  ediz.  dell'  Algebra  :  in  8^,  1892     .         .         .  »     0,30 

~^  Teoria  delle  Proporzioni.  Appendice  alla  13^  ediz.  della  Geometria;  in  8^,  1892»     0,20 

~  Complementi  agli  Elementi  d'  Algebra.  Parte  1.^  1  voi.  in  8»,  1883     .         »     3,50 

letteci  S.  Risoluzione  di  Esercizi  di  Trigonometria  Piana.  1  voi.    in  8^1878     »     1,50 

•  afilla   G.  Metodo  pratico  e  spedilo  sulla  Correzione  delle  Bussole  Thomson.  Cenno 

>alla  manovra  d'  una  nave  presa  in  uh  ciclone  ;  in  8^^,  1905  ...»     0,50 

^le  A.  La   Terapia  delle  Lesioni  Violenti  in  condotta.  Norma  di   pratica  medico- 

hirurgica  per  studenti  e  medici  condottati  ;  in  12*^,  1903        ...»     0,50 

^^«ia  C.  Manuale  delle  Malattie  Veneree.  2^  ediz.,  1  voi.  in  16^  1885        .         »     0,50 

^ermo  B.   Guida  di  Napoli  e  Dintorni  :  Pompei,  Ercolano,  Vesuvio,  Sorrento,  Capri, 

ì^chia,   Pozzuoli,  Cuma,  Baia,  Pesto,  ecc.  1  voi.  in  12^,  con  ^g.  nel  testo  e  3  piante 

in  ristampa), 

-  U  stessa  in  Inglese  {id.) 

^  U  stessa  in  Francese  {id). 

'^ìwictt  O.    Teoria  delle  Equazioni  Algebriche.  Versione  autorizzata  dall'Autore,  dei 

:?rof.  G,   RoBZolino  e  G.  Sforza.  Voi.  I  :  Equazioni  in   generale  e  Risoluzione  Al- 

^thrica  delie  Equazioni.  1  voi.  in  8^,  1891  (esaurito) 

"  Voi  II  :  Risoluzione  numerica  delle  Equazioni.  Sostituzioni,  l  voi.  in  8^,  1892  »     5,50 

^iiiri  N.   Calcolo  di  Deviazioni,  Incroci,  Attraversamenti  e  Collegamenti  per  Fer- 

'ovie  e  Trancivie    1  voi.  in  4^  ,  con  19  fig.,  1916 »     4,50 

^  Nota  sul   Calcolo  della  Portata  dei   Pozzi  Artesiani;  in  4^,  con  fig.,  1916     »    2,00 
tjDée  D.  La  pratica  deir  Architettura  e  della  Costruzione,  opera  adatta  alPinsegna- 
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mento  negristituti  tecnici,  ed  utilissima  agli  Architetti,  Ingegneri,  Proprietarii  e  Capi 
maestri  muratori.  2   ediz.  1  voi.  in  8®  di  821  pag.  con  584  fig.  e  2  tav.,  1891  L.    12,0C 

Razzano  D.  Nuove  Lezioni  di  Algebra  Elementare,  ad  uso  delle  Scuole  tecniche.  1 
voi.  in  8°    1882 »      0,6C 

Rivelll  A.  (Prof,  nella  R.  Scuola  Industriale  A,  VoltaJ.  Elementi  di  Geometria. 
4*  ediz.,  interamente  rifatta.  1  voi.  in  8^,  con  fig.  1902        .  .         »      4,50 

Rozzoliflo  0.  Epicicloide  ed  Ipocicloide  Piane;  esposiz.  analitica;  in  8^,  1880     »      2,50 

Russo  E.  M.  (Prof,  nel  R,  Istituto  Nautico  di  Piano  di  Sorrento),  Elementi  di  Fisica, 
Meccanica  applicata  alla  Nautica  e  di  Meteorologia  e  Geografia  fisica  del  Mare  , 
ad  uso  degr  Istituti  Nautici  e  delle  Scuole  di .  costruzione  navale  e  macchine  a 
vapore.  Parte  I  :  Elementi  di  Fisica  e  Meccanica  applicata  alla  Nautica.  1  voi. 
in  8^  di  pag.  624,  con  224  fig.,  1877 2,00 

—  Parte  II  :  Meteorologia  e  Geogi^fia  fisica  del  mare.  l.  voi.  in  8^  di  pag  591  con 
143  fig.  e  6  tav.,  2877 »      2,00 

—  I  due  volumi  presi  uniti »     3,00 

Salinoli  0.  Trattato  analitico  sulle  Sezioni  Coniche  contenente  un  cenno  dei  più  impor- 
tanti metodi  moderni  algebrici  e  geometrici.  Versione  italiana  sull'ultima  edizione 
inglese  del  prof.  ^V.  Salvatore-Dino;  aggiuntovi  gli  Elementi  di  Geometria  a  Tre 
Coordinate  estratti  dal  Trattato  del  Salmon.  6*'*  ediz.  riveduta.  1  voi.  in  8^  di  pag., 
XXIV-618,  con  fig.,  1902.         .         .  •    14,00 

Saania  A.  Lezióni  di  Geometria  Proiettiva,  dettate  nella  R.  Università  di  Napoli.  2^ 
ediz.  corretta,  emendata  ed  ampliata  di  tre  nuovi  paragrafi.  1  voi.  in  8^'  di  pag. 
XVl-784  con  fig.  1895   (rarissimo), 

Saniiia  A.  e  D'  Ovidio  E.  Elementi  di  Geometria. 

Voi.  I  :  ad  uso  dei  Ginnasii  ed  Istituti  tecnici.  14*  ediz.  1  voi.  in  8^,  1918  »     4,rìO 
»     II  :  ad  uso  dei  Licei  ed  Istituti  tecnici.  13*  ediz.  1  voi.  in  8^,  1913  .         »     7,ò5 

Scala  C.  Il  Perito  Estimatore  ossia  gli  apprezzi  dei  fondi  rustici  ed  urbani.  Manuale 
pratico  ad  uso  degli  Ingegneri,  Architetti  ed  Agrimen.sori.  6*  ediz.  ampliata  e  mi- 
gliorata, 1  voi.  in  8^  gr.  di  pag.  VIII-280,   1902 5,00 

Sc£'eber  D.  Ginnastica  da  Camera,  medica  ed  igienica;  in  8°,  con  tav.,  1857  »     0/25^ 

Slnigaglia  F.  (Proj,  nella  R.  Scuola  Superiore  Politecnica  di  Napoli),  Principi!  sul 
Bilanciamento  dei  Motori  con  applicazioni.  1  voi.  in  8°  gr.,  di  pag.  VI-72,  con  4' 
fig.,  1907    ,.......•....»     3,. 

Siniscalchi  V.  Istituzioni   teorico-pratiche   di   Topografia  ed  Agrimensura   ad  uso  dej 
gì'  ingegneri   civili    e    militari,  con    Appendice   contenente  i  precetti  per  i  Rilievj 
Tacheometrici  e  le  teorie  dell'Ottica,  necessarie  a  ben   comprendere   alcune  pai 
degli  strumenti  a  cannocchiale  ed  a  riflessione.  2  voi.  in  4^,  con  atlante  di  39  ta| 
con  circa  600  disegni-.  1879 »    5.1 

Stassaiio  P.  Elementi  di  Geometria.  1  voi.  in  8»    con  138  ^^,,    1909.         .         «  4,' 

Testa-Piccolomlni  C.  M.  Il  Codice  delle  Perizie,  ossiano  i  Commenti  sugli  articoli  del 
vigenti  servitù  prediali  e  le  leggi  di  procedura  per  gli  accessi  sui  luoghi  conti 
versi  dei  giudici  e  degli  architetti ,  con  la  tariffa  legale  ,  riguardante  i  periti.] 
voi.  in  16^    1894 

Tlrelli    F.    Teoria  geometrica  di  alcuni    Sistemi  Lineari  triplamente  infiniti  di  Cui 
piane.  1  voi.  in  8^,  1894 »    - 

Todhuater    I.  ,    M.    A.  F.    R.  S."  Elementi  d'  Algebra.  Versione   dall'inglese  del  Pn 
O,  Porcelli,  19*  ediz.  stereotipa.  1  voi.  in  8^  1916        ....•'>. 

—  Appendice  a  detta  Opera,  conforme  ai  Programmi  degli  Istituti  Tecnici;  in  8"  »    \ 

—  Trattato  sul  Calcolo  Differenziale  ed  Integrale  e  sue  applicazioni,  con  molli  es( 
pii.  Versione  dairinglese  con  aggiunte,  del  Prof.  G,  Battaglini.  5*^  ediz.  ampii 
2  voi.  in  8^  1913 »  1'" 

—  Trigonometria  Sferica,  con  molti  esempii.  Versione  di  Vito  Eugenio,  l  voi. 
8°    187^  »    U 

Valerlani  V.  Genesi  delle  Operazioni  Aritmetiche.  Estensione  dell'idea  del  Numero 

in    A"  > 

Verneau  F.  L'  Acquedotto  di  Napoli.  Storia  e  Descrizione  ragionata  dell'  opera, 
ceduta  da  uno  studio  sulla  relativa  diramazione  secondaria  dell'  Appennino  e 
acque  in  generale.  Opera  pustuma  pubblicata  a  cura  del  figlio,  Ing.  Eduardo 
neau  (Ispettore  Capo  delle  Ferrovie),  1  voi.  in  4^,  di  pag.  XVI-190  con  atl.  in^ 
di  16  tav.,  1897 


Ti]).  N.  Jovene  e  C.  —  Naj>oli 
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!•      ).  /(ipi'endencio  requazioiie  della  trinodal^  geucricii  (n.  38)  si  vede    che 
|iH)i  .  «OKO  saranno  due  cuspidi  quando 


a  cai 


a' 


l»l»o  di  elle  l'equazione  può  scriversi  : 


a'Z-{jr  -}-  ;//^)  -f  — ^ 


rr 


+  2xyz{x  +  1/  ^h  2)  =  0. 


(osi  le  tangenti  cuspidali  sono  : 


ah  4^  y  =  4) 


a-2?  4-  ,r 


0 


tangenti  nodali  : 


a'ii^  -  ;-  ^'^)  +  2^1/  z:^  0. 


J^»*  dunque  si  vuole  che  il  terzo  punto  doppio  (001)  sia  un  nodo    (e    non 
i  cuspide  anch'esso)  bisogna  escludere  per  a*  i  valori  '+  1. 
I)opo  di  che  si  vede  che  le  quattro  bitangeuti  t^  t^  t^  t^  della  trinodale,  ge- 
'••rica,  si  riducono  alle  seguenti  (n.  38)  per  bc  z=:cazzr  1 


^j  -^  J  e  zzn  0  ^  congiungente  le  due  cuspidi 

^   -  )  3y  "T  ^{^^  -r.  1)  ^^  ^^  N  tangente  tirata  dalla  ctispide  (100) 

';, ~'-:\2  X  ~ìr  z (a^ -| - 1  )  =  0^  tangente  tirata  dalla  cuspide  (01  Oj 


t,  £-  J  2  (.r  -j-  y)  -f-  2(1  —  (r)  r=  0  •  unica  bitangente  propria. 


Le  formule  inerenti  a  questo  caso  non  iK)ssono  farsi  discendere  specializ- 
utwio  quelle  del  ni  19  inerenti  alla  quartica  biouspidalfe^  perchè  la  disposi- 
**ioiie  ivi  adottata  degli  elementi  di  riferimento  esclude  la  presenza  di  un  ulte- 
-^Te  punto  doppio  della  curva. 


^^')  Giacché  se  le  due  cuspidi  sono  nei  punti  ciclici   la  curva   ò    la    <.  Lumaca  di  Pascala 
wl  €s.  Lori  II  (loc.  oifc.  pag.   177)  e  Sal.mon  id.  pag.  355. 
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4         Libreria  Scientifica  ed  Industriale  di  B.  PELLERANO  -  Napoli  (5) 

mento  negi*Istituti  tecnici,  ed  utilissima  agli  Architetti,  Ingegneri,  Proprietarii  e  Cap 
maestri  muratori.  2   ediz.  1  voi.  in  8^  di  821  pag.  con  584  fig.  e  2  tav.,  1891  L.   12,0( 

Razzano  D.  Nuove  Lezioni  di  Algebra  Elementare,  ad  uso  delle  Scuole  tecniche.  ] 
voi.  in  8°    1882 »     0,6( 

Rivelli  A.  (Prof,  nella  R.  Scuola  Industriale  A,  VoltaJ,  Elementi  di  Geometria 
4*  ediz.,  interamente  rifatta.  1  voi.  in  8^,  con  fig.  1902        ...»     4,5( 

RozKollno  G.  Epicicloide  ed  Ipocicloide  Piane;  esposiz.  analitica;  in  8^,  1880     >     2,5< 

Russo  E.  M.  (Proj,  nel  R.  Istituto  Nautico  di  Piano  di  Sorrento),  Elementi  di  Fisica 
Meccanica  applicata  alla  Nautica   e  di  Meteorologia  e  Geografia  fisica  del  Mare 
ad  uso  degl*  Istituti  Nautici  e  delle  Scuole   di .  costruzione   navale   e    macchine  \ 
vapore.  Parte  I  :  Elementi  di  Fisica   e   Meccanica   applicata  alla  Nautica.     1  voi 
in  8^  di  pag,  624,  con  224  fig.,  1877 2,0( 

—  Parte  II  :  Meteorologia  e  Geogrtifia  fisica  del  mare.  1.  voi.  in  8®  di  pag  591  coi 
143  fig.  e  6  tav.,  2877 >     2fi{ 

—  I  due  volumi  presi  uniti »     3,0( 

Saloion  0.  Trattato  analitico  sulle  Sezioni  Coniche  contenente  un  cenno  dei  più  impor 

tanti  metodi  moderni  algebrici  e  geometrici.  Versione  italiana  sull'ultima  edizione 
inglese  del  prof.  N,  Salvatore- Dino;  aggiuntovi  gli  Elementi  di  Geometria  a  Tre 
Coordinate  estratti  dal  Trattato  del  Salmon.  6*^  ediz.  riveduta,  1  voi.  in  8°  di  pag.. 
XXIV-618,  con  fig.,  1902.         .         .  »    14,0( 

Sanala  A.  Lezioni  di  Geometria  Proiettiva,  dettate  nella  R.  Università  di  Napoli.  2' 
ediz.  corretta,  emendata  ed  ampliata  di  tre  nuovi  paragrafi.  1  voi.  in  8*^  di  pa^. 
XVI-784  con  fig.  1895   {rarissimo), 

Sannia  A.  e  D'  Ovidio  E.  Elementi  di  Geometria. 

Voi.  I  :  ad  uso  dei  Ginnasii  ed  Istituti  tecnici.  14^  ediz.  1  voi.  in  8°,  1918  »     4.50 
>     II  :  ad  uso  dei  Licei  ed  Istituti  tecnici.  13*  ediz.  1  voi.  in  8^  1913  .         »     7,ó5 

Scaia  C.  Il  Perito  Estimatore  ossia  gli  apprezzi  dei  fondi  rustici  ed  urbani.  Manuale 
pratico  ad  uso  degli  Ingegneri,  Architetti  ed  Agrimensori.  6*  ediz.  ampliata  e  mi- 
gliorata, 1  voi.  in  8^  gr.  di  pag.  VIII.280,   1902 5.00 

Schreber  D.  Ginnastica  da  Camera,  medica  ed  igienica;  in  8°,  con  tav.,  1857  »    0,2r 

Slaisa|[lia  F.  (ProJ.  nella  R.   Scuoia    Superiore  Politecnica  di  Napoli),    Principii  j>u( 
Bilanciamento  dei   Motori   con   applicazioni.    1  voi.  in  8**  gr.,  di  pag.  VI-72,  con 
fig.,  1907    ..............     3,! 

Siniscalchi  V.  Istituzioni  teorico-pratiche  di  Topografia  ed  Agrimensura  ad  uso  d^ 
gì'  ingegneri  civili  e  militari,  con  Appendice  contenente  i  precetti  per  i  Rìliei 
Tacheometrici  e  le  teorie  dell'Ottica,  necessarie  a  ben  comprendere  alcune  pa( 
degli  strumenti  a  cannocchiale  ed  a  riflessione.  2  voi.  in  4^,  con  atlante  di  39  taj 
con  circa  600  disegni-.  1879 »     5. 

Stassano  P.  Elementi  di  Geometria.  1  voi.  in  8^    con  138  fig.,    1909.         .         «  4 

Testa-Piccolomlni  C.  M.  Il  Codice  delle  Perizie,  ossiano  i  Commenti  sugli  articoli  <J< 
vigenti  servitù  prediali  e  le    leggi  di  procedura  per  gli  accessi  sui  luoghi  coni 
versi  dei  giudici    e  degli  architetti ,   con   la  tarififa  legale  ,  riguardante  i  periti^ 
voi.  in  16^    1894 

Tirelli    F.    Teoria  geometrica  di  alcuni    Sistemi  Lineari  triplamente  infiniti  di  0\\ 
piane.  1  voi.  in  8^,  1894 

Todhunter  I.  ,  M.  A.  F.  R.  S.' Elementi  d'  Algebra.  Versione  dall'  inglese  del  F 
O.  Porcelli.  19*  ediz.  stereotipa.  1  voi.  in  8^,  1916        .         .         .         .         • 

—  Appendice  a  detta  Opera,  conforme  ai  Programmi  degli  Istituti  Tecnici;  in  8"  » 

—  Trattato  sul  Calcolo  Differenziale  ed  Integrale  e  sue  applicazioni,  con  molti  ej 
pii.  Versione  dall'inglese  con  aggiunte,  del  Prof.  G.  Battaglini,  5*  ediz.  ampi 
2  voi.  in  8^  1913 ...»  1^ 

—  Trigonometria  Sferica,  con  molti  esempii.  Versione  di  Vito  Eugenio,  1  voi 
8^    1875  » 

Valeriani  V.  Genesi  delle  Operazioni  Aritmetiche.  Estensione  dell'idea  del  Numero 

in    j^'^  » 

Veraeau  F.  L'  Acquedotto  di  Napoli.  Storia  e  Descrizione  ragionata  delP  opera, 
ceduta  da  uno  studio  sulla  relativa  diramazione  secondaria  dell'  Appennino  e 
acque  in  generale.  Opera  pustuma  pubblicata  a  cura  del  figlio,  Ing.  Eduardo 
neau  (Ispettore  Capo  delle  Ferrovie).  1  voi.  in  4",  di  pag.  XV'^I-190  con  ali.  in^ 
di  16  tav.,  1897 


Tip.  N.  Joveno  e  C.  —  Niinoli 
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I*  '\t.  Èjpi'eDdendo  reqnaj&iojie  della  trinodal^  geuerica  (n.  38)  si  vede    che 
y^ù  .  (010)  saranno  due  cuspidi  quando 

i 

ìro^  =  arc^  zzi  1 

leni  ^       j2  -        1 

b}H»  (li  che  l'equazione  può  scriversi  : 


i3     2 

«'Z*{^'  +  f)  -+-  "^  -h  '■i^M^  +  y  +  2)  =  0, 


i\m  le  tangenti  cuspidali  sono 


a^z  -f^  1/  =  i)         ,         a'-'i»  +  .r  =  0 


^-  laiiìrenti  nodali  : 


aHa^^\-y')  +  2j^y={). 


Sf  dunque  si  vuole  che  il  terzo  punto  doppio  (001)  sia  un  nodo  (e  non 
■iiu  cuspide  anch'esso)  bisogna  escludere  per  «*  i  valori  '+  1. 

Dopo  di  che  si  vede  che  le  quattro  bitangenti  t^  t^  t^  t  della  trinodale,  gè- 
l'uTHu,  81  riducono  alle  seguenti  (n.  38)  per  bczzzcaziirl 

I  ■  . 

t^'E^)  z  =:  0  \  congiuugente  le  duo  cuspidi  ^ 

^2  "~-  )  2^*+  2r(a'  -f  1)  rr  0  •  taugente  tirata  dalla  ctispide  (100) 

^^  v:)2  a;  +  2(a*-|- 1)  =  0^  tangente  tirata  dalla  cuspide  (010) 

i^  -^  )  2  (ir  4-  y)  -r  2(1  —  a'-)  =  0  i  unica  bi tangente  propria. 

liC  formule  inerenti  a  questo  caso  non  possono  farsi  discendere  specializ- 
zalo quelle  del  n.  19  inerenti  alla  quartica  bicuspidale^  perchè  la  disposi- 
ii'me  ivi  adottata  degli  elementi  di  riferimento  esclude  la  presenza  di  un  ulte- 
^^ffe  punto  doppio  della  curva. 

^M  Giacche  se  le  due  cuspidi  sono  nei  plinti  ciclici   la  curva   ì*   la    <  Lumaca  di  Pascal  » 
4A  es.  Lori  II  (loc.  oife.  pag.  177)  e  ftal.mon  id.  pag.  355. 
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45*  Coiitiiiuaudu  invece  a.  servirsi  delle  formule  inerenti  alla  triuod? 
(n.  39)  sì  vede  che  si  ha 

M„  =  p,^  —  p„  ^  WIft  -—  p,  —  0. 

J)unque  si  perdono  le  i,,  ,  1^^^.    La  I^^  si  riduce  alla   omologìa    annonicj 

I      ,  «         a*         .af 

f 

che  ha  per  asse  .r  =  y  e   per  centro   (1,  —  1,0).    Le   t4'e   I^, ,  1^^  ,  I.^    hanno 
centri  nei  vertici  del  trilatero   t.^  t^  /^, 

In  conclusione  :  «  La  T/umaca  proiettiva  possiede  se^i  inversioni  :  tre  sou 
qìielle  della  trinodale  generica  che  hanno  i  centri  nei  tre  punti  doppi:  le  altr 
tre  ha^ìno  i  centri  nei  vertici  del  trilatero  formato  dalln  bitangente  e  dalie  tan 
genti  tirate  dalle  cuspidi.  Nel  passaggio  dalla  trinodale  alla  curva  attu<de,  x 
pèrdono  dunque  due  inversioni  e  la  terza  degenera  nella  omologia  armonira  eh 
ha  per  centro  il  punto  d^incontro  della  bitangente  con  la  retta  che  congltmge  l 
cuspidi  e  per  asse  la  retta  che  passa  per  il  nodo  e  per  il  punto  d^in-contro  dell 

r* 

tangenti  cuspidali  ». 


¥ 


40.  Se  i)oi  anche  il  terzo  punto  doppio  è  una  cùspide^ la  quartica  è    tri 
cuspidale  (ipocidoiile  j)roiettiva).   L'equazione  pìiò  scriversi  sotto  la  forma  <^*) 

che  proviene  dalla  trinodale  /generica  Q  del  N.  M)  per 

a'  =  b'r^c'  -r.-^ì. 

Le  tje  cuspidi  sono  nei  vertici  del  triangolo  fondauientale.    Le    tre    tan- 
genti cuspidali  converj^oìio  nel  j)unt(»  unità.    La    bitangente  è  la    retta  unitA. 
.0   Facendo  ab  =  bcz=zca=:  —  1    nelle    formule    d^    N.    *Mì    si    vede    che  si 
pèrdono  le  inversioni  I.^^ ,  I.,, ,  I^^  e  le  rimanenti    Ij,  ?Ij3«Ti4    «i  riducono  risina- 
tivauiente  alle  omologie  armoniche 

I 

•'•       •2'       .V  I       ^       V  ^      il      •'•  ]  ^  y      ^'      ^ 


1  cui  assi  sono  ordinatamente: 


X  ^  z 


g~-z     ,     Zz=ix     ,     -r-^ry 

(^'^ì  Ad  es.  $  a  1  m  o  ti  ;  loc.  cit.  pìig.  363.  \\  ivi  da  notare  un  errore  di  stampa.  LVqiu- 
aioue  deve  essere  jc~~     -r  y     '4*  -^"^    =  0  e  uou  se*  -f  y    +  *=  0-  • 
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fMivergenti  in  (1,  1,  1)  e  ili  cui  i  contri  sono  : 


(0,  1,-1)'   ,     (l,  0,-1)     ,     {1,-1,  0) 


0.   Poruian<j:ono   le    tre    inversioni  J^  J^  Jg    soltanto. 


\':iiat  i  sopra  J*  -  f-  ^    •  -  ^ 
liiìuque  : 

«  Iai  quartica  trieuspifiaìc  posftiede  HOÌnmcìitv  le  tre  inversioni  che  hanho  i  empiri 
vllf  cuspidi  e  jur  còniche  fondamentaLi  le  relative  coniche  di  Bertini,  Ideile  sei 
f'mintnti  inrersioni,  Hiwltanii  alla  trinodale  generica ^  tre  ni  perdono,  le  altre  tre 
itmemno  nelle  *re  omoUnfie  armoniche  i  cui  centri  sono  nei  punti  d*  incontro 
llk  bifanffente  con  i  lati  del  triangolo  formato  dalle  tre  cuspidi  e  di  cui  gli  assi 
«mt  le  tangenti  cuspidali». 

Sì  può  ag:giungere,  ovviamente,  elie  queste  tre  omologie  gen(?lano  il  gruppo 
I  rnlliiM  azioni  di  6*  online  rappresentato  dal  gruppo  totale  di  sostituzioni 
*-tia  jr//c.  I^  due  rimanenti  collineazioni  del  gru[)po  (a  [^rescindere  dalPiden- 
^Ui  sono  a  periodo  tre  (eiascnna  è  il  quadrato  dell'  altra)  e  hanno  por  punti 
luti  quello  dove  convergono  le  tre  tangenti  euspi<ìali  e  i  punti  di  coiì^atto 
Va  bitangente  con  la  quhrtica. 

47.  Infine,  come  esempio  di  quaitica  trinodale  in  cui  tutte  le  nove  inver- 
<''!iì(ìel  caso  generico  (X.  42)  degenemno  in  altrettante  omologie  armoniche 
'•  im  citare  la  Lemniscata  proiettiva  (**)  la  cui  equazione  può  scriversi: 


V 


0. 


Ia' «juattro  bi tangenti  sono: 

r    -y  1-2  —  0  ,  —  .1-  -|-  y    h  ^  =  ^>  j  .r  —  ?/  -p  ^  ~  9  ,  .r  ~'r  y  —  z  —  0, 

\  centri  delle  suddette  omologie  costituiscono  i  vertici  del  quadrilatero 
'^It'  bitangenti  e  quelli  del  relativo  triangolo  diagonale  (i  quali  ultimi  sono 
• 'i^  nodi  della  curva):  gli  assi  relativi  sono  i  lati  del  quadrangolo  associato 
'  fielli  del  nominato  triangolo  diagoiiale.  Queste  nove  omologie  fanno  j)arte 
'•^H' intero  groppo  di  collineazioni  spettanti  alla  curva.  11  gruppo  è  ottaedrico 

*^  Permuta    in    tutti  i  modi   possibili  i  lati  del  quadrilatero  sopra  indicato  ^^), 

« 

G<Miova,  Luglio   1018. 


'*)  Be  r  z  o  1  a  r  i.   <  Sulìa   f.tmniscata  proiettira  ».  Keutl.  Istit.  Loiub.  s.  11,  Voi.   XXXVII 


i^il. 


'^^)  Ci  UDÌ.   «  Contributo  alla  teoria  del  gruppo  di   iiìS  collineazioni  pianerà,    Ann.  di    ma- 
'«atiwi.  t.  V.  serie  IH. 
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SliL  Li:OGO  GEOMETRICO      , 
DEI  PUNTI  DEL  PIANO  DI  UN  TRIANGOLO 

AVENTI  I.  TRIANGOLI  PODARI  ORTOGONALI 

f 

EQUIVALENTI  FRA  LORO 


NOTA 


IX 


ANGELO  NEPPI-MODONA   (ad  Alessandria) 


Xeg:li  Eiveraices  de  Geometrie  par  F.  L  (3*  édition,  pag.  320)  si  trova  emù 
ciato  il  seguente  ^ 

Teorema —  «  Da  nn  punto  31  ni  abbassano  delle  perpendicolari  sopra  eli 
seun  lato  di  un  triangolo  r  si  uniscono  due  a  due  i  piedi  D  ,  E  ,  F  di  qnes 
perpendicolari.  Il  luogo  dei  punti  M  tali  che  il  triangolo  DEF  abbia  una  supe 
Jicie  eostante  data,  è  una  circonferenza  eonventrica  al  cerchio  circoscritto  al  tria 
golo  primitivo  ». 

Questo  teorema  e  le  priiicij)ali  consegueuze  cbe  ne  derivauo,  possono  e 
sere  dimostrate  brevemente  e  sotto  nn  aspetto  più  generale  ed  uniforme  n< 
seguente  modo,  usando  le    coordinate    trilineari    assolute,    cioè    prendendo   p^ 

« 

coordinate  «.le  misure  nella  stessa  unità  di  misura  delle  distanze  del  punto! 
dai  tre  lati  del  triangolo  scelto  come  fondamentale '»fc 

Se  è  : 

Pequazìone  di  una  conica,  è: 


A  = 


a 


11 


«i. 


'a 


a 


2? 


a 


31 


^l; 


a 


u 


««  I 


'Vi 


0»t       I 


a 


V=    b 


e 


0 


a 


11 


M 


a 


vz 


a, 


s? 


a. 


b 


a, 


>i 


a 


ss 


a 


n 


e 


E  =  a^,  -r  if,,  -r  <^r>  — 


2er,.,  cosa 


:ir(,^  cosfi  —  2a^^  eosy  , 
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ftti,ì>,c  sono  le  misure  nella  stessa  unità  dei  tr^  lati  del   triangolo   ed   a  , 
.7  sono  gli  angoli  rispettivamente  opposti. 
Alìinchè  la  conica  sia  una  circonferenza^  è  necessario  e  basta  che  sia  (^); 

■R'B*  —  V  =  0  , 

|i\e  H  è  la  misura  del  raggio  della  circonferenza  circoscrìtta  al  triangolo  fon- 
iuuentale. 

La  misura  p  del  raggio  di  tale  circonferenza  è  (*)  : 

^  «  SS  A  ^ 

p'— — 


EV    ' 

! 

^  S  è  Tarea  del  triangolo  fondamentale.  , 

1.  Inequazione  :  •         . 

# 

^  K  è  un  numero  che  può  variare  da  —  co  a  -]-  00  dà  : 

4S 
A  rir  8S(2KS  —  U)    ,     V  =  168^     j     E  =— -  , 

J'v 

«ìjiia  ila  :  ' 

K'E'  -  V  =  0  » 

"luindi  la  (1)  è  una  circonferenza  per  ogni  valore  di  K,   la   misura   del    cui 
'^m  soddisfa  alla  relazione  : 


■.^  — 


K(K  —  2Ktì) . 


U  (l)  è  adunque  l'equazione  di  un  fascio. 
I/asse  radicale  di  tale  fascio  è  la  retta  : 

ajL'  +  by  -{-  cz-=:0  ^ 

'"■'"'  f  Va  r«tta  all'co  del  piano  del  triangolo. 

Le  circonferenze  del  fascio  sono  concentriche  ed  hanno  per  centro  il  oir- 
^''Jicentro  del  triangolo,  cioè  il  centro  della  circonferenza  : 

ayz  -f-  bzA-  -}-  cjpy  :=^  0  , 

'»'■  e  la  circonferenza  circoscritta  al  triangolo. 
I 

-.  Interpretando  geometricaiiieiite  le  due  distinte  parti  deirequazione  (1), 
'"Uiene: 

flJP  -p  hy  -{-  €Z  =  2S 

ayz  -f  •  bzjc*'^'  czy  =  2E(y^  sen^   p  zx  senp  +  ^V  ^^^i)  =  +  ^J^S'  , 

i  Vedi  Neppi  e  Vannini,  Formole  fii  gt(m„  anah,  Gap.  X,  pag.  301, 
h  ibid.,  pag.  303. 
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ove  8'  è  il  valore  .assoluto  dell'area  del  triangolo    podario    ortogonale    di 
'    (^9^9^)  rispetto  al  triangolo  fondamentale  ;  quindi  è: 


e  si  ha  perciò  : 


KS^  — -I-2BS', 


p.^l^8?4->S' 


8 
'     Per  8'  =  0  è  : 

rj  —  n. 

La  circonf6renz#  circoscritta  al  triangolo  foudàmenlale  è  il  luogo  <lei  p^ 
aventi  nullo  il  triangolo  i)Odano  ortogonale:  Piirea  del  ttiangolo  podario  oi 
gouale  di  ogni  punto  interjio  a  detta  èirconferenza  sarà  +  S'  e  l'area  del  tii 
golo  podario  ortogonale  di  ogni  punto  esterno  sarà  —  8'. 

I 

Per  ogni  punto  interno  alla  circonferenza  circoscritta  si  ha  peiviò  : 


(2)  t^\  --^r  U» 


S  —  4S' 
.    -—  u* • — 


lier  ogui  punto  esterno  : 

(3)  \  .  P%-^K 


:5' 


da  cui  è,  per  una  stessa  8  : 


y         Per  : 


V,  -:-  p^  rz:  2R*. 

s 

si  ha  : 

per'  la  (2)  li  5^  fi  ^  0 

e  per  la  (8)  R  ^  p^  c^  R^  2  . 

Per  : 

« 

^    <8'<-^-cx: 


4 

la  (2)  non  dà  nessuna  circonferenza  e  la  (3)  dà  :. 

R|^<p,<-^-co. 

Da  cui  il  seguente  .  | 

Teorema  —  Il  luogo  gtomttri^o  dei  piuìti  del  plano  di  un   triangolo  art 

ì  triangoli  podari  ortogonali  equivalenti  fra  loro  è  costituito  da  due  cirvonfereì 

0  da  vna    sola ,  secondo  che  il  triangolo  podario  è  suvvalente   o   uon    ,surv<de\ 

là    quarto    di    ^uel  triangolo. 

Il  vtniro  di  tutte  le  virconf'i'rtnze  è  il  cinumctntro  dtl  truvngolo, 

LI  luogo  dei  punti  del  piano,  le  cui  proiezioni  ortogonali    sui   lati   sono 

lii\ea  retta f  è  la  circonferenza  circoscritta  al  triangolo, 

Ale8»andria,  Mar/.o   lOlVK 


X  7»)( 


a:i  CRITERII  SUFFICIENTI  PER  IL  MASSIMO  E  MINIMO 

NEL  CALCOLO  DELLE  VARIAZIONI 


DI 


MARIA  MALNATE    (a  Genov^ì 


Il  compianto  Prof.  Eugenio  Elia  Levi,  caduto  eroicamente  nelPotto- 

*^  1917,  combattendo  quale  capitano  del  Genio,  in  uno  dei  lavori  daini  pub- 

■»  •-:  '  mostrò  come,  se^za  far  uso  del  campo  di  estremali  del  Weierstrass, 

^l-»^  provare  la  sufficienza  delle' ordinarie  condizioni  di  minimo   per  Pinte- 


!^.i/^ 


''Ole  queste  condizioni  si  estendano  in  casi  molto  generali  anche  all'integrale 


V 


1 

ì''f(Joyy\..i/^^)dx,         (p>l). 
J  Vi  , 


%ii  volle  ravvicinarsi  nella  citata  Memoria,  come  già  in  altre  anteriori^ 
•ì'Micati»  nei  Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  (Voi.  XX^  e  XXI) , 
^  (Ricezione  infinitesimale  dei  Lag  r  auge  e  dei  matematici  che  immedia- 
«ttnte  lo  segnirono,  mostrando  come,  col  modificare  opportunamente  quelle 
•^«'be  considerazioni,  si  possano  anche  affrontare  coii  successo  casi  che  sfag- 
li» alla  teorìa  del  Weierstrass. 

Per  suggerimento  e  coll'aiuto  del  mio  compianto  Maestro,  continuai  il  suo 
f'^'iii  ed  in  questa, mia  Memoria  estendo  il  metodo  di  lui  per  provare  la  suf- 
^'ixa  delle  condizioni  di  minimo  dell'  integrale 


K.  E.  L  e  V  i  ,  Sui  criteri  ffufficienti  per  il  ma88ìmo  e  per  il  minimo  nel  Calcolo  delle  Va- 
^^^  lAnnali  di  Mstematio»;  serie  III,  t.  XJI,  1913). 

/ 
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È  étk  notare  poi  che  il  ragionamt^nto  si  poti'ebbe  applicare  faci! mente  an 
al  caso  generale  dell'integrale 


/  /{^  y, .'/.  •  •  •  j/n  y\  y\ . . .  .y'J  à.v. 


1.  Posizione  del   problema. 


ConBiderìamo  l'integrale  : 


(1)  •  i-rnry,y,y\y\)dx 

« 

e  anpponiamo  che  in  una  certa  regione  K  dello  spazio  a  tre  dinienstoui  Jcy^ 
e  per  tutti  i  valori  finiti  di  y\y\  la  finzione /{x  y^^y^y\y\)  sia  tìnitn  eco 
tinua  assieme  colle  sue  derivate  parziali  dei  primi  tre  ordini.  Fissati  in  \i 
due  punti 

F^~{x^a,a^)         ,         r,  =  (a;, ft, ft,) , 
si  indichi  con  y  l'estremale  che  couginnjje  ì  due  punti  ;  siano 

I 

(2) 

(  P^  —  \(x) 

le  sue  equazioni  e  si  supponga  che  y  f^^àsi  in  ft. 

Indicheremo  colle  lettere  greche  (p  ,  y'^  ,  y'  ,  ,...,.  i  valori  di  /,/'jc  */'  /  » 

calcolate  quando  per  y^  ,  y,  ;  y\ ,  y\  si  mettano  7]j(a)  ,  r^j^x)  ;  r/j(a?) ,  i\\{x).  Le  y,^  , 
sodisfanno  alle  equazioni  di  Eulero,  che  colla  detta  notazione    si  scrivo^ 

•  I 

da  cui  segue  che,  qualunque  sia  la  coppia- di  funzioni  t^{x)  ,  C^ur)  finite  e  ti 
tinue  colle  derivate  prime  nulle  nei  punti  oi.  e  x^ ,  si  ha  ; 

>  •    T. 


•fi 
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Indichiamo  con  L  una  curva  variata  qualunque  che  cada  in  B  e  passi  per 
P,  e  1', ,  sieno 


M 


{i  =  1,  2) 


ìt  sae  equazioni. 


2.  Trasformazione  e  partizione  della  variazione  totale. 
I.  Ricordo  che  'si  chiamano  equazioni  di  Jacobi  le  equazioni  seguenti  : 

f*M  ottengono  qnando,  supponendo    nelle    equazioni    di    Eulero    le   y^^y^ 
■  Uiimx  di  un  parametro  a,  si  derivano  le  equazioni  medesime  rispetto  ad   a 


11  ]K>rie 


l>ara  metro 

^  _ 
da 


(D&. 


È  noto  che  f)  condizione  necessaria  per  l'esistenza  di  un  minimo  o  di  un 
immo  dell'  integrale  I  è  che  esistano  due  coppie  di  funzioni  g^{x)  ,  g^{x)  ; 
• '\ /i j.r) , .  annulìantesi  per  x=:x^y  costituenti  due  soluztoni  del  sistema  (6) 
Mali  che 

g^{x)         h^(x) 


«J 


^(x ,  x^)  =z 


9À^)  '*9(-^) 


*^i  'lifferente  da  zero  per  tuiti  i  valori  di  x  compresi  fra  x^  e  x,^  {eondizione 
^>  'ìaco  bi). 

Noi  supporremo  che  questa  condizione  sia ,  soddisfatta  in  senso  stretto, 
'!<»*  che  sia  A(a? ,  rr^)  ={=  0  per  x^<ix  ^  x^. 

Da  questa  ii>otesi  segue  facilmente  che  si  possono  determinare  due  soluzimii 
limate  u>j^(jp)  ,  ìà^J,x)  ;  ^ii^^{x)  ,  (à^j^x)  del  sistema  (6),  tali  che  il  determinante 


ld{x)=: 


'  ■  mipre  4=  0  per  x^^x^  x^. 


•')  Cfr.  Boi  za,   Vorl^ungen  iiber  VariaHonsreckttung,  Teiibuer,  Leipzig,  1909,  p.  611-619. 
VOL.   LVU.  11 


s 


.      ■     ){  82  )( 

t 

•  Osserviamo  perciò  ebe  in  infiniti  modi  si  può  definire  una  coppia  di  fui 
a)j^(ic$) ,  tì)jj(ir$) ,  eos^ituenCi  una  soluzione  dì  (0),  per  le  quali  x=:i  sia  un 
zero  ;  e  tali  ebe  esse  siano  funzioni  continue  di  i  e  cbe  per  i=-  x^  si  riduean 
rispettivamente  a 


«>ii(^^i)  =  ffM) 


<»>2l(^'^l)  =  5^2  W- 


Analogamente  si  potrà  definire  una  coppia  di  funzioni  (i>^^(xi)  ,  «^(.i^),  co 
stitnenti  pure  una  soluzione  di  (G)  nulla  per  x  =  £,  le  quali  siano  funziou 
continue  di  4  6  tali  cbe 


tt>i«(-«^'^i)  =  Ki^) 


tt)«(^a?j)  =  hj^x). 


Noi  mostreremo  die,  se  a  i  si  attribuisce  un  valore  S'  <C  j?,  e  sufficiente 
mente  prossimo  ad  x^ ,  le  funzioni 


verificano  la  proposizione  enunciata. 
Poniamo  perciò 


D(.t4)  = 


(Ù^(XÌ) 


se  D(.tS),  considerata  come  funzione  di  Xj  si  sviluppa  mediante  la    formola  di 
Taylor,  si  ba,  indicando  co^li' apici  le  derivate  rispetto  alla  .r, 

« 

I)(.T$)  =  D(S$)  +  (;r  -  4)  imi)  +  ^^^^  D"(e  - 1-  ^(^  -  4) ,  i)         ((><^<l>i 


Ma,  a  causa  di 


t«>ii(iS)  —  («,^(4c)  =  (ùjii)  —  (tìjii)  =  0 


i)(54)  =  jyai)  =  0  ; 


dunque 


(9) 


ì)(xi)  =  -  ^:^-^  D"($  +  &iT  -  S) ,  $). 


Osserviamo  che,  i»oicliè  D(.rj",)  =  ^(xx^)  nou    è    identicamente    nulla,    P*' 
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mrti  i  valori  di  $  appartenenti  ad  un  certo  intorno  {x^  —  e  ,  «,  -|-  s)  di  x^ ,  D(a^S) 
i<m  è  ideuticaihent«  nulla  e  qnindi 


D'm  = 


co',.(«)  m\,m 


4^0 


{rri'bè  non  potrebbero  le  soluzioni  (Wjj(a'J)  ,  a)^j(x$)) ,  (<i)jj(.rj) ,  a)^,(j'£))  di  (6),  en- 
t:uml)e  nulle  per  x=ii,  avere  per  a;z=:$le  derivate  proporzionali,  senza  essere 
♦^NM*  medesime  proporzionali. 

A  causa  della  continuità  di  D"(aS)  ne  segue  che,  fissato  arbitrariamente 
t]!i  intorno  «li  x^(x^  —  ^  >  ^i  +  l)  interno  a  (x\  —  e  ,  x^  -|-  e)  si  può  determinare 
tu  l  tale  che  è  sempre  ' 


«•  inindi,  i>er  (9),  ancbe 


D(x4)-t=0     per     x' -N  S  ,  a-,  -  tj  <  ì  <.r,  +  7]  ,  è— C  <^<  £  f  C 

In  particolare,  se  X  è  il  più  piccolo  dei    numeri    -^7-  ,  -^  ,  sarà 

2        2 


10) 


iy{ji'i)  4^  0     per    x^  —  X  <  4  <;  a\  ,  ic,  ^  x<Ci  x^  -f-  X. 


Osserviamo  d'altra  parte  che  D(.rjf^)  =  ^(xx^)  non  è  nullo,  per  ipotesi,  per 
'     ~K:^x^x^',  esiste  dunque  un  numero  A  ]>  0  tale  che,  in   questo  inter- 
«illo  jD(xj?J|>A;  a  causa  della  continuità  di  ìy(xi),    fissato    ad    arbitrio    un 
:iiiiDero  A'  -<^  A  e  >  0  esiste  un  numero  X'  >•  0  tale  che 

11)       |D(a:S)|>A     per     x-,  —  X'<$< j^,  +  X'  ,  j;,  +  X<a?<.;tV 

Indichiamo  allora  con  S'  un  numero  interno  ai  due  intervalli  (x^   -  X  ,  x^\ 

'.  -  X'  ,  x^)  ;  per  (10),  (11)  sarà 


D(j;$')  4=  0         per 


.fj  ^  J7  ^  .1... 


.  V.  d. 


II.  Fissate  le  «o^  come  si  è  detto,  ])oniamo  : 


12) 
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sarà 


(13)  p,(a')  = 


D(x) 


H^)  = 


\Xx) 


Avremo  che  in  ogni  punto  in  cui  esistono  le  z\{x)  ,  z\[x) ,    esistono   [)i 
le  p\{x)  ,  p\{x)-  e  sono  date  dalle  : 


Pi 


«  1          i»!*»  11 

Pé^'» 

.»« 

«V  Ì'*<»'« 

Ì'2««>'« 

<«K 

D 


(0 


il 


«^  1  ~Vi^  11  —  i'à 


co 


12 


C», 


21 


^2   —  .Ì^*>21--iV*>22 


>    f'  2 


D 


poiché  inoltre  le  z\  ,  a;'^  per  ipotesi  esistono  quasi  ovunque  e  sono  limitat 
quasi  ovunque  esisteranno  le  p\  ,  p\  e  saranno  limitate  e  quindi  sarauno  pai 
integrabili.  < 

Per  le  (6)  e  usando  delle  (12)  dalla  formula   fondamentale    della    trasf* 
mazione  secondo  Legendre  della  variazione  seconda  facilmente  8i  ha  : 


-1- 


à 


dx 


2 


M2,-^"*'*'*-'»+]S,'p  "'""" 


yi9j  ■'* 


(•). 


(^)  So  nella  forinola  di  Legend  re 


+ 


dx 


si  pone   /    Pj^ii  al  posto  di  gi  ,    >    P j^ij+ /   Pj^^H  »l' posto  di  z\  e  si    toglie  poi  d'ambo 


membri   \     9"v'V    /    ^O^O  /    i'j^*./  ®^  ottiene  ridenti tà  (14)  del  testo. 
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Ricordando  ora  che  z^(x),  zjx)  si    annullano    nei  puntji  x^   e  a?, ,    si    avrà 


^graodo  : 


/ 


1*» 


Poniamo  poi  come  al  solito  : 


m   ^^yiP^  ;  y\y\  ,  y\  y\)=Ajpyiy2y\y\)—A^yiyyi  y';)— 


-  Uy\  -  y\)fy'i  [^y,  y,  y\  y\)- 


filiamo  ancora,  poiché  occorrerà  nel  seguito  : 


il 


^Myi  ^2  ;  y\  y'i  y\  v'è 


Kio^v^y^  ;  y\  y'2 1  y\y\) 


1  «w 


(y',-y'.)'+(3'',-y'») 


^'iò  premesso  si  può  dare  per  la  variazione  totale  Al  uno  spezzamento  in 
'i  <li  diverso  ordine    infinitesimale,    che    sarà   fondamentale   per   il   nostro 

Da  (5)  e  (12)  si  ha  facilmente  l'identità: 


is         AI 


A^y,y^  ,y'ò  —  ? 


rfjJzzr 


+  ^^jV'j^iify\{^yiyt  <i  +  2,.Ì>,-<l)',,.  Tri'2+S;i?,.<,^) 


dx. 


■-  '  ■ 
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Per  la  formula  di  Taylor  si  ha: 


I 


+ 


Ri»*, 


/■f 


ed  ancora 

= ^.S/'*"'^^'*'' +22*2/'^  *"n,^''»''j'*''*'^^''»''*'»  2/'^ '"'*■') + 


\ì> 


ove  le  L,,j^,,  ,  Lg,^;,  ....  indicano  i  valori  delie  derivate  terze  di  /  calcolate 
convenienti  punti  della  forma  : 

(20)  '  Lt(),+»„2.^j**'^  ^iri-*.2 ^■'*"*'  ■'/i-i '^2-^'-'*''''  ^''^"''*^"2 '''"'-■ 


(;on 


x^„|  <  1  ,  w  1=  1 7. 


Sostituendo  le  (19)  in  (18)  e  ordinando  si  avrà  : 


dd'z=: 


(L>i)  Aiz:=Pl/k//,//y.//g~-(p 


1  /  ^l' v^ 


^  2J.'i^!2,  j  ' ''w'."'"*+-'f ''^'^'^^  ^-^'^+?"i/'y.  2/^«>'.  [^pj<^- + ^2/'^ 


w*, 


-r.. 


2" 


.*'.l^  ! 


^^ltkh^i^k*^h   -)-.•.. 


.7  Uikn  Zj  P'j^iJ-k^f'+-" 


h 


Nel  secondo  membro  di  qnesta  (21)  il  sècoudo  integrale  è  identico  alii 
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ij^ralo  (I)  ove  si  ponga  C,  ==  ^'.(t  =  1 ,  2);  il  terzo  integrale  è  identico  all'inte- 
ile  il.j);  e  quindi  detti  dne  integrali  sono  identicamente  nulli.  C(  sicché  si 
pa  iu6ne: 


^Is'M  ^ 


l-'U*/.  ^i  ^k  ^h  'r  '  •  * 


^'Mhh^jlP'j^ifhH  +    .  •  .  . 


dx. 


|w<a  è  la  forinola  a  cui  si  voleva  arrivare;  vedremo  in  seguito  come,  sotto 
me  condizioni  almeno,  il  primo  dei  due  integrali  del  secondo»  membr9  diviene 
Etiitisimo  di  ordine  inferiore  al  secondo  al  tendere  a  zero  di  z^(x)  ,  zj^x)  ; 
l^io  t'sso  rappresenta  la  parte  principale  di  AI. 

ì 


3.   Primo  teorema  sulle  condizioni  sufficienti. 


OiDiincianio  dal  caso  più  semplice  in  cui  le  curve  variate  L,  die  si  con- 
^^'^rm\  hanno  inclinazione  limitata;  si  dovrà  dunque  esaminare  se  y  dà  ad  I 
Uinimo  valore  rispetto  alle  curte  L  per  cui 


(•> 


1/.- 


»•.• 


{1=1,  2) 


ì    IHinostrereino  che  se  sono  verificate  le  condizioni  : 

1."  Im  forma  i^,*?'' ^  /   v^v^^  è  definita  poni  ti  va  per  x^  ^  x  ^x^  {condizione  di 

l'undre  in  nenso  tttretto), 

V  E{x  Y),  T,,  ;  TjV-r)',  y\  /,)>OKr  x^^x^x,,  |y'J<r,(y' -r/,)M-(y;-ì'./4-0 
^*ikme  di    Weierfttrass  in  senso  streiio\ 

3."  il  punto  x'  coniugato  a  destra  di  x^  {pel  quale  cioè  x"^x\  ,  ^{.v'x^^=:{){l)) 
^1^*^  J^,  [condizione  di  Jacobi    in  senso  stretto)^ 
I      >fi  può  trovare  vn  s  ]>  0  tale  che,  rispetto  ji  tutte  le  curve  L  variate  di 

1^1  ^"^itW      1      yi^'fiM) 


ì^lHti 


pe^r  l\  ,  Pg  e  tali  che 


\Zi\  =  IVi  —  -^1/ 1<  s     , 


(i=h  2) 


"' ^'' sumere  ad  I  il  valor  minimo. 
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I.  A  causa  dell'  ipotesi  1»  e  per  la  continuità  di  f\>^^  si  possono  dei 
minare  due  numeri  C,C',>0  tali  che  S/^.y'*  ^■^*  ^  definita  positiva  sem] 
quando 

(24)        ly,--»].|<C       ,       |»'<  — V.KC  iìc.^^^x^);      , 

■ 

esiste  quindi  un  Z>0  tale  che,  posto 


v^  =  cos  a         ,         Vg  ZZI  sen  a 


(e  cioè,  supposto  v4*  +  v/  =  l)  risulta,  qualunque  sìa  a 

sempre  quando  sono  veriticate.  le  (24). 
Ne  segue  che  se 

(24')   |y,  -  -rj,!  <  C  ,  1/,  -  fi\  <  C ,  \y\  -  riW  <  e  (y\  -  y\r  +  (?,  -  ìf',?  ^ 


è  pure 


(25)  B,(^y,  y^  ;  y\  y\  y\  y.)>l 


poicii^ 


dove  y\  sono  numeri  rispettivamente   intermedi  fra  y',  e  y',  e  dove 


y'i  -  y'i 


Ì(:y\  -  y\f  +  ¥,  -  y'ù' 


D'altra  parte,  a  causa  della  continuità  di  E  e  della  condizione  2*,  si  pd 
assegnare  un  fe>0,  limite  inferiore' dei  valori  di  E(x  tj,  7]j  ;  i)',  Tf]'j  y'j  y'j)  ì^'^' \ 


X ,  <  ^  <  X,  , ,     |y',K-  r,     ,     {y\-  >)',)*  +  (»',  -  l7  ^  C  ; 
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elle  stesse  ipotesi,  anche  B^{ie  tq^  tj^  ;  yi\  yi\  y\  y',)  ha  un  limite  inferiore  Aj>0; 
precisamente,  se  tj',  <  p, , 


K 


i^l  +  Pi)*  +   (♦"!  +  Pj 


»  • 


Se  qnindi  si  indica  con  2'  un  numero  arbitrario  ^,0  e  <C!  A^ ,  si  possono 
Ittertninare  due  nameri.T  e  e',  ^0  e  tali  che  sempre  quando 


%  x^^^x^    |y— iq.|<t  ,  |y'.— li'Kt'  ,  {y'-ri\f+(y'--n\)*^^'*  ,  l»'-*K»-« 


lin 


Da  (25),  (27)  aegae  che,  se  con  8,8^  si  indicano  due  numeri   positivi,   il 
jT*  uon  superiore  a  C  né  a  t,  il  secondo  non  superiore  a    C'    né    a    t',    to- 

no  eie 

'"  ^t<^<^,  ,  \y~yìi\<' ,  |y^-^M<^  ,  \y\\^r,  ,  (y'^-y'^)«+(y' -^74=0 


-^'  ^ii^  Vi  y,  ;  y'i  y\  1  y\  y\)  ^  ^ 

*'^t  (ij  rappresenta  un  numero  ^0,  non  maggiore  di  l  né  di  V,  Invero,  quando 
•^Q')  verificate  le  (28),  vale  la  (27)  oppure  vale  la  (25)  a  seconda  che  è  veri- 
*^ta  almeno   una    delle    \y\  —  y)',]  <;  C'    oppure    sono    verificate    entrambe    le 

Da  (29)  segue 

■^^)         B(^  y,  y,  ì'y\  ?, ,  y\  y\)  ^  h  \  {y\  -  y\?  +  (y\  -  y7  (  5 

'  Hoesta  (30>  è  verificata  a  fortiiyri  anche  se  {y\—y\fMy\—y'^^=^* 

II-  Ciò  premesso,  ricordiamo  dal  n.  2,  I,  che,  a  causa  delPipotesi  3*  si  può 
^^rminare  una  coppia  ((o^^  ,  ìùJ)  (j  =  1 ,  2)  di  soluzioni  associate   delle   equa- 
''^*  (6)  tale  che,  qualunque  sia  la  curva  variata  L  si  può  fare  la  posizione 
'^)  ^  <lar  quindi  alla  variazione  totale  la  forma  (^2). 
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A  canea  di  (30),  bel  2°  membro  di  (22)  si  ba 


(31) 


Ek y, y,  ;  r,\  +  2^> "'«^  '  ^'«  +  2^''  **'*^  '  ^' *') 


K-i  j  r^P'j '^iij  ■^y^P'j'^ij 


tosto  '  che 


(32)     ar,  <x<x,     ,     |y«  — iri,|<«     ,      ^P^"'*» 


<««    »   |y'iK»'.. 


Per  soddisfare  a  qnoste  (32)  basta  cbc  i  \Zi\  siano  sufficientemente  piod 
Se  cioè  si  siipimne  die,  per  x^  -^  a?  -^  j,  sia 


(33) 


|D|>1>-     ,     KI<M     ,     K|<M     ,     |«,|<8 


si  vede  subito  dalle  (13)  cbe 


\Pj\  < 


2sM 


(34) 


|2 


Pj  <tì  *j 


<2  M=i 


l^ 


t^ 


onde  (32)  saranno  Veritìcate  tosto  cbe 


(36) 


t<« 


s< 


4M 


f2    • 


III.  Per  tutti  i  valori  di  x  per  cui  non  ò  p\=p\:=:0  ai  può  porre 


y^  :=  h  costì 


p\  =  h  sen6 


*.\ 


( 


X  91  ){ 
re  A  4=  0  e  6  è  un  angolo  conveniente.  Con  qaesta  posizione  si  ha 


+ p?) = 


((o^j  cosO  -j-  0)^2  senO)'  -f-  ((d^j  costì  +  <«>«  sentì)' 


(i>? +/,')• 


Si  può  considerare  questa  (36)  valida  anche  quando  p'^  =:jp'  =  ^»^^^  P^^ 
i  im  un  valore  qualunque,  perchè  allora  sono  sempre  nulli  il  primo  ed  il 

Dembro. 

Poniamo 


ci)^,  costì  +  ^ii  sentì  =  \ 


(tìjj  costì  +  ^n  seiiO  =  \ 


c^aiil  massimo  valor  assoluto  di  X^  ^\\  si  ricava 


costì  ^ 


0) 


12 


^ 


(0, 


89 


»(«) 


►> 


costì]  ,  Isentìl  < 


2XM 


ij  .bfine 


sentì  = 


0),,  \ 


«21  >^2 


J3(^) 


X*M* 
1  =  cos^tì.  +  sen^tì  <  8  — 4-  ? 


Esiste  dunque  un  numero   m>0  (che  si  può  fissare,  per  es.,=:-^| ,  tt 
>•  a  causa  di  (36) 

^PM)  =  valendo  soltanto  quando  p\  =  jp'^  =  0. 


tale 


r 
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Notiamo  ^he  questa  ngaaglianza.  non  può  calere   per    ogni    valore    di 
perchè  ne  seguirebbe  che  p^^  e  p^  sarebbero  costanti  e  le  is^{x)  ,  zjix)  fornite  d 
(12)  non  potrebbero  allora  annullarsi  in  x^ ,  poiché   per   ipotesi   non    sono  e 
stantemente  mulle. 

Da  (31),  (37)  si  ha:  ^ 

eU  y,  y,  ;  tq\  +  ^Pj  ^'u  ,  >i'«  +  ^Pj  <^\j  ,  y\  y',j  ^  v-Mp'ì^  +i>7) , 


il  segno  =  valendo  solo  quando  j>\  =:|)'2  =  0  ;  e    quindi,   per  l'oBservazìoi 
delPalinea  precedente, 

lY.  Chiamiamo  A  il  massimo  valore  assolato  delle  derivate  terze  di 


/(^,  VtViV^ 


per      «j  <  a?  <  ir. 


\tfi  —  1.1  <  « 


|y'*-V.|<«i 


{t=l,2). 


P  coefficienti .  L,,^  •  •  •  •  del  secondo  integrale  della  (22)  rappresentano  le  dori 
vate  terze  di/(;t!yj  y^y'i  y',)  calcolate  nei  pnnti  della  forma  (20)  e  quindi  [X 
(34) ,  (36)  in  punti  del  camito 


ar,  ^  «  ^  «, 


|y*  — 1).1<  « 


'i  -  ìM  <  ». 


(»=1,2); 


qnei  coefficienti  saranno  certamente  inferiori  a  A,  sarà  cioè 


(39) 


|L„«»|  <  A 


( 


1*  =  1  ....  7.^ 
t ,  A;  A  =  1 ,  2 


Tenendo  conto  di  (39)  avremo  che  : 


<*®^  IÌI*2«Ìf![^'-''''*'* +•••]+ §[i^»-2,p>'^^' 


i^h  n"  •  •  • 


dx 


< 


3  il  ìx,  jmmikh 


+ 2  ^j'"'o2^'*"*'2^*"''-'  ^^ 


+ 


3  3  ^^^"J 


àX 
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iluppando  uel  secondo  inembro  le  fanzioni  sotto  il  segno  d'integrale  e  ricor- 
ido  i^empre  le  notazioni  (33),  avremo  : 


"il! 


\jx,  2à,,^S  ! 


^ìihh^i^k^h  •  •  • 


2 


LstfcA^  V' j^ijZk^h'\-  •  •  • 


dx 


< 


>vi  ^  \p^ i\^u^\x^ih  + . . .  I  +  •  •  •  k^ + 


dx 


i^ì'yp' + ^*Pi% + ^^PiP* + ^p'\^ + 


/*i 


Q\f3 A    /V 

^^^r^lip'^pz^Sp'.p.p.+ép'.p.'+ép'.p'^Sp'.ViP.-i-^PWÌ  àx. 

Uieordiamo  ora  che  (v.  la  citata  Memoria  del  prof.  E.  E.  Levi  in  Ann.  di 
»/.iM913,  pag.   179): 
y  i;(j?)  è  una  funzione  nulla  in  a  o  in  b,  con  deriuata  limitata  in   (a  ,  6), 


i 


^x)  dx 


'-i^T  t'w  *. 


fc  Wewe  ipotesi 


r  \i^x)  Q'{x)\dx  <  i 


2 


+  1 


J  a 


inferno  nel  nostro  caso  : 


»         r 


*«,_, 


2sM/'*i,:    , 


sM    /  /a'; 


lt=l,2 

[/=1,2   - 


>/Va-+  r  p',  rfa!)<; 


/'(fx+ 


f--     '.>    '  /    !';<*«' 


ove  t  =  1    ,  J  zz:  2 


Sostkuendo  in  (41),  avremo  : 
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oppure 


t  =  2  ,j  =  l. 


(42) 


in  CUI 


2 


i,kfh 


'3! 


ij'lihh  ^i^»'»T'"' 


+1 

^2 


kr 


< 


< 


p= 


4Aivr 


y  (^i  -  ^2)'  +  16 


Da  (38)  e  (42)  si  ha  effettivamente  che  il  secondo  integrale  di  (2U)  il 
viene  infinitesimo  di  ordine  superiore  al'  primo  quando  e  tende  a  zero,  e,  )m) 
ehè  il  prin^o  è  positivo,  tale  sarà  pnre  Al  per  e  sufficientemente  piccolo.  Pr 
cisamente  da  (22),  (38)  e  (42)  si  ha       ' 


•  AI  >  (ti.wi  -  ep)  f"'  [p^^  +  p^^)dx. 


Vj  ciò  dimostra  che  Al  >  0  quando  si  prenda 


«< 


ti,»» 


4.  Secondo  teorema  sulle  condizioni  sufficienti. 

I 

I.  Il  precedente  ragionamento  non  si  può  senz'altro  applicare  al  caso  g< 
nerale  in  cui  le  curve  variate  hanno  inclinazione  qualunque,  perchè  dalP  ip( 
tesi  2*  seguirà  ancora  che  B^(a?  yJj  \  ;  tj',  t)'^  ,  y\  y\^  >  0;  ma  ora,  poiché  le  y\  »  .V 
possono  variare  fra  —  00  e  +  00  ,  non  si  può  più  assegnare  nn  limite  inft 
rior  >  0  ;  e  non  si  può  quindi  più  dedurre  la  (27)  e  quindi  le  (29)  ,  (30). 

Dimostreremo  invece  la  proi>osizióne  seguente  : 

Se  esistono  due  numeri  positivi  « ,  «  j  tali  che  per 


(43)  ii'^  c^  ir  c$  x^         \y,  —  7j.|  c$  * 


\y\  -  flW  <  s, 


y\  qualnnq" 


(i  =  l,2) 


l*a)  la  farina 


*ìtjimta  positiva; 
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ik 


!*•  a)  pei' 


(y\  -^  y\?  +  (y'2  -  y'/  4=  0  è 


'44Ì 


^(ipyii^s  ;  yiy«iyiy,)>o 


3^  t7  punto  ooniuqato  a  destp'a  di  x^  segue  x.^  [condizione  di  Jac obi  in  senso 
»i  può  trovare  wn  s>0  tale  che,  rispetto  a  tutte  le  L  variate  di 


*  ?/i  =  fltW 


!f2  =  'n^M 


^"'^nti  der  P^  ,  P,  e  tali  che     ^ 

W  =  11// -r|,|  <  s 

i*i  assumere  ad  I  t7  ualor  minimo. 

Dimostreremo  )>erciò-  innanzi  tutto  alcune  proprietà  della  funzione 

E(.r  .y^  i^,  ;  y\  'y\^  ,  y',  y\) 


blindo  y'^  e  y'^  tendano  ad  00, 

IL  Lemma.  —  Sia  T  wn  campo  finito  e  chiuso  di  valori  di  x  y^  y^  y\  y\  nel 
^^kmno  sodisfatte  le  eoniizioni  1^  a\e  2°  a)  e  sia  assegnato  un  8>0;  se  un  campo  T^ 
^' ]^\inti  di  T,  è  tale  de  ogni  cerchio  di  raggio  S  in  un  jyiano  parallelo  al  piano  delle 

?,»/,,  avente  il  centro  in  un    punto  di  T^ ,    sia  contenuto  in    T,   si  possono 
'''(minare  due  numeri  positivi  s^  e  (i,  tali  che  se 


"15\ 


jV.-y'.)'  +  (y',-y7l>« 


'  '  1,  y,  y',  y't)  *  ^»  T,  ,  «»  ahUa 


46; 


E{^ y. y,  ;  y\y\ ,  y\  y\) >  v-,  V  (y'.  -  y\f  +  (y'»  -  y'.)' 
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Se  infatti  la  proposizione  non  fosse  verificata,  ciò  signìficberebbe  che, 
sati  arbitrariamente  due  numeri  positivi  a,  r  (l'uno  arbitrariamente  grande,  1 

tro  arbitrariamente  piccolo)  si  .potrebbe  determinare  un  punto  (ìf^  y,o  y^  y\^ 

I  • 

di  T„  e  valori  y\^ ,  y'»  di  y\ ,  y'^  tali  che 


K  (y'w — y'to' 


)*  +  (y'«,  -  y'J  >  a 


ed  intanto 


(47) 


EK  y.o  y»  ;  y\o  y'»  y'io  y  ») 


V 


'  \i 


(y'.o  -  »'..)'  +  (y'a,  -  y'*) 


<»•. 


Ora  noi  mostreremo  che  se  qnest'  ipotesi  fosse  vera^  si  potrebbe  deten 

mare  un  punto   (x  y^  y,  y\  y\)  di  T  nel  quale,  per  gli  stessi  valori  y\^  y'„ 
y\  y'j,  non  sarebbe  veriiìcata  (44). 

Perciò,  poniamo  per  brevità, 


l'(y'i«-y'io)'  +  (y'«.-y'*«) 


=  p 


y'.o  —  y'io = pVi 


y'»  —  y'v  =  Pv  >  onde  v,*  +>  v,»  =  1, 


Osserviamo  die  il  punto 


(48) 


K  yio  y»  >  y'.o  +  v.s ,  y'»  +  v,S) 


appartiene  alla  circonferenza  di  centro  {x^  y,„  y^  y',,  y'^)  e  raggio  8,  nel  pia 

X)arallelo  a  quello  delle  coordiniate  y\  ,  y\  ;  quindi  esso  appartiene  a  T. 
Si  ha  inoltre 


y'.»  —  (y"io  +  v.s)  =  v.(P  -  S)  ,  y'^  -  (y:«  +  v,8)  =  v,(p  -  «) 


l'(y'.o  -  (y'io  +  v,8))' +(y'^  -  (y'«  +  v,8)  )'  =  \\*((>  -  «)'  +  v,«(p  -  Sf 


+fV+v,«(p -«)=?-« 


)(  97  )( 


infine' 


r.9i.9»  ;  y'io  +  Vi^.y » + ^Ay'w y ») _ ^(^o.y.oy»  ;  y'.o y» y'io y ») 


p-8 


p 


+ 


I     5     /(a'o  yio  y»  y'io  y'J     /Kyioy»y'io  +  Vi^y«+v»S) 

"•"p  — s  p  p  — 8  "^ 


+ 


fi^oVioVi^y  lyj 


2 


—  7.V. 


/V.  («0  yw  y«oy'.o  +  v.s  y'»,  +  v,8) — 


—f'y'i^^oyioVt^y'ioy'J 


'ij^y^jy^oy^ _ ^K yi« y» ; y"io y'ao y'io y V  ,  /K y.o y»o y'.o y ») _ 
p  •  p  p 


2''*-^y'/^«yioy«.y'ioy»)» 


•' ,,  ''. ».oyt« ' y'io  +  v.5,y'«,  +  v,S)  -  /'^,,  (x, y„ y,,y\,9'^)  = 


|hve  0  <;*•<;  1) ,  si  ba  ancbe 


i^i   — — -  f- 

•    •       p  —  5  p  —  0 


+ 


/  ( Jq  y.o  y»o  y'io  y 'J    /  K  y»»  y^-y 'io  +  v^s,  y'», + v,5) 

p— §  p— 8 


rzg  2  ^.Z  V/-^»  ^««  y^o^^'»»  '»>)^ 


—  2^v,  v»/'j,/y^  (a-„  y,o  y^,y',„  +  ò^^^.y'^  +  H^)- 


t'Jk 
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Osserviamo  cbo,  poiché  il  campo  T  è  finito,  le  funzioni /, /'y/.    sono 
mitate  in  esso  ;  si  può  quindi  determinare  un  numero  N  tale  cbe 


^50)  ., 


/'  /(*oì'ioJ'«oì'ioy*o) 
3»  I 


<N. 


"\,    ^  Inoltre,  poiché  in  T  la  forma 


^-^Vy^^^yi»»"'»*'*^"'^* 


ih 


è  definita  positiva,  Paggregato  (chiuso)  dei  Valori  di  essa  per  v,  +v,-'  =  l 
un  limite  inferiore  ^>0:  in  particolare,  poiché  per  la  definizione"  di  T  an 

il  punto  K  y.o  y»  y'u  +  *Vt8 ,  y'^  +  H8)  appartiene  a  T,  sarù 

(51)         2^  %'<,'.  (*'a  y.«  «'«..y'.o  +  *Vi8»y'.«  +  H^)  v,  ^,-^g. 

ih 

m 

Tenendo  conto  di  (47),  (50),  (51),  dalla  (49j  si  lia 


ossia,  essendosi  supposto  p  >»  a, 

E(.r„ y.„y^ , y'.«+vA  y'«.  +  v^y'.py'J  ^    « i  ov i+i _ nn. 

p_8  ^«—5  a  — 8 

Facendo  tendere  a  a  oo  il  2*  termine  del  2»  membro  tende  a  0,  il  prf 
tende  a  r  ;  se  allora  si  prende  r  sufficientemente .  piccolo  questo  secondo  m< 
bro  risulta  prossimo  quanto  si  vuole  a  —  8<^;  dnnqae  dall'ipotesi  che  iwss^ 
a  ed  r  essere  risix'ttivamcnte  arbitrariamente  grande  ed   arbitrariamente  li 

colo  risulta 

n^.  y.o  y«  1  y'io  4-v.8,y"vo  +  v,8^y\oy'io)  = 


^0  yjo  ygc 

p-8 


=  (p— 8)  E,(x,  y,„  y^  ,  y\,  +  v^8»y'^  +  v,8 ,  y',»  y'J  ^  *^ 


contro  (44).  È  così  provata  la  proposizione  enunciata. 


_J 
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* 

III.  Come  campo  T  asHiimiaino  il  campo 


|y,  —  tj.l  <  «       \y'i  —  i^'.l  <  «1  ; 


^  assato  arbitrariamente  un  6  <I  «i  ?  assamiamo  come  T^^  il  campo 


Ò2) 


J?. 


a?  <  a-,         ly,-  —  7],|  ^  s         \y\  —  tjM  <  «^  —  8  ; 


Iplicamlo  la  proposizione  precedente  avremo  cbe  esistono  due  numeri  positivi 
[  e  %  tali  che  per 


(i  — 1,  2) 


■*        W^yiy,',y\y\,>j\y't)>v-i  \(y\-y\f+{y\-y'^ 

Nel  campo  finito  <«  cbinso 

(t  =  1,   2) 

•avrà  poi,  ragionando  come  nel  numero  precedente  (*),  che    si  può    determi- 
^  an  |i^  tale  che 


'^)  E(x  y,  y,  ;  y\  y\ ,  y\  y\^  <  II3  H^'i  -  y\f  +  ^\  ~  l/'^)' (  • 

I    Applicbiamo  ora  alla  variasìone  totale  di  I  la  (22),  il   che   è   possibile   a 
P»^  dell'i iM)t€Si  3*.  Si  può  supporre  cbe  sia 


5?) 


a?,  ^  ar  ^  », 


\yi  —  -fìi\<«'       [^Vi'^'ij 


».-« 


l»T7 


iL'altima  dUegaaglianza  delle  (55)  porta  di  couseguenza  che  le  y\  ,  y\  sono   limitate,    es- 

•"■^o limitate  le  y'i  ,  y^^  ;  cioè  esistono  r^  e  r^  finiti  tali  che  |y',l  ;^  r,-  (i  =  1,  2).  Si    può   quindi 
?^»re  daUe  (55)  alle  (28)  del  n.  3. 
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baetondo  perciò  supporre  [cfr.  (35)] 


(58)         H  =  |y,-Yi,|<e         ,         s<«         ,         e  <  ^''''^^,  ^^ 


Osserviamo  ancbe  che,  analogamente  a  (37)  vale  la- relazione 


(59)  ■       iy(2^'"-J+(2^>«J 


/  /«'  2  r  ìm'  « 


^iVPi+P 


dove  m^  è  un. numero    conveniente  >0    e    dove    il    segno    =    vale    soltani 
quando  p\  =:  p\  =^0. 

Indichiamo  con  x  l'aggregato  dei  punti  di  (x^ ,  x^)  in  cui 


/(S-'-.J+lS'''-^)' 


e  con  Xi  l'aggregato  dei  punti  dell'intervallo,  in  cui 


«. 


2^>uJ+(2^>..J 


<«,: 


si  ottiene  (analogamente  a  (38)) 


m  jlyi^y^y^  »  Vi+  2^^  ^'*^  '  -n^+^vj^'v  ,  y'iy'.)^^> 


> 


IV.  Occorre  ora  prendere  in  esame  gli  integrali  provenienti  dai  termini 
terz'ordine  della  (22).  Eicordiamo  perciò  le  proposizioni  :  (^) 

Lemma  1**.  —  Sia  C(a?)  una  funzione  nulla  in  a  o  in  &,  con  derivqi^ia  limiM 
in  (a,b)  e  sia  |C(^)|<a.  ^^  X  ^  Xi  *^^*^  ^^^  aggregati  complemeìitari   di  {a  y 


(^)  Si  ammette  qui,  e  nelle  proposizioni  che  seguono,  che  gli  aggregati  x,  y  y,{  siano  misurab 
e  che  sieno  definiti  convenientemente,  per  es.  al  modo  di  Lebesgue,  gli  integrali  estesi  ad  esi 

(«)  I  lemmi  !<>  e  2»  sono  tratti  dalla  citata  Memoria  del  Prof.  E.  E.  Levi:  Sui  oriterii  »»} 
cienii  ecc.  Annali  di  Mat.  1913  pag.  185.  La  dimostrazione  del  lemma  S»  si  può  condurre  in  mo( 
analogo  a  quella  del  lemma  2^, 
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iiperò  che  in  ^  ^^  C^(*r)  sia  limitata  quasi  ovunque  ed  almeno  integrabile   col 
quadrato j  si  ha: 


'il  '  /   C*(a?)  dx  ^  kj  !:;^(x)  dx  +  \\     |C'|  da? 


A^o'= :; ;         lc^  =  2a{h^a). 


Lemma  2**.  —  Nelle  stesse  ipotesi  si  ha  pure 


IjCC'I  dx  <  k,j_^  e*  d^,+  ^3/^^  IC'I  Ar 


Lemma  3**.  —  Ed  ancora:  se  con  ^^  e  t^  si  indicano   due  funzioni    distinte, 
*'fc€«/i  alle  ipotesi  dianzi  Jatte^  si  ha: 


•h 


|c.  c',r*te<  ^J^  e*  '^^ +-|/x.  l'^''!  ^''"  +  ^ /x  ^"  ^  +  */x,  1"^'''  *" 


'io  premesso,  ricordiamo  che  se  [2:^1  <] e,  (irzzl,  2),   valgono    le    disegua- 

'''^  i^.|<C t.(*^=l?  ^)'  Poiché  jpt(a?.)  =  jpX^J  =  ^j    avremo   quindi    dai 

fc  precedenti,  prendendo  per  X  ^  Xi  S?^^  aggregati  definiti  in  III  : 


+^m,|''.ih;=;: 


1  =  1,  2 
2 


\PiPj\^^^<-^—      ÌPiPÀ^^"^-—^!    p/dx  + 


+ 


l^    JX 
eM 
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bastando  perciò  supiwrre  [cfr.  (35)] 


(58)  Kl  =  |y,-7i,|<e         ,         s<«         ,         «  <  '^•'^^.  ^^ 


Osserviamo  anche  che,  analogamente  a  (37)  vale  la- relazione 


dove  w^  è  un .  numero    conveniente  >  0    e    dove   il    segno    =    vale    soltaq 
quando  f\  =  f\  zzzfy. 

Indichiamo  con  x  l'aggregato  dei  punti  di  {x^ ,  x^  in  cui 


é  e  con  Xi  l'aggregato  dei  punti  dell'intervallo,  in  cui 


%. 


l|^(2->4'+(2->^)' 


<«2- 


si  ottiene  (analogamente  a  (38)) 


(60)    j^'E[xy,y^  ;  Vi  +  2l>i  <>  .  ^8+2^-''^'^  '  ^'i^'^)^^ 


> 


> 


V^ mi  (i>?  +  p7) dx  +  ^mj  {\p\\  +  |p',|)  dx  (*) 
J  X  /  Xi 


IV.  Occorre  ora  prendere  in  esame  gli  integrali  provenienti  dai  termini  <i 
terz'ordine  della  (22).  Eicordiamo  perciò  le  proposizioni  :  (*) 

Lemma  1°.  —  Sia  t^{x)  una  funzione  nulla  in  a  o  in  h,  con  €l^riv<jita  limitati 
in  (a,ò)  e  sia  |C(^)|<C^«  ^^  X  ^  Xi  *^^^  ^^^  aggregati  complementari   di  (a^l 


(^)  Si  ammette  qui,  e  nelle  proposizioni  che  seguono,  che  gli  aggregati  ^  f  /a  siano  mieurabil 
e  che  sieno  defluiti  convenientemente,  per  es.  al  modo  di  Lebesgue,  gli  integrali  estesi  ad  essi 

(«)  I  lemmi  !<>  e  2»  sono  tratti  dalla  citata  Memoria  del  Prof.  E.  E.  Levi:  Sui  oriterii  ««# 
denti  ecc.  Annali  di  Mat.  1913  pag.  185.  La  dimostrazione  del  lemma  3°  si  può  condurre  in  mod» 
analogo  a  quella  del  lemma  2^. 
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iprrò  che  in  ^  la  C'(^)  9Ìo>  limitatu  quasi  ovunque  ed   almeno  integrabile   col 

I  quadrato,  si  ha: 

I 

|1)  *  f  V(a?)  doj  ^  kj  ^(x)  d^  +  kj    |C'|  dx 


k^=        ^  ;         A;2  =  2a(&  — à). 


Lemma  2**.  — J^elU  stesse  ipotes^i  si  ha  pure 


m 


£|CC1  dx  <  A;,j^^  r*  c?a;  +  ^3^^^  |Cl  A. 


j  LEM3U  3*".  —  Ed  ancora:  se  con  f^^  e  !i^  si  indicano   due  funzioni    distinte, 
y^^icenti  alle  ipotesi  dianzi  Jatte,  si  ha: 


rb 


\-rj, 


|C.  Z\[dx^  ^f^  C?  <^^+^f^^  IC'.I  div  +  i|^  C?  dx  +  *,|^^  icg  àx 


f,  =  a. 


Ciò  premesso,  ricordiamo  che  se  |2J<|<;!e,  (i=l,  2),    valgono    le    disegua- 

,    ,        2eM  '    ^ 

mze  !j),|  <;; ,  (i  rr:  1,  2),  Poiché  jPì(^,)  =  JPX^2^)  =  0,    avremo   quindi    dai 

n  precedenti,  prendendo  per  X  ^  Xi  S^^  aggregati  definiti  in  III  : 

^1     p,*p^\dw<:—-p,^dx^—-kjp7dx-{- 


+^./,,..,h;=i; 


=  1,  2 

2 


r 


1  =  1,  2 


.    eM 


^/      JP  i  dco  +  . /   jp?  dJ?  H ^4 1      Pi\  dx 


'  \ 
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con 


oppure 


t  =  l 


i  =  2 


j  =  2, 


j  =  l- 


Dalla  (41),  che  è  sempre  valida,  ai)plicando  le  (64),  ai  otterrà  ^ 


(65) 


/. 


'i       (  1 


^likk  ^i^k  ^/i  ~r-  •  • 


+\ 


<6P 


ove 


Pi  = 


4AMV'76 


|i.     \  3 


k,  +  24  A-,  +  4 


"■=^-^»-+^".+".) 


.  Per  (22),  (60)  e  (65)  si  avrà  : 


(6^; 


AI  >  (ji^m  -  p,e)J^  (  p'.»  + 1,7)  rfx  +  (m»H.  -  p,»)!"^^  j  |i,'J  +  1p',|  j  Ar  . 


Basta  ora  asanmere  s  abbastanza  piccolo  die,  oltre  alla  (58)  verifichi    pure 


8< 


Pi 


s< 


Ps 


perchè  sia  Al  >  0.  "^ 

È  quindi  pienamente  dimostrato  il  uostro  asserto. 
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SULLE  PODARIE  DELLE  CURVE  SGHEMBE 


/  NOTA 


DBL 


Dott.  EMANUELE  RAIMONDI  (a  M'ilano) 
{con  due  figure  nel  testo) 


Meotre  le  proprietà  delle  podarie  delle  curve  piane  sono  state  studiate 
^  molti  e  sono  oggetto  di  pregevoli  lavori  (*),  nulla  ancora  è  stato  fatto,  per. 
uiiito  sia  a  mia  conoscenzn,  sulle  p<>darie  delle  curve  sgbeinl;)e. 

La  prosente  Kota  rappresenta  nn  tentativo  per  stabilire  una  teo7'ia  delle 
poiirìe  delle  curve  sghembe ,  applicando  gli  ordinari  metodi  della  geometria 
fcenziale. 

Ppeliminapi.  . 

1.  Sia  C  una  curva  sghemba ,  riferita  a  tre  assi  cartesiani  ortogonali 
tf.y  ,  «)  ed  M  un  punto  qualunque  di  essa.  Detto  s  Parco  della  curva  die 
^  per  estremo  M  e  per  origine  un  ])unto  fisso  della  curva  stessa,  supponiamo, 


i^)  Vedi  in  proposito  :  Q.  Loria,  Spezielle  algébrÌÉche  und  trascendente  ehene  Kurvén, 
vn  —  Maclaurin,  GeometHa  organica, ,  London  1720  —  Barisien,  Aire  de  la  podaire 
"^''fw  de  la  développée  oblique  de  Vellipse  (Nouv.  Ann.  Math.  4^  Ber.  I,  1900;;  Podarie  rtepetto 
tik  parabola  (Period.  Mat.  XVI,  1900-1901);  Sur  les  podairee  aucceeaives  d*  une  eurhe  (Noav. 
Aon.  Math.  3*  Sòr.  XIV,  1895)  —  6.  Loria,  Le  trasformazioni  pedali  ed  aniipedali  nel  piano 
'  ttlìo  ipazio  (Period.  Mat.  XXII,  1907)  —  A.  R  o  s  é  n  ,  _0m  fotpunktkurvere  karakteres  ,  Lund 
'»^  —  F.  Raffini,  Delle  lifiee  piane  algebriche,  le  pedali  delle  quali  poeeono  eeeere  curve  che 
'ow  potensa  in  ogni  punto  del  loro  piano,  Mem.  Aco.  Bologna,  V,  Ser.  IV,  1896)  —  S.  R  o- 
^^rt»,  On  the  pedale  of  conte  sections  (Proc.  London  Math.  8oc.  HI,  1869-1871)  —  F.  Tei- 
iMra,  Tratado  de  las  curvae  —  E.  Catalan,  Melanges  maihématiquee  (Mem.  Soc.  Liège, 
'  ^T.  XIII,  1886)  —  J.  Steiner,  Vom  KrUmmungssohwerpunkte  ebener  Kurven  (Crelle's 
^•5ni.  XXI,  1838)  —  J.  Bertrand,  Calcul  differentiel,  Paris,  1864  —  G.  Peano,  Appli- 
•^M  geometriche  del  calcolo  infinitesimale,  Torino,  1887  —  R.  Raimondi  ,  Sulle  curve  d'tn- 
'*^«i»w  (Giorn.  di  Matem.  XXVI,  1888)  —  G.  Salmon,  Tratte  de  geometrie  analytique  (Cur- 
^  plaoee),  Paris,  1903: 


h 
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che  le  coordinate  x  ^  y  ^  z  del  punto  M  siano  fanzioni  note  di  g ,  supponi^ 
in  altri  termini,  che  siano  date  le  equazioni  parametriche  di  Oi 


(1) 


JBZ=:3C{8) 


y  =  y{9) 


Z  =  Z(8). 


w 

Il  differenziale  dell'  arco  è  dato  dalla  relazione  fondamentale 


(2) 


d«*  =  Ae*  +  dy»  +  da». 


Indichiamo  con  T ,  N  ,  B  rispettivamente  la  tangente,  la  normale  prineii 
e  la  binormale  a  0  in  M,  e  rappresentiamo  i  loro  coseni  direttori  rispetti 
mente  con 


(3) 


(a,b,e) 


(X  ,  n  ,  v) 


(«  ,  P  ,  Y). 


Questi  coseni  sono  fanzioni .  note  di  s,  Che  soddisfano  alle  relazioni 


(4) 


la*  =1 


SX*  =1 


Sa»  =1 


(5) 


i:«a  =  0         ,         SaX=0         ,         l<f.\  =  0. 


Sapponiamo  inoltre  che ,  quando  il  triedro  fondamentale  della  curva  C 
M  (avente  per  spigoli  T,  N,  B)  si  porta  a  coincidere  col  triedro  formato  dai 
assi  X  j  y  j  z  j  in  modo  che  le  direzioni  positive  di  T  ed  N  vengano  a  coio 
dere  rispettivamente  con  le  direzioni  positive  degli  assi  x  e  Zy  la  direzic 
positiva  di  B  venga  a  coincidere  colla  direzione  positiva  dell'  asse   delle  y. 

In  virtù  delle  (4)  e  (5),  il  determinante  dei  nove  coseni  direttori  è  or 
gonale,  e,  per  quest'  ultima  ii>otesi,  il  suo  valore  è  1.  Abbiamo  cioè 


(6) 


a 


P 


V- 


=  1 


In  queste  condizioni,  ogni  elemento  del  determinante  è  uguale  al  suo  co 
plemento  algebrico;  abbiamo  quindi  le  relazioni  : 


(7) 


a  =  pv  —  Y|i     ,     6  =  7X  —  av     ,     e  =1  a\L  —  pX  ; 


(8) 


a=zc|i  —  6v      ,     p=av  —  cX     ,     7  ziz  6X  —  a|i; 


(9) 


X  =  6f  —  cp     ,     (t  =  ca  —  aY    ,     v  =  ap  —  6a. 
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Ricordiamo  infine  le  formole  di  Fr  enei: 


■M 


111) 


da 
di 

da 
ds 


\ 
P 

X 

r 


db 
d» 

P 

ds 

1^ 
r 

d» 
dt 


V 

P 


li) 


elle  qaali  p  ed  r  sono  -rispettivamente  i  raggi  di  prima  e  seconda   curvatura 

iCin  M,  ossìa-  ed  -  sono    rispetti vamente   la  flessione   e   la    torsione   di 
i  p        r 


UM. 


2.  Ci  proponiamo  di  studiare  la  podaria  o  pedale  della  curva    G  rispetto 
i^'fi  punto  fisso,  ossia  il  luogo  dei  piedi  M^  delle  perpendicolari  condotte  dal  ^ 
^^A  isso  alle  tangenti  alla  curva,  o,  ciò  che  è  lo  stesso ,    il    luogo  dei  punti 
i''ìi!fnezione  dei  piani  condotti  pel  punto  fisso    perpendicolarmente    alle  tangenti 
'<  C  eolie  tangenti  stesse, 

I  a 

Chiamiamo  O^  questa  curva  ed  adottiamo  per  essa  gli  stessi  simboli  adot' 
■i  per  la  curva  C,  muniti  dell'  indice  1, 

Supi)oniamo  infine,  come  è  lecito,  che  il  punto  fisso  che  figura  ne!la  de- 
[dizione  (Iella  podaria  sia  l'origine  O  degli  assi  coordinati. 

Triedro  fondamentale  e  curvature  della  podaria. 


3.  Consideriamo  un  puato  qualunque  della  tangente  T  alla  curva  sghenibii 
•^  M,  le  sue  coordinate  sono  della  torma 


13) 


x^  =  X  -\-.  at 


yi=y  +  ^^ 


Z^=Z    -^    et    y 


t 


ile  quali  <  è  un  parametro  arbitrario.  L' equazione  del    piano    condotto   per 
igine  O  e  perpendicolare  a  T^è 


U) 


aX  -f  6Y,+  oZ  =  0, 


^*  X ,  Y  ,  Z  sono  le  coordinate  correnti.  Affinchè  il  punto  che  ba  per  coordi 
*^ne  (13)  stia  su  questo  piano,  è  necessario  che. sia 


a{x  +  at)  +  b(y  +  ht)  +  c{z  +  et)  =.0  ; 
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14 


V 
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quindi,  per  ]a  prima  delle  (4)  : 

(15)  t  =  —  Sax; 

dunque  le  cpordinate  del  punìh'^^^  che  genera  la  pt^daria  Oj    <?f  C  ,    rispetti 
O,  iono  le  (13),  nelle  quali  t  ha  il  valore  dato  dalla  (15). 
Dalla  (15)  ricaviamo 

dt  -,    dx       ^     da 

—  "=.  —  ia IkO^  —  , 

ds  de  '  dS'^ 


da  cui^  per  le  note  relazioni 

dx       r  dy  iz 


e  tenendo  presenti  le  (4)  e  le  (10),  abbiamo 


(U)  ?-'=-(> -I-'Ì. 


ds 


dove  8i  è  posto 

(18)  t  =  lljr. 

» 
Analogamente,  derìvando  rispetto  ad  s  le  (13)  e  tenendo   presenti   le  (1< 

le  (16)  e  la  (17),  abbiamo 

dx,        1  ,  , 

(19)  ^  =  _«^_^), 

I 

*  rr  -  (fv  —  te). 


ds        p 

Detto  «j  Parco  di  i\  terminato  in  M^  e  (Computato  a  partire  da  un'origine  ùs^ 
su  0^ ,  si  ba 

(20)  d8^'  —  dx^^  +  dy^'  +  dz^^ ,. 

/  ^  I 

quindi,  quadrando  e  sommando  le  (19)  e  tenendo  presenti  le  (4)  e  le  (5), 


Se 


d,, 


iwuiamo  r^=A»))  cioè  /(«)  =  + 
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.2 


,  e  se  conveniainb  di  fissare 


1 8enso  positivo  sulla  curva  C^  in  modo  che  V  arco  s^  cresca  al  crescere  di  8, 

ds. 
^ta  — *>»0  e  pertanto    ^ 


•    t 


SD 


As)  = 


Ìt'  + 


Ivsendo  /  una  funzione  nota  di  «,  la  farmoia 


•22) 


d8^  =/[8)  d8 


^mtte  di  calcolare  Varco  8^  di  C^  in  funzione  di  «j  essa  dà 


13). 


8 


f(8)d8  ,• 


•*'wenianio  di  assumere  come  origine  degli  archi  su  C^  quel  lìunto  che  cor- 
dile alF  origine  degli,  archi  su  C,  ossia  il  piede  della    perpendicolare   ab- 
•mtA  dall'origine  O  sulla  tangente  a  C  mìV  origine  degli  archi. 
Detti  a^ ,  6^,  c^,  i  co8eni  direttori  della  tangente  T,  a  C,  in  M      si  ha 


a 


dx. 


*-*,.     ' 


'""0,  per  le  (19)  e  la  (22), 


dz 


H) 


a,  = 


fk  —  za 


*  .   p/ 


'       K 


t^  —  tè 

~~ir' 


tv  TC 


>  «i  = 


P/       ' 


rih- 


moltiplicate,  rispettivamente  per  a,  p,  y  e  sommate  danno: 


Sa^a  =  —  (<2aX  —  tSaa) , 


l-^r  la  (5), 


la^a  =  0. 


^|^"|<1|,  la  tangente  T,  a«a  podaria  C^  ì/t  M^  (^  i?erpeJidicoZar<?  alla  binormaU  B 
^'^  M,  089ia  è  parallela  al  piano  ^osculatore  di  0  in   M. 

Detto  6  P  angolo  che  T,  fa  con  N ,   V  angolo    che  T,  fa    con  T  è  -,—  6 , 

2 


'■\ 
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e  si  ha 

cos6z=iIajX      ',         sin  6  =  COSI-  —  e|=:Sa^aj 

ma  le  (24),  moltiplicate  rispettivamente  per  X  ,  |i ,  v  e  sommate,  danno: 

t 

e,  moltiplicate  invece  per  a,  b^  e  e  sommate,  danno: 


quindi 


(25)  cosei=--    ■    ,         8ine  =  — -^. 

P/  P/ 


In  virtù  delle  (25),  le  (24)  si  possono  scrivere  : 

a^ruXcosO -f-^8in6 , 
(26)  \  =  (icose  +  ftsiu  e , 

Cj=:VC08  6  +  C8Ìn6. 

I 

Derivando  rispetto  ad  $  la  prima  delle  (26),  si  ha  : 


da.        d\       i,   i   da    ,  >    •    £»x  ^® 

-—2-  =  --  cos6  +  -r-  sin  6  +  (acos6  —  X sin 6)  —  . 

ds        d^  ds  f  d9 


ovvero,  per  le  (10)  e  le  (12), 


/  a         a\  X  rfO 

1 )  cos6  H sin6  +  la cosO  —  X sinO)^-  , 

\P         r;  ^  p  ^'  'ds  ' 


da  cui 


da,        /rfe        1  \  a 

-r^  =  H («  cos6  —  X  sinG) cosG  ; 

ds        \ds        p  )^  r 


e,  ponendo  per  semplicità 

.r^mx  e^  d^  1 
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be  è  lina  funzioDe  nota  di  Sj  abbiamo 


da 


è                        di 
7-  X  8in6) C086 , 


ds  r 


r.  per  la  (22), 

ad,  ^      .  ^  ^        .      r..  ^  ^ 

-~  =  -T-(aco86  —  XBin6) :.co86; 

^i         /  r/         ' 

• 

db        de 
Mi  analoghe  espressioni  si  hanno  per  •—■  e  -—-.'  Ma,  detti  X^  ,  (i^  ,  v^  i^  coseni 

d'rHtori  della  normale  principale  N^ ,  e  p^  il  raggio  di  flessione  di  C^  ia  M^  , 
W  le  (10) 

da^  X^ .  db^  (t,  dc^  v^ 


ndi 


—  =  -^  (a  cos6  —  XsinO) -r  cosG, 


h        f   '  '      rf 


;28)  J!l.  =  —--  (6  cos6  —  (JL  sinG) K-  costì , 

Pi  /  ^     ^f 


V  ^  Y 

~  =  -j-  ((5  costì  —  V  sintì) -j-  costì  ; 


P,         /    ^  '       r/ 

lille  quali    si  possono  ricavare  i  coseni  direttori  X^ ,  (i^ ,  v^  della  normale  prin 
^^^le  alla  curva  C^  in  M^  in  funzione  di  p^.  i 

Quadrando  e  sommando  le  (28),  abbiamo 

^  =  -Ir  (S  a*  coa*6  +  S  X*  sin'e  —  2  S  aX  siuO  cosO)  +  3S  «>8*6 , 
^  cui,  tenendo  presenti  le  (4),  le  (5)  e  le  analoghe  per  la  curva  C^ , 


29)  ^  .^ 


Pl    •    /  f  r* 


Questa  farmela  esprime  Ja  flessione  della  podaria  O^  in  M^  in    funzione   di   s. 


)(  no  x 


Il  radicale  va  preso  col  segno  positivo,  poiché,  come  è    noto,    del    raggio 
flessione  si  considera  sempre  il  valore  assoluto. 

Calcolato  p^ ,  le  (28)  danno,  come  abbiamo  dette^  i   coseni   direttori   d^ 
normale  principale. 

Indicando  poi  con  a^ ,  P, ,  Yi  i  coseni  direttori  della  binormale  di  O^  in  ì 
per  le  (8),  abbiamo 


a. 


^ 


ovvero,  per  le  (2§)  e  le  (28), 


\ 


vcos6^c8in6  ^(c  co86  —  v  siuS)  — 


cosO 


p 


(j.  cos6  +  ^  sin6 .         d"(ft  cos6  —  [i  sinO) ^—  cos6 


da  cai  si  ricava  facilmente 


(vP  —  (17)  cosO  -|-  8Ìo6  (cp  —  67) 


ovvero,  per  le  (7),  le  (8)  e  le  (9), 


Pi 


«1  = 


da 


cosO 


(a  cos6  -r  X  sin 6)  ; 


ed  infine  (scrivendo  le  analoghe  in  ^^  e  yJ,   abl)iamo    i    coment    direttori   deU 
hinórmale  a  C^  in  M^  : 


a 


_    Pi 


^~  /  l   r 


coa6 


(X  sinG  —  a  costì)  —  fl'a 


(30) 


P. 


Pi 


/ 


costì 


([(,  siutì  —  ft  costì)  —  »p 


V.  = 


p. 

/ 


cos6 


(V  SÌU6  e  C086)  —  d'Y 


)(  lU'K 


Posto 


cos6  _  *.        *v 

{ ■=: (X  8in6  —  a  co^6)  —  d«  , 

r 


r 


ji' 


m  = ([1  sin6  -r  ft  cos6)  —  d^  , 


É 


cosO 


n 


(v  sintì  —  e  cosO)  —  ^  , 


30)  sì  possono  scrivere  cosi  : 


p, = f  » 


7  --^n 


i  cai  derivando  si  ricava 


da. 


ds 


Ari/  ì 


4- 


P.    <^' 


/     ds 


ic  1*  analoghe  in  p,  e  y^. 


d  I  ù  \       di 
Caleoliamo  le  derivate  -r-l-^l  e  — :— ..  Dalla  (29)  abbiamo 


à»\f 


ds 


Pi 


/ 


y 


y  -i- 


cos^6 


t:  > 


»'i»  quale  si  ricava  (fndicando  con  un  apice  le  (leti  vate  rispetto  ad  *) 


•«; 


d^ 
ds 


ifh 


cose  (re'  sino  +  r'  cose)  -r-  f'^' 


(*»r*  |-co8*e) 


t 


V 


Derivando  la  prima  delle  (31),  e  tenendo  presenti  le  (10),  le  (11)  e  le  (12), 
kkiamo 


h 


_     re'  sin»  +  r'  oosO  ,,    .  „  „.        a'      <i  ^  _j_ 

-z Ck  Bine  —  a  cosO)  —  a*  —  9 \- 

r*  .  r 


+ 


cob6 


-  » 

_  f  ±  4-  ìL\  8ine  —  —  cose  +  (X  cose  +  a  8me)e' 
.    \P   '   r/  p         '  J 
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oWero,  per  la  (27), 


(34) 


ds 


r6'  8iii6  +  r'  cose 


(k  sìne  —  a  costì)  —  a*'  —  «•  —  -f- 


+ 


costì 


*(a  sintì  +  X  C086) 


a  6ini 


Ma,  per  le  (11)  e  la  (22), 


da,       da. 


r,         ds,       fds 
quindi,  tenendo  presente  la  (32)  e  le  analoghe, 


che,  moltiplicate  rispettivamente  per  a,  ^,  y  e  sommate,  danno  : 


di 

ds  ' 


D' altra  parte,  moltiplicando  rispettivamente  per  a  ,  p  ,  f  sia  le  (31)  e 

la  (34)  con  le  analoghe,  e  sommando,  si. hanno  le  due  relazioni: 

/ 

5;Za  =  — », 


2.-^  =  -(»-  +  iiI!^)i 


quindi  : 


^".«  =  -7l(t)-K*'  + 


sintì  costì 


)• 


Inoltre  le  (28),  moltiplicate  rispettivamente  per  a,  p,  f  e  sommate,  danni 


Pi 


cosO 


r/  ' 


I 

J 


\ 


)(  113  K 


fT«ro 


*  .   r/    ' 


|iWi, 


sogtituendo, 


_*   ^^  /Pi\  .  PiU'  I  «ine  cose  \ 


prò 


P,  cos6       „      ^ 
-^ =  ^r 


m + x»> + =^ 


OsserFando  che,  poiché  dalla  (29)  si  .ricava 


Pi 


j'dV  +  cos'O      ••/ 


>  3.ÌI  si  paò  scrivere 


m 


Pi 


cose(re'  8in6  +  r'  cose)  —  r^M'  ^ 

(*'r*  +  cos^e)  r/  '  ' 


Ktitnendo  nella  forinola  precedente,  si   iia 


cose       .  co8é(re'  sine  +  r'  cose)  —  r^»'  ,   d'r    ,    sine  cose 

=  9  -.—  .    ■ — \-—F-  + 


r. 


/(d»r*  +  cos'è) 


/ 


r/ 


*^  riduoendo  ed  osservando  che 


dr'  +  ft'r  =  _  (rd) , 


ubiamo 


35) 


1^ 

r. 


f^BinO-— +co86-~-(r*)  .  . 

ds  da  .     8iq6 

r 


/(r***  +  co8*6) 


r/ 


'<^ola  che  dà  la  torsione  della  podaria  G,  in  M^. 


16 
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ovvero,  per  la  (27), 


(34) 


d8 


r6'  Bine  -f-  r'  cosO 


(X  sine 


a  cose)  —  a*'  —  *—  + 

r 


+ 


cosO 


è{a  sine  +  X  cob6)  — 


a  8in6 


Ma,  per  le  (11)  e  la  (22), 


Xj    da^ d  a^ 

T^~dT^~fd8 


quindi,  tenendo  presente  la  (32)  e  le  analoghe. 


hi 

r. 


JlJL 

T  da 


Xfì^r   d,   ' 


r\~  /    ds\f)^r 

/  ì  "^  /* 


/    dH\/ 


dm 

ir  ^ 

dn 


che,  moltiplicate  rispettivamente  per  a,  p,  y  ^  sommate,  danno: 


r.      •        /    d8\f)^r 


da  • 


D'  altra  parte,  moltiplicando  rispettivamente  per  a  ,  p  ,  y  sia  le  (31)  o 
la  (34)  con  le  analoghe,  e  sommando,  si. hanno  le  due  relazioni: 

lla  =  —  »y 

sinO  cose 


ila 


ds 


=-  ^'  + 


B  cose  \ 


quindi  : 


^".«=-7l(^)-K»'  + 


sinO  cose 


)• 


Inoltre  le  (28),  moltiplicate  rispettivamente  per  a,  ^,  7  e  sommate,  dhoi 


Pi 


cosO 


\ 
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hrtro 


•   r/    ' 


^néi,  sogtitnendo, 


pjCOsG ^     ^/Pi\_uPi/vj    si'iO C086 \ 


rvero 


p,cos6_        <i  /Pi\   ,    Pt/.^,_",    8in6c08e\ 


Osservando   che,  poiché  dalla  (29)  si  .ricava 


_Pi 


j'dV  +  co8*6     r/. 


i-  3ìi  si  pnò  scrivere 


. 


ds 


(Pi\_     cos6(r6'  8in6  +  r'  c<3se)  —  r^èè' 


iitnendo  aella  formola  precedente,  si   ha 


cos6 


d 


co86(r6'  siuO  +  r'  coaS)  —  r^»'       *'r        ainO  cosO 

1 7~  + 


/(^r*  +  co8*6) 


/ 


r/      ' 


wia,  riduoendo  ed  osservando  che 


dr'  +  d'r  =  _  (r*) , 


Inibiamo 


35) 


1^ 


dò  d 

tè  8in6— -  +  cose  -~  (r*)  .  >, 

ds    '  da  .     Sin6 

T 


/(r*y  +  cos^e) 


r/ 


^^nnola  che  dà  la  tonior^  della  podaria  G^  in  M^. 


16 
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4.  I  risaltati  precedenti  possono  essere  raccolti  nel  seguente  enanciatc 
La  podaria  0^  rispetti)  alV  origine  degli  assi  O    della   cu$*va   0,     luogo 
punto  M  di  coordinate 

è  il  luogo  del  punto  M^ ,  dì  coordinate 

(36)  x^:=:ix  +  at         j         y^=y-^bt         ,         z^  =  z  -^ctj 

dove 

(37)  t  =  — Saar. 
Posto  inoltre 

(38)  ^  t  =  SXa?, 
ed                    ' 


(39)  /i;«)=-  ^ 


P        ' 


«{  SUO  arco  s^  è  definito  dalla  formola: 

(40>.  ds,z=^f(s\ds. 

Detto  0  Vangelo  che  la  tangente  ad  essa  in  M^    fa   colla   normale  principale 
alla  curva  O  in  M,  e  posto  ancora  - 

■ 

la  flessione  di  i3^  tn  M^  é 

t  coseni  direttori  della  tangente  T.  alla  G,  in  M,  «ono; 

♦  111 

a^  zr:  X  C086  +  a  8in6  , 
(43)  ^  —  1^  cose  4-  b  sinO  , 

c^  =  V  cose  +  0  sintì*  ; 


«116  )( 
yteni  direttori  della  binormale  B,  alla  0,  in 


,^  _  SA^  (^  8Ìl6  -  o  cose)  -  »»1  , 
I,  =  ìli^^  (|i sin»  —  b  C0.9)  —  9p| , 


rlli  ddla  normale  principale  sono: 


». 

=  ^(ccose- 

V  sinS) 

Ufi 

fos6 

i/lt. 

la  tal 

gioite 

di 

0 

i»  M,  i: 

«1 

1 
r, 

1^ 

r»,i„6-^  +  , 

0,6  i 

(7* 

(rft) 

8in6 

/(cos'è  +  r'ff) 

h 

r/ 

-''-  Vediaiao  qnnle  è  il  significato  geometrico  di  alcnne  delle  funzioni  di  « 
^  figurano  nelle  formole  precedenti,  ossia  dì 

6     ,   J     ,     t-  ,     ^T+^     ,    /(»). 

Per  definizione,  6  è  l'angolo  che  la  normale  prìii- 
*y<>^  S  alta  cvrva  C  ih  M  fa  colla  tangente  T,  alla 
r-><tria  C,  in  M,  (flg.   1*), 

<  i  I(t  distanza  MM,   tra  i  punti  corrispondenti  M 
''ii,  delle  curve  C  e  0,    come  sì  rileva  dnile  (36), 
1    essendo  X,  jju,  v  i  coseni    direttori   dell»   norniiile 
ii'ia[)ale  in  M  a"C,  l'equazione  del  piano  rettificante 
'^"tl  pnnto  è  Fig.  1» 

MS- ^ì  +  |t(V  -  y)  4- v(Z  -  2)  ^  0  ? 


)(  116  )( 

t 

quindi  il  valore  assoluto  della  distanza  dell'originerò  da  questo  piano  è 


tenendo    presenti    la    seconda  delle  (4)  e  la  (38).  Dunque  t  rapp'esenta   lu 
stanza  ddVorigine  dal  piano  rettificante  ^i  C  in  M. 

Se  O'  è  la  proiezione  delPorigine  O  sul  piano  osculatore  di  0  in  M,  co 
rilevasi  dalla  figura,  t  misura  anche  la  distanza  del  punto  M^  dalla  projezi\ 
O'  dell'origine  sul  piano  osculatore  di  C  in  M,  ossia  t  =  O'M^.  Segue   che 


» 

Infine  f(s)  è  il  rapporto  degli  archi  elementari  delle  due  curve  C^  e  C,  coi 
rilevasi  dalla. (40). 

Ppoppjetà  della  podaria. 

6.  Abbiamo  già  osservato  (J^.  3)  che  la  tangente  a  G^  in  M^   è    paralle 
al  piano  osculatore  di  G  in  M  ;  ma  il  punto  M^  appartiene  a  tale  piano,  quin^ 
la  tangente  a  C^  in  M^  giace  nel  piano  osculatore  di    G    in    M.    Segue    fbe 
piano  normale  di  G^  in  M^  è  perpendicolare  al  piano  osculatore  di  0  in  M. 

Dal  triangolo  MM^O',  essendo  MM^  =  i  ed  0'M4  =  t,  si 'ricava 

tang  M^MÒ'  =  —  ; 
ma  dalle  fonnole  (25)  sì  deduce,  sempre  in  valore  assoluto, 

tang6  =  y,  ^ 

quindi  . 

M^M0'  =  6,  (raodic); 

ossia,  la  tangente  T^  alla  podaria  G^  in  M^  e  la  projezione  O'M  del  raggio  vei 
tore  OM  sul  piano  osculatore  di  G  in  M  sono  ugualmente  inclinate  rispettiva 
mente  sulla  normale  principale  JST  e  sulla  tangente  T  a  G  m  M,  Giò  permette  d 
costruire  la  tangente  T^  a  G^  in  M, ,  e  quindi  anche  il  piano  normale. 

Poiché  il  punto  medio  H. dell'ipotenusa  MO'  del  triangolo  rettangolo  MM^(^ 
dista  egualmente  dai  tre  vertici  del  triangolo  stesso,  il  triangolo  MM^H  è  ì^<\ 
scele  e  quindi  6  =  M^MH  =  MM^H.  Quindi   M^H    è    perpendicolare  alla  tai^ 


)(  UT  )(    ■ 


I 


eute  T^  a  C^  in  M,  ossia  M  JI  è  normale  a  C^  in  M^  ;  segue  che  il  piano  nor* 
ùk  a  C^  in  M^  passa  pel  punto  medio  della  projezione  O'M  del  raggio  vettore 
fM  9nl  piano  osculatore  di  C  in  M. 

Detto  R  il  punto  dove  la  retta  M^H  incontra  N,  risulta  dalla  flg.  1*  cbe 
lEzz  M,0'  e  quindi  che  O'R  è  perpendicolare  ad  MR  5  segue  cbe  OO'R  è 
ft;;*niiicolare  ad  N  in  R  ;  ossia  il  piano  normale  a  C^  in  M^  taglia ,  la  nor- 
M^  principale  a  G  in  ÌA  nella  projezione  R  dell'origine  O  su  questa  retta. 

Dai  triangolo  rettangolo  QM^R  emerge  che  la  disianza  t  tra  due  punti  cor- 
vpùndenti  M  ed  M^  di  G  e  0^  é  media  proporzionale  tra  i  segmenti  che  Ig,  tan- 
faìt  T^  ed  il  piano  normale  a  G^  in  M^  staccano  sulla  normale  principale  N. 
I  Infine  osaerviamo  che  se  G  fosse  una  curva  piana,  il  puj»to  O  coincide- 
l^bbe  con  O'  ed  RM^  diventerebbe  la  normale  alla  podaria.  Dalle  còn9ìdera- 
iioqì  fatte  segae  cbe,  in  tal  caso,  la  normale  in  M^  alla  podaria  si  costruirebbe 
mfiungendo  M^  col  punto,  medio  H  del  segmento  MO;  proprietà  notevole  delle 
lodarle  delle  carve  pif^ne,  cbe  si  suole,  stabilire  per  altra;  via. 


Peeudopodaria. 

'.  Studieremo^ora  la-  curva  luogo  dei  piedi, delle  perpendicolari  abbassate  da 

"  ftMo  fisso  (cbe  supporn^rao  sia  Porigine  degli  assi,  .0)  sui  piani  osculatori 

^  «SA  curva  data  G,  luogo  che,  per  distinguerlo  dalla  podaria,  lo  chiameremo 

jlt'U^opodaria,  lo  indicheremo  con  G,  j  e  muniremo  dell'  indice  2  tutti  i  simboli 

pi»-  ad  eslso  si  riferiscono. 

Per  resistenza  della  pseudopodaria  è  necessario  che  G  sia  sghémba,  perchè, 
<^  C  fo(8e  piana,  evidentemente  la  pseudoiK)daria  si  ridurrebbe  ad  un  punto, 
P^iezione  del  panto  fisso  O  sul  piano  della  curva. 

Un  punto  qualunque  della  perpendicolare  condotta  da  O  al  piano  oscula- 
^''^  di  0  ìr  M  ha  la  coordinate  del  tipo 

^Jle  quali  (3  è  nn  parametro  arbitrario,  ed  a",  p ,  y  sono  i  coseni  direttori  della 
'  normale  a  G  in  M  (N.  1).  Affinchè  il  punto    che    ha  per    coordinate  le  (47)   ^ 
*-a  sai  piano  osculatore  di  G  in  M,  di  equazione 

SalX  — a?)  =  0, 

•  > 

^fiecessario  e  sufficiente  che  sia 


/ 


Xa(a(3  —  a?)  =  0  , 
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/ 


qaindi^  per  le  (4), 


(48)  o  =  lax. 

* 

Dunque ,  le  coordinate  del    punto   M,  che    genera  la;  pseudopodaria  bo 
le  (47),  nelle  quali  ha  il  valore  dato  dalla  (48). 
Derivando  la  (48)  rispetto  ad  8  abbiamo 

ovvero,  per  le  (11),  le  (ItJ),  le  (5)  e  la  (18),- 

dn       V 

Derivando  invece  le  (47),  tenendo  presenti  le  (11)  e  la  (48),  abbiamo 

« 

,Kfì\        ^"t  _  ^<»  +  «t        dy,  _  [tq  +  Pt        «^««  _  yq  +  Tt . 
^^^'        IT-      F        '    ir-      F        '    T,- ■   r     ' 

dalle  quali ,    quadrando  e  souiinando ,   e    tenendo    presentii   le  (4)  e  le  (5) ,  s 
ricava 


(ds,y_^^+^ 


che  si  può  scrivere 


(51)  d8^=itp{s)d8^ 
con 

(52)  y(«)  =  ^—f— 

La  (51)  petmette  di  calcolare  V  arco  «^  iì  C,  in  funzione  dell'  arco  «  di  0, 
poiché  si  ba 


(53)  «, 


J  0 


se  conveniamo  di  assumere  come' origlile  degli  archi  su  C^  il  punto  che  cor- 
risponde  all'  origine  degli  archi  su  C,  ossia  la  projezione  di  O  sul  piano  oscu- 
latore di  C  nell'origine  degli  archi. 
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Polche  d'altra  p&rte 


irrtù  delle  (50)  e  dalla  (51),  abbiamo  ì  coseni  direttori  della  tangente  T,   a 

U\       \  —ìfsLé  h  —V^+^       ^  vo  +  r       ^ 

P(p         ,  ry   •  ry 

Moltiplicando    qaeste  ultime    rispettivamente    per  a  ,  &  ,  o  e  sommando, 

>ba: 

^^a  =±  0 , 

tiuioDe  che  ci   dice  che  la  tangente  T^  a  G^  in  M^  ^  perpendicolare  alla  tan- 
}f^t  T  a  C  in  M,  ossia,  è  parallela  al  piano  normale  a  G  in  M. 
Se  indichiamo  con  ^  l'angolo  che  T,  fa  con  N,  l'angolo  che  T^  fa  con  B 

e  — ^,  e  si   ha 

cos<|)=:Ia2^         ,         8rnt|^r=:  co8  1-  —  (pj  =  £a,a; 
B  le  (54),  moltiplicate  riispettivamente  per  X  ,  (i. ,  v  e  sommate,  danno 

Ea_X  =  — ,  * 

^ntre,  moltiplicate  per  a  ,  p  ,  7  e  sommate,  danno 

^        ry 

inindi  •  •  •  - 

ì 

^•^)  costp  =  —        ,         smtp  =  —  ; 

^  virtù  delle  quali,  le  (54)  si  possono  scrivere 

a^  =  Xcos^j)  +  *  sin((> 
*^-  6g  =  |i.cosrj)+psin([» 

0,  =  vcos  t|)  +  T  sin  (|). 
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t)erivaiido  rispetto  ad  s  la  prima  di  queste  ultime,  abbiamo 
C 


\ 


-^  =  -zr-  cosi  +  -hr  sin4  +  (acos*  —  Xsin4)  -^  , 
ds        ^«.^'<««^^  ^  ^    ds' 

■  \         ■       / 


ovvero,  per  le  (11)  e  le  (12) , 


(57) 


da^ 
ds 


—  a ^  +  (aoos^  —  ^8in4»)x  j 


dove  si  è  posto 


(68) 


_^_1 

^      ds      r 


Dalle  (57)  e  (51)  segue  che 


da^  cos  ^      (acos^j)  —  Xsin^)y 

-5—  —  —  <^  -^ ' j 


P? 


e  quindi  per  le  (10),  apj>licate  alla  Og , 


Xj C()S']>       (aco8r{>  —  X8in^)x 


(69) 


UL^  .  COSÒ    ,   (Pcos^I^  —  |i^8iri^)x 

—  ^ 1 :: > 


92 


p? 


T 


V,  cos'l^       (7cos^  —  vsint|>)x  , 

P2  P?  ? 


clie,  quadrate  e  sommate,  danno 


1    J_  cos*tj>       x' 


ovvero 


(60) 


p.     7  r 


x«  +  7^; 


formola  che  dà  la  jtessione  di  C,  in  M^ ,  in  funzione  di  9* 

Noto  Pj ,  le  (59)  danno  i  coseni  direttori  della  nomale  principale  N,  d  C, 
in  M,. 
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luoltre,  per  1^  (8)  applicate  a  Cj ,  abbiamo 


<— 


^% 


vvero,  per  le  (56)  e  le  (59), 


_  Pi 


vcos'Ji  +  Ysìntl)         —  e -|-  (Ycosfjà  —  V8in^)x 


I 


[icos^)  -f-  psintj>         —  fc 


C0S([) 


-f-  (pcos'J;  —  (jL8int[>)"/ 


CUf. 


COStb 

= ^  [(v6  —  jic)cos<|)  -f-  (V^  ~~  pc)8in<]il  -f- 


+  Z[(vP  —  R)cos*(I)  —  (Y'i  —  pv)am'(I)]  ; 


fivvero,  per  le  (7),  le  (8)  e  le  (9) 


—  a,= 


^  (—  aeost}»  +  ismtp)  +  ay  , 

P  ^ 


^'i  iafine  scrivendo  aache  le  analoghe, 


(61) 


,    costi) 

• 

[»x+  7* 

cy  +  ""'* 

(acostj)  —  Xsint})) 


(Pco8t|)  —  [isint])) 


Y(co8ij)  —  vsintj)) 


I>erivando  la  prima  di  queste  relazioni,  tenendo  presenti  lé  (10),  le  (11) 


(60)  =^1/5^.4. 


MF'' 


/ 


X  120  )( 

« 
})erivaiido  rispetto  ad  s  la  prima  di  queste  altime,  abbiamo 

<to,       d\  dea  dò 

\ 
ovvero,  per  le  (11)  e  le  (12) , 

(57)  -j^  =1:  —  a -f-  (acostp  —  A^sintp)/ , 

dove  si  è  posto 

(58)  X  =  ?-i. 

^      ds      r         ' 

Dalle  (57)  e  (51)  segue  che 

da,  costp       (aco8(|)  —  X8iiirl*)x 

e  quindi  per  le  (10),  ap^plieate  alla  Oj , 

\  cos'f       (acos(}>  —  X8ìn^)x 

pt  n    ■  f 


is  _  _  j  22?t  _|_  (pcQ84'  —  y-aitii*)/ 

p,  -PT  "p  ' 

V,  COS'I»       (fcos^  —  vsintj*)/ 

—  —  —  0 •  -j j 

P2  P?  f 

che,  quadrate  e  sommate,  danno 

1     ^_  C08'([)         /' 

ovvero 


formola  che  dà  la  flessione  di  0,  m  M^ ,  in  funzione  di  #. 

Noto  Pg ,  le  (59)  danno  i  coseni  direttori  della  normale  principale  N,  <*  ^ 


i 


K  121  )( 
Inoltre,  per  le  (8)  applicate  a  C, ,  abbiamo 


<>» 

\ 

«J  — 

i 

h 

v^ 

fvero,  i)er  le  (56)  e  le  (59), 


vcos'ji  +  Ysintl)        ^-  € -|-  (Ycostjà  —  V8iiì^)x 


_  Pi 
9 


|i.co8r{)  -f-  p8intj>         —  h 


COSt[) 


-f -  (pcos'};  —  {i8int]))x 


Ki^  , 


la 


COStb 

= [(vfc  —  jic)cos<|)  -f-  (7&  —  pcOsint])!  -| 


+  Z[(vp  —  r)cos*(I)  —  (T'A  —  pv)siii2(I>]  ; 


•nero,  iHìr  le  (7),  le  (8)  e  le  (9) 


0                cosò 
—  ttj  = ^  (—  aco8<|»  +  ^sintj))  +  a/  , 

ra  -  r 


^ì  infine  scrivendo  anche  le  analoghe, 


(61) 


,    costi) 

• 

C08tl) 

[  ^^  p 

,   cosi 

(acostj)  —  X8int|)) 


(Pco8t|)  —  ti8int|)) 


Y(co8ij)  —  vsin^])) 


Derivando  la  prima  di  queste  relazioni,  tenendo  presenti  le  (10),  le  (11) 
^OL.  Lvn,  IG 


)(  1^2  )( 
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=(IJh+^ 


COS^I 


(aco8i|»  —  Xeint])) 


P* 


/C08(I»\' 


+  ^W  +   -)  (acos»]);-.  X«in<|-)+ 


? 


l 


P    / 


,    costi),-        .   ,     ,       ,.,,,,       k  ,    cos^ 


C08*- 


♦?+-♦(?+?)!= 


a 


;^)x+^t+=^*)l+-Kty 


C08^         p, 

9  ? 


cosdiX'       .      co8di8Ìn4., 
cosq» ri i-i  - 

P    /  P 


+ 


cos<|i8Ìn<^ 

pr     . 


+ 


(      •     P        W/        ?l  \   P    /         P  P         pr 


\ 


ovvero,  per  la  (68), 


(fflC, 


a 


|)V.+  ^(x-+ 


8in<|^cofi<|>^ 


+««f)'^*+ 


,    BtaJoosJ /p  y  _|_  e. 


fìl 


?L 


+  p« 


—  &in(}> 


C08<I) 


\      f       si 

J  COStp 


SÌU^C06<|^ 


C08(}>\'  X^i 


+ 


p~Jr 


+ 


Ma  dalle  (11),  applicate  a  G, ,  si  ricava 


1  Y-k    ^*« 

—  —  i^ 


dt^  ' 


ovvero,  moltiplicando  pel  valore  di  f  dato  dalla  (51), 


r.         ^  d«  ' 


±~ 


quindi,  sostituendo  a  — ^  »  "^^  '  57*  ^^  valore  precedentemente    trovato  e  gli 
analoghi,  ed  a  X, ,  (i^  ,  v,  i  valori  dati    dalle  (59) ,  e  tenendo  f  presenti  Le  (4)  ^ 
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.Ti,  si  trova 


9*  J_       cos^ 


P»  V  y  _j_  P«  (.^' ^  ?|nÌ'«"«'J'\ 


T 


P* 


+x-*|(|)'«-^  + 


+ 


P» 


p  /  p 


+ 


(        p      V?/      ? 


«-"!' (-7-)  +  X  — ^ 


\'     r 


'r/ 


C08![)       cos'tj»        Bin*4'co8^ 

1- 

p         p  p 


+mi'-'( 


C08*4>  +  8in*<j»  )  + 


in'ijij 


p^   C06$ 

?    p 


(x'  +  '-^)-&(x^ 


ro8*(psin 


l!l$+5j«!!i!!!!!] 


"vrtio,  sempliUcaDclo  e  tenendo  presente  che  l'espressione  chiusa  nelle  paren- 
ft*:  quadre  (U*l   primo  termine  è  nnlla, 


?■ 


fj'* 


P    /  ?^-      T      P     l^-"^       P'      ;  .    T^     P    ' 


<1^  cui 


62) 


\ 


rp^    /  cos(jjy         cosy  (  ,  _i    sinfj^costpV        ^  ^^^^ 


^A^^ndo  noti  y  e  p^,  questa  formola  ci  dà  la   torsione  —  di  0^  in  M^. 


^.  Biepilògando,  possiamo  enunciare  il  seguente  teorema: 
La  pseudopodaria    C^    rispetto  all'origine  degli  assi,  della  curva  C  luogo  del 
i"Hto  M  di  coordinate 


X  =  x{8) 


y  =  y[9) 


Z  =  2{h)  , 


'  ''  ^«0^0  del  punto  M,  di  coordinate 


(63) 


^8  =  «^      ,     '  y«  =  po 


^,  =r  YO  , 
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con 

(64)    ■ 
Po9t0  inoltre, 

(65) 


0  =  £our. 


SXx 


I 


(66) 


f  («)  =  — i — 


U  suo  arco  »,  è  definito  dalla  formala 


t 


(67) 


ds^  z=z  f(s)dg. 


Detto  ^  Vangalo  che  la    tangente  T^  ad  essa  in  M^  fa  colla    normale   principali 
K  alla  curtia  data  C  in  M,  e,  |)o«to  ancora 


(68) 


—  ^_1 


to  «uà  flessione  in  M,  é  espressa  da 


(69) 


COS*([i 


p,-<pP+  p»   ' 


*  coseni  direttori  della  tangente  T^  a  0,  ^  M,  sono 


(70) 


(5g  =  vcostj)  -f-  Ysintj*  ; 


ì  coseni  direttori  della  binormale  B^  a  Og  in  M,  «owo: 


a/  -j —  (acos<p  —  Xsm<p) 


(71) 


cosò  ' 

hy  _| 1-  (pcosr^  —  (isin^) 


T, 


^P2 

? 


^'X  H ^  (Ycostj^  —  vsinfy) 


K  125  )( 

r 

telli  delUi  normale  principale  N„  hoìw  : 


K  =  Pz 


X— a 


9 


PT 


1^2  —  Ps 


? 


f-T  J 


v«  =  p» 


•rcosi  —  vsiQ({i  cosà 

L. J  y_  _  e 


f 


Pf 


ii.a'm  {a  torsione  di  G,  tn  M,  è  data  daUa  formala 


V  1 


^z  ~  f  r^^  (.  p  j      -"^  f^^+     -«  "^-l    '^' 


p      \d8 


Ti 


d.  Tediamo  quale  è  irsigniAcato  geometrico  di  alcuue  deÙ^  funzioni  che 
'.ano  nelle  formole  precedenti  j  ossia  dj 


\ 
Per  definizione,  ^  è  V  angolo  che  la  nornìale  principale  N  alla,  curva  C  in 

'1  wHa  (ange^te  T^.  alla  pseudopodaria  Cj  t»  M^  (flg.  2). 


-»-^/ 


* 


0      T,  • 


Fìg.  2. 


''  ^  ia  distanza  OM^  dell'origine  dal  piaìio  osculatore  4i  0  t»  M. 

^-ome  abbiamo    dimostrato  al  u,  5  ,  t  è  la   distanza   delPorigine  dal  piano 

'"'jìomtf  di  C  in  M;  quindi  )^o*  +  '^  inisura  la  distuìiza  deWorigine  dal  punto 
^^^rispondente  ad  M  7iella  podaria  i\  di  O  rispetto  ad  O. 
Infine  ^(h)  è  il  rapporto  degli  archi  elementari  delle  due  curve  0^  e  O,  come 
*  ^^tva  dalla  formola  (67). 
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Proprietà  della  pseudopodarìa. 

10.  Abbiamo  già  rilevato  {ÌJ  7)  cbe  la  tangente  T^  alla  pseudopodarìa 
'  in  Mj  è.  normale  alla  tangente  T  a  G  in  M,  o,  ciò  cbe  è  lo  stesso,  è  parali 
al  piano  normale  a  0  in  M.  Da  ciò  segue  che  i  piani  normali  a  O  e  C^  n 
ed  M,  Mono  perpendicolari  tra  di  loro» 

Osservando  poi  cbe,  sia  la  T,  cbe  il  raggio  vettore  OM^  del  punto  e 
rispondente  della  podaria  sono  perpendicolari  alla  tangente  T,  irossiamo  as 
rire  cbe  la  tangente  T^  a  €^  in  Mg  è  parallela  al  raggio  vettore  del  punto  coi 
spond-ente  della  podaria. 

Inoltre  poicbè  il  piano  normale  a  0^  è  parallelo  alla  tangente  T  a  V  iu  ! 
qìiella  normale  di  C^  in  M^  che  giace  nel  piano  osculatore  di  C  tn  M  è  parnlb 
alla  T  e  dista  da  essa  di  t. 

li.  Dimostreremo  ora*  che  il. piano  normale  a  C,  in  M^  stacca  sulla 
male  B  a  C  in  M,  a  partire  da  M,  un  segmento  MK  =:  tcot(jj. 
Infatti,  poicbè  le  coordinate  di  K  sono  della  forma 


•  ■     J?  +  aMK         ,         y  +  pMK         ,         z  +  7MK  , 

essendo  x  ^y  ^z  le  coordi  Fiate  di  .M,  ed  à,'P,7  i  coseni  direttori    della  bino 
male  B,  e  poicbè  K  sta  sul  piano  normale  a  C^  in  Mg,  di  equazione 


deve  essere 


^x  +  aMK  —  x^a^z^  0  , 


ovvero,  per  le  (63)  e  le  (70) , 


S[a?  -f-  a(MK  —  o)](Xcos(I)  +  asimp)  =  0, 


e,  p-er  le  (4)  e  le  (5) , 


cos(I>2wt?X  -j-  sin^I^Ixa  +  8Ìn(p(MK  —  0)  =z  0  , 
da  cui,  tenendo  presenti  la  (64)  e  la  (65) , 

Tcos^l^  -|-  osin^  +  (^^K  —  o)sin(p  =  0 
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,  infine, 


Tcos^  +  MKsin^])  =  0, 


[i^iundi,  in  valore  assplnto, 


MK  =  tcottj). 


i  12.  Finiremo  col  ricercare  le  condizioni  alle  quali  deve  soddisfare  la  curva 
I  affiuchè  la  sua  podaria  coincida  colla  ^ua  pseudopodtiria ,  rispetto  ad  uno 
fcsso  punto. 

Evidentemente^  perchè  si  verifichi  tale  coincidenza ,  deve  essere  nulla  la 
itanza  t  dei  due  punti  M^  ed  M, ,  generatori  rispettivamente  della  podaria 
e  della  pseudopodaria  Og  ;  4eve  essere,  cioè,  per  la  (65), 


lhc  —  0. 


lUtialla  (10)  abbiamo 


da 


d  dx 


d*x 


^  &t-      ^ds  da       ^  dH* 

ve  essere  quindi 

v 

'i) 

^    d^x                     * 

ix  r^  —0. 

ds* 

Ora  se  consideriamo   V  espressione    del  quadrato   del  raggio   vettore  OM 

fila  curva  O,  che'è 

\  - 

♦  • 


^rirandola  saccessivamente  due  volte,  abbiamo 


d^q  

dF~ 


diradi,  per  le  (2)  e  la  (74) , 


/ 


d^q  _ 


ds^ 


=  2, 
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il  cui  integrale  è 

(75)  ^  =  «®  +  w«  +  n  ? 

con  m  ed  n  cost'anti  arbitrarie. 

Danque  la  podari<L  0^  e  la  pseudopodaria  0^  di  una  curva  O ,-  rispetto 
uno  stesso  punto  O,  coincidono  solo  quando  il  quadrato  q  del  raggio  vettore  i 
del  punto  ÌAy  che  descrive  la  curva  C,  è  una' funzione  di  secondo  grado  deìVa 
s  del  tipo  dMa  (75). 

I 


\ 


V 
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DI  UNA  TRASFORMAZIONE  DOPPIA  NELLO  SPAZIO 

A  QUATTRO  DIMENSIONI 


KSMOBIA  II  (*). 

w 

GIORGIO  APRILE  (a  Noto) 


GAP.  V. 

SULLA    IPERSUPEliFICIE   DOPPIA 

■ 

§  1.  —  Proprietà  generali, 

I  40,  Ipersuperficie  doppia,  o  nodale  y  diremo  ja  variotà  4>  di  S,  luogo  dì 
^^ue  le  eopijie  di  punti  congfiunti  ed  infìnitaiueute  vicini.  Chiameremo  ipertu- 
K^'«  limite  4>'  quella,  di  S',  corrispomleute  alla  predetta.  Della  4>'  oi  oc- 
CDperemo  nel  Gap.  V1,I. 

Detto  P  un  punto  della  ipersuperficie  doppia,  Pj  il  suo  congiunto  (infinita- 
viilt  vicino  a  P),  tutte  le  iiierquadriclie  di  X  [>assanti    per  P  ,  e  quindi  per  * 

|.  fornifino  un  sistema  Ibieare  co^  (u.  2);  sicché  per  tre  altri  punti  infinita- 
l&^nte  vicini  a  P ,  e  non  situati  in  un  medesimo  spazio  con  PP^  passa ,  in 
p-neraJe,  una  sola  iperqnadricà  a  del  sist-ema  co'  predetto,  la  quale  avrà  in  P 
an  Unnto  doppio.  E  ciò  perchè  risaltano  tangenti  ad  a  in  P  gli  spazi  che  con- 
pungono  le  quaterne  di  punti  scelte  fra  i  detti  cinque.  Per  cui 

Ogni  punto  dslla  ipersuppìficie  doppia  è  doppio  per  qualche  iperquadrica  del 

Ovvero  •  ^t.»  .  - 

La  ipersuperficie  doppia  appartiene  alla  Jacobiana  di  S. 

Inoltre  se  P  è  un  punto  doppio,  x>er  qualche  iperquadrica  di  S,  non  fon- 
'^inentale  per  la  trasformazione  congiunta  (n.  19),  la  coi>i»ia  di  punti  congiunti 

^  )  Questa  Memoria  è  la  continuazione  di  qiieUa  pubbUoata  con  lo  steaao  'titolo  nel   Vo- 
^*  LVI  (p.  90-113)  di  questo  Giornale, 
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r 


( 
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* 

in  òài  quella  iperquadrica  seca  una  qualsiasi  quiatica,  del  sistema  [«J,  pass 
per  P,  risalta  coincidente  a  questo  punto. 

D'altra  parte  lo  spazio  p,  quale  luogo  dei  piani  del  fascio  (*,  p),  appaH 
alla  Jacobiana  di  £,  epperò  (n.  19)  : 

La  ipersuperfieie  doppia  o  nodale  <f>  risulta  d^ordine  quattro^  e  contiern 
Qi'8o$tegni  di  tutti  gli  S^coni  ed  S^-coni  dsl  sistema  2. 

/ 

.  In  particolare  (n.  17  e  25): 

Le  superficie  parassite  di  S  ,  cioè  :  la  rigata  cubica  K,  i  tre  coni  cu 
T,c,  (proiettanti  c^  da  ciascuno  dei  punti  fondamentali  1\)  ed  i  tre  piai 
appartengono  alla  4>^  e  ciascuna  quale  luogo  di  SQ^vertici  di  iperquadrich^  de 
stema  S. 

41.  P0ichè  le  corde  di  c^  uscenti  dai  punti  della  rètta  t^zp  sono  cui 
e  sole  quelle  passanti  per  i  [propri  punti  cong^iunti  (n.  19),  esse  appartengo! 
alla  4>  e  costitniscono  la  traccia  di  questa  sullo  spazio  p]  cioè  : 

Le  corde  di  c^  incidenti  il  piano  z  generano  la  superficie  traccia  della  4>  su 
spazio  p  ;    la  retta    t=Ezp  e  le    tre    corde  ti  (eongiungenti  due  a  due  i  punti 
danno  la  traccia  della  <I>  sul  piano  t. 

Si  noti  che  ciascuna  delle    suddette   ^orde  di  c^    appartiene    alla   *, 
qualità  di  S^-sostegno  di  iperquadriclie  specializzate  (*^)  del  sistema  I. 

» 

42.  Si  osservi  che  ciascun  raggio  jp  di  T  incontra  4>,  nei  due  -  punti  ^^ 
e  nella  coppia  di  punti  doppi  della  involuzione  dei  suoi  punti  congiunti  (n.  2 
sicché  ogni  raggio  di  F  incontra  <I>  in  quattro  punti  formanti  «nn  gruppo 
monico.  Segue  allora  che  i  raggi  di  F  che  son  tangenti  alla  ridata  pubica  1 
son  rette  iperoscnlatrici  la  ipersuperficie  4>,  nei  medesimi  ])unti  in  cui  toccai 
la  K.  Ovvero  (n.  38)  : 

La  varietà  V  è  luogo  di  rette  (le  sue  generatrici)  iperoscnlatrici  la  ipei'^ 
perfide  ^,  lungo  i  punti  della  rigata  cubica^  K.      i 

La  superficie  K  si  può  chiamare  swperfiAiie  dHnfiessione  della  4>,  e  le  reti 
suddette  tangenti  principali  della  medesima. 

Si  osservi  infine  che  ogiii  S^^-cono  del  sistema  (K)  contiene  una  sola  tan 
gente  principale  della  $. 


(**>)  Difatti  un  qualsiasi  punto  P  di  una  qualunque  delle  predette  corde  uou  pQ^  ^*®^*^' 
vertice  di  So-cono  di  £,  poiché  il  cono  cubico  P-Cg  darebbe  la  sezione  di  tale  So-cono  ^^^  ? 
d'altra  parte  ({>  è  luogo  di  vertici  di  t»oli  Sq  ed  S|-couì  (n.  40).       • 


I 


/ 
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y§'  2.  —  Degli  elementi  doppi. 

|tì.  Not;m<lo  inoKn',  coJiie  si  fece  al  n.  7,  che  la  coppia  di  punti  con- 
te  "51*5  ("Si  è  l'S^  <ono  di  (K)  col  vertice  in  T,)  risalta  costituita  da  uurpuQto 

iiiir.cidente  col  punto  fondumontale  T, ,  e  da  un  punto  P^ ,  in  generale  di- 
llo «la  r,  (lisetMide  elicle  generatrici  delP^^ono  ^  sono  rette  a  contatto 
rato  con  <l>.  CiiOè  : 

Im  ìpivunperficie-^  ammette  i  tre  punti  fondamentali  T,   quali  doppi^  ed  i 
\cofii  '^  quali  rispettivi  S^coni  quadrici  ivi  tangenti 


Edili  inndo  ììnalogo  si  flimostra  che  cinscuh  punto  !p  della  cubica  fonda- 
le  r,  è  doppio  ("Tper  la  4>.  Cioè  : 


!a  4>  ammette  la  cubica  fondamentale  c.^  quale  luogp  ^  di  punti  doppi;  .  gli 
^\  Hi  (K)  aventi  i  vertici  in  detti  pu7itiy  formano  i  rispettivi  Biconi  tangenti» 

§  3.  —  Le  oc*  euperfide  ài   Weddle  della  4>. 

^4.  S«^nic  intanto  che  secando  4>  con  un  quHluiiqno  spazio  p  del  f^cio 
<J  «Itieiic  una  superficie  dì  4°  ordine  con  sei  i>unti  doppi,  sono:  T<,  P<^P«3, 
'K2,3).  È  la  nota  superficie  di  Weddle  O-  Per  cui:. 

/fl  ipenuperficie  doppia  $  è  luogo  di  oo^  superficie  di  Weddle  formanti 
w.  (incito  ammette  una  curva  base  di,  quarto  ordine  formata  dalle,  quattro  rette 

l'I  *  ha  Hu  T  (n.  41).  ^. 

<5.  Si  osservi  che  ogni  piano  tc,  secante  K,  incontra  4>  nella  conica  «K 
^  Dna  conica  residua:  dei  punti  comuni  alle  predette  due  coniche,  due  ap- 
p<nfjono  alla  c^  (epperò  doppi  per  la  <^),  i  rimanenti  .sono  i  punti  in  cui  w  tocca 
'l'fHletta  varietà. 
KJ  in  modo .  analogo,  per  i  piani  che  dai  punti  fondamentali  di  1*  classe 
*^Jhii(i  1(»  corde  di  c^\  si  può  affermare  che  cij/scuno  di  essi  contiene  tre 
ili  «loppi  (\{  4)^  ^  risulta  a  questa  bitangente. 
!  l'i  l'articolare  i  piani  di  ciascuna  terna  dei  sei  punti  doppi,  che  la  <&  am-, 


"'^\h  di'l  resto  riRalta  confermuto  «lai  fatto  clie  tanto  p,  quanto  lo  Hpazio  tP  rÌBultano 
^^^^  alla  II»  ìb  P  (n.  41  e  9). 

I    "1  ^^  e d d  1  e  ,     On    the    Theorema  in  Space  analogous  to  (hose   of  Pascal    and    Brian- 
r' »"  a  ?(awc  [Cambridge  and  DuUlin  uiath.  Journal,  5,  (1850)]. 
,     k.p  ^nperficie  è  luogo  dei  vertici  dei  coni  <|ua<lrici  che  passano  per  sei  punti  dello  spa- 

'■'''"^r"»,  irar'cordo  con  quanto  è  noto  sul  8Ì8tem:i  accennato  al  u.  13, 
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mette  in  ogni  spazio  del  fascio  (t),  secatio  questa  in  quattro  rette:   le  tre  ce 

giungenti    la  terna  di  punti    doppi  che  si    considera,  e  la  quarta   sezione  e 

piano  di  detti  punti ,    col  piano    cbe  oongiunge  la   rimanente    terna  di    pai 

doppi  ;  cioè  ciascun  piano  siffatto  è  tritaogeute  alia  varietà  ^.  Per  cui  : 

\ 
/  piani  secanti  K  lungo  coniche,  e  quelli  proiettanti  da  ciascun  punto  T, 

corde  di  0^  risultano  bitangetiti  alla  ^. 

I  piani  delle  terne  di  punti  doppi  della  4>,  scelte  fra  le  sestuple   che  appi 

tengono  ad  una  medesima  superficie  di   W ed  die ^  risultano  tritangeHti  alla  pi 

detta  ipersuperfi^e. 

A  siffatti  piani ,  in   numero  di  20 ,  appartiene  t  ;    mentre  i   ritnanenti  g 

nerano  : 

2i)- il  fascio  (t,  p)„  traccia  di  (t)  su  p; 

b)  i  tre  S^-coni   ti-c^ ,  {d^ordine  tre)  luogo  dei  piani  che  da  ciascuna  retta 

proiettano  i  punti  della  c^j 

o)  i  tre  Sg-eoni  T,  p4>  (d^  ordine  quattri  con  T,-Og  doppio)   proiettanti,  ài 

ciascuno  dei  punti  fondamentali  T, ,  la  rigata  *p==rp:  )à^-coni  che  ammettwo  \ 

quaU  piano  direttore  semplice. 

Discende  facilmente  la  nota  proprietà:  cbe  il  cono  tangente  a  ciasctiu 
superficie  di  W  e  d  d  1  e  in  un  suo  punto  doppio,  taglia  la  superficie  nelle  vìi 
que  rette  che  congiungono  quel  punto  agli  altri  cinque,  e  nella  cubica  g<»bl^ 
individuata  dai  sei  punti  doppi  predetti.  * 

54.  —  Una  rajrpresentazione  di  4>. 

46.  Si  osservi  inoltre  che  ogni  spazio  p,  uscente  da  uno  qualsiasi  dei  tr 
piani  Ti ,  seca  ulteriormente  4>  in  una  superficie  cubica  f^  con  punto  doppie 
è.  il  punto  P,  in  cui  p  incontra  c^  fuori  di  t». 

Fissato  un.  qualunque  spazio  a  ed  uno  dei  piani  t,  ,  ad  es.  t^ ,  il  fascio  d 
spazi  (t^)  determina  un  fascio  di  superficie  cubiche  f^  della  4>;  proiettando  ci 
scuna  di  queste  superficie  dal  relativo  punto  (l()[>pìo  P^ ,  sullo  spazio  a,  si  0 
tiene  una  rappresentazione  .biunivoca  di  4>  su  a. 

Difatti,  se  A  è  un  punto  di  <I>,  lo  spazio  pE^Ar^  contiene  una  ^3 1011  u| 
punto  doppio  P^:  la  retta  AP,  incontra  lo  spazio  a  in  un  punto  A',  i"uo^ 
gine  di  A. 

*  Viceversa,  essendo  A'  un  punto  dì  a,  lo  spazio  A't^  contiene  una  /,  coj 
un  punto  doppio  P^;  la  retta  A'P^  seca  ulteriormente  /g  iu  un  punto  A,  la  ^^ 
immagine  è  A'.  Per  cui  : 

La  varietà  4>  è  razionale. 

Per  maggior  brevità  si  omette  lo  studio  particolareggiato  della  suosiiosU 
rappresentazione,  e  la  ricerca  di  altre  proprietà  della  $, 


< 
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GAP.  VI. 

AL.TRE   PBOPEIETA    DELIBA   TRASFORMAZIONE   CONGIUNTA, 

E   RELATIVE   APPLICAZIONI. 

§  1.  —  Curve  congiunta  alle  rette  dello  spazio  semplice. 

! 
47.  Detta  r  una  generica  retta  dello  spazio  S,  ed  a\    la    curva    ad    èssa 

i»ugiunta;  dal  fatto  che  ogni  raggio  principale  dì  S  è  congiunto  a  se  stesso 

TI.  26),  si  deduce  ohe  \^  curva  r^  appartiene  alla  rigata   K,    dei    raggi    di    V 

incidente  r  (n.  32).  —  Inoltre  paichè  R  è  d'ordine  cinque,  ed    ha    la    t    quale 

éirettriee  semplice,  ogni  spazio  p  passante  i>er  r  seca  r^:  —  nei  quattro  punti 

foDgiunti  a  qaell.i  in  cui  la  data  r  incontra  la  rigata  di  F  giacente  in  p, — e 

sdi  altri  quattro  punti  r4^,  in  generale  distinti,  ciascuno  congiunto  a  se  stesso 

1. 40).  —  Infide  i  punti  >fondanìentali  T»  sono  doppi  per  la  r^ ,  poiché  ciascun 

•^  'ODO  '^.  è  luogo^  di  punti  congiunti  al  rispettivo  vertice  (n.  7). 

Per  cui  : 

la  curva  r^  congiunta  ad  una  qualsiasi  retta  r,  dello  spazio  semplice^  è  di 
oirfiwf  otto,  ha  tre  punti  doppi  nei  punti  fondamentali  Tj,  ed  appartiene  alla 
risata  R  delle,  rètte  di  F  incidenti  la  data    retta^    e    ad   una    superficie    del   si- 

«tema  [oj. 

Quest'ultima  asserzione  perchè  una  retta  generica  di  S  appartiene  sempre 
4 'lue  iperquadriche  di  S  (n.  11). — Si  noti  che  i  punti  r^p  appartengono  alla  o,. 

48.  Si  osservi  che  la  r^  seca  il  piano  t  nei  tre  punti  doppi  predetti,  e  nel 
i'iinto  corrispondente,  ìiella  trasformazione  congiunta,  alla  corda  di  e,  uscente 
'lai  punto  pr  (n.  19).  —  Per  cui: 

r 

Ogni  spazio  del  fascio  (t)  incontra  ciascuna  curva  r^  in  un  sol  punto  varia- 
'''^^  il  quale  è  congiunto  al  punto  in  cui  il  medesimo  spazio  incontra  la  retta  r, 
'-'^^imia  a  quella  curva, 

E  detta  r'  la  conica  di  S'  corri si>ondente  ad  ^tna  generica  retta  di  S  (n.  11), 
'?nj  spazio  del  fascio  (t')  seca  r'  ii^  un  sol  punto  variabile.  —  Cioè  : 

Ciaiicuna  dièlle  oo*  coniche  di  S',  corrispondenti  alle  rette  di  S',  si  appoggia 
''»  m  9olo  punto  ("),  variabile,  al  piano  t'.  —  Per  ogni  punto  di  questo  ne  pas- 

*fl«0  00*. 


^^^ 


)  Ovvero:  il  piano  x'  è  fondamentale   della  2-'^   clasHe  e  seiuplice  per   la  trasfoimseione 
^- Raccordo  col  n.  31. 


,    -y.-^  -FI." 
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Sono  quelle  corrispondenti  alle  oo*  rette  di  S  appoggiantesi  ad  una  me- 
desima eorda  di  o,.  . 

Si  osservi  infine  che  :  una  generica  conica^  del  sistema  oo^  suddetto,  non  ri- 
sulta in  generale  incidente  la  retta  fondamentale  k\  —  E  ciò  perchè  il  cono  di 
(K),  corrispondente  allo  spazio  della  &'  e  del  piano  di  ciascuna  conica  (qualora 
■  qnesta  incidesse  A;'),  dovrebbe  contenere  la  retta  corrispondente  a  tale  conica, 
il  che  in  generale  non  avviene. 

49.  Se  la  retta  r  paSlsa  per  uno  dei  punti  fondanieiitali  T» ,  essa  appar 
tiene  alla  curva  base  di  un  sistema  lineare  \^^)  oc*  di  S;  curva  formata  iìaìhì 
Cg ,  fissa,  dalla  corda  di  questa  uscente  dal  punto  pr,  dalla  retta  data  r  e  da 
una  cubica  residua  r^,  luogo  di  punti  congiunti  a  quelli  della  retta  dsita  r. — 
Tale  cubica  appartiene  allo  s])azio  tr,  pa^sa  i>or  i  rimanenti  (^ue  pianti  fonda- 
mentali e  si  appoggia  ad  r  nei  due  punti  in  cui  questa  incontra  <&  fuori  del 
punto  Ti ,  (n.  43).  —  Per  cui  :   , 

Ogni  raggio  uscente  da  un  punto  fondamentale  T^ ,  deUo  spazios  semplice,  ha 
per  corrispondente  un  sol  raggio,  e  per  curva  e  ingiunta  una  cubica   gobha^   pivi 
sanie  per  %  rimanenti  due  punti  fondaijientali,  la  quale  ammette  quel  raggio  quale 
corda. 

Ciò  risulta  anche  osservando  che  ciascun  T»  è  doppio  per  <&,  e  ripetemlo, 
per  la  suddetta  r,  Icy  considera //ioni  del  n.  che  precede. 

Si  noti  pertanto  che  il  raggio  r',  corrispondente  al  dato  r,  risulta  iiixy dente 
il  piano  t'  nel  punto  corrispondente  a  quello  (»li  t)  congiunto  alla  corda  di  r, 
passante  per  il  punto  rp. 

60.  Se  la  retta  r  si  appoggia,  in  un  punto  P,  alla  cubica  fondamentale  t',, 
osservando  che  questa  è  doppia  per  <I>,  e  ripetendo  considerazioni  analoghe  a 
qnelle  del  n.  precedente,  si  può  affermare  che  : 

Ogni  raggio  incidente  la  cubica  fondamentale  c.^ ,  ìuc  per  corrispondente ,  in 
S',  un  sol  raggio,  e  per  curva  congiunta  una  quartica  razionale  normale^  passante 
per  i  tre  punti  fondamentali  T, ,  la  quale  ammette  quél  raggiò  quale  corda. 

Inoltre  detto  tt^  il  cono  di  faj  a\''ente  il  vertice  in  P  (cono  costituito  da 
due  (!oni  quadrici  di  vertice  comune  P,  (n.  9)),  e  tc'  il  piano  che  vi  corrisponde 
in  S',  si  osservi  che  ogni  raggio  r  uscente  da  P,  appartiene  ad  un  sólo  Sp-cono 
del  fascio  (di  S)  che  ha  tt^  quale  superficie  base. — ì^e  segue  che  il  raggio  »', 
corrispondente  di  r,  ap|>artiene  al  corrispondente  spazio  del  fascio  (r').  Per  cui: 

Ai  raggi  passanti  per  un  medesimo  punto  della  cubica  fondamentale  e, ,  cor- 
rispondono raggi  incidenti  il  piano  corrispondente  al  dato  punto  della  c.^ 


(^)  E  ciò  perchè  le  oo^  iporr|ua(lrirhe  di  !S  passanti  per  <Ìue  qualsiasi  punti  Jieì  raggi® 
Vf  passano  anche  per  T,- ,   epporò  contendono  tale  raggio. 
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Discende  pertanto  che  al  Bistema  lineare  oo'  delle  iperquadriclie  di  £ 
{lassanti  per  r  appartiene  una  sola  iperquadrica  del  faccio  («.);  la  superficie  ic. 
e  \à  quartica-  r^  (congiunta  ad  r)  hanno  quindi  un  sol  punto  comune,  fuori 
degli  elementi  fondamentali.  —  A  siffatto  punto  corrisponde  in  ic'  il  punto  in 
c&i  r'  si  appoggia  a  questo  piano. 


51.  In  questo  numero  si  fa  un  cenno,  troppo  minuzioso,  di  alcune  posizioni 
particolari  di  r  ;  ciò  è  giustificato  per  le  utili  applicazioni  che  ne  faremo 
aU  4.  . 

a)  Se  la  retta  r  risulta  incidente  ,la  rigata  K,  in  un  punto  B,  la  relativa 
curva  congiunta  t\  si  spezza  nella  cubica  traccia  di  K  sullo  spazio  ^  ^  Bt 
IO.  15),  ed  in  una  quintica  residua,  passante  per  i  tre  punti  fondamentali  T, , 
ed  incidente  t  noi  punto  corrispondente  alla  corda  di  Og  uscente  dal  punto  pr. 

Risulta  facilmente  la  posizione  della  conica  /  corrispondente  alla  data  r. 

b)  Se  la  retta  r  è  una  corda  di  K,  e  non  appartiene  al  complesso  F,  la 

r,  si  spezza  nelle  due  cubiche  parassite  congiunte  alla  coppia  di  punti  Kr,  ed 

Ili  una  conica^  la  quale  ha  un  sol  punto  sul  piano  t,  e    giace   nel   piano   che 

i>roietta  da  quesito  punto  la  data  retta.  —  A  tale  retta  corrisi>onde  una  conica 

r  spiacente  in  un  piano  delio  stelloide  (k^). 

e)  Se  la  retta  »v  risulta  incidente  il  piano  t,  la  curva  r^ ,  ad  essa  con- 
^aata,  si  spezza,  nella  corda  di  o^  congiunta  al  punto  B  ^  rT,  ed  in  una  curva 
<r  ordine  sette,  la  quale  appartiene  allo  spazio  ^^rt.  —  A  tale  retta  corri- 
^i^oiide  uira  conica  dello  spazio  p',  corrispondente  a  detto  p. 

d)  Se  la  retta  r  rh^ìiìtn  incidente  t  e  K  la  curva  r^ ,  ad  essa  congiunta, 
vispezza  nella  \  panìssita  dello  spazio  p^rt,  nella  covdB,  di  O3  congiunta  al 
punto  B  ^  rt,  ed  in  una  quartica  residua,  la  quale  appartiene  a  §  ^  quartica 
''be  ammette  la  retta  r  quale  trisecante,  e  con  essa  le  rette  della  schiera  co- 
^iugata  a  quella  dei  raggi  di  F  incidenti  (^)  la  data  r  (corde  di  k^  incidenti 
questa  retta).  —  La  conica  corrispondente  a  tale  retta  ha  due  punti  sul  piano 
'.  ed  un  sol  punto  sulla  retta  k\ 

e)  Se  r  giace  in  p,  applicando- anche  in  q.uesto  caso  il  ragionamento  del 
0' 47,  ed  osservando  che  Fp^4>p  (n.  41),  ne  discende  che  la  relativa  curva 
\  risulta  costituita  dai  quattro  raggi  di  Fp  incidenti  r,  e  dalla  quartica  (con 

'  tie  punti  T,  doppi)  corrispondente,  nella  trasforinazione  congiunta,  alle  corde 
'^i  f,  incidenti  r.  —  A  tale  r  corrisponde  una  conica  del  piano  t'. 

/)  Se  r  si  appoggia  alla  ^3,  in  un  punto  P,  ed  al  piano  t,'  la  quartica 
*<i  essa  congiunta  (n.  50)  risulta  spezzata  nella  corda  di  C3  congiunta  al  punto 
^^  e  in  una  cubica  che  ammette  la*  data  retta  quale  corda.— Tale  cubica,  dello 
spazio  ^  =  rT,  passa  per  la  terna  T,  di  punti  fondamentali,  e  per  i  rimanenti 


(^  Le  rette  di  F  incidenti  tale  retta  r  generano  nna  rigata,  d'orane  5,  spezzata  imI 
(«no  qaadrico  che  proietta  dal  pnuto  rK  la  cubica  k^ ,  nel  fascio  di  F  di  centro  B  (n.  38), 
"  n«lla  quadnca  delle  corde  di  à:^  incidenti  r. 
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cine  punti  fondamentali  (di  2*  classe)  ^c^.  La  retta  r\  corrispòiideate  alla  dui 
r,  risulta  incidente  ic'  e  t'. 

»  g)  Una  retta  r  incidente  nn  piano  parassita  t,  ed  il  piano  t  ,  ammeti 
quale  curva. congiunta:  la  corda  di  e.,  congianta  al  punto  rt,  laconica  para 
sita  del  i)iano  t,  (congiunta  al  punto  rt,),  ed  una  eurva,  d'ordine  6,  trisecanl 
la  data  r.  Questa  curva  apnartiene  alla  rigata  cubica  generata  dai  raggi  di 
incidenti  r\  rigata  che  ha  le  rette  r ,  </,  (generatrice  di  K  uscente  da  T.j 
Ci  (conica  di  K  giacente  in  t,)  quali  curve  direttrici. 

h)  Se  r  si  appoggia  a  t,  ad  un  piano  parassita  t^,  ed  alla  k.^  (del 
spazio  Pj  =  ri  =E  zz^)  in  un  punto  P  della  conica  Ci^  la  curva  ad  evssa  congiun 
si  spezza  :  nelhi  retta  congiunta  al  punto  rt,  nella  k^  (sxìezzata  alla  sua  volt 
nella  conica  Ci ,  e  nella  generatrice  ^J,  ed  in  una  quartica  di  2*  specie,  tris 
,  cante  la  data  r,  e  giacente  sulla  quadrica  dei  raggi  di  V  incidenti  ques 
retta.  —  La  conica  r'  che  vi  corrisponde,  in  8',  ha  due  punti  su  t'  e'd  u»iof 
k',  è  il  punto  ^i  (n.  23). 

k)  Se  r,  dello  spazio  p,E^tt,,  si  appoggia  alla  ffi^  la  relativa  eun 
congiunta  risulta  spezzata:  nella  retta  congiunta  al  punto  rt,  nella  conica  coi 
giunta  al  punto  ri, ,  nella  cubica  ff,Ci ,  ed  in  una  conica  residua  del  piano  ^ 
conica  i)assante  per  il  punto  in  <tui  il  piano  predetto  incontra,  fuori  di  g 
la  conica  c\. 

Basta  difatti  notare  che  i  punti  congiunti  a   quelli  (generici)  di  r  stanno 
raggi  del  fascio  di  T  giacente  nel  piano  ?v/,. 

La  conica  ì'  ha  due  punti  su  t',  uno  su  k[  ed  uno  su  w'^  (n.  24), 

l)  Infine  se  r  risulta  incidente  la  terna  di    piani  parassiti    t, ,  la  ciir 

ad  essa  congiunta  si  spezza;  nelle  tre  coniche  congiunte  ai  punti  di  appogg 

di  r  ai  rispettivi  piani  predetti,  e  in  una  conica  residua  aven^^  un  punto  i 

T  ed  uno  su  r.  | 

La  conica  r^  che  vi  corrisponde ,    ha    un   punto    su    ciascuna   retta  de 
terna  m',. 


§  2.  —  La  trasformazione  co. 

52.  Si  è  accennato  (n..  19)  che  le  corde  di  o^  ed  i  puuti  del  piano  t 
corrispondono  biunivocamente  nella  trasformazione  congiunta.  Studiereuio, 
questo  §,  siffatta  corrispondenza  che  viene  indicata  con  a>. 

Se  »  è  una  generica  retta  del  piano  t  ,  gli  oo*  raggi  di  F  incidenti 
formano  una  varietà  V^ ,  d'  ordine  quattro ,  con  la  rigata  y  doppia  (n.  3) 
sicché  : 

Alle  rette  del  piano  z  corrispondono ,  nella  trasformazione  co ,  rigata  goo 
d^ ordine  quattro  (r  specie  di  C r  e  m  ona ,  10'^  di  C ay  le y),  con  la  eubica  fi 
iamentale  c^  doppi^a.  Tali  rigate  formano  un  sistemu  lineare  oo^,  avente  per  cur 
base  la  Cj  (doppia)  e  le  tre  rette  pt,  (semplici), 
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E  ciò  perchè  ciascana  V^  contiene  la  ridata  K  quale  doppia ,  ed  i  tre 
iDÌ  parassiti  x,  quali  semplici. 

D^altra  parte  se  r  è  una  qualsiasi  'inetta  di  p,  la  traccia  sul  piano  t  della 
riera  V^ ,  luogo  dei  piani  secanti  K  ed  incidenti  r,  è  una  quartica  con.  tre 
Db  (loj)pi  noi  x)unti  T,  5  per  cui  : 

« 

XUe  corde  di  c^  incidenti  una  medesima  retta  di  p  corrispondono,  in  co,  % 
I/i  di  una  quartica,  avente  i  tre  pianti  fondamentali  T^  quali  doppij  e  secante 
Ma  t  '~-^  Tp  w^i  medesimi  quattro  punti  in  cui  tale  retta  incontra  la  rigata 
ìtxìm  quattro  (7''  specie  di  Cremo  n  a,  8^  di  G  a  y  l  e  y)  generata  dalle  corde 

fktte, 

Si  può  pertanto  concludere    che  :  La  trasformazione    congiunta    determina^ 
i  i  pniti  del  piano  z  e  le  corde  di  c^ ,  una  corrispondenza   cremoniuna  co,  del  / 
^'•rdine,  la  quale  ammette: 

-  in  T,  i  tre  punti  T^  quali  fondamentali  doppi;  {{ìer  i  punti  fondamentali   . 
'TiTliei  vedi  il  n.  55). 

-m  p,  la  cubica  c^  quale  fondamentale  doppia,  e  le  tre  rette  ptj  quali  fon- 
^^'iUili  semplici.  « 

f 

•>3.  Siccome  i  raggi  di  V  uscenti  da  ciascun  punto  fondamentale  T»  sono 
K'i»-  soli  quelli  dell'  Sjj  cono  G,  (proiettante  K  da  T^  n,  28),  si  deduce  che  a 
f  imnto  corrispondono,  in  co,  le  corde  di  c^  formanti  hi  quadrica    g, ,  tràccia 
/  <li  siffatto  S^-cono.  —  Si  osservi  che  le  quadricbe  qi  sono  quelle  passanti 
',  e  per  le  tre  rette  pt^ ,  prese  due  a  due.  —  Per  cui  : 

Alla  tema  di  punti  fondamentali  doppi  T^  corrisponde^  nella  o),  la  terna  di 
"inche  q^  passanti  per  la  e^ ,  e  per  le  rette  fondamentali  pt. ,  prese  due  a  due. 

Iiipltre  se  P  è  un  generico  punto  di  c^ ,  e  A^  la  cubica  traccia  di  K  sullo 

i"  tP,  il  cono  quadrico  Vl\  completa  con  P  C3  il  cono  tCj  ,  del  sistema  [oj, 
vtUice  P  (n.  9). 

Si  osservi  che  essendo  ciascuna  a^  congiunta  a,  se  stessa  (n.  3),  le  gene- 
frivi  del  cono  P-Cg  hanno  per  corrispondenti,  in  co,  punti  della    conica   trac-   ' 

^u  r  del    cono    quadrico  P-Ajg.  Infine    si    noti    che    ciascuna    corda   di   Cg 

rtiene*  a  due  (soli)  coni  Vc^.  Per  cui  : 

Agli  CX3*  coni  quadrici,  ciascuno  formato  dalle  corde  di  O3   passanti  per   un 

^'.*\no  punto  di  questa  curva  ,  corrispondono ,  nella   od,    00^  coniche ,  passanti 

i  ire  punti  fondamentali   T^;    le   quali   formano   un   inviluppo    di    seconda 

k. 

i 

^^"^  [cj  si  indicherà  siffatto  inviluppo* 

m 
te  . 

"^^'  C«n  considerazioni  analoghe  alle  precedenti  segue  che  : 

^  (x*  {rigate)  quadriche  di  p  le  cui  generatrici  sono  corde  di  c^ ,  ammettono 

'^»-  LTII.  18 
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pet*  corriipondentij  in  a>,  le  coniche  della  rete  aventi  i  punti  fondamenf a  li  T,  fj\ 
punti  base. 

Discende  facilmente  che  : 

Ai  tre  fescì  di  raggi  (T,,  t)  corri  Bpondono  in  co,  i  tre  fasci  di  qnadric 
individuati  dalle  quadriche  g^ ,  prese  dne  a  due. 

56.  Si  osservi  ancora  cbe  le  corde  di  c^  incidenti  la  retta  'cp^E^t  genera 
la  rigata  rp^4>p  (n.  41),  rigata  cbe  ammette  per  corrispondente,    in  tu, 
quartica  costituita  dalla  medesima  t  è  dalle  tre  rette  ti  (n.  52). 

Intanto  i  punti  di  un  qualsiasi   piano  o  di  p  si   possono   fare    corrispci 
dere,  in  virtù  di  cd,  a  quelli  del  piano  t,  assegnando  quale  corrispondente 
di  un  punto  A  di  t,  la  traccia  sul  piano  o  della  corda  a ,  che   la  co  fa  cor 
spondere  ad  A. 

Per  cui  : 

I  punti  di  un  qualaiaéi  piano  a  di  p  vengoìw  riferiti^  in  virtù  di  oì,  a  qu 
del  piano  z,  in  una  trasformazione  cremoniana  d^ordine  quattro^  la  qwile  ammtit 
il  punto  or  quale  unito  ;  per  eUmenti  fondamentali  doppi  :  i  punti  T»  «u  x , 
P<  ^  oCg  sul  piano  o,  e  per  elementi  fondamentali  $empUoi  :  su  z,  i  tre  pm 
corrispondenti  alle  corde  di  c^  giacenti  in  a,  e  sul  Spiano  o ,  i  tre  punti  in  r 
questo  incontra  i  tre^  piani  parassiti  x^. 

Discende  ancora,  (n.  53)  : 
.  A  ciascun  punto  fondamentale  T,  corrisponde  in  e ,    nella  trasformazior 
predetta ,  la  conica  og,  ;  ed  a  ciascun  punto  fondamentale  P, ,  di  a,  la  conic 
cbe    corrisponde,    in    to,    al    cono  P,  Og.  Ai  punti  fondamentali    semplici   cori 
spondono  :  le  rette  f,  in  t;  e  le  corde  di  c^  in  a. 

§  3.  —  La  trasformazione  w'. 

66.  Ci  è  utile  dare  un  cenno  della  corrispondenza ,  cbe  indicheremo  co 
a>',  assegnata  nel  modo  cbe  segue  : 

Ad  un  punto  generico  A'  di  t' ,  corrisponde  in  virtù  della  trasformazion 
W  un  punto  A,  di  t ,  e  la  corda  a  di  c^  C/Ongiunta  a  tale  punto  (ri.  19);  i 
punto  A'  e  la  corda  a  sì  assumano  quali  corrispondenti  in  o)'. 

Discende  allora,  in  virtù  della  trasformazione  quadratica  cbe  intercede  fr 
tot'  (n.  22) ,  e  per  quanto  è  stabilito  nel  §  prededente   relativamente  ad  » 
a)  Ai  punti  T',  corrispondono^  nella  w',  le  rette  pc,  (cioè  T\  non  sono  fon 
damentali  per  co'). 

6)  Ai    coni    quadrici  P-Cg   corrispondono,  in  (o',  le  rette  di  un  invilupp 
[o']  della  seconda  classe.  Per  cui  : 

La  cubica  o-  è  luogo  di  punti  fondamentali  per  la  trasformazione  w',  ai  stw\ 
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tnti  P,  considerati    qvali    vertiai    dei  rispettivi  coni  P-C3 ,    corrispondono    rette 
f  :'.  formanti  un  inviluppo  [0']  della  seconda  classe. 

Le  generatrici  di  ciascun  cono  ,/Ì*-c,  hanno  quali  corrispondenti,  in  (•', 
imti  di'llu  rispettiva  retta  di  [0'];  i  punti  della  conica  luogo  0'  sono  evi* 
HSieinerite  quelli  cbe  corri i^pondono  alle  tangenti  della  O3,  cioè:    y       \ 

Alla  sviluppabile  delle  tangenti  alla  cubica  fondamentale  0^  corrisponde^  in  co', 
b  runica  luogo  c\ 

Segno  di   qui  e  dal  n.  20^  proiettando  da  le'  le  rette  dell'Inviluppo  [0']: 

fr//  Hpazi  èli  S'  corrispondenti  agli  80-coni  di  (K),  t  cttì  vertici  percorrono 
iic. ,  generano  un  inviluppo  della  seconda  classe  A;'-[o'|,  jproì^sitof^e  da  V  dsWin- 
|fti'ijj;>o  di  rette  [e']. 

e]  A2^<;  rette  del  piano  t'    corrispondano   nella    co'  I«  gvodrtoAfl   (J^Z/a  rete 
*frnU  la  C3  quale  curva  base. 

In    particolare ,    alle    rette   <',    corrispondono   rispettivamente    le    quadri- 


'•■*  g.. 


Essendo  P  un  punto  di  c^ ,  e  considerando  le  rette  della  stella  (P  ,  p)  quali 
•i:.vr?rì(M  delle  00*  qnadricbe  sudette,  si  può  affermare  che: 

i  ciascuna  stella  (P  ,  p)  corrisponde^  suòordinatamenfe  alla  co' ,  il  piano  ri- 

rio  :'. 

ft)  Alle  rigate  delie  corde  di  c^  incidenti  le  rette  di  p  corrispondono,  in 
^coniche  del  vi«ii«  "c'  (»•  52). 
Discenda  allora  che: 

id  «na  curra  d'ordine  n,  generica  del  piano   t'',  corrisponde ,  ueWa  cd',  una 
■  y'^«  (Vordine  2n  con  la  cubica  Sgobba  c^  n-pla. 

Io  particolare,   alle  00^  coniche   passanti    per  i  tre   punti   TV  corrispon 
["•no,  nella  oi' ,  le  rigate  di  p  che  nella  o)  corrispondono  alle  rette  del  piano  t. 
Si  ponclude  p^tanto  che  : 

L(i  tranformazione  a>',  dianzi  stabilita  fra  le  corde  di  c^  ed  i  punti  del  piano 
->  ^  HHa  corrispondenza  biunivoca  e  del  secondo  ordine^  la  quale  ammette  la  sola      ^ 
'timi  c^  quale  luogo  di  punti  fondamentali  semplici. 

•»^-  Si  ])uò  ancora  aftermare  (n.  55)  che  : 

^  punti  di  un  qualsiasi  piano  a  di  p,  e  quelli  del  piano  t'  vengono  riferiti^ 
"  •■"/«  Mia  co',  in  una  trasformazione  quadratica  che  ha  i  tre  punti    P^  ^  oc, 
I  •'^'«i  fmdamentali    di   0,   e  le  tre  rette ,    delV  inviluppo  [<?'] ,    corrispondenti  di 
.  Mm  punti  \\  quali  fondamentali  di  t'. 


I 

I 
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Se  il  piano  o  percorre  il  fascio  {t ,  p)  il  relativo  triangolo  fondamenta 
percorre  la  rigata  fp;  sicché  i  vertici  dei  corrispondenti  triangoli  fondami 
tali  di  t'j  percorrono  la  conica  f  (n.  36),  ed  i  lati  dei  '  medesimi ,  l'iti 
luppo  [e']. 

i 

Ovvero  : 

Le  rette  congiungenti  a  due  a  due  i  punti  di  ciascuna    terna    di    punti 
piano  t',  corrispondenti^  nella  (ù\  alle  terne    delle    corde,    di  e,  giacenti   in  pi 
del  fascio  {t ,  p),  formano  oo*  triangoli  inscritti  alla  conica  t\  e  circoscritti  a 


conica  c\ 


§  4.  —  Superficie  congiunte  ai  piani  di  S. 

« 

58.  Detto  0  un  generico  piano  dello  spazio  S,  si  indichi  con  o^  la  siipi 
ficie  ad  esso  congiunta. 

Le  corde  di-  c^  incidenti  o,  trasformate  a  mezzo  di  o),  forniscono  una  qua 
tica  con  T,  quali  punti  doppi,  traccia  di  a^  sul  piano  x. 

Uno  spazio  generico  p,  del  fascio  (t),  seca  o,  fuori  di  t  nella  curva  d^o 
dine  sette,  congiunta  alla  retta  o^  (n.  51,  e). 

Inoltre,  se  P  è  un  qualunque  punto  di  Cy ,  e  k^  la  cubica  parassita  del 
spaaio  tP,  il  cono  quadrico  P-A^,  (luogo  di  punti  congiunti  al  rispettivo  ve 
tice  P,  n.  9),  fornisce  P  quale  punto  doppio  di  a^.  Per  cui:  i 

La  superficie  (5^ ,  congiunta  ad  un  generico  piano  dello  spazio  semplice , 
ragionale  p*),  d^  ordine  undici^  ammette  la  c^  quale  doppia,  e  seca  r  in  una  <jué 
tica  avente  i  tre  punti  fondamentati  T,  quali  doppi. 

Si  osservi  che  la  traccia  di  o^  su  p  è  formata  dalla  Cg ,  dalla  cordji  | 
questa  congiunta  al  punto  at  e  dai  quattro  raggi  di  Fp  incidenti  'la  retta  < 
(n.  51,  e),  e  la  traccia  dì  a^  su  a  è  la  curva  o4>.  Inoltre  si  noti  che  o^  co 
tiene  (semplicemente)  le  tre  cubiche  parassite,  passanti  per  i  tre  punti  A»e":K 
;  Xel  caso  in  cui  hi  congiungente  due  di  questi  punti,  ad  es.  A^  ,  Aj 
passa  per  il  punto  ot,  la  cubica  parassita  dello  spazio  tA^  ==  tA^  risulta  doppi 
per  la  o^.  In  questo  caso,  il  piano  a  seca  <3^  nella  quartica  o<I>,  e  nel  ra^gfi 
A^Aj  (che  appartiene  al  complesso  V), 

Dalle  suesposte  proprietà,  e  da  altre  che  si  possono'  ottenere  a  mezzo  i 
quanto  è  stabilito  al  §  1,  discendono  altrettante  proprietà  della  siipertìcie  ^; 
corrispondente,  nella  AV,  al  suddetto  i)iano  o.  : 

i 

59.  Se  il  piano  a  risulta  incidente  il  piano  t,  la   sui)erficie   ad   esso  coi] 

giunta    si  spezza,  nella  rigata  di  quarto  ordine    corrispondente,    nella  w,   h^^I 


("*)  Qualunque  c^  ,  congiunta  ad  un  qualsiasi  piano  a,    è  ìazioìuilf  ;  difatti  la  trasforui*^ 
zione  congiunta  riferisce  biunivocameute  i  punti  di  a  a  quelli  di  a^. 


/ 
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retta  z^  (e.  52),  e  in  una  superficie  o^ ,  d'ordine  sette  dello  spazio  pi^to.  No- 
taodo  che  la  curva  congiunta,  ad  una  qualunque  retta  di  p  incidente  la  cubica 
l/^3K,  è  d'ordine  4  (n.  51,  rf)/ne  discende  che  fcg  è  tripla  per  ^^.    • 

La  curva  (^^  è  formata  dalle  tre  corde  dì  O3  giacenti  nel  piano  ^p,  e  dalla 
^»rtica  traccia  su  detto  piano  della  rigata  di  p    corrispondente,    in    od  ,    alla 

Mta  OT. 

La  cufva  to^  è  formata  dalla  quartlca  coroni  spendente,  in  «,  alla  retta  op 
e  dalle  tre  rette  t,-. 

La  curva  00^  è.  data  dalle  tre  corde  di  ^-3,  e. dalla  quartica  o4>. 

1  ponti  Ti  sono  quadrupli  per  la  o^  :  difatti  la  cubica  congiunta  ad  'una 
quilunque  retta  di  p  uscente  da  T^ ,  incontra  0  in  soli  tre  punti,  i  cui  con- 
fiimti  sono  quelli  in  cui  la  predetta  retta  incontra  o^ ,  fuori  di  T». 

Altrettanto  si  può  dire  per  i  tre  punti  P»  ^  pCg. 

La  Oj  contiene  le  nove  rette  parassite  T,P,  dello  spazio  p  (n.  23),  —  per 

tei.  3j  contiene  complessivamente:  le   15    rette    che    congiungono    i    6    punti 

P.T,  (t:=:lj  2,  3)  due  a  due,  e  le  tre  corde  di  k^  giacenti  in  0. — Né  i>os8ono 

•^•^tere,  su  o,  ,  altre  rette  diverse  dalle  18  sudette  5    poicìiè'   se  p   fosse   una 

'a  di  Oj,  distinta  da  queste,  la  curva  2>i  congiunta  ad  essa  dovrebbe  appar- 

*'^•re  al  pjauo  05  la  qual  cosa  in  generale  non  avviene.) 

La  Oj  ammette' tre  fasci  di  quartielie  di  2*  specie,  sono  date  dalle  curve 
^'ij^unte  alle  rette  di  o  ] lassanti  per  i  punti  A^  he  aA;, ,  ecc. 

Lft  superfìcie  a^  è  razionale. 

La  rappresentazione  di  essa  si  ottiene  fa<ìilmente  per  proiezione  sghemba 
•"im  un  qualsiasi  piano  del  suo  topazio,  a  mezzo  delle  corde  della  sua  cubica 
t:ipla  Jkj ,  proiezione  seguita  da  una  (sola)  trasformazione  quadratica. 

Ogni  punto  quadruplo  di  a^  viene,  in  tal  modo,  rappresentato  da  una  retta, 
«Mi'come  per  ciascuno  di  essi  passano  5  rette  della  supertìcie,  ogni  retta  rap- 
5"'Sentativa  contiene  5  punti  base  del  sistema  di  curve  rappresentative  di  0  • 
'ijnt'sto  sistema  è  costituito  da  <x>'*  quiùtiche  passanti  per  18  determinati  punti 
*'M':  la  curva  tripla  è  rappresentata  da  una  c^  avente  tutti  i  punti  fonda- 
Bieiitali  quali  doppi. 

Sicché  concludendo  : 

Tjtt  superficie  o^ ,'  congiunta  ad  vn  qualunqxie  piano  ó,  incidente  il  piano  t,  è 
''*ioflfl/r,  d^ordine  sette,  con  cubica  gobba  tripla  e  nel  punti  quadrupli  su  questa^ 
"  iuperficie  ammette  18  rette,  per  ogni  punto  quadruplo  ne  pannano  cinque. 

La  superficie  del  quarto  ordine  che  corrisponde,  in  S',  al  predetto  i>iano  0, 
!'l»aniene  allo  spazio  p',  del  fascio  (t'),  ed  ammette  quali  rette  dopi)ie  la  terna 
'  rette  corrispondenti  alle  rette  di  V  giacenti  in  0  ;  terna  formata  da  raggi  di  F' 

•"iHorrtJiiti  nel  punto  p'fc'  (n.  29).   Per  cui  :  ' 

/>a  superficie  0',  che  corrisponde  ad  un  qualunque  piano  incidente  t,    è   una 
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superficie  di  Steiner  ('^),  la  quale  ammetta  il  piano  t'  quale  tangente; 
difatti  o'  seca  t'  nella  conica  corrispondente  alla  retta  at  (n.  22),  ed  in  que 
corrÌ8i#nd€nte,  nella  w',  alla  retta  op  (n.  56J  d), 

60.  Se  il  piano  a  oospaziale  col  piano  t,  si  sceglie  passante  per  un  i>iiil 
fondamentale  T,,  dalla  a^ ,  del  numero  precedente,  si  stacca  il  cono  quadri 
sezione  dell'S^-cono  ^i  con  lo  jspazio  p  ^  or,  , 

La  superfìcie  residua,  che  continueremo  ad  indicare  con  o^ ,  è  iV  ordij 
cinque,  ammette  la,  cubica  ^3  quale  doppia,  cinque  punti  tripli  su  questa,  c^ 
i  rimanenti  due  punti  tondamentali  T» ,  ed  i  tre  punti  P^^^pCj;  il  fascio  j 
cubiche  gobbe  coji^iunte  alle  rette  del  fascio  (T, ,  0),  ecc.  j 

La  traccia  po^  è  formata  dalle  tre  corde  di  c^  giacenti  nel  piano  ^p,  e  dal 

conica,  sezione,  di  questo  piano,  con  la    quadrica    corrispondente    iu     rv    ali 

» 

retta  ot.  . 

La  traccia  oo^  è  data  dalla  4j4>,  e  dalla  corda  fli  fcg  giacente  in  a  e  ne 
passante  i)er  T,. 

La  superficie  ammette  13  rette.  Per  cui  : 

La  superficie  o^  ^  conghinfa  ad  un  qualunque  lìiano    0,    cospaziale    con    z 
passante  per  uno  dei  6  punti  fondamentali  {di  J"  e  di  2"  classe)   dello  spazio  to, 
d^ordine  cinque,  razionale,  con  cubica  gobba  doiìpia  e  cinque  punti  tripli  su  questa 
tale  superficie  ammette  18  rette;  per  ogni  punto  triplo  'ne  passano  quattro.  \ 

La  superficie  0',  che  (corrisponde  in  S'  al  dato  0,  si  spezza,  nel  piano  p''S 
ed  in  una  rigata  cubica  che  ha  quale  direttrice  doppia  il  raggio  di  F',  corri 
spondente  al  raggio  di  V  giacente  in  o  e  uon  passante  per  T, ,  e  la  direttric] 
semplice  giacente  nel  piano  anzidetto.   ^ 

61.  Se  il  piano  a,  cospaziale  con  t,  ])as8a  i>er  due  punti  fondamentali,  0 
una  medesima  sestupla  T,  ,  P,  appartenente  ad  uno  spazio  del  fascio  (t),  dalli 
0^  del  numero  precedente  si  stacca  un  altro  cono  quadrico,  la  superficie  residn; 
è  del  3*  ordine,  passa  per  la  cubica  /f^,  d^llo  spazio  ,to,  ed  ammette  come  tri 
tangente  il  piano  traccia  su  p  di  questo  spazio. 

La  superficie  che  vi  corrisponde,  in  8',  è  costituita  dai  due  piani  coni 
spondènti  ai  suddetti  due  punti  fondamentali,  e  da  una  quadrica;  i  cui  due 
sistemi  di  rette  sono  dati  dalle  rette  corrispondenti  ai  fasci  del  piano  a,  aventi 
per  centri  i  predetti  punti. 

Se  il  piano  o  giace  in  uno  dei  tre  spazi  rtf ,  la  superficie  ad  esso  con-\ 
giunta  risulta  spezzata  :  nella  rigata  di  4^  ordine  corrispondente,  in  w,  alla 
retta  at,  nel  piano  t,  (da  contarsi  due  volte  n.  51,  g\  e  in  una  superlìeie  3^ , 
d'ordine  cinque. 


('*)  D'accordo  con  quanto  è  noto  r«^lativaraeute,  al  HÌstema  accennato  nella  nota  (') 


). 
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Questa  ammette  la  retta  Qì  tripla,  e  qaiadi  un  fascio  di  coniche,  privo  di 
nuti  base';  poiché  dovutojille  coniche  <Jougiunte  ai  raggi  del  fascio  di  a,  il 
fedi  centro^^appartiene^alia  Qì  (n.  51,  A;).  >^ 

62.  Se  il  piano  o  congiinige  tre  punti  fondamentali,  di  una  medesima  se- 
<:ÌJi  T, ,  P,  appartenente  ad  un  medesimo  spazio  del  fascio  (t),  dalla  cj^  del 
il  39  si  staccano  tre  coni  quadrici,  *;icchè  la  superficie  residua,  luogo  di 
ffnri  congiunti  a  quelli  del  dato  o,  è  un  piano,  il  quale  dovendo  passare  per 
liJiìauenti  Spunti  fondamentali  delio  spazio  to,  è  da  questi  indivitluato.  Cioè: 

I  punti  T,-  (i*  ==f'l,  2,  3)  e  ciascuna  terna  di  punti  in  eia  ogni  spazio  del 
H^'in  iT^  incontra  c^ ,  formano  sei  punti  tali  che  il  piano  di  tre  qualunque  di 
A^ti,  risulta  congiunto  a  quello  dei  rimanenti. 

A  ciascun  piano  siffatto  corrisponda,  in  9',  un  piano,    a  prescindere  da  e 
beliti  fondamentali. 

Segue  da  ciò  che  agli  oo*  piani  o,  del  Qono  di  4*  ordine  T,-p<l>  (proiet- 
-Lte  (la  T,  le  generatrici,  corde  di  c^,  della  rigata  pF  ^  p<i>),  ed  ai  rispettivi 
"-«imiti    (formanti    V  S^-cono    di    3**    ordine    Mg),    corrispondono    in    S',    o.^^ 

Ciascuno  di-  qifesti  ultimi  risulta  cospaziale  con  t,  e  passa  per  una  corda 
l''ÌM*ubica  l\'^  epperò  generano  il  cono  proiettante  da  T\  le  corde  di  l\  jn- 
'•Nti  la  retta  t'^'iSEit'<.  Ke  segue,  indicando  con   t^  la  rigata  generata    in 

■»li  corde  :  .  .     , 

i^^  terna  di  coni,  del  4""  ordine,  lVp4>  ed  ai  rispettivi  congiunti  t^c^ 
"•'n^poììdono  tre  Bq-couì  T',  'f '< ,  del  medesimo  ordine,  aventi  i  vertici  nei  ri- 
^'Uti  punti  T\ ,  il  piano  t'  quale  direttore  (semplice)  comune,  ed  i  coni  T\Vi  j 
^ìfeUivamente,  quali  doppi.  ' 

63.  Se  0  passa  per  uua  qualunque  corda  di  Og ,  la  superficie  ad  essa  con- 
^D'ita  si  spezzarne!  due  coni  quadrici  congiunti  ai  due  punti  0C3,  ed  in  una 
'^l*ifi(ìe  (deirSJ  d^ordine  sette  j  di  questa  si  possono  determinare  delle  pro- 
ietta, analogamente  a  quanto  è  stabilito  al  n.  58. 

La  superficie  a'  corrispondente  è*  una  quadrica  (n.  8). 

Se  il  pianerà  passa  i)er  una  tangente  alla  Cg ,  si  ottiene  una  superficie 
'*^KÌunta  d'ordine  sette,  caso  particolare  della  predetta. 

l^a  superficie  che,  in  questo  caso,  vi  corrisponde  in  S'  è  un  cono  quadrico, 
1  cui  vertice  9>ppartiene  al  piano  fondamentale  ic,  corrispondènte  al  pniito  di 
■^'Otatto  (iella  tangente  che  si  considera  (n.  50). 

M.  Per  0  passante  per  una  corda  generica  di  Cg,  e  per  un  punto  fonda- 
'^^^utale  Ti,  si  ottiene  una  superficie  congiunta,  residua,  d'ordine  3  (n.  prec.)* 
^  ^n»  rigata  cubìda  normale,  secante  0  nella  conica  che  appartiene  alla  sezione 
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'34>  ;  sezione  completata  dai  due  paggi  proiettanti  da  1\  i  due  punti  ac^.  Dot 

rigata  seca  t  nei  rimanenti  due  punti  fondamentali,  e  nel  punto  congiiinto  al 
corda  ap  di  Cj.  Sicché  : 

Ogni  piuno  o  proiettante  da  un  punto  fondamentale,  di  r    classe    T^ ,    e» 
scuna  corda  di  e, ,  ammette  per  superficie  Qongiunta  uìia  rigata    cubica^  uormal 
rispetto  alla  quale  il.  piano  o  risulta  secante.  Tale  rigata  contiene   la  c^  ,    ed 
generale  noìi  passa  per  il  punto  fondamentale  che  si  considera. 

Si  osservi  che  delle  oo^  iperquadriche  di  S  passanti  per  ciascuna  corda 
di  r,  (e  per  il  punto  P  di  t  ad  essa  congiunto  n.  19),  soltanto  oo*,  foiinan 
fascio,  passano  per  due  punti  qualsiasi  del  piano  o  ^  Tip.  Ciascuna  iperqui 
dri<^a  di  questo  fascio  seca  quindi  il  piano  a  nella  p^  nella  retta  congiungent 
i  due  predetti  punti  e  nel  punto  T, ,  cioè  o  fa  parte  della  superficie  ba«e  d< 
fascio  :  si  noti  per  altro  che  ogni  piano  T,2>  contiene  due  generatrici  del  ri 
spettivo  cono  T.-Og  ;  sicché  : 

Ai  piani  proiettanti  le  corde  di  c.^  da  uno  qualunque  dei  tre  punti  fonk 
mentali  Tj,  corrispondono  nello  spazio  S'  piani  {'^),  ciascuno  dei  quali  contien 
una  corda  della  rispettiva  cubica  iV 

»  '  *  • 

§  6.  —  X'f  trasformazione  L,. 

65.  Sia  0  un  qualsiasi  piano  proiettante  dal  punto  fondamentale  T,  uni 
qualsiasi  corda  p  di  c^  ,  o^  la  superfìcie  cubica  ad  esso  congiunta,  e  a.  il  pian 
che.  vi  corrisponde  in  S'  (n.  <>4).  Poiché  o  contiene  due  geperatrici  p^ ,  j>2  H 
cono  T,—  Cj ,  il  i)iano  a'  passa  per  i  corrispondenti  due  punti  V\  ,  V\  di  l 
(n.  23),  epperò  per  la  corda  che  congiunge  questi  punti. 

11  punto  P' :^  aV  è  evidentemente  il  corrispondente  di  p^    nella    trasfor 

magione  w^. 

Per  il  punto  P'  predetto  non  passano  altri  piani  siffatti.  —  Difatti  a  Pj 
corrisponde,  in  ti?',  una  (sola)  corda  di  c.^ ,  la  quale  proiettata  dal  punto  fon 
damentale  T^  fornisce  un  piano  o.  Discende  che  i  punti  di  t'  e  le  corde  d 
ciascuna  l'i  risultano  riferite,  in  tal  modo,  in  una  corri spond^inza  biunivoca  chi 

viene  indicata  con  Lj.  Segue  pertanto  : 

I 

«  ■  I 

Ai  piani  0,  proiettanti  le  corde  di  (?„  da  uno  qualunque  delire  punti  fonda' 


('^)  Detto  a  un  ciualuiique  piano  passante  per  tre  punti  fondamentali  (di  1*  e  dì  2*  classe) 
di  S  ,  <j'  il  piano  ad  esso  corrispondente,  si  noti  che  hg  una  retta  r  percorre  .a  la  ^corrispon- 
dente conica  (n.  11)  r'  percorrerà  la  rete  (del  piano  a'),  avente  per  punti  base  la  terna  «i 
punti^  che  corrispoudono  alle  tette  del  piano  a  congi ungenti,  due  a  due,  i  punti  fondameutan 
di  questo  piano.  Ovvero? 

Se  due  piani  rt  ,  n'  «i  con'ispondono,  nella  W,  /l'i»  i  punti  di   te/i   piani    intmxede^    in   rwnr 
delta  medesima  Wf  una  iraeformasione  quadratica,  rispeiio  alla  quale  sono  fondamentali  le  traccf, 
su  tali  piani,  degli  elementi  fondamentali  {di  P^  e  di  -?"  classe)  dei  rispettivi  spazi. 
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mtali  Ti  j  corrispondono  nella  W,  i  piani  che  dai  punti  {del  piano  t')  omologhil 
U'i  w\  aite  suddette  corde,  proiet^^xno  le  eorde  omologhe,  nella  corrispondenza  hi , 
Uè  rispettive  cubiche  l^. 

»)(>.  Si  oss*^ervi  inoltre  cbe  facendo  corrispondere  ad  un  qualunque  raggio  r 
iBa  iperstellii  (T,),  il  punto  in  cui  il  raggio  r'  (a  quello  corrispondente)  in- 
jaTti  lo  spazio  ^'^ ,  la  (1\)  risulta  riferita  proiettivamente  a  questo  spazio. — 
k^M  infatti  osservare,  che  i  raggi  di  ciascun  fascio  (T^  ,  o),  ammettono  quali 
»TTwpomleiiti   i   punti  della  ret^  3'*^'» ,  corda  di  Z',  Cioè: 

In  tal  modo  gli  spazi  ^\  risultano  riferiti  proietti camente  allo  spazio  p,  e 
ìiixU  fra  loro  ;  in  questa  proiettività  sano  omologhe  le  rinpettive  cubicìie  l\y  c^, 

07-  Sia  o  un  qualsiasi  piano  passante  per  1\  ed  incidente  c^  in  un  (sol) 
liuto  B  ;  si  proietti  da  T,  la  rigata  (quadrica)  delle  corde  di  e,  incidenti  la 
tua  ^p,  rigata  alla  quale  corrisponde,  in  tc\  una  retta  r'.  A  questa  retta 
rciisponde,   in   L, ,  la  rigata  (quadrica)  delle  corde  di /',  incidenti  la  retta  o'^V 

h\  fili  :  , 

La  trasformazione  In  fra  i  punti  di  t'  e  le  corde  di  l^  è  quadratica,  e  del 

•"^••gue  di  qui  e  dal  numero  precedente. 

Ifì  Lj  ammeite  quale  fondamentale  la  sola  cubica  Z',. 

Un  qualunque  piano  che  giace  in  uno  dei  tic  spazi  *£"',  risulta    riferito,    in 
'•'•il  di  Li ,  al  piano  t'  in  una  trasformazione  quadratica» 

li  prodotto  LiW[  è  una  corrispondenza  proiettiva,  fra  le  corde   di   ciascuna 


'V 


"  quelle  della  o.,. 


3' 


Discendono  da  ciò,  e  da  quanto  è  stabilito  per    la    w',    alcune    proprietà 
'>\\'à  trasformazione  L».  Ad  es.  : 

A  ciascuna  retta  fondamentale  t\  corrisponde  in  Li  la  quadrica  i^)  q' i ,  delle 
''rk  di  V.  incidenti  &'  (n,  23). 

M  punti  di  ciascuna  T,  corrispondono  le  rette  delVinviluppo  [e']. .Ecc. 

p 

§  6,  —  Cenno  sulle  ipersuperficie  congiunte  agli  spazi  di  S. 
68.  In  questo  §  si  accenna  molto  fugacemente  alle  ipersuperficie  congiunte 

(^)  Né  discende  che  i  piani  a',  congiungeiiti  punti  e  rette  omologhe  in  Lj,  giacenti  nel 
•'['Htìvo  spazio  97\f  appartengono  al  fasrio  di  sostegno  fc' ;  mentre  considerando  t^i  quale 
■'^^a  (li  detto  spazio,  ammetto,  per  corrispondente  in  L*'*^,  una  conica,  ed  i  piani  che  proiet- 
*'^^  le  corde  di  T,  incidenti  <^,  dai  rispettivi  punti  omologhi,  nella  predettii  L,- ('anno  tutti 
•  **^li  i  piani,  y  incidenti  t'.  Sono  i  piani  generatori  dei  rispettivi  So-coni  di  quarto  ordine 
^'  coi  è  cenao  al  n.  62. 
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agli  spazi  di  S.  Lo  stadio  di  qneste,  e  delle  '  corrispondenti  di  S',  appare  ii 
teressante  e  non  breve^  sicché  si  rimanda  ad  altro  lavoro. 

Perento  sia  %  nn  generico  spazio  di  S,  9^  la  ipersuperficie  ad    esso  cot 
giunta,  r  una  retta  qualunque  (di  S),  ed  r^  la  rispettiva   curva   congiunta  : 
punti  rO^  sono  in  numero  eguale  ai  punti  r^O,  épperò  (n.  47)  9^  è  d'ordine  otte 

Applicando  analogo  ragionamento  alle  rette  incidenti  :  la  rigata  cubica 
K,  ]a  cubica  o,,  od  uno  qualunque  dei  piani  t<;ed  a  rette  passanti  per  i  punt 
fondamentali  T^  v§  ^)}  ^^  P^^  concludere  :  • 

La  ipersiiperficie  B^ ,  congiunta  ad  uno  spazio  generico  0  éà  S,  è  razionale  C*)^ 
d^  ordine  otto,  ed  ammette:  i  tre  piani  t,  quali  doppi,  la  rigata  cubica  K  qualt 
tripla,  la  cubica  Cg  quadrupla,  ed  i  tre  punti  fondamentali  T,  quintupli. 

Il  piano  t  appartiene  (semplicemente)  alla  6^. 

Dalie  eonsiderazioni  del  §  4  si  possono  ricavare  diverse  altre  proprietà 
della  0^,  che  qui  si  omettono,.  . 

Si  noti  che  una  sezione  spaziale  generica  dà  una  superficie  d'ordine  otto 
con  cubica  gobba  tripla,  tre  corde  di  questa  doppie  e  tre  punti  quadrupli 
sulla  medesima  cubica. 

Particolari  posizioni  di  spazi  secanti  danno  casi  particolari  di  tale  super- 
ficie, o  superficie  d'ordine  inferiore. 

Ad  es.  un  qualunque  spazio  del  fasciq  (t)  dà  una  superficie  d'ordine  sette 
con  cubica  gobba  tripla  e  sei  punti  quadrupli  su  questa. 

69.  Se  0  passa  per  un  punto  fondamentale  di  l*"  classe  T^,  dalla  0^  si 
stacca  I'Sq-couo  ^  :  la  ipersuperficie  residua  d^ordine  sei,  è  razionale  ed  ammette 
il  piano  T,.  e  la  riga4a\  cubica  K  quali  elementi  doppia  la  cubica  e,  quale  tripla^ 
ed  I  rimanenti  due  puìiti  fondamentali  quadrupli,  ecc. 

-• 

4 

Diversi  tipi  di  superficie  d'ordine,  sei,  o  d'ordine  inferiore,  si  ottengono 
con  opportune  sezioni  spaziali  dì  0^  :  si  omette  per  brevità  anche  lo  studio  di 
queste. 

70^  Se  lo  spazio  9  si  sceglie  passante  per  due  punti  fondamentali  di 
1»  classe  T,  ,  T;^ ,  la  0^  sarà  costituita  dai  due  S^-coni  'Sì ,  ^*  ©  da  una  iper 
superficie  razionale,  d^  or  ditte  quattro  con  la  cuòica  c^  ed  il  rimanente  punto  fon- 
damentale  T;  quali  elementi  doppi,  ecc. 


(^)  Difatti  i  punM  6^  souo  in  corrispondenza  binuivcoa  (a  mezeo  della  trasformazioni  oon- 
giunta)  con  quelli  del  dato  spazio  0,  e  questo  ha  in  comune  con  8^  1«  %^,  e  la  rigata  (ài 
40  ordifte)  dei  raggi  di  T  giacenti  in  detto  spazio. 
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GAP.  VII. 

DJBLLA  IPEBSVPEBFIOIB  LIHITfi   $'. 

§  1.  —  Degli  elementi  doppi. 

71.  Si  è  stabilito  che  le  quintiche  del  sistdina  [»J  sono  elei  genere  uno,  e 
ciascuna  luogo  di  eoj>pie  di  punti  congiunti  (n.  4)  ;  siccbè  ogni  curva  s^  pos- 
sie^le  quattro  punti,  ciascuno  congiunto  a  se  stesso,  ovvero  :  ogni  8^  incontra 
$.  fuori  dei  punti  fondamentali,  in  soli  altri  quattro  punti  (ciò^  risulta  anche 
«iirettanoiente,  osservando  che  i  punti  fondamentali  T»  e  la  cubica  Oj  sono  doppi 
:«r  la  ^  n.  43),  per  .cui:  ogni , retta  «',  dello  spaisio  S',  incontra  la  ipersu^r- 
fieie  limite  O'  (n.  40)  in  altrettanti  punti.  Cioè: 

La  ipersuperficie  limite  <E>'  è  cPordine  quattro,  e  razionale  (n.  46). 

72.  Osservando  che  un  qualsiasi  fascio  (o),  del  sistema  £,  contiene  in  go- 
nfiale cinque  S^coni  quadrici,  si  deduce  che  i  cinque  spazi  corrispondenti 
ùiiluppano  una  ipersuperficie  della  quinta  classe. 

D'altra  parte  detto  A  il  vertice  di  un  S^cono  a  del  fascio  predetto,  A' 
^i  a'  il  punto  e  lo  spazio  ad  essi  corrispondenti  rispettivamente;  ogni  retta  «' 
dtlla  stella  (A'  ,  a')  ha  per  corrispondente  una  quintica  «^  avente  in  A  un 
punto  doppio.  —  Sicché  «'  seca  due  volte  la  ipersuperficie  4>'.in  A';  ovvero: 

La  ipersuperficie  ^"^  è  della  quinta  classe;  ed  ogni  suo  spazio  tangente  è 
futile  che  corrisponde  alVSjCono  (J  =  0,  1)  di  £,  avente  il  vertice  nel  puntOj  o 
««'  punti,  di  $  corrispondenti  a  quelli  in  cui  lo  spazio  ohe  si  considera  risulta 
^(ingent-e  alla  $'. 

73.  E  poiché  ogni  curva  parassita  di  S  appartiene  alla  4>  (n.  40),  quale 
iQogo  di  vertici  di  S^coni  del  sistema  £,  e  ciascuna  di  tali  curve  ha  un  sol 
punto  quale  corrispondente  (n.*  20,  23,  24);  ne^  segue  che  gli  oo*  8^-coni,  aventi 
quali  vertici  i  punti  di  ciascuna  curva  parassita,  ammettono  quali  corrispon- 
<l€nti  altrettanti  spazi  tangenti  alla  $'  nel  punto  corrispondente  a  quella  curva,' 

T 

La  ipersuperficie'  4>'  ammette  quali  elementi  doppi  (**)  :  la  retta  1c\  le  tre  rette 
*'• ,  e  le  tre  cubiche  1%, 


(^)  Direttamente  si  può  dimostrare  come  segae:  Sia  a'  una  retta  che  si  appoggia  alla 
'fiU  fondamentale  Jk'  ;  la  curva  «5  ad  essa  corrispondente  si  spezza  nella  cubica  k^ ,  corrispon- 
'^"ttte  al  punto  «V  (ji.  20),  e  in  una  conica  «g  (luogo  di  coppie  di  punti  congiunti),  la  quale 
P<>Miede  dae  punti  congiunti  a  se  stessi,  sicché  la  retta  k^  è  doppia  per  la  ^\ 

Ragionamento  analogo  vale  per  i  punti  delle  cubiche  l'i ,  e  delle  rette  m'i»    x 
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74,  Dal  ftitto  che  ogni  coppia  A ,  B  di  punti  comuni  ad  una  ijeneri 
retta  s  e  ad  una  qualunque  iperquadrica  a  di  S,  ammette  quali  corrlspondei) 
i  due  punti  traccia  sullo  spazio  a'  della  conica  «' ,  segue  cbe  essendo  A  i 
punto  di  $,  ed  a  un  Sg-cono  dì  S  avente  il  vertice  in  detto'punto,  sarà  B  e 
incidente  con  A;  epperò  il  relativo  spazio  a',  dell'  inviluppo  di  $'  (u.  72) . 
sulta  tangente  alla  conica  «',  cioè  : 

Le  coniche  di  [r'J,  corrispondenti  alle  rette  dello  spazio  S^  risultaìio  tange* 
alla  $'  nei  Quattro  punti  corrispondenti  a  quelli  comuni  alla  ^  ed  a  ciascufi 
retta  che  si  considera. 

Ed  inoltre  osservando  che  ogni  raggio  uscente  da  un  punto  fondamenta! 
(di  1*  o  di  2*  classe),  incontra  ulteriormente  4>  in  due  soli  punti  (q,  43),  n 
segue  : 

Le  rette  r'  di  S' ,  corrispondenti  a  quelle  uscenti  dai  punti  fondamental 
(di  l""  0  di  2*  classe),  risultano  bitangenti  {^'^)  alla  <!>'. 

§  2.  —  Le  cx)^  superficie  di  Kum  m  e  r  della  ^'. 

76.  Ciascupa  superficie  di  Weddle  contiene  soltanto  20  piani  tritangeiit 
(n,  45);  a  coppie  congiunti  fra  loro.  Ciascuno  di*  questi  piani  contiene  un'a  tern 
di  rette  parassite,  ad  eccezione  dell'unico  piano  appartenente  al  fascio  (^ ,  p 
del  quale  le  tre  corde  jp,  di  Cg  sono  congiunte  ai  rispettivi  punti  di  appoggia 
sulla  retta  t  (n.  19). 

Essendo  p  un  qualunque  sjmzio  del  fascio  (t)  si  consideri  la  superficM 
(1  E^  P*  (di  Weddle),  e  si  indichi  con  |i'  la  p'<l>'  ad  essa  corrispondente 
Siffatta  (i'  ammette,  oltre  i  13  punti  doppi,  traccia  su  p'  degli  elementi  dopi» 
di  $'  (n.  73),  i  tre  punti  doi>pi  ('^^)  P', ,  della  coni<;a  i' corrispondente  alle  pie 
dette  corde  2?t  di  c^.  Per  cui: 

La  ipersuperficie  ^'  ammette  co*  superficie  di  Ku  m  7ner  \l\  i  cui  spazi  for 
mano  il  fascio  (z).  Il  sostegno  di  questo  contiene  la  conica  t'  quale  curva  ha  fé 
per  il  sistema  delle  predette  superficie  :  tale  conica  contiene  sei  punti  doppi  }nr 
ciascuna  superficie;  tre  dei  quali,  T', ,  sono  fissi  e  doppi  per  <ì>';  la  rimancnk 
terna,  variabile  con  [j/,  dà  punii  di  contatto  della  4>'  col  relativo  spazio  del  fasciti 
predetto. 


(^")  Si  noti  elle  oofiiì  spazio  p'  ,  del  fascio  (■:'),  conlioiio  sei  congruenze  (2  ,  2)  aventi  l" 
medesima  superficie  focale  p'<I>':  souo  ì  sistemi  di  rotte  corrispondouti  alle  stelle,  dello  «pazitJ 
P',  aventi  i  centri  nei  punti  fondamentali  sudetti,  ris])ettivainente;  d'accordo  con  quanto  è  noto 
circa  il  sistema  accennato  al  n.  18. 

(^^)  Ciascuno  dei  tre  punti  P',-  risulta  doppio  por  la  f>oìa  sezione  jji'  ^^  p'<l>' ,  pcnl»^  '^ 
corrispondente  torna  di  reite  pì  ,  corde  della  Oy  ,  api)artiene  a<l  una  sola  iperquadrica  <li  —' 
ò  quella  costituita  dagli  spazi  P  e  p. 
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>    Se^ue  facilmente  (n.  ^7): 

La  terna  di  punti  in  cui  ogni  spazio  p',  del  fascio    (t')  ,  tocca  la  <!>',  coin- 
|.t  con  la  terna  di  punti  fondamentali,  del  piano   t',   nella  trasformazione  qua- 
ktì>rt  che  lu  Li  coordina  fra  questo  piano  ed  il  piano,  traccia  su  G'<,  del  dato 

y  ?'. 

■ 
■ 

■ 

§  3.  —  Piani  e  spazi  tangenti  singolari  della  $'. 

T6.  Si  è  osservato  che  i  20  piani  tritangenti  ad  una  medesima  superficie 
W  e  (l  d  1  e  \L^  P<i>  sono  a  coppie  a  ,  o^    congiunte   fra   loro  ,    che    la   retta 
r^a^  appartiene  alla  <i>  (n.  45)  e  contiene  le  due  terne  di  punti  in  cui  o,  o^ 
WaDO  $. 

La  conica  p'  corrispondente  a  tale  retta ,  appartiene  quindi  al  piano  ò' 
!p^:^^poudeute  alla  coppia  o,  o^  n.  62)  e  contiene  due  terne  di  punti  doppi  (*) 

•  ■ 

Il  piano  o'  appartiene,  evidentemente,  allo  spàzio  p'  e  tocca  la  superficie 

»  iuiijro  la  conica  |?';  è  dunque  un  piano  singolare  per  la  superficie  di  K  u  m- 

IT  U.'. 

I  — 

i  siflfatti  piani,  in  numero  di  10,  appartiene  t',^^  ^  9  c]^e  così  rimangono 
:>r;m()  al  variare  di  [j/  i  tre  SQ-coni,  di  quarto  ordine,  TVy'»  aventi  a  co- 
li "'.^^  il  piano  t'  (n.  62). 

D'altra  parte  ciascun  cono  quadrico  tangente  alla  superficie  [i,  in  un  suo 
I' ':to  (loppio,  ammette  per  corrispondente,  in  S' ,  un  piano;  e  precisamente 
"S  tre  coni  tangenti  nei  punti  P,  i^  ^c^ ,  corrispondono  i  tre  piani  .della  iper- 
"i;eifi('ie  C  giacenti  nello  spazio  p'  (n.  37);  mentre  a  quelli  tangenti  nei  punti 
^  «orrispondono  1q  tracce,  su  p',  dei  relativi  spazi  ^\. 

Ciascuno  di  tali  coni  contiene  5  rette  della  |jl  (ciascuna  passante  per  due 
*  '^i  pariti  doppi  n.  45),  e  la  cubica  ^3  dello  spazio  P;  il  piano  corrispondente 
'"tirilo  quindi  6  punti  doppi  di  ^':  cioè  le  predette  due  terne  di  piani  sono 
f'^itiiite  da  piani  singolari  per  la  ji'.  Questi  completano,  eoa  i  precedenti,  i 
*M»i''Uù  singolari  della  superficie  di  Kummer  p'4>'.  Per  cui: 

^  gruppi  di  piani  singolari  per  ciascuna'  superficie  di  Kummer  ,  della 
f''iut(i  <{)'^  gencj'anoj  al  variare  della  superficie: 

,    ^'e    S^'Coni,    di    ordine  quattro,  T',?'»  aventi  z  quale  piano   direttore   co- 
'"»^,  fqnesti  forniscono  10  piani  per  ciascuna  supej'fiele)  ; 
tre  fasci  {t\  ,  o\) ,  (i  -quali  ne  forniscono  3); 

^a   ipersuperficie   C ,    d' ordine   cinque  con    t'    doppio ,   (la    quale^  ne    dà 

•"tri  3). 


')  'Sono  queUi  che  corrinpondono  aUo  due  terne  di  rette  giacenti  sui  piani  a,  a^  rispet- 
'^'"^'nte,  e  conglungeuti,  duo  a  duo,  i  punti  doppi  che  la  <&  ha  su  qneiti  piani. 


;(  160  )(  , 

I  grappi  dei  16  punti  doppi  per  ciascana  superficie  predetta  x)ercoi 
evidentemente  (n.'  73  e  75): 

la  retta  k',  (la  quale  dà  un  punto  per  ciascuna  superficie); 

la  conica  t\  (che  ne  dà  tei); 

la  terna  di  cubiche  gobbe  T^,  (che  ne  danno  nove). 

» 

77.  Essendo  la  retta  k^  (doppia  per  4>')  comune  ai  tre  spazi  l',,  e! 
Bcuno  di  qnesti  contenendo  inoltre  la  rispettiva  cubica  i,  (pure  doppia  per , 
ne  segue  che  la  traccia  della  ipersuperficie  4>'  su  ciascuno  dei  predetti  sp 
è  costituita  dalla  quadrica  delle  corde,  della  rispettiva  tV,  incidenti  la  i^ 
h'  (n.  23)j  ovvero  : 

Gli  spazi  fondtiimentali  5'^  sono  tangenti  singolari  della  $';  ciascuno  di 
tocca  questa  ipersuperficie  lungo  i  punii  di  una  medesima  quadrica. 

«  Modica,  settembre  1915. 
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UN  TEOREMA  SULLE  FUNZIONI  INTERE 


VOTA 


DI 


GIOVANNA  BORELLINI  (a  Bologna) 


Soao  ben  noti  i  segaenti  due  teoremi  di  Picard  sulle  fanzioni  Intere: 

l  Ogjii  funzione  intera,  che  non  assume  due  valori,  è  una  costante. 

II.  Sia  f{x)  iiua  funzione  intera  /  se  le  due  eqnazi4>ni  f{x)  =  a  ,  f[x)  =e  Ì, 
f  ^  mendo  due  costanti/qualunque  finite  e  distinte,  hanno  solamente  un  numero 
iato  di  radici^  la  funzione  intera  f{x)  è  un  polinomio. 

Da  questi  ho  dedotto  la  seguente  consegaenza  che  non  mi  pare  priva  di 

<  Sia  f{x)  una  funzióne  intera  non  assumente  il  valore  0;  sarà  f{x)  =  e^^*^  » 

«  l(^)  indica  una  funzione  intera;  la  funzione  reciproca  di  f[x)y  e"^^^  è  pure 
ra  td  essa  pure  non  assume  il  valore  0.  Invece  qualunque  combinazione  lineare 

f  '^  ed  r'^^*)  è  una  funzione  intera,  tale   da  assumere   ogni  valore   infinite 
». 


Considero   perento   ¥{x)  =  ae^^*)  -|-  le'^^^^\  funzione  evidentemente  intera; 

Ebe  F(x)  assuma  un  valore  qualunque  infinite  volte,  occorre    e   basta  che 
uione 

ae^(*>  +  i^lf*)  =  ti) 

'^influite  radici  rispetto  ad  x^  qualunque  sia  aù]  si  moltiplicano  ambo   i 
*ri  della  (1)  per  Ì5^(*)  ;  sarà 


1 


;(  160  )( 

I  grappi  dei  16  panti  doppi  per   ciascuna  superficie  predetta    perco 
evidentemente  (n.'  73  e  75): 

la  retta  h'^  (la  quale  dà  un  punto  per  ciascuna  superficie); 

la  conica  t'^  (che  ne  dà  Mei)) 

la  terna  di  cubiche  gobbe  l'ij  (che  ne  danno  nove). 


77.  Essendo  la  retta  V  (doppia  per  4>0  cornane  ai  tre  spazi  l',,  e| 
Bcuno  di  questi  contenendo  inoltre  la  rispettiva  cubica  li  (pure  doppia  per 
ne  segue  che  la  traccia  della  ipersuperficie  4>'  su  ciascuno  dei  predetti  sj 
è  costituita  dalla  quadrica  delle  corde,  della  rispettiva  IV^  incidenti  la  i 
V  (n.  23);  ovvero  : 

Qli  spazi  fondtiimentaU^'i  sono  tangenti  singolari  della  $';  ciascuno  ài 
tocca  questa  ipersuperficie  lungo  i  punti  di  una  medesima  quadrica. 

,  Modica,  settembre  1915. 
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UN  TEOREMA  SULLE  FUNZIONI  INTERE 


VOTA 


DI 


GIOVANNA  BORELLINI  (a  Bologna) 


[ 


^  Sono  ben  noti  i  seguenti  due  teoremi  di  Picard  sulle  funzioni  intere  : 


l  Ogni  funzione  intera,  che  non  assume  due  valori,  è  una  costante, 

li  Sia  f(x)  una  funzione   intera  ;   se  le  due  equazioni  f{x)  =z  a  ,  J\x)  =e  Ì, 

I  i  c$^ndo  due  costanti /qualunque  finite  e  distinte,  hanno  solamente  un  numero 

wo  ii  radici^  là  funzione  intera  f(x)  è  un  polinomio, 

I)a  questi  ho  dedotto  la  seguente  conseguenza  che  non  mi  pare  priva  di 

hm  :  s 

I 

Sia  f(x)  una  funzióne  intera  non  assumente  il  valore  0;  sarà  f(x)  =  e^(*) , 

1»  indica  una  funzione  intera;  la  funzione  reciproca  di  f{x)y  e"^^^  è  pure 
^ffi  ed  essa  pure  non  assume  il  valore  0.  Invece  qualunque  comMnazione  lineare 

^  '^  ed  r'^f*)  è  una  funzione  intera,  tale   da  assumere   ogni  valore   infinite 
». 


Considero   pertanto   'F{x)  =t  a^^^^  +  he''^^^\  funzione  evidentemente  intera; 
'^^  F(x)  assuma  un  valore  qualunque  infinite  volte,  occorre   e  basta  che 

(azione 


a«^(*>  +  i^lf*)  =  ti) 

^ A  infinite  radici  rispetto  ad  x^  qualunque  sia  v>]  si  moltiplicano  ambo   i 
fi  della  (1)  per  ^^^^  ;  sarà 
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risolvendo  questa  equazione  di  secando  grado  in  e^^^^  si  ottiene 


(2) 


m 


_w  +  f 


w* 


àab 


2a 


ora  se  la  (2)  ammette  infinite  soluzioni  rispetto  ad  .x,  qualunque  sia  w,  an 
la  (1)  ammetterà  infinite  soluzioni  rispetto  ad  x  qualunque  sia  w,  ed  allorj 
potrà  concludere  che  la  F(x)  assume  ogni  valore  infinite  volte.  Ma  sì  osvsj 
che  il  secondo  membro  della  (2)  ha  sempre  senso  qualunque  aia  ic,  ed  iiicj 
biamente  per  il  secondo  teorema  di    Picard    la  (2)  ammetterà  infinite  s< 

zioni  sempre,  purché  il  secondo  membro  non  sìa  uguale  a  0;  difatti  e^^^^ 
assumendo  il  valore  0  e  non  potendo  essere  razionale,  dovrà  assumere  d 
altro  valore  infinite  volte.  Ma  si  vede  subito  che  il  secondo  membro  dellìi 
non  può  mai  annullarsi  qualunque  sia  w  ;  difatti  se  fosse 


V 


io  +  ^w^  —  4tab 


2a 


0 


sarebbe  anche  w^r=:w* — 4a5,  da  cui  4rt6=0,  che  non  può  verificarsi  altrimc 

che  se  a=^0  o  6:=:0,  cioè  se  la  F(x)  si  riduce  o  alla  funzione  e~~'^^-  o  i 

funzione  e'^?^  ?  che  non  assumono  il  vnlore   zero.   In    questo  modo    il  teore 
resta  dimostrato. 
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SUR  UNE  REMARQUABLE  PROPRIETE 
DES  COURBES  ORBIFORMES 


■ 


PAR 


GEORGES  TIERCY  (à  Genève) 


l.  On  sait  qtt^  on  appelle    orbiformes   dea   courbes    fermées    convexes  de 
^:;t3r  coDStante  (*).  Leur  équatiou  polaire  tangentielle   s'écrit: 

l  r  cos  o>  -}-  V  sin  <o  =:  p(o)) , 

1.  ■       '    •  ' 

/         p(m)  =  a[ì  +/(w)] , 


>«'  les  coniUtions  : 


/ 

/(<ù  -}-  t:)  =  — /(iD)  , 

f((ù  +  2n)  =  /((tì). 


On  a  alors  : 


p{(ù)  +  i>(w  +  'c)  =  2a. 


fiemarqaons  qae  la  courbe  ainsi  définie  n'est  pas  torcément  conve^e  ;  sì 
^•^  ne  l'est  pas,  nous  dirons  qu'elle  est  d'envergure  constante]  si,  au  coutraire, 
"1^  est  coiivexe,  nous  dirons  qu'elle  est  de  largeiir  constatUe]  ce  dernier  cas 
fcttl  donne  dea  orbiformes. 


') 


.  Ces  .orbiformes  possedettt  des  prqpriété^  bien  curieuses;  par   exemple, 


'^}  Q.  Loria,   jSpezielle   alg,  und  transcendente  ehene  Kurven,  2«    Aufl.,    I  Bd.j  Leiptig  ^ 
ho.  p.  376, 

!     ^OL.  ITU.  -  20 
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la  somme  des  rayons  de  o.oai;bure  correspondant  à  deux  points  opposés  de  1 
eourbe  (points  de  tangence  de  deux  droites  parallèles  de  la  famille  1)  e« 
ausai  constante  et  égale  à  2a  ;  on*  trouve  en  eflPet  : 

p  =  a[l+/(a>)+/'((o)J=^JP+l>";     •     .         * 
p(o))  +  p(io  -]-  7t)  =  2a. 

Les  développóes  de  ces  courbes  sont  des  courbes  non  convexes,  d'envei 
gure  nulle  ,  e'  està  dire  n'  admettant  qu'  une  seule  tangente  par^Ude  à  un 
direction  donnée. 

Leur  courbe  cmtrale,  définie  par  la  relation  : 


p(«) = ì 


p((tì)  +  p{(ù  4-  it) 


est  un  cercle  de  rayon  a.  Et  leur  pourtour  est  toujoars  égal  à  27ca,  c'estua  dirt 
égal  à  la  longueur  de  la  circouference  de  mème  largeur.  On  en  deduit  qoc 
toutes  les  orbiforines  de  largeur  2a  peuvent  s'obtenir  par  simple  déformatior 
de  la  circonférenctt  de  rayon  a. 

D'autre  part,  la  courbe  moyenne  d'une  orbiforme,  courbe  définie  par: 


i\W  =  t 


p{(ù)  —  J>(tó  -|-  ^) 


a/(a)) , 


est  une  eourbe  d'envergure  nulle,  visiblement  parallèle  à  Porbiforme  elle-nieme; 
en  effet,  on  a  :         ,  ^  ^ 

D'où  le  théorème  :  tonte  courbe  convexe  parallèle  i\  une  courbe  d'enver- 
gure  nulle  est  une  orbiforme. 

On  peut  d'ailleurs  dessiner  tròs  facilement  une  influite  de  ces  or biformes, 
sans  avoir  recours  à  lenr  représentation  analytique  ;  en  particulier,  on  p«»t 
traeer  une  fonie  d'orbiformes  coinposéès  uniqueinent  d'arcs  de  circonférences. 

3.  La  propriété  remarquable,  qui  fait  Pobjet  de  cet  article,  est  une  exten 
Sion  d^  la  règie  de  F  r  e  s  n  e  l  (^)  donnant  la  composition  de  plusieurs  inouve- 
ments  harraoniques  siinples  de^méme'pèriode. 


(*)  Fresnel,  Mémoire  sur  la  diffraction  (Composition  dea  mouvements  vibratoirwj. 
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Considórons  tout  d'abord  un  ppint  se  mouvttnt  sur  une  orbiforrae,  de  telle 
lanière  qae  l'angle  poiaìre  tangentiel  augmente  proportionnellement  au  teiups: 


(D  =  6i  -{-  s 


e=:C0n8t.  ; 


I      z' 


^rojection  de  ce  poìnt  sur  l'un  ^es  axes  de  coordonuées  est  aniiiiée  d'un 
ffnTement  osciliatoire  que  nous  appellerons  mouvement  harmonique  d^  or- 
''ì/me. 

Dans  le  cas  particulier  où  /(od)  1=  0,  on  retrouve  le  mouvement  harmoni- 
<)iie  simple. 

Considérons  alors  |)Uisieurs  mouremeìits  harmoniques  d^orbifonnea^  d'ampli- 
Nes  diftéreutes  ^a^ ,  d' époques  tangentielles  s,  différentes ,  mais  dg  méme 
P^riode  tangentielle  ;  «e'  est-à  dire  que  les  phases  tangentielles  co,  =  6^  +  ^i 
présentent  entre  elle»  des  différences  constantes  (fig.  1). 


Cherchons  la  resultante  des  rayons  vecteurs  tangentiels  OR^  ,  OR, ...  ete.; 


*'it  08  le  rayon  vecteur  tangentiel  résultant.  Le  rayon  OS  ne  donne  plus 
we  orblforme  directement  ;  mais  il  possedè  une  proprióté  bien  curieuse,  que 
Jww  allons  établir. 

Soient  donc  les   ojbiformes    primitives    données    par    lés    équations    tan- 

fentièlles':  .     ^ 


1) 


Pi  =  tti 


1  +  U^) 


avec: 


'     ^(0)  +  IT)  =:  r^  A^). 
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Ooinposuns  les  normales  Pi  ;  soit  OS  la  resultante  (fig.  2)  ;  sa    project! 
sur  Ox  vaut: 


2- 


OR  =  y  Pi  eoa  co. 


2"' 


1 H-/K) 


COS  iùi  . 


\ 


D'ailleurs,  donnons  à  o)  un  accroissemeut  ic]  et  composons  les  nouvea 


rayons  ply^  +  «)  ;  il  vient  ^our  OS'  : 


OR' 


2"^ 


1  -A^ò 


COS  ((I),  -f-  7C)  . 


Formons  alors  : 


OR  —  OR'  =  R'R  =  2 'Va,  eoa  «o. . 


On  calculera  de  méme  les  projectìons   ON  et  ON'  ;  et  on  obtiondra  : 


N']Sr=2  ^jdi  sin  a>, . 


On  peut  écrire  : 


\ 


R'R  =  2  ^a,  COS  (co  +  e,)  =  2   cos  co  ^a,  cos  s^  —  sin  ca  ^a. 


sin  s^ 


'      N'N  =  2  ^«,  sin  (tó  4-  6^)  =  2  sin  co  ^a,  cos  e,  +  ^^^  *>  ^^»  ®"*  ^' 


posons  alors  : 

(3) 


(  Sa,  cos  «,  =  A  cos  e  , 
f  la,  sin  8,  =  A  sin  e  , 


t 


lalement  : 


V 


R'R  =  2  Aco8(a)  +  s), 


N'N  =  2  A  sin  (tt)  -|-  6) . 

On  trouve  donc  la  remarquable  proprìété  que  voici  :  le  segment  de  draite 

S'  al  de  longueur  constdnte  égal^  à  2 A  ;  et  V angle  qui  V  oriente  présente  >  um 
Ifférence  constante  avec  ehacune  des  phases  dea  rayons  P(. 


n  est  d'ailleors  facile  de  vérifier  que  SS'  ne  passe  pas  constamment  par 


'origine  ;  autrement  dit,  le  rayon  vecteur  tangentiel  résultaut  OS    ne    corre- 
pas.à  ane  coarbe  de  largeur  oonstante. 


4.  Ohercbons  Téquation  de  la  droite   qui  porte  SS'  5  on  a  : 


X  —  Sa,.(l  -f/J  cos  o>i  y  —  Sa<(l  +/;)  sin  ci)< 


Ii.(l+/i)  COSO),— 2a,(l  — /,)co8((i)i+ir)        Saf(l+/i)8ina)<— ia^l— /,)sin(a><-f-7C)   ' 


a?  — £a,<l-f-/;)co8  co,  _  y  —  £a,(l  +  /<)  sin  (o^ 
2A  cos  (o)  "|-  6)  2A  sin  (co  -}-  s)        ' 

4i         O  =  y  cos  ((0  -}-  8)  —  a?  sin  (<i)  +  s)  +  Sa,<l  +/»)  ^^^  (*  "~  *•)  • 

»  : 

Et  calealous  la  distance  de  P-origine  à  la  droite  (4)  ;  on  trouve  : 

"'>'  PH  =  Sat(l .+/,)  sin  (s  —  »,)  ;     . 


*i  Toh  pose  : 


Ai  =  a,,  sin  (e  —  8,) , 


'D  écrira  : 
«)  .      P((o)  =  5;a,(1+/,). 


Or,  il  vient  : 


P(tì))  +  P{(ù  +  ic)  =  2SA,  ; 


^  8i  Pon  remarque  que  : 


ÌA<  =:  Xa,  sin  (•  —  t^)  :^  0  , 


.       I 
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A  et  e  sont  deux  nouvelles  constantes    faciles  à    determinerà    on    obtient  I 
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Olì  a  finalement  : 

P(a>)  -f-  P(a)  +  7C)  =  0  ; 

la  courbe  définie  par  le  rayon  vecteur  tangentiel  P(a>)  est  doìic  une  courbe   d' 
vergure  nulle,  ^ 

Les  déyéloppantes  convexes  sont  dea  orbiformes,  de  méme  que    les  co 
bes  convexes  qui  lui  sont  paraUèles. 

REMABguE  I.  Sur  les  courbes  parallèles  à  la  courbe  P(a)).  Ou  a  : 

(7)  P((o)  r=  lA,/;  =  Sfl,  sin  (s  —  e.)  •/,  ; 
Formons  le  rayon  vecteur  tangentiel  :. 

(8)  .      ¥(<tì)  =  M  +  P(»)  =  M  f  ÌÙAJi  ; 

il  définìt  une  courbe  parallèle  à  la  courbe  (7)  :  pour  qu'elle   soit    convexe, 
faut  que  le  rayon  de  courburc  soit  constamnieut  positif:* 


'    p^O         ,         ou         Ffa>) -h  F'»  ^  0  ; 
cela  donne  : 

eomme  LA,  z^r  0  ,  on  peut  écrire  : 

(9)  M  +  la,  sin  (s  —  s,)  •  (1  -f-/,  +/,")  5^  0  ; 

*  »  . 

mais  le  rayon  de  coarbure  de  chacune  des   orbiformes    primitives    est    «lonr 
par  : 

p,-  =  a,(i +/;+//'); 

la  condition  (9)  devient  dono  : 

(10)  M  ^  Ipi  sm  (s,  —  6)  ; 

et  coinme  cela  doit  avoir  lieu  tout  le  long  de  la  courbe  (8) ,    la    plus   petit 
"  valeur  qu'  on    puisse  donner  à   la  constante  M  est  le  maximura  du  deuxièmi 
luerabre  de  (10),  maximum  eorrespondant  à  la  valeur  de  o)  fournie   par   V^ 
qiiation  : 

(11  )  Sp/  sin  (6,  -  s)  =  la,  sin  (e,-  -  s)  •  (//  +/,'")  =  0  ; 

i 

alors,  la  courbe  (8)  est  orbitbrme.  I 
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Remarqxjb  II.  Sur  les  développantes  convexes  de  la  courbe  P(a)). 
Elles  soQt  coiuprises  dans  la  formule  (fig.  3)  : 


VI' 


P,(a))zzrfe^+rP(a))(««; 


! 


"tfjnment  co  est  ici  celni  d%  la  couibe  P(o)),  qui  vaut  en    réalité  (w-]-e4-;j)  ; 


7C 


ij^edni  ile  P,  ii'eu  diffère  quo  par  la  constante-;  de  sorte  qii' oii    a    tou- 

'hi:<  une  fonction  de  (oa  +  ^)i  ^^^  ^^  ^• 

Polir  que  la  courbe  P^  soit  convexe,  il  faut  qu'on  alt  : 


0 


p,  +  p/;^o; 


:V 


k+l "(i:A,/,)da)  +  SA,//  5.  0  ; 
A-  ^  /    [Sa,  sin  (s,  —  e)  ./;](f(tì  +  Sa.  sin  (s,  ~  e)//  ; 


>  plus  petite  valeur  qu^on  puisse  attribuer  à  fc  est  le  maximum  du  deuxième 
^mht^  (lev  (13)  ;  on  a  alors  :       / 

j:«,  sin  (8,  -  8)  f/; + f/']  =  0, 

^uatìon  qni  fouruit  la  valcui-  de  «i  corrcspondant  au  maximum  elicrché;  soit 
^  w  maximum  ;  on  prendra  donc  : 

P  ^a  courbe  (12)  sera*  orbifornae. 

Comme  d'  aatre  part  P/(tt))  =  P((«>) ,  on  voit  que  le  maximum   et  le  mini* 
^Bi  (le  Pj(tó)  sont  donnés  par  P  équation    P(tó)  =  0,    e' està-dire    lorsque  la 

Nt€  SS'  passe  par  l'origine. 


\ 
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5.   OBBIPOBME  nÉDUITE;    MOUVBMBNT    HABMONIQUB  DÉDXJiTi 


Par  l'origine,  tra9onB  nne   parallèle  à   SS';  et  portons  sur  cette  parali 


des  longueurs  OT   et  OT'  (fig.  4)  telles  que  : 


et  qne  : 


TT'  =  SS'  =  2A  ; 


OT  =  A  [1  +  P(a)  +  6)j ,     avec  : 
P(a)  +  *  +  ^)^=  —  F(a)  +  8). 


Le  rayon  vecteur  tangentiel  OT  détermine  alors  uue  courbe  d'enverjru 
constante  j  elle  est  orbiforme,  si  la  fonction  F(tì))  est  eboisie  de  ielle  seri 
que  le  rayon  de  courbure  soit  constamment  positif. 

On  définit  ainsi  une  infinite  d'orbiformes  de  largeur  (2A)j  que  nous  al 
pellerons  les  «orbiformes  A»  relati ves  aux  orbiformes  données. 

Cboisissons,  dans  cette  famille  A,  l'orbiforme  définie  par  la  fonction  : 


(14) 


AF(tì))  = 


m 


2 


a. 


fi .  cos  (e  —  s,)  +  // .  sin  (e  —  fi^) 


avec  m  déterminée  de  telle  fa^on  que  : 


0 


A[l>fP(a)).  +  F"(a>)]^0. 


Prenons  la  plus  petite  valeur  de  m  satisfaisant  à  cette  condltioni   noa 

dirons  alors  que  l'orbiforme  OT  correspondiuite  est  V  orbiforme  déduite  de\ 
orbiformes  données  ;  le  mouvement  de  son  poi  ut  décrivant  M  a  nifioìe  périodj 
tangei^tielle  que  les  mouvementvS  donnés;  son  epoque  est  8,  Si  (o  =  6t,  on  voii 
que  la  projectiou  P  de  M  sur  l'axe  de  x  est  encore  auimée  d'un  mouveiDeni 
harmonique  d'orbiforme,  de  méme  période  que  les  premiers;  nous  l'appell^^^"^ 
mouvemeni  harmonique  déduit  des  premiers. 
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Il  est  essentiel  de  remarqaer  què  le  moavement  de .  ce  point  P  sor  l'axe 
|es  JT  n'est  pas  le  moavement  resultant  (au  sens  ordinaìre  da  mot)  des  moa* 
ment^  harmoniqoes.  d' orbiformes  des  points  P,.  £a  eiiet ,  la  position  de  P 
ca  doimée  par  i 


15) 


X  =  A[(l  +  F)  eoB  («  +  e)  —  P^sin(a>  +  s)  ]  ; 


udis  qae  le  moavement  résiiUant  ordinaire  des  mouvements  P^  est  definì  pa  r 
■  relation  : 


.9r=2«* 


\ 


(1  -j-/i)  costì),  — //  sin  tì>, 


|n  tenant  compte  des  relations  (2),  on  peat  écrire  : 

,^=  A  008(0)  +  ^)  +  ^<^ifi  cosfci)  +.  e,')  —  Sa//  sin(o)  +  t,); 


"  ''n  posanf  : 


0)  -f  e,.  =  (tì)  +  9\—  (e  —  6,) , 


il  vient  : 


'16)ar=A 


j^_^S<^>s^^ 


£a,{//eofl(g-r~g,)— /.8in(s— 8f)l 

. . gin  ^(tì_[-gj 


Or,  de  (15)  et  (16),  on  tire: 


1")  X=S)^-^{l'-m)A 


Fco8((tì-f-e) — F'sin((«)+8) 


—  sin(a)+e)  ^g  ■sin(s— tQ  •  {fr\-fi")  . 


Donc,  pour  obtenir  le  monvement  harraoniqne  dédnit  P,  il  ne  sufflt  pas 
k  composer,  aa  sens  ordinaire  dn  mot,  les  moavements  harmoniqaes  d'  orbi- 
^fnies  P^;  il  faut  ajoater  à  cette  com position  le  terme  complémentaire  suivant: 


^    (l-.w)A 

i      VOL.  LTII, 


f  ^t^ 


Fco8(a)+«) — F\8in(tì)-|-s) 


-sin((tì+c)2a,8in(6—t,).  (/,+//'). 


21 


\ 


♦   I 


■ 
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Or: 


A  [  F  C08  (tì)  -[-  e)  —  F'  sin  (co  +  e;  ]  ==  abscisse  du  point  décrivant    la   courb 

d'envergttre  nulle  AF(<tì); 

Sa,  sin  (e  —  e,).(/,.+  //')  =  SA,  (jT,  +  /•/')  =  V{i4+  P'»  =  rayon  de  coiirbu 

re  p  de  la  coiirbe  d'euvergnre  nulle  l*(co] 


Le  terme  coraplémentaii'e  vaut  douc  (1 — m)  fois  Pabscisse  de  ìa  courb( 
d^envergure  nulle  AF((i)),  uioins  la  projection  p8in(<ù  -f-  s;  sur  Ox  du  rayon  dr 
courbure  de  la  courbe  P((tì). 

Eemarque  I.  —  Supposons  que  toutes  les  fonctions  /,(a))  se  réduisent  a 
des  constantes  O^.  Toutes  les  orbifonnes  données  sont  alors  des  circonférenoes 
de  ì^yons  a\  =  a^l  +  ^i)  respectiveinent  ;  et  l'on  retrouve  le  cas  de  la  con- 
struction  de  F  r  e  s  n  e  1  pour  la  composition  des  mouvemcnts  harmoniques  siin- 
ples  de  méine  période. 

Que  deviennent  nos  resultate  des  paragraplies  précédentsf— On  a  encoi-e 


»^ 


SS/  =  2  A  ; 

mais  P(a))  =  o ,  et  le  milieu  de  SS'  est  constamment  à  Porigino. 

Donc,  la  courbe  déduite  est  une  nouvelle    circonféreuce,    de  rayon  A  ;   la 
phase.  du  mouvement  est  (w  -f-  e)  ;  et  le  mouvement  déduit  n'est  pas  autre  cliose 

« 

que  le  mouvement  résultant  des  mouvemeuts  harmoniques  siraplea  donnés. 

Bemakque  il  —  Considdrons  encore,  parmi  les  orbiformes  de  la  famille  A. 
celle  definie  par 


FH  = 


mAJ  J^ 


A,/,dfo> , 


'è 


avec  in  déterminée  ile  telle  fa^on  que 


A|l  +  F(a>)4-F'»j:^0. 

Prenons  la  plus  petite  valeur  de  m  satisfaisant  à  cette  condition;  le  rayon 
vecteur  tangentiel  ÒT  determìne  alors  une  orbiforme  de  largeur  2 A,  qui  est- 
une  liomotbétique  de  la  plus  siraple  des  développantes  P^la)). 

6.  Cas  paetioulier  de  l'orbifobme  déduite. 

Supposons  que  tous  les  €,  soient  égaux  entre  eux,  e'  està-dire   que  toiis 
les  rayons  vecteurs  tangentieLs  jp,  soient  i)ortés  sur  une  mème  droité. 
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Oa  trouve  alora 


A  =  Sa, 


P(a))  =  SA.<1  +  f,)  =  0  ; 


posons 


OS  =  lp,=  5:a,(l  +/,)  =  A  +  laj,  ; 


on  en  dédiiit 


Or,  on   a 


OS  =  A[l  +  F((o)]  ^     avec  : 
F(«  +  ic)  =  —  E((i)) . 


1  +  F  +  F"  =:  1  + 


laj\  +  SaJ^/'       la^l  +/.•  +//') 


5^ 


«•t  comme  toutes  Ics  parèntheses   (l+/i4-/"e)  «oiit    positi ves   oii    miUes    par 
lypothèse,  il  vienfe 

1  +  F(tì))  +  F"(a))  >  0  . 

Donc,  OATUf  ce  cas  xìartìcuUer^  le  rayon  vecteur  tangentiel  OS,  resultante  or 
fìinaire  deg  rayoiis  tangentiels  Pi ,  détermine  directement  une  nouvclle  orbifornie 
fk  largeur   2A  =  2  SA,. 

Et  le  point  P,  projection  sur  Ox  \lu  point  décrivant  M,  est  anime  d'un  moU- 
remcnt  harmonique  d'orhiforme/  de  nieme  perioda  que  les  mouvements  harmoniques 
àonnés  P, ,  et  qui  est  la  resultante  ordinaire  de  ceuxci;  cresta  dire  qa'on  a: 


OP—  SOP:. 


En  efiet,  on  a  pour  le  point  P: 


OP  =  A 


1  H -^j  cosctì  —  — —-*  sin  tt) 


tt  pour  ^a  coinpoBition  des  mouvements  harmoniques  P^  : 


^OP,  =  ^a, 


(1  +  /.)  COSO)  r-//  sino) 


=  A 


2 


COSO) 7—  Sin  tt> 

A  A 


,25?.= 


1  +  ^A  coso.  _  ^  Sin  0) 
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D'  aillears,  V  expression  (14)  de  la  fonction  F(a>)   de   l' orbiforme    dédai 
devient  : 


AF(«)  =  — J^a/,, 


et  on'  volt  que  m  ==  1  ^  enfin  Pexpréssion  (18)  da  terme  complémentaire  doni 
zèro. 

Ce  cas  particulier  correspond  dono  à  un  énoncé  identique  à  celai   de  I 
loi  de  Fresnel. 

Genève,  mars  1919. 
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SULLA  REAZIONE  D' EFFLUSSO 
DI  FLUIDI  COMPRIMIBILI 


VOTA 


DI 


LUIGI  SANTE  DA  RI08  (a  Milano) 


1.  Lungo  una  coiiilotta  a  sezione  t  variabile  può  veriflcarisi  moto  pernia- 
i^i^te  d'un  fluido  se  esso  passi  con  una  velocità  media  oppnre  con  una  densità 
>^iia  variabile  da  una  sezione  alPaltra,  rimanendo  riai)ettivamente  costante  o 

t  densità  |i.  o  la  velocità  v  .  Infatti  l'invariabilità  della  portata  importa  che 

•scostante  il  prodotto  (li?!^  e  a  ciò  si- può  sodisfure  variando  o  la  sola  v  o 

•►Jtimto  la  (j. .  Vien  fatto  così  di  considerare  moti  permanenti  a  sola  velocità  me: 

iivariabife,  oppure  a  sola  densità  variabile;  e  in  generale  a  (x  e  t?  ,  entrambe 
'riabili  da  una  sezione  nlP^tra. 

Il  moto  permanente  d'  un  fluido  attraverso  un  tubo  materiale  determina, 
^Die  è  notissimo,  nutazione  dinamica  contro  di  esso;  che,  di  consueto,  si  chiama 
elione  d'  efflusso.  Ora  io  mi  sono  domandato  se  attraverso  quél  tubo  possa 
i^venire  un  moto  permanente  d'un  gas  comprimibile  a  velocità  media  costante, 
'^"bo  stesso  risentirà  perciò  alcuna  reazione  f  e  in  generale  quale  sarà  il  valore 
'^^ssa  per  i  flnidi  comprimibili! 

l^i  tale  questione  mi  occupo  nella  presente  UTota. 


^*  Indicando 


s, 
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la  qnantilà  di  moto  delle  masse    continae    contenute    in    nno    spazio    ^ 
seudo  \L  la  densità  e  i;   la  velocità  in  un  elemento  generico  (2S^  del  carni 

si  considera),  la  prima  delle   equazioni   cardinali    del  moto    di    Lt  a.  gn 

s 

porge 

denotando  R  la  risaltante,  delle  forze  esterne  applicate  e  t   il    tempo.    I 

la  massa  elementare  <2m  =  |i.cfS^    d'una    generica    particella    è    invnriabi 
fronte  al  movimento,  alia  (1)  si  suole  sostituire  la 


^2)  •     R 


8, 


escludendosi  così  a  priori  qualunque  dipendenza  di  R  da  eventuali  varia 

di  densità.  Avendo  avuto  motivo  di  ritenere  che  la  compriuiibilità  abbia  j 
nel  comportamento  dinamico  dei  fluidi,  ho  pensato  di  sostituire    alla   i'J) 
^    q nazione  •  / 


(3) 


8|  Si  S| 


equazione,  sulla  quale  discuto  ampiamente  in  altra  mia  Nota  C).  La  forza 
posta  ad  R  è  quella  precisamente  che  ri8i)onde  alla    surricordata    reaziod 

efflusso. 

Ora  intendo  di  appli<?5ire  la  (3)  al  caso  dei  movimenti  permanenti  & 
accennati  allo  scopo  di  saggiare  V  attendibilità  realistica  dei  risultati  che 
remo  per  conseguire. 

L'immagine  geometrica  della  superficie  materiale  o  tubo,  attraverso  il  <l' 
si  effettua  il  movimento,  sia  una  superficie  rotonda  T;  la  quale,  insieme 
sezioni  terminali  piane  t^  e  t^  d'imbocco  e  sbocco  del  fluido  dal  tubo,  linH 
caifipo  Sj  a  cui  si  riferiscono  le  formole  precedenti.  Supposto,  per  semim 
che  i  filetti  fluidi  riescano  normali  a  t^  e  t^ ,  consideriamo  lo  spazio  Sj  ^ 
somma  degli  elementi  S\  occupati  da  ciascuno  di  essi  ;  e  calcoliamo  dapp' 


(*)  Cfr.  Sulla  dinamica  dei  fluidi  ^comprimibili,  Rend,  del  R.  Istituto  Lombardo,  ll^l^- 


)(  i«7  K 

ntribnto  B,'  recato  da  nn  generico  filamento,  essendo  co&l 


■ 


E^=  J^:^  48.  + /.  I  *S, 


8', 

3.  Si  decomponga  S\  in  elementi  dS^  mediante  sezioni  di  area  do  normali 
loro  centro  di  Sfigura  ad  una  linea  l^  talché  si  possa  scrivere  d8^=:.do•d^  e  si 
inoltre  la  x)osizione  di  dOj  e  quindi  dei  punti  ad  essa  appartenenti,  me- 
te la  lunghezza  {  dell'arco  contato  a  partire,  da  un'origine  prestabilita. 
Ciò  premesso,  indicando  con  v  il  modulo  del  vettore  v  ,  potremo  scrivere 


di  1  V 

V  = 


dt      '       dt  ~  di    ' 


mesa  la  permanenza  del  moto, 


dv        dv      cU 


dt         di       dt 


Omsegnono  immediatamente  le  uguaglianze 

0 


f    dv  f         1 

J^^àS,=Jv^dv-^d.dl 


S',  S'» 


^dv^^d^dl 


^^'l 


z=z^dov  Idv 

S', 


=:P'fe  — ^o),. 


/ 


*Qdo  P'=z|i..5o-v  la  portata  costante  attraverso   una    generica'  sezione    o, 
':**''o  le  velocità  agli  estremi  del  filetto  8\. 

Stendendo  Foperazione  a  tutti  gli  elementi  S\  si  ottiene 


r  dv 

^8. 
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designando  P  la  portata  attrarerso  il  tubo  T  e  p,*  e  t^^  veAorì  medii    opp< 
tuni  della  velocità  in  t^  e  t^.  Se  in  queste  sezioni  la  velocità  è  costante, 


vremo  senz'altro 


(6) 


r  dv 

St  • 


risultato  che  altrimenti  si  deduce   applicando   il    noto   teorema   di    £  u  1  e  r 
sulle  quantità  di  moto.  , 

4 

4.  In  modo  analogo  al  precedente  ai  ha 


(6)  |v^d8^=jvdv.-^dodl 


ti 


4 


davd^ 

! 

=  [(«rfa).»]*((t,  — m), 

denotando  [  (v^do)  v  ]*  un  opportuno  valore  medio  del  fattore  v  dav.  Il  prodotti 

V  da  rappresenta  il  volume  di  fluido  che  passa  nel!'  unità  di  tempo  attrav6r8< 
ad  una  generica  sezione  do.  Moltiplicandolo  per  v  si   ottiene    quella    che   pei 

analogia  si  può  chiamare  la  portata  di  velocità  come  è  a  dirsi  portata  di  ^nasic 
o  portata  propriamente  d^tta  il  prodotto  del  volume  v  do  per  la  densità  (t.  NelLi 
Nota  dianzi  citata,  per  un  punto  materiale  in  movimento,  misi  nello  stesse 
modo  in  corrispondenza  il  coefficiente  di  massa  dS^-fx  con  quello  di  velocita 
dS^«f.  Supposta  valida  la  (3J,  anche  nel  caso  di  moto  permanente  a  sola  den- 
sità variabile  si  ottiene  un  valore  B  diverso  da  zero  e  precisamente 

(7)  R  =  P/ (|i.*  -  O  , 


4 


1 

denotando  P/  un  certo  valore  medio  della  portata  di  velocità  j  vv  do   attra- 
verso l'intero  tubo  e  (i^*,  (i^o  valori  medi  analoghi  a  quelli  su  riferiti    »\*  ,  »'o*' 
Nel  caso  di  moto  permanente  a  velocità  e  a   densità   entrambe   variabili. 


7-    » 
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iTTfluo  i»er  le  (5)  e  (7), 

V  •  •  • 

Kil ipotesi  che  (i.  e  v  siano  costanti  nelle  sezioni,  d'imbocco  e  sbocco  del  tubo; 

k  direzione   d\Jìi  coincidendo  (per  evidente  ragione  di  simmetria)  con   quella 

fell'asse  del  tabo.  ' 

È  poi  di  per  sé  stessa  manifesta  l'estensione  della  (8)  al  caso  di  tubi  con 
brma  qualunque  ma  colle  sezioni  terminaci  piane. 

0.  Applicando  la  (2)  al  caso  nostro  si  ottiene  per  E  il  valore  (5),  subisca 

t"  no  il  fluido  una  condensazione  nelP  attraversare  il  tubo  T.  Neil'  ipotesi  di 
movimento  peruaanente    a    sola    variazione    di    densità,  risulta  perciò    R  =  0. 

A?a  stessa  conclusione  si  perviene  facendo  ricorso  al  teorema  di  E  u- 
itro,  per  il    quale  E  risulta  uguale  appunto  alla  differenza  fra  le    quantità 

'^mto  del  fluido  entrante  e  di  quello  uscente,  da  T.  Senonchè,  nel  teorema 
•Uà  1  e  r  o  f)  si  suppone  esplicitamente  che  siano  nulle  \  le  forze  di  massa 
«Paranti  sulle  particelle  in  movimento  e  perciò  si,  prescinde  dai  conseguenti 
ffitftti,  principale  quello  della  variazione  di  pressione  o  di  densità,  che  per  noi 
invece  costituisce  una  caratteristica  rilevante  del  fenomeno.  Pertanto  l'esistenza 

Sana  reazione  d'efflusso  anche  nel  caso  di  accelerazione  media  nulla  ma  con  ^^-^O 

at  — 

non  contraddice  al  teorema  suddetto  ;  ^  piuttosto  un  conflitto  si  rivela  fra  la 
proposizione  di  Eulero  e  quella  che  n^ì  traduce  nella  equazione  (2)  di  L  a- 
irange,.  la  prima  richiedendo  una  condizione  da  cui  l'altra  prescinde  asso- 
latamente. Nella  realtà  è  probabile  che  il  deflusso  attraverso  il  tubo  T  d'  un 
g5is  avvenga  sempre  con  variazione  sia  di  velocità  che  di  densità  ;  per  cui  non 
[lotendosi  forse  isolare  sperimenta\mente  il  caso  della  sola  variazione  di  den- 
ota, verrà  meno  quella  ineccepibile  sanzionei  dell'esperienza  che  sarebbe  tanto 
it'^iderata.  Ma  anche  in  difetto  di  questa  io  non  esito  a  ritenere  che  E  non 
Ma  esser  nulla  sia  per  l'analogia  intuitiva  dei  due  casi  di  moto  permanente, 
fia  l)er  la  considerazione  seguente.  • 

Supponiamo  che  ad  un  certo  momento  s'arresti  il  moto  entro  il  tubo  per 
^iò  che  a  ciascuna  particella  venga  comunicata  una  velocità  opposta  a  quella 
preesistente  e  che  del  resto  non  si  alteri  per  nulla  la  distribuzione  della  den- 
^Jtà:  Tale  stato  sarà  persistente?  o  piuttosto  non  verrà  a  determinarsi  oh  moto 
^  \  verso  Tq  ,  le  particelle  di  maggiore  densità  (e  quindi  a  maggiore  pres- 
^^^  tendendo  verso  la  regione  dove  la  densità  è  minore  t  Certamente  che  sì; 

^*)  Cfr.  per  es.,  N.  J  o  u  k  o  w  s  k  i  ,     Aérodynamique,  p.   10   e    segg.,    Paris,    Gautbier-Vil- 
'*n,  1916.     s 
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e  affinchè  perniUnga  Pequilìbrio  in  quel  ilnido  a  densità  diversa  da  punto  i 
punto,  occorrerà  applicare  inoltre  a  ciascuna  partioella  una  forza  che  si  opponga 
alla  tensione  determinata  dalia  diversa  distribuzione  della  densità.  Al  naturali 
intervento  di  tale  forza,  secondo  noi,  è  dovuta  1'  esistenza  della  R  <lata  da] 
la  (7)  0.        . 

Così,  Pattendibilità  della  conclusione  affermata  in  questo  lavoro,  circa  uns 
reazione  inerente  a  un  deflusso  a  sola  variazione  dì  densità,  attribuisce  crediti 
(io  penso)  all'ipotesi  che  costituisce  il  fondamento  della  mia  ^ota  sopra  citata. 

Milano,  17  Marzo  1919. 


(3)  La  formola  (9)  della  mia  Nota  «  Sulla  trazione  dei  natanti  aerei  e  BubacquH  »  (Atti  del  R. 
Istituto  Veneto,  1916-17)  va  corretta  nel  senso  ohe  alla  portata  di  massa  (2fcpi •  dpi •  W,) •  [Xi  ^^^^ 
sostituirsi  una  portata  media  di  velocità  (27:p*dp*W.t)  •  W^.  essendo  p*  un  opportuno  valore  medio 
del  raggio  pivi  cousiderato.  Si  ottiene  pertanto  rf/ =  [27rp*rfp*\VJlWx  (f^j  —  H-i)  in  luogo  di 
d'I  =  Wjp  2«p  •  dpi  •  [Xi(iA2  —  R)  • 
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SUL  NUMERO  DI  SOLUZIONI  DELL'EQUAZIONE 

DI  FREDHOLM  QUANDO  i>W-o 


ir  o  T  A 


DI 


LUIGI  TOCCHI  (a  Benevento) 


1 

\ 


Nella  sua  Memoria  (*)  il  sig.  F  r  e  d  h  o  1  ui  lia  dimostrato  che  :  se  X  an 
nlla  la  D(X)  e  tutti  i  suoi  minori  fino  a  quello  ài  ordine  p  escluio,  la  condi- 
tione  necessaria  e  sufficiente  perchè  Vequazione 


(1) 


ff{x)  +  \\lc{xy)  (p{y)  dy  =f(x) 


0 


'ihbia 


lina  soluzione.,  è  ohe  sia  soddisfatta  Videntità,    qualunque   siano    i   numeri 


t.  ti  y»  : 


(-') 


D. 


•Vj    Mfm    0    •     *     m    J^tp 


i  yiVz  —  yp 


fiVp)  ày^  =  0. 


Indicando  con  a,^  dei  ìuimeri  arbitrari,  la  soluzione   generale   è    data    dalla 


1^)  Fredholiu,  Sur  une  classe  d'équations  fonctionelles.  Àcta  Matli.  27,  1903. 


funzione  : 


)(  n^  )( 


?(^)  =/(«)  — 


(3) 


D, 


m7.   tVo  ■    ■   •    •   w*)- 


L  ViVi  —  Vp 


«Pi 


0 


1       2  *    *  *    *^*^l>  *^ 


-  y,  y»  —  y»  vi 


M  ày  + 


p 


X .    X^    a    ■    •    •    •l'^__j    M/      •C'^^.j     •    ■    •     •     «ÌK-« 

.  Viìit  —  iih-i  ykjyh-\'i .  •  •  •  yp. 


\  Sotto  le  stesse  condizioni,  trattando  dell'  equazione  omogenea,  il  sigc 
Fredholm  ha  dimostrato  che  essa  ammette  soltanto  p  soluzioni  lineannei 
indipeìidenti  ed  ogni  altra  è  combinazione  lineare  di  questuale  quali  sono  le  E 
che  figurano  nella  sommatpria  della  (3). 

Invece^  per  l'equazione  completa,  egli  si  arresta  alla  (3),  e  non  s' induj^ 

a  ricercare  quali*  e  quante  solazioni  linearmente  indipendenti  possano  otteneri 

dalle  infinite  varietà  di  soluzioni,  che  la  formola  (3)   ci   ofire    al    variare  u 

parametri  x^  ed  y^.  I 

Ci  proponiamo  in  questa  Nota  : 

1.°  di  stabilire  quali  e  quante  siano  le    evoluzioni   linearmente    in(lii>ei 
denti  dell'equazione  completa  ; 

2.^  di  trovare  la  soluzione  generale,  senza  farvi  più  figurare  le  solnzio! 
dell'equazione  omogenea. 

1.  Scriviamo  l' identità  di  Fredholm  nel  caso  che  i    ^>arametri    siai 
j>  +  1  e  nel  modo  seguente  : 


D 


*^l  "^2  •  •  •  •  *^p-\-{ 


Wi 


ViVt 


•    •    •    • 


y»+iJ 


H-X/   k{x,z)D^^ 


X^  X^  ,  ,  ,  ,  '^i^^    •''t+1 


•    •    •    • 


L  v^yt 


•  •  ••  • 


yi-i  "Hi  y.+t 


yn-i 


àz  = 


p+i 


=2(-l)^'  D, 


h   -1 


X .  Xq  •  •  •  •  M?/— j    **^i-f-j 


•  •  •  • 


^H-1 


ViVi Vh-i  2/;r+i'  •••3^P+i. 


k(Xi  yh) 


»  =  l,2,...,l>,p  +  l. 


Se  moltiplichiamo  tutta  l'identità  per  X/Xy,^^)  .e  integriamo  poi  rispetto  a 
y^^ ,  si  riconosce  subito  che  i  termini   della    £    si    annullano    tutti   a  causa 


v?^^ 
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iella  (2)j  ad  eccezione  di  quello  in  cui  hzzzp  -{-1^  e  si  ottiene  : 


>fi 


^1  ^2  •  •  •  '  ^P^i 


L  Vi  Vi 


•  •  •  • 


Vp^i 


fhfpi-i)  ^yp+i  + 


I  r  ì    x^x^  . , . .  Xj_,  Z  Xi^^ ....  aJj^j 

lì  tM-x/  D^Jx 

.'         ^        L  »!  Vi  •  •  •  »  y.-i  y<  y<+i  —  yn-i 


/(y^-i)  <fJ(H-i  «»«  = 


=  (—  l)*+H-«  D, 


«l'i  wg  •  •  •  •  m7j'>.|  **^t4-j  •  •  •  •  **^n4-i 

.  ^i  yj  —  y^-i  y»   - .  •  y^ 


yi4,)/(yH-i)^yi>+i- 


•ì 


Xel  dopx>io  integrale  scambiamo  fra  loro  le  ^ue  variabili  d'integrazione  z 
ci  jf^^  ;  l'eguaglianza  potrà  allora  scriversi  così  : 


1     ^T+i 


/ 


^i  ^2  •  •  •  •  '^1—1  ^i  ^t+i  •  •  •  •  «^fi-f  1 


yi  ìli 


•  •  •  • 


y»-i  2^.  ^i+i 


*  •  •  • 


yjH-i 


/(yj.+i)  «'yiH-i 


-  (- 

-  !)■+''+♦  Dp 

^1 
X 

•t  „  ■  • 

• 

-i  ^t+1  • 

•  •  •  ^'j>+l 

L  V, 

Vf 

. .  Vi- 

-1  Vi     • 

•  ••yp  J 

+ 


•■*\ 


/ 


\ 


~H  *(*.yi>+i)i/(yH-t)  — 


X/   D^, 

0 


X 

L  Vi  Vi 


x^x^, . . ,  a?j_j y^^^ a?,^.^ .... ^^^ 
•  •  •  Vi—i  Vi    Vii-i  •  •  •  •  2? 


A")  dz 


(_l)<+i+iD, 


y4  y2  —  yi-i  y. 


•  •  •  • 


Vv    . 


'^yp^i=^ 


Poniamo  ora  Xi=x  ed  yp+i  =  y  e  indichiamo   con  ^t|><(a?)  il  numeratore  e 
^n  0,  il  denominatore  della  frazione,  si  ottiene  : 


'ssinngentlo  la  /{x)  ai  due  membri  e  ponendo  : 


■.iì 


?.{•»•)  =/(-«0 


Si- 
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81  trova 


(5)  ^iix)  +  x/   A;(^)  (p,<y)  dy=J\x)     ,     i  =  1  ,  2  , ,,  p  ,  P  +  1 


0 


cioè  fj^x)  è  soluzione  dell'equazione  completa. 

2.  Poiché.  ì  può  variare  da  1  a  p  -|-  1,  abbiamo   intanto    cfie,   Jismto    un 
^sistema  di  2(p  -j-  1)  paratgtetri  Xf^  ed  yj, ,  ad  csko  corrispondono  p  -{-  1  Holuzionì. 
Dimostriamo  che  sono  linearmente  indipendenti. 
Se  potesse  veriticarsi  l'eguaglianza 


^cij  ?.{y)  =  0 


per  valori  non  tutti  nulli  delle  costanti  «, ,  moltiplicandola  per  X  ^^-^ft(J\y)  e 
integrando  poi  rispetto  a  y,  si  otterrà,  per  le  (4)  e  (5)  ' 


^^1     /»i 


«■  -1     f— 1 


Ma  ^,(A?,)  =  0  per  t  ={=  ?,  mentre  poi  <]>J(;r,)  è  una  costante  diversa  da  zero 
per  ogni  valore  di  i.  Si  ha  dunque 


wi 


cioè  a,  =  0)  contro  l'ipotesi.  Così  abbiamo  dimostrato  il 


Teobemìl  I.  —  Sotto  le  stesse  condizioni  stabilite  nel   teorema  ricordaio  «• 
principio f  V esitazione  completa  ammette  p  +  1  soluzioni  linearmente  indipendenti 

3.  Facciamo  ora  vedere  che  una  combinazicme  lineare  di    queste   è   V^^^ 


p 
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golnziooe.  Moltiplichiaino  la  (5)  per  a,  e    sommiamo    membro    a    membro    per 

1  =  1,2  ,....  ,j?,p -f  !•  Se  poi  si  pone 


li 


si  trova 


2 


t.»i 


H-i 


i>+i 


2^  T.<^)  +  xi  M^)  •  2-^  9.<y)  %  =/{x). 


i^ì 


t— 1 


Dunque  : 

Teorema   IT.  —  Ogni  combinazione  lineare 


p+i 


n 


*(-) = 2^  ^-^^^ 


i.l 


^//t  p  4"  1  seluzidU  fi(x)  è  pure  soluzione  dell'equazione  completa, 

4.  Dimostriamo  ora  che,  reciprocamente^  ogni  soluzione  dell'equazione  com- 
pleta è  una  combinazione  lineare  delle  p  -\-^  soluzioni  ^J^x).  . 

Sia  g(x)  una  qualunque  soluzione.  Riprendiamo  l'identità  di  F  re  d  h  ol  m, 
Bvilup])ata  jfev  le  colonne,  e  scriviamola  nel  caso  che  i  parametri  siano  jj  +  ^ 
f  nel  modo  seguente  : 


I) 


X  X^X^  ,  .  »  »  Xp^^ 


+  X/D,4,, 


X  X.  Xtf  •  •  •  ■  X.jjA.. 

,  ^  ViVì Vp-^-i. 


Jc(zh)  dz  = 


=A'(x»).l>p+/X 


X^  X^  ,  ,  ,  *  ^p-f  4 


Vi  Vi 


y>H-i 


p+i 


+2(-i)'o,H-i 


»=-! 


XX. 


.Vi^s 


•^1— £  ^''^f-f"! 


•  3^.  y.+i 


•  •  •  • 


k{Xi8). 


Moltiplichiamo  tutta  l'identità  per  X*/(yp^J  gls)  e  integriamo  poi  rispetto 
^11^  due  variabili  y^^  ed  s.  Si  trova  facilmente  scambiando  le  variabili  d'in- 


>  • 
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J 


tegrazione  ;?  ed  «  fra  loro  : 


S  { 

XX^X^  ,  .  .  .^j>+| 

X*     /  D^. 

X 

J  J 

0       0 

L  ^Vj^Vi ^i^f iJ 

l^(ir)  +  \\   k{8z)  g(z)  dz^ny^,)  dy^, 


ds  zzz. 


\\    h{xs)  gis)  dS'U.  D^j 

0  u 


/(yp+i)  ^yi>+i  +  ^ 


H-l 


+2(-i)'-^/  ^(MffW^*-x/  1)^, 


i—l 


0 


yiy^  —  y.   y^+i  •  •  •  •  ^h-ì. 


fiyp+i)àyy^i' 


il  primo  membro  di  questa  identità  è  eguale  a 


i  n 


V 


J> 


j'+g 


0     u 


X  X^  X, 


J\^)f{yp^d  ^y,r\ri  ^ 


e  questa  eapiessiòne  è  identicamente  nulla,  pftcbè,  effettuata  la  doppia  inte- 
giazione,  tutti  i  determinanti  della  serie  D^,^.^  vengono  ad  avere  due  colon- 
ne eguali.    Ricordando    allora    che   g{x)    è    solurione,    l'identità   precedente  si 


scrive 


f{'r)-g{x) 


\ì   D 


p+i 


X.  x^ 


L  J^ty» 


•  •  •  • 


yn-i 


/(yn-i)  ^y.^-1  — 


(8) 


p+i 


-2 


1—1 


/W—i/W 


X/   D 


irfl 


j?j  Tg .  .  . .  .r,_j  .r  j'j.j.j 


•  •  •  • 


L  2^1  ?A 


y.-i  y.  y.-hi 


•  •  •  Vp+i 


fiy^ò  dyp^,=^' 


Ora,  tenendo  presente  che  i)er  ipotesi  f(y^^:=:g{y^^^-\-\ì    'k{yjr^^z)  g(z)  dz  e 

Jo 


)(  iTi  K 

•ordando  l'identità  di  F  r  e  d  h  o  1  m,  ai  ha  saccessivamente  : 


D^. 


f(%^i)  ^y fri-i  = 


=4  \^^i 


X 

L  ViVi 


•     •     •    a 


0 


H-i 


~  Y(_iy-hi4-i  d; 


h^L 


07^  J?2  .  .  .  .  i3?ft-.4  il?fc+i  *.  »  •  •  ^p^i 


L    J/i^: 


2  • 


Vh-^i Vh   ' "*yp  . 


Xl   fe(j?,  y^J  sK^H-i^  <^2/j>+i 


9) 


=  w, 


Sostituendo  nella  (8)  e   ^ie^^(lan(ìo    il    significato    della    ^i(x)    e    della    6., 
la  (8)  diventa  :  ' 


}>-l-i 


Wl./;(^)  =  W 


•/(^)  -2 


t...i 


■/(ar,)  —  ^(jPi) 


8. 


i^A.*^) 


e  dividendo  per  m  e  avendo  posto  a»  = 


f(^i)-g{^i) 


Si  sì  ba  : 


p+i 


(10) 


<7(^)=/(^)'— —  ^ 


m       8j 


i»l 


e  ricordando .  la  (9)  : 


t— i  «=** 


dunque  : 

TOL.   LTlt. 


2B 


)(  178  X 

^Teobema  III.  —  Ogni  soluzione  delV equazione  completa  è^  una  comhinazion 
lineare  delle  1>  -f  1  soluzioni  ^i{x\  ed  ^  sempre  riducibile  alla  forma  (7). 

Possiamo  ora  concludere  che  la  forma  (7)  è  V espressione  piii  generale  po\ 
sitile  della  soluzione  deW equazione  completa. 

Poiché  le  condizioni  pdste  al, principio  corrispondono  al  caso  che  1'  equa 
zione  omogenea  ammetta  p  soluzioni,  possiamo  anche  notare  che  :  quando  Ve 

I 

quaaione  omogenea  ammette  p  soluzioni  linearmente  indipendenti ^  Vequazimie  coni 
pietà  ne  ammette  invariabilmente  o  p  -\-l  o  nessuna. 

Napoli,  dicelibre  1918.  ' 


• 


\ 
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PROBLKiMI  DINAMICI  A  TRE  VARIABILI 

ìHE  AMMETTONO  UN  INTEGRALE  RAZIONALE  FRATTO  E  LINEARE 
RISPETTO  ALLE  COMPONENTI  DELLA  VELOCITÀ 


NOTA 


DI 


ENRICO  DE  CRISTOFARO  (a  Bari) 


In  un  lavoro  precedente  (*)  fu  dimostrato,  che,  trasformando  con  lo  formole 

A  *       A 

problema  del  moto  di  un  punto  attratto  da  un  centro  fisso  proporzionata- 
lente  alla  distanza,  si  ottengono  tutti  quei  problemi  di  meccanica  che  ammet* 
\mmo  un  integrale  della  forma 

Ay  +  B.y'  +  D, 

'^> +«/+!,: = -'■  <■' 

Proveremo-  ora,  che  nel  caso  di  tre  variabili,  il  teorema  non  vale  piii;  e 
{•recisamente,  trattando  il  caso  iu  cai  nel  moto  di  un  punto  nello  spazio  esiste 
SII  integrale  della  forma  A 


1) 


A.a;-  +  B,y'  -};-  C/  +  D,  _        : 


'        ')  K.  (l  «5  CrÌHtoftiro.   Reud.  della  K.  Accademia  dei  Lincei^  v.  XXVII,  s.  5. 

i')  (Questo  teoremn,  come  fu  detto  nella  precedeate  Nota  citata,  fu  comuuicaio,  senza  di- 
3  •  ^ira^ione.  dal  C  e  r  r  u  t  i  al  Prof.   Marcolongo, 


!    . 
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^Teobema  III.  —  Ogni  soluzione  deWequazione  completa  è^  una  combinazio\ 
lineare  delle  l>  -f  1  soluzioni  ^i{x),  ed  ^  sempre  riducibile  alla  forma  (7). 

Possiamo  ora  concludere  che  la  forma  (7)  è  ^espressione  piii  generale  pi 
sibile  della  soluzione  deWequazione  completa. 

Poiché  le  condizioni  p<)Bte  al  principio  corrispondono  al  caso  che  1'  eqii; 
zione  omogenea  ammetta  p  soluzioni,  possiamo  anche  notare  che  :  quando  V 
quazione  omogenea  ammette  p  soluzioni  linearmejìte  indipendenti,  Vequazione  coti 
pietà  ne  ammette  invariabilmeìite  o  p  -^  1  o  nessuna. 


f 


Napoli,  diceinbre  1918. 
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PROBLEMI  DINAMICI  A  TRE  VARIACI 

<UE  AMMETTONO  UN  INTEGRALE  RAZIONALE  FRATTO  E  LINEARE 


RISPETTO  ALLE  COMPONENTI  DELLA  VELOCITÀ 


NOTA 


DI 


ENRICO  DE  CRISTOFARO  (a  Bari) 


la  un  lavoro  precedente  (*)  fu  dimostrato,  che,  trasformando  con  le  formole 


i  =  -^  ,  -n^-^,  àt  =  xiiHz 


problema  del  moto  di  un  punto  attratto  da  un  centro    fisso    proporzionata- 
t-nte  alla  distanza,  si  ottengono  tutti  quei  problemi  di  meccanica  che  ammet* 
Jii'jono  un  integrale  della  forma 

j  Proveremo,  ora,  che  nel  caso  di  tre  variabili,  il  teorema  non  vale  più;  e 
^H'isamente,  trattando  il  caso  in  cui  nel  moto  di  un  punto  nello  spazio  esiste 
in  integrale  della  forma  A 


A/  +  By  +  0/  +  D,  -  ''"«'• 


*}  K.   de  CriHtofrtro.    Rotid.  della  R.  Accademia  dei  Lincei^  v.  XXVII,  8.5. 
-    (Questo  teorema,  ootne  fu  detto  nella  precedeate  Nota  citata,  fu  comunicato,  senza  di' 
'"^trazione,  dal  C  errati  al  Prof.    MarcolongOt 
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perverremo  a  due  sole  equazioni    per  la  determinazione  delle  forze^  il  che 
farà  dedurre  ch.e  le  forze  non.  restano  del  tutto  determinate. 

Quest'ultimo  risultato  fu  ottenuto  dal  ViVante  in  una  sua  Men 
ria  0.  .  \ 

,  In  questa  Nota  si  giunge  al  risultato  enunciato  seguendo  dapprima  i 
metodo  analogo  a  quello  adoperato  dal  Bertrand  in  una  sua  Memoria  l 
e'  dando  poi  al  calcolo  un  indirizzo  assai  semplice  e,  per  questo,  degno  di  uot 

1.  Vogliamo  considerare  il  caso  in  cui,  nel  moto  di  un  punto  nello  spazi 
esiste  un  integrale  della  forma  (1)  in  cui  A^  ,  ì^^  ,  O^  ,  Dj  ,  Ag  ,  B^  ,  C^  ,  1 
sono  l'unzioni  finite,  determinate,  ad  un  valore  delle  sole  x  ^  y  ^  z  ed  h  è  m 
costante. 

Per  esprimere  che  (1)  è  un  integrale  delle  equazioni  del  moto,  cioè  dell 


cPx 


=  X 


nzY 


(Pz 


di' 


-=Z 


in  cui  si  è  fatta,  per  semplicità,  la  massa  eguale  ad  1  dobbiamo  uguagliare 
zero  la  derivata  totale  di  h  rispetto  a  t)  l'espressione  che  otteniamo  devt*  e 
sere  identicamente  nulla  perchè,  potendo  «assumere  per  tempo  iniziale  un  temi 
qualunque,  possiamo  assumere  ad  arbitrio  per  un  certo  istante,  le  componen 
a?' ,  y' , /della  velocità. 

Eseguendo  la  derivazione  si  ha  : 


1 


dtì 


1  «' 


H-A,X+B,Y+C,Z+-,-;ij? 


Sx 


aij 


i..' 


Sy 


y'-f 


aD 


dz 


W 


A,a;'+B^'+C/-t-D, - 


dx  dy 


+  A,X+B,Y+C,Z+',^V+^^y'+l^-V 


dx 


% 


dz 


(A,x'+By+t\2'+D.)=0. 


I 

Uguagliando  a  zero  i  coefficienti  dei    termini  di  3°  grado   rispetto  ad  | 


>(3)  Sugli  integrali  delle  equazioni  del  moto  di  nn  punto  ehe  sono  funzioni  linean  fratte  di 
velocità  componenti  [Ken.  Cifc  Mat.   Paìormo  t.  0,  pp.   122-138  (1891)]. 

(■•)  Mémoire  sur  qnelquev'uneit  deu  formes  le»  pltis  simplc»  que  puUtsent  préaenter  le»  inl^y^ 
des  équatìona  difftrentielles  da  mouveìnenl  d'un  point  materiel,  [Journal  de  Mathématiqii^'S;  •*• 
t.  2,  (1857)]. 
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1 ,  2  si  hanno  le  equazioni 


■-•) 


aAj 


^  dx 

^  B .  f^  - 


"   By 

;  ^'  "ài" 


BÀ, 


B    ^^* 


>=  0  che  equivale  a 


=  0      » 


» 


-  O 


1        ^8 


dz 


0     » 


>> 


Ma,/ 


Bz 


=■'  ^t+t)+Mt 


^^)+«. 


èy        dx 


^B.  ,  ^«iU 


dz        Sy 


+B 


13) 


B  ^ 


c/«' 


^' 1^*  +  ^*  (^  "^  "^ 


A.l^+''' 


By 


dx 


By 

ao. 


—  e 


*  ay 


A^ 

^*  az 


B.l^  +  ^^ 


Bz 


By 


dx  Sx 


)= 

)= 
)= 


0 


0 


0 


aB, 

^'  By 
B^ 

"»  aa 


A  ^ 

^«   By 


+  ^4%'"^  ^ar' 


Bl^* 

ay 


B^^+<^ 


^  a»j 

'*[Bz^Byl       "^^yBz^Byj- 


0 


0 


^»"aJ 


o,^  +  ..(£&+^-. 


a« 


a« 


—  A. 


ac,  _j_  aA,> 


dir 


d;? 


=  0 


nit  costituiscono  tre  primi  gruppi  in  cui  non  figurano  che  le  funzioni  A^  ,  A^ 

TJ «quagliando  a  4ero  i  coefficienti    dei    termini  dì  secondo    grado    rispetto 
ad  X,  y\  z\  si  hanno  le  seguenti  equazioni  : 


'4! 


^  Bx 

aD         aA._ 

^*  Bx  ^  "»  Bx 

-'>.t='> 

^»  By 

'''    By  ^  "^  By 

-.t=:« 

^^.t 


—  e 


■  ^ 

Bz 


8(3 


aa 


»^-l>*-3r--D.-3f  =  « 


aa 


di; 
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-■^+^t-<'.^— .t+-.(S  +  ^)-''.(§+^Ì 


I     f     1  1 


3 


che,  in  generale,  sono  più  che  suflacienti  per  (letei*ininare  D,  e  D^   una    vq 
chie  siano  state  determinate  A^,  A^,  Bj,  E^,  C^,  i\, 

I 

Infine,  ugViagliando  a  zero  i  coeffìcìenti  dei    termini  di  primo  grado  in  j 
y',  z'  e   la  somma  dei  termini  indipendenti  da  a?',  y',  z%  si  hanno  le  equazi^ 


(6) 


^^-  =  0 


(B,C,  -  B,C,)Z  +  (B,A^  -  B,A,)X  V  (d,  ^  -  D, 

(0,A,  -  0. A,)X  -h  (0,B.  -  C,B,)Y  +  (d,  ^  -  D,  ^j  =  0 

(6')  D,(A,X  +  B  J  +  OjZ)  -  I),(A,X  +  B,Y  +  C,Z)  =  0  ,  | 

i 
I 

che  servono  a  farci  determinare  le  forze ,   una  volta  che  siano  state   deteniJ 
nate  le  A,  B,  C,  D.      . 

2.  Seguendo  il  metodo  adoperato  dal  Bertrand    nel  caso  del  moto 
un  punto  in  un  piano,  si  perviene  alla  determinazione  di  A, ,  B^ ,  C^  ,  A^ ,  Bj 
Cj ,   che  risultano  della  forma 

^2  =  «2  +  ^5^  +  <*32^     y     ^2  =  ^4  +  c^x  -{-c^     ,     e,  =:  ^^  +  e^x  +  ejf. 

È  facile  però  provare  che,  fra  le  costanti  devono  intercedere  delle  rei 
zieni.  Infatti  le  (2)  sono  identicamente  soddisfatte;  la  prima  delle  (3),  sostitiient 
i  valori  dei  coefficienti  diventa  : 

V 

(«1  +  <»sy  +  V)  (^  +  <*«)  —  (^i  +  Kv  +  V)  K  H-Cs)  =  0 

ossia  più  semi)liceinente 

(3')  ('»„  +  PÌi)  +  i»»y  +Tm3,  +  i^a)  2  ^  0 


)(  i8à  ) 


irendo  posto 


'ir-  ulteriormente  poniamo 


'/ 
X 


z  m  risalta  evidentettiente  m^j  =  —  mji  ;  n^  =  —  %  ;  Vij  =  — r^., ,  le  rimanenti 
pzìooi  del  gruppo  (3)  diventano  rispettivamente 

(»i3  +  9a)  +  («2  3+  «jj)«  +  «-ss»  =^  0 

(^■si  +  <3i)  +  «w^  +  (V + »Jy  =  0 

(*■«   +  «si)  +  (''32  +  33»)*  +  «SS»  =  <> 

I 

Ibana  delle  (30  ^®v^  essere  verificata  qualunque  siano  x,  y,  Z]  devono  per- 
\  ess^^re  ngnali  a  zeroi  i  coefficienti,  cioè 

•a-l'«  =  0     «i3  +  3«,  =  0      »-«+»3i  =  0     «M+l'2i=0     »-ai  +  ?3i  =  0 

Pk=0     »!3+9«=0  »«  =  <>  J'a  =  0     ♦•3*  +  93!  =  <> 

■.-+l'a=0  ?a.  =  ®      »"8«+«3s  =  0     %4-l'w  =  0  ?33=0 


««  =  0 


Noi  si  ricava  ulteriormente 


«»=1^»        1        Pzi  =  —  ^n        )        9«  =  — V 
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Ora  le  relazioni 


per  le  (7>  eqnivaI{;ono  rispetti vatnente  alle  altre 

S  —2l         ^  fi  ^  —  ^ 

«.(*,  +  rf,)  -  *,K  +'«.)  =  0 

»a(^  +  ^2)  —  *3(«2  +  ^«)  =  0. 

Considerando  62  +  «ij ,  «^  +  ^Jg  come  incognite,  le  due  ultime  equazioni  costitu 
Bcono  un  sistema  lineare  omogeneo  nelle  dette  incognite. 
Se  fosse 


«A  — *i«3  =  ^ 


si  avrebbe 


e  conseguentemente 


*i  +  ^jy  +  V 


cioè  f  costante,  il  che  non  può  essere. 
Occorre  dunque  che  sia 


ft,  +  d,  =  0         ,        a,  +  c,  =  0 


da  cui 


^  =  —  ^t        )        aj  =  —  e,. 


Del  pari  dalle  altre  relazioni  si  deduce 


<*»  =  — /s        »        «s  =  —  «a* 


K  186  )( 
lindi,  la  forma  ultima  dei  coefficienti  dell'integrale  è: 

ì  Aj  =  a^  —  cjf .+  a,     ,     Bj  =  Cjjr  —  c^,+  c^     ,     C^z=  ejg  —  a^ -\-  e^ 
rt.raendo  le  (8)  nella  (2'),  poiché 


^-^=-/.+/.=«.§+^-=-w*.=.,^+t=-.'..^.=« 


-    --=—^3+^3  =  0.  ^+._J— __«_^a3=0,  -^^J--^=— f.  +  e.  =  0 


^**  risulta  identicamente  soddisfatta. 


.  Occorre  ora  determipare  D^ ,  D^, 

-*-  equazioni  del  gruppo  (4^)  le  possiamo  scrivere  rispettivamente 

s 

B  du 

-r-  (-A-D.    —    A.DJ  :-:::  -^^  =  0      CSSeudo      U  =  A,D,  t"  A.D^ 


^(B,D,-B.D^=^=0  *  t;  =  B^.-B.D, 

/ 


5  ^  hw 


-r-  (C,l>,  —  C^Dj)  D3=  ^T-  =  0  3>  ir  =r  0,D,  —  0,Dj 


ali  ci  dicono  ohe  «  è  indipendente  da  a? ,  t?  da  j^ ,  t^  da  2r. 
'inelle  del  gruppo  (5)  le  possiamo  del  pari  scrivere: 


d  .  h  '  Sic        dv 


^  (A^.  -  A.D^  +  l  (CA  -  C.D,)  =  t*  +  £  =  0 


1^  (BA  -  B,D,)  4-  I;  ( A,D,  -  A.D,)  =  £  +  |^  =  0 


y* 


l 


é  integrando 


(9) 


)(  IM  )( 


u  =  A,D,  —  A^Dg  =py  —  qz  +  k 


V  =  BjD^  —  BjDj  =  rz  —px  -f  k 


w  =  CjD,  —  C,Dg  =:qx  —  ry  +  g. 


È  bene  osservare  che  le  equazioni    che   legano  le    derivate  di  u  j  v\ 

sono  identiche  a  quelle  che  definiscono  le  sei  componenti  di  deformazione 
un  corpo  elastico  ;  dire  che  esse  sono  nulle  è  lo  stesso  che  supporre  il  co 
rigido  e  quindi  n^  v,  te  debbono  avere  la  forma  (9). 
Le  (9)  che  possiamo  scrivere 

A,B,  —  Ap^  +  u  =  0 


B,D, 


B,D,  +  r  —  0 


costituiscono  un  sistema  di  tre  equazioni  lineari  nelle  incognite  D^  e  D^.  t 
coesistere  occorre  che  sia  identicamente 


A, 


cioè,  svilappando  il  determinante, 


B, 


O. 


u 

V 


=  0 


(10) 


«(B,0,  —  B,0,)  -h  e(0,A,  -  C,A.)  +  tt(  A,B,  -  A,B,)  ^  0. 


Ma  per  le  (8) 


B,0,  —  B,0,  =  —  p^*  —  q^  +  8^i  —  {q^  +  j» Ja?  —  g^jg  —  rj  -  «^ 
Oj A,  —  C,A,  =:  — i>jeary  —  q^*  +  t^z  -f-  »i„a;  -[-  (»^  —  qj  y  +  »„«  +  «u 


AjB,  —  A,B,  =  —  p^xz  -f  «3,2*  —  q^z  —  p^^  +  «^y  +  («^,  —  p^)z  —  !>„, 


)(  187  )(      • 

f 

perciò,  tenendo  presente  anche  le  (9),  la  (1.0)  diventa 

K-qZ+^))  —P^^  —  q^  +  ^^^  —  (921  +-P8i)^  ~  «13^  —  *'l3«  —  9ii  (  + 

V 


-■?'—»•»  4- tf))-l'23^«  —  ?23Ì'«  +«392*—  Pi«*  +  «2>  +  (»U  " Ì'3l)«  "  JPll  (  "  ^^ 

iL'oagliando  a, zero  il  termine  noto  ed  i  doefficienti  dei  termini    in  ar,  y*,  «^ 
|<:  hanno  rispettivamente  le  relazioni 


\ 


11)  —  ?iiA4-«u*— l>uS'=0 


—  Ps**  —  ««siP  —  l'i»?  =  * 


Uguagliando  a  zero  ì  coefficienti  dei  termini  in  x,  y,  «;,  o^,  2:27,^2  si  hanno 
^  seguenti  sei  ed  ultime  relazioni ,  giacekè  i  coefi&cìenti  dei  termini  di  terzo 
fr^do  in  x^  y^  z  sono,  identicamente  ugnali  a  zero 

% 


t . 


I 


13) 


1'     —  («21  +'p3l)*  +  ♦»31*  —Pi^  —  'liP  —  l'i!?  =  ^ 

0 

—  ff.a*  +  (»,3  —  Qn)^  +  %i9—  «i.P  +l',i*'  =  <> 

—  ^S*  +  «31*^  +  (»13  —  PidS  +  ?Jl8  +  «3.*  =  0 
*33^,—  P«3^   —  «all'    +    (^21  +  «13I9  +  *»31^  =  0 


'•'ìlt*  (12)  risultano  /i,  A;,  g  funzioni  lineari  omogenee  di  p^  q,  r, 

iSostitiiili  questi  valori  nelle  (13),  otteniamo  sei  equazioni  lineari  ed  omo- 
-»nfce  nelle  j>,  q^  r;  perchè  queste  sieuo  compatibili,  lasciando  completamente 


X  Ì88  K 
arbitrarie  le  a^  a3  b^  .  .  ,  e  quindi  le  s^^  833  ..  .  bisogna  porre 


p=zqz=:r  =  0 


con  che  le  (9)  diventano 


u  =  A,D,  —  A,D,  =  n 


(9')  Iv—  B,Dj  —  B,D,  =  k 

(  w  =  C,D,  -  0,D,  r^  g 


e  le  (12) 


1>,,.^  =  0 


V 


\ 

« 

B  non  volendo  supporre  h  ^  Jc,  g  ugnali  a  zero  e  quindi  w  zm  t?  =  ?r  = 
risulta 

Pzt  =  Qi3  =  »S3~^J 

cioè  ^ 

Allora  le  (13)  si  riducono  all^  seguenti 

—  (921  +  P3i)^  +  »»3ifc  —  P,  jP  =  0 

(13')  {—QJ^  +  («,3  -  «2i)«^  H-  %i9  =  0 

—  ^iA+  «31*  +  (»«    -  P3l)9  =  0 

e  quindi  /i,  A:,  <;  sono  lepite  dalle  relazioni  (11)  ^^  (13').   Si  lia  perciò  un  sisto- 
ma  di  qaattro  equazioni  lineari  omogenee  nelle  incognite  //,  ^•,  g.  AflSnchè  vi 


■j 
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/ 


a  solazioae  occorre  che  la  caratteristica  della  matrice 


/ 

9a 

«a 

Pu 

(9m  +'Pn) 

"»31 

• 

-i».. 

3« 

««- 

«« 

»tl 

»•« 

«31 

*13  ■       J»3i 

ù  2.  È  necessario  perciò  considerare  i  quattro  determinanti  di  terzo  or- 
Ibe  a  cni  Qà  origine  qaesta  matrice  ;  essi  o  saranno  ideifticaraente  uguali  a 
upu  ovvero  nguagliati  a  zero,  daranno  origine  a  nuove  condizioni  a  cui  de- 
mn  soddisfare  a^  a^  b^  h^  ecc. 

Sviluppando  i  singoli  determinanti  ed  eseguendo  tutti  i  ca^lcoli ,  si  trova 
l^essi  sono  identicamente  uguali  a  zero,  perciò   riferendoci  ^lle   prime  due 
(^.izioni  del  sistema  (11),  (ISO,  si  ha  '  ' 


i  15)  h:k:ff=^  s^^p,^  +  p,,m^,  :  p,,(p^,  +  q^,)  —q,,Pl,  r—  «,4^3,+  s,^(q^^  +  pj. 


allora,  per  determinare  D^  e  D^  basta  risolvere  il  sistema  individuato  da  due 
Me  delle  (90*  Risolvendo   quello  che    si   ottiene  considerando  le  prime  due, 

h  ha 


U) 


^  t*B,  —  vA. 


AB,  —  ìfcA, 


p»x  +  »,Jy  +  («u  —  J»3,)«  —  J»„ 


ftB^  —  &A, 


A,B, 


A,B, 


!>,,«  4-  »j,y  +  (»„  —  7»J«  —  p,, 


'■l'i-  I),  e  D.  soBO  razionali,  fratti,  di  primo  grado  rispetto  ad  x,  y,  z. 


1.  Kesta  la  determinazione  delle  forze. 
Poniamo 

U  =  A,X  +  B,Y  +  C,Z        , 


V  =  A,X  4- B,Y  4- C,Z    , 


■ 

V 


)(  m  )v 


le  (6),  (6')  diventano 


1 


D,U  —  DjV  =  0 

È  facile  verifìcare  che  queste  equazioni  dou  sono  indipendenti.  Difatti, 
stituendo  il  valore 

ricavato  dalFaltima,  nelle  altre,  si  ottengono  le  equazioni 


^(«■S-:-«.)+'>.t-».t=« 


t.5-:-'=.)+-.?'-».^'='>- 


e  se  indichiamo  con  Vj ,  Vg  ,  V^  il  valore  di  V  che  si  ricava  da  ciascuna  di  qi 
ste  si  ha 

;        1         ^  dx  '  ox 

^  SD,       _    dD, 
D  — -  —  D   — - 

1         '  dz  *  dz 


D,        0,D.  -  0,D 


2 
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Se  ora  proviamo  che  qaesti  tre  valori  di  V  sono    nguali*  fra  di  loro  evi- 
Dt^mente  le  (6) ,    (6')  si  riducono  a  due  sole  e  precisamente    alla    (6')   e  ad 
m  delle  (6).       •  /  • 

Pertanto,  in  virtù  delle  (14)?  »«  poniamo 


ba 


I,  !£?_D  ^P.^ftB -A;A,^  AAc,+i>.,(/fB,-fcA,) 
•  ór        *  da;  A 


A» 


ftB,-feAt^ .  A^<f,+i>^(AB,-fcA,) 


_.  fc(B,c.-B,d^— fc(A,o,— A,«i,) 


■"       A*        ' 


D  ^_n  ^Di_^B -feA.     Afec,->»,,(tB,-feA,) 
'  ay       ^«  5y  ~       A        ^  A* 


hB,-1cA  ,_AM,-w„(feB.-feA,) 
A ^ A5 


=fc 


,>(B,c,— B,d,)— fc(A.o,->A,d^ 

A» 


*    a: 


e  qniadi,  go^tittiendo  nelle  (16)  e  ricordando  che 


A,Dj  —  A,  J>j  =  A  ,      B,D,  --  BjD,  =  * , 


4«isuita 


cioè 


X  192  )( 


V.  =  V.. 


La  forma  stessa  delle  (16)  ci  dU:e  che  deve  essere  anche 


; 


a 


V  —  V    • 


in  ogni  modoy  ciò  si  prova  con  dimostrazione  identica  alla  precedente  teneinh 
però  presente  le  relazioni  (1). 

Besta  pertanto  dimostrato  che  le  equazioni  che  servono  a  determinare  i< 
forze  si  riducono  a  due  sole  indipendenti ,  il  che  ci  fìi  dedurre  che  le  forz< 
non  restano  del  tutto  determinate.  Ciò  prova  anche,  che  il  teorema  del  C  e  r 
r  u  t  i ,  non  si.  verifica  più  nello  •spa/.io. 


V 
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I  POTENZIALI  DELL'  ELASTICITÀ 

■ 

(IDUE  PROBLEMI  FONDAMENTALI  DELL'EQUILIBRIO  ELASTICO 


H  O  T  A 


DI 


RAFFAELLA  ZAPPA  (a  Napoli)       > 


%getto  della  presente  Nota  è  l'  applicazione  dei  potenziali  di  elasticità, 
Itt  hanno  formato  oggetto  di  notevoli  ricerche  del  Prof.  B  u  r  g  a  1 1  i  (%  ai 
t  problemi  fondamentali  dell'equilibrio  elastico: 

1.*"  dati  gli  spostamenti  al  contorno,  determinare  lo  spostamento  in  un 
Mto  interno  del  corpo; 

2.'  date  le  trazioni  in  superficie,  determinare  lo  spostamento  in  un  punto 
J^rno  del  corpo. 

Essa  è  derivata  da  nn  mio  studio  intorno  alla  Memoria  del  Prof.  W  e  a- 
keburu  f).  Alla  forma  cartesiana  adottata  dall'Autore  nella  prima  imrte, 
^lio  sostituito  la  forma  vettoriale  {^).  Inoltre,  non  sembrandomi  che  le  con- 
l'ìerazioni  dell'Autore  su  quelli  che  egli  chiama  problemi  foadamentali,  ' 
Wuti  col  metodo  del  Poincaré,  e  sulla  perfetta  analogia  coi  due  pro- 
«Dii  di  D  i  r  i  e  h.l  e  t  e  di  N  e  u  m  a  n  n  sui  valori  al  contorno^  siano  perfetta- 
•^Qt€  chiare,  ho  cercato  in  altra  guisa  di  risolvere  ,  per  mezzo  di  equazioni 
l'^graU,  il  secondo  problema  fondamentale. 


ì  ^  Sui  potenziali  newtoniani  deWelaeticità  e  applicazioni  ».  [Reud.  Adcad.  Lìncei,  voL  XXlII, 
^^^,  1.»  seni,,  fase.  IO*»  e  12o  (1914)]. 

:  ')  <0a  im  J^Hndamental  ProbUm  of  the  Theery  of  Elasiicltp».    [PUilosopliical    Magaziae 
^Journal  of  Science,  sixth  series,  voi.  XXXIII.  N.  187.  July  1916]. 

'-'  Burali-Forti  e  Marcolongo  —  Andlyse  vectorielU  generale,  I ,  Trans/orma^ 
^  lt»Aiifw.  Pavie,  Mattei  ,  1912;  II.  Appìicaiiona  à  la  mécaniqae  et  à  la  jiAysi^itc,  Parie, 
^%  1913. 
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Nuova  formula  integrale 

* 

§  1.   Un  integrale  particolare  delV  equazione  dell'elasticità  nel  ca^o  dei  co 
isotropi  —  Per  un  corpo  elastico  isotropo,  soggetto  a  forze    di  massa  nulle 
alle  trazioni  in  superficie  P'^  ?  1©  equazioni  indefinite  ed  al  contorno  sono 

(1)  (tì^A's  +  (2*  —  co*)  grad  div  8  =  0 

(2)  -  P'„3r  —  (fi-—  20)*)  n  div  8  —  2tì)*an  +  w^rot  8 A" 

dove  8  è  lo  spostamento,  n  un  vettore,  unitario    parallelo  alla  nornialey  a  V 

mografia  -—^  ed  Q  ed  co  sono  le  due  costanti  di  isotropia. 
air 

La  (1)  è  soddisfa ttfi  da 

•  V  i 

,      a      2' — o)*       ,   ,.    e    i 

(3)  8'  = ^^r-  grad  div  \8Lr\  =  7,a 


essendo  a  un  vettore  costante.  Infatti,  essendo 


-       a       2*  —  od'        ,.        _          j.     a       2*  —  w*  rf  grad  r 
^=r 22^^^^^'"^*"^^^; 22^ 5p~* 


_a       2* —  co*    'd    (P  — O) 

^^'  .  ~  r  22^        dV  {V~]  ^ 


si  ha 


A/  #       A/ a       2*  —  CD*.,        ,t     <  ,          j            2* — ^,ctì*        ^.,        -  . 

A'8'  =  A'  -  -: :j^-  A'  gradjgràd  rxa(  = ^^  gr^  A  J  grad  rxa  |, 


perchè  è 


A'  -  =  -  A'a  +  a  A  — \-2—-  grad  -  =  0 
r       r  r  dP  r 


axgrad  Ar  rz:2axgrad  - 

r 
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inque^ 


1 


0       i2*  —  tó*  a      fi* «>' 

^»'-<liv- 2Q! — AJgradrxat=<liv ^qT-  axA'gradr  = 


a       fi'  — «>''  .        *  'l       fi'  —  co'  1 

■    ~  *''^  r 2fi*~  *^Srad  (A»-)=axgrad  -  —     ^^^     •  2axgrad  - 


grad  div  8  =  gi-  grad  axgmd  -  .=  _  _^^  a. 


^«ituendo  nella  (1)  i  valori  trovati  per  A's'  e  grad  div  s'^  si  ha 


--fi^"    -^p-*+("  -"^fi^-lp-*  =  '- 

poliamo  ora  vie  trazioni  in  superficie.  corrispon^Jenti  allo  spostamento  s',  fa- 
Wo  uso  della  formula  (2). 
Dalla  (4)  si  ha 

a  cui 

9 

»   *<»t  8')  A  M  .-rr  W  -|  /\  n  =  |grad  -  /\  a|/\n=n  x  grad  --a  -—  n  x  a -grad  -■ 


■""■nuj-udo  utìlla  (2)  i  valori  ^5),  (6),  (7),  troviamo  per  il   valore  della  trazione 


^ 


•    )(  19«  )( 

é  • 

in  superfìcie  f\,  dovuta  allo  spostamento  s', 

« 

--Fn=  —  (2*  —  2a>*)  ^  grad  -  x  a^n  —  |^  (fi^  +  w»)  grad  -  ><  n-a   , 

»     "V  ' 

_1_  J  (Q«  _  „,«)  grad  i  X  a .  n  4- ^  (tì' -  xù')  ja  X  — 5^j  (P  -  O)  + 

1  1        tó*  1  0)*  1       • 

+  (o*n  X  grad  -  •  a  —  a)*n  X  a-grad -•  =  Tr^graci- X  a -lì  —  tt^  grad  -xn-a 

4  /         «  grad  - 

-co*nxa.gra(l-  +  ^(fi^-.(tì«)ax— ^^.(P  — O)    / 


il*  1  1  1 

-j-  F'„  =  (tì? grad  ^  X  a-n  —  0)' grad  -  X  n-a  —  iì*n  x  a-grad-  -f- 


a)*p 


(?grad 


1 


(8)  *  +(fì^_co4x— ^^(P 


O) 


<i  grad  -  a 


tr—  3(P  — O)-^  _^^:=_-.3^ gradi- 


ci» dìi  r^  '  r*  dn\rl  r*         r  dwlr 

% 

=  .nx  a-grad-  —  3  ax  grad  r- grad  r--r-  ( — \. 

r  ^  dn  \r  [ 

Quindi 

_.         a)*p           1       "             (tì*p  1  1 

F„  =  -jjf  grad-xa-n ^grad~xn-a  —  ox^pn X  a •  grad ~  + 

,    Q*  —  (ù^  1         (ù^o  d   / 1\ 

'  "^  ^^^  — iF~^  "  X  a-grad-  —  ;3-Trf  (Q*  —  (o*)a  X  grad  r.—  (  —  j  gradr 

% 

F ..  =■  -jjT ^n,d  -An  A  a   -  ^j-  ^  a  -  Ja.'p  ^-^^  a  X  grad  r .-  -  grad  r. 


)(  1»7.  )( 
Foniamo  ora 

a)*p/  1  .      \  ^        a)*p     r  .8  —  <«>■      r 

Ji^grad  -A  nj  A-  aT  d;^  -  3<«'P  -qT-  5;^  H(«radr,  gradr)  =  o, 

dove  a,  è  un'omografia. 

Dunque  allo  spostamento  s'  =  Tp&  (Tp  ^  una  dilatazione)  corrisponde  la  tra- 
zione in  superficie 

{9^)  F'n  =  o,a. 

§  2.  Nuova  dimoitraaione  detta  formula  di  Somigliana.  8ua  espressione  de- 
ùitita. 

Se  8  ed  s'  sono  due  soluzioni  regolari  della  (1)  ed  F»  7  F^n  ^®  cosm^a^ 
('enti  trazioni  in  superficie,  supponendo  nulle  le  forze  di  massa,  il  teorema  di 
reciprocità  del  Betti  può  essere  posto  nella  forma 


ilO) 


jFnX^'do=zjFn  X  8da. 


»• 


Ad  s'  possiamo  sostituire  il  suo  valore,  dato  dalla  (3),  e  purché  il  punto  O  sia 
w)lato  con  una  piccola  sfera  ,•  avente  O  per  centro ,  la  formula  precedente, 
f stega  ai  contorni  0  e  c^ ,  diventa: 


(11) 


/Pn  XB''da+  f  Fn  X  S'iCJi  =  JF'n  ><  8^0  +  jF'n  X  td(T^  . 


Ora  paliamo  al  limite,  supponendo  la.  sfei*a  infinitamente  piccola;  nel  passag- 
;'i(>  al  limite  i  due  Integrali  estesi  a  a  non  mutano.  Consideriamo  •  gli  altri 
«lue,  uno  alla  volta. 


\K  xs 


e,  i)oichè  P  —  O  ==  rn  , 


L        ,^         L       (fl^  +  a>*    a    ,   fl^-o)*  nxa-n)^ 
/F„.X8'r?c,=JF„x|-^   V  +  -2;? 7-r^ 

~  /r„  X  ^ — :77^;r-  a  -^ zzt;^- n  X  a-uj  rdoì 


2««      -  22' 


^ 
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in  superficie  F'„,  dovuta  allo  spostamento  s', 

1  "      '  <tì*  1  tu*  1 

-  F'„=  -  (Q*  -  2a>«)  ^  grad  -  X  an  -  g5  (Q»  +  «»)  grad  -  ><  n-a  4- 

+  _  (Q«  _  «>.)  grad  -  X  a..n  +  ^  (Q'  -  m')  a  X  — ^jp-j  (P  -  O)  + 

1  1       tó*  1  (l>*  1     • 

+  (0*nxgrad--a  —  a)*iixa-grad-  =  ^gra(}- X  a-lì  —  ^grad  -xn-a 


1 

1    .    w*  _.         ..  (         "'^        r 


^  ,        d  èrad  -^ 


co' 


nxa.gra(l-  +  jjj(JÌ«^a>')aX— ^jp-.(P-0)    / 


Q*    •  1  1  1 

-5- F'„  =  «»* grad  -  X  a •  n  —  (i)*grad  -xn-a  —  Q*n  xa-grad-+' 

(OD  >    f  f  f" 


dgrad 


(8)  •  +(Q*_a»»)aX— ^j 


(P-O) 


=  nxa-grad 3  ax  grad r* grad r--r-  \  —  l 

r  °  dn  \r  / 

X 

Quindi 

^,         a)*p  1       *  (d*p  1  1 

F  n  =  -^  g^^^-x^-n  — ófgrad-x  n-a  —  (i>?pnxa«grad^  + 

■  +  ^'P  — (w-r-  lì  X  a-grad 3-rr^  (Q*  —  (o*)a  X  gradr-—  f — j  gradr 

F ..  =  -g^ jgrad  -Anj  A  a  -  -j^-.-  ^^  a  -  3<«'p  ---jj^-  a  X  grad  r.-^-j  gradfJ 


)(  lOT  X 

Poniamo  ora 


oro/        _  1  .      \  .        (tì'P     r        ^  .    U   —  CD" 


|i(grad-AnJA--ar  ^--3a>«p-jP^  ^  fl(gradr,  gradr)  =  a. 


Q 


tiove  a^  è  un'omografia. 

Dunque  allo  spostamento  s'  =  Tp^  (Tp  ^  una  dilatazione)  corrisponde  la  tra- 
zione in  superficie 

^  2.  ^lioi^a  Untoàtrazione  della  formula  di  Somigliana.  Sua  eepressiotìs  de- 
univa. 

Se  8  ed  s'  sono  due  soluzioni  regolari  della  (1)  ed  Fn  ,  f'n  ^^  eottiB^ur 
•lenti  trazioni  in  superficie,  supponendo  nulle  le  forze  di  massa,  il  teorema  di 
:riiprocità  del  Betti  può  essere  posto  nella  forma 


10) 


jfnX^'ào=zjFn X  8da. 


Ali  s'  possiamo  sostituire  il  buo  valore,  dato  dalla  (3),  e  purché  il  punto  O  sia 
Isolato  con  una  piccola  sfera  ,*  avente  O  per  centro ,  la  formula  precedente, 
c&teBa  ai  contorni  a  e  c^ ,  diventa: 


;ii) 


ffn  XH''d<S+  fVn  X  8'ia,  =  fp'n  ><  8dO  +  jF'n  X  t^^i  • 


Ora  paliamo  al  limite,  supponendo  la.  sfera  infinitamente  piccola;  nel  passag* 
ino  al  limite  i  due  integrd.li  estesi  a  a  non  mutano.  Consideriamo  •  gli  altri 
«lue,  uno  alla  volta. 


'^.  -fp  ^^^JH^  »       a^-g,»  (P-o)xa  ,„        ) 


fn   XS 


^  l)oichè  P  —  O  =  rn  , 


,         =:  /F„  X  \ — ::^  a  J ::7i7-ll  X  a-lli  rdoì 


21*'     ~  22' 


)(  198  X 


ed  è 


lim    jf„  X  i'4<i^  =  0. 
»i=0  J 


Calcoliamo 


lim   /F', 

«1=0  j 


XZ'da^y  tenendo  presente  la  (8) 


/r.x...,.  =  ^[(|_«.»-^n  + 


a 


nxa 


r  ì 


n  + 


+  2{Q*  — (iDaxn-^ 


XS-daj 


essendo 


d  grad  - 


(fl  —  <tì«)  a  X 


dgrad-l 
r>  _        ^.        ..  tax    ^       r! 


dn 


(P  —  O)  =  (2*  —  0)*) 


dfr 


(P-O) 


grad  —  = 
r 


P  — O 


n 


cioè 


dgrad-)  • . 


(fl*  —  a)«)(a  ^ 


ed  è 


dn 


(P  _  O)  =  2(Q«  —  (0*)  ja  X  ^j  rn  =  2(Q*  ^  a>«)  a  x  n  •  ^ 


|p.X8rfo,  =  ^]3(Q' 


—  0)*)  /axn-n 


X  8  dttì  -f-  tì)' 


*ax8 /<itì>{  = 


0)*p  (tì*p 

=  -jrf  [4lC(a*  —  0)»)  +  4lC0)*]  a  X  8  =  47C  -jrf  fl*a  X  8  =  47C(i>*pa  X  8 


fi' 


fi' 


X  sdOj  =  4ira)*pa  X  8e 


y 


avendo  indicato  con  8.  il  valore  che  8  assume  in  O.  La  (11)  diventa 


(12) 


4ica)*pa  X  Sj,  ==/F,»  X  8'rfa  —  /F'„  X  8^a 


,(  IM  K 


a  (12)  è  analoga  a 


1   ^u! 


»       f         ^^  r  dn' 


Hf  (là  il  valore  della  funzione  armonica  u  in  funzione  dei  valori  della  tun- 
ione  stessa  e  della»  sua  derivata  normale;  qnesta  formala  esprime  la  funzione 
nnonica  come  differenza  di  un  vettore  potenziale  di  doppio  strato  *e  di  un 
tctore  potenziale  di  strato  semplice }  da  ciò  viene  V  idea  dì  esaminare  i  due 
Qtegrali  della  (12)  dal  punto  di^  vista  dei  potenziali  di  strato. 

Ciascuno  degli  integrali  della  (12)  soddisfa  la  ^1).    Infatti  le  (12)    si   può 
ieri  vere  ancora  cosV 


13)  éTTOOp' 


'a  X  8^,  =jF„  X  T^do  —  jo,9L  X  ^da  5 


V soddisfa  la  (1)  per  ipotesi;  Yf&  già  s'è  visto  che  è  soluzione  della  (1)^  dnn- 
r- anche  il  secondo  integrale  soddivsfa  la  (1),  ma  come  funzione^  del   punto   O 
^  soddisfa  qualunque  sia  8  che  dipende  dai  punti  di  e. 
Alla  (12)  iK)88iamo  dare  un'altra  forma,  introducendo 


X(7 ,  nia  =  Uà*  —  2to«)H(grad7  ,  n)  +  2(i>*  ^  Il  —  a)*H'(Rot  f  ,  n)  |a. 


dP 


Abbiamo 


1  11 

rr Mt  >  tt)a  ==  ^' g^ad  —  x  a«n  —  <«>* gra<i  —  x  h«a  + 


d  grad  — 1  < 

+  (Q*  -  co»)  |a  X  — ^— )  (P  -  O)  -  fl'n  X  a  •  — 


lioe 


Ù*  1 


■"—-ssf^'-"* 


: 


X  200  X 


e  la  (12)  diventa 


4ica)*pa  X  So  =  22^/*^"  ><  ^^^  +  2tìi  P*^  '  "^*  ^  ^^  ' 


essendo 


,_    1 


dove  è 


\ 


2Q*  ^  dgradr 


8icp(o«Q*a  X  So  =  a  X  /tM<3  +'p*  x  /kX(y^  n)8do  ; 


dividendo  per  p  ed  osservando  chr^  a  è  un  vettore  arbitrario  si  ha 


8ff(o«2*8o  =  —  b^nda  +  /kX(t  ,  n)sda. 


Poniamo  ora 

i 


(14) 


-  a  X  W(0)  =  i  /v(P)  >^  (j,ada 
axV(0)z=i-/li(P)X7rado 


dove  u(P)  e  V(P)  sono  vettori  finiti  e  continui,  funzioni  del  punto  P  al  contorno, 
soluzioni  della  (1)  e  sono  funzioni  finite  e  continue  del  punto  O  di  t. 

Al 'Secondo  membro  della  prima  di  queste  formule  applichiamo  il  teorema 
di  commutazione,  osservando  che  a  è  un  vettore  arbitrario 


-  W  (O)  =  i /ka,V(P)<J<J , 


e  per  la  seconda  formula  rìcordiamo  che   Yr  ^  una  dilatazione  e  che  a  è  un 
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ettore  arbitrario 


•  V 


V(0) 


ècj-^' 


«(Pyo. 


lostitiiendo  a  o,  ed  a  ^,  le  loro  espressioni,  si  ha  : 


W(0) 


(ù*p      r 


Q^    dn 


v(P)  +  ^(graa-lAn)Av(P)  + 


.!■>) 


d 


+  3(o*p  — j^ —    -37-  gradr  x  v(P)  •  gratlr 


Q' 


dn 


do 


V(0) 


2^j 


1 
r 


Q*  —  0)*  d  gradr 


252' 


rfP 


ar(P)  da. 


La  (13)  diventa,  essendo  a  ita  vettore  arbitrario, 


10) 


2(o*p  v(0)  =  V(0)  +  W(0) , 


>iido  xx>sfco  ili  luogo  di  s,  il  vettore  v. 

§  3.  XX^ontimiità  del  vettore  W    atfraveno    05    continuità    di    V.  —  Diino- 
striamo  che  - 


17) 


J  )W(n  =  W(Po)  +  a>^p  V(P„) 

/  }W(.,=  W(P,)  -  (o«p  v(P.). 


Infatti,  poniamo 


W  =  w*  +  w"  +  w 


/// 


«love 


W' 


(tì*p    1 


di 

r 


■  B^   27cJ    (?n 
(Ite  è  un  vettore  potenziale  di  doppio  strato, 


V(P)  da  , 


ìfff 


W"  =  3(tì> 


a*  — (0*  1 


fi' 


2ic  j 


r 


gradr  x  Y(P)  gradr  --—  da 


dn 


^lie  è  tin  vejbtbre  potenziale  di  doppio  strato. 
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y 


26 


0 
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Bicordando  che  per  un  vettore  potensiale  di  doppio  strato 


W'  =  /u 


r 
dn 


da 


le  formolo  di  discontinuità  sono 


\wu  =  W'(P„)  +  2jc  u(P„y 


|W'U=  W'(P.)  -  2«  u(P„) , 


si  ha: 


Jw'(„  =  w'(P„)  +  ^  V(Po) 


V 


(18) 


f  |w.'L»=  W 


{P„)  -  -qt  v(P.) 


Il  vettore  w"  è  continuo  al  limite;  infatti 


""'-W  ^fi^'"^  |A  n)  A  v(P)  'i"  =T  -  ^  èM^A(  grad  -Ìa  n  )  «io  - 


(A*p    V  ,    C  1 


Ponendo 


V(P„)|  A  I  grad  -^  A  n  )  da  , 


che  è  continuo  al  limite^  si  ha 


w"  =  A  — ^  ^  V(P,)  A/grad  i- A  n  da.     . 
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Applichiamo  all'integrale  del  secondo  membro  il  teorema  del  rotore  ed  avremo 


w''  =  A-^^Y(P,)A/rotgradi-dT 


L  poiché  rot  gradm  e  zero,  sì  ha 


w 


tf 


b  cui 

la 

;cìndi  : 

19) 


\y^X  =  A(P.) 
A(P,)  =  w"(P,) 

^  y%  =  w"(P,) 
I  Jw^'U  =  w''(Po). 


Calcoliamo  ora  Jw"'^„  e  Jw'"(-„ . 

Indicando  con  cosa ,  cosp ,  cosy  i  cosevi  direttori  di  r,  si  ha 

gratlr  =  còsa  •  i  4-  po^p  •  j  -j-  cost  •  k  • 
v=«'l       +tt"i     +«"'k 

gradr  X  V(P)  =  w'cosa  +  tt"cosp-|-  w"'cos7 


d—  d^ 

;ra<ir  [gradr xv(P))  j-l — \d(i=ì  \   /n'cos^a  — -  do  +/tt"cofla  cosp-^^^T-  do  + 


dn 


al- 


+  /tt'"cosa  cosY  -T—  ^^^l  ~i~  j  >  /^' 


di-  di 

'cosa  cosp  -3--  <Zo  -[-|w"co8*P--j—  da  + 


dn 


+  L''V^spco87-^^^-k|   \u' 


4 

cosa  CO87  — ;—  do 


r  4 

4-/tt"co8p  cosY  -r— do  + 
J  dn 


-1-  /tt'"  C08*T 


il- 

r 

dn 


rfo 


Nr,K^ 


l 


r 


^/i 


Yfl 


~f{u'—u 


\)  cos^a— —  da  -j-  w' /cos*^a  dco 


~i 


\ 
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e  j[)er  la  perfetta  simmetria  della  sfera  di  raggio  unitario  è 

1 

/co8*a  diù  =  /cos'p  (fo)  =  icos*Y  d»  =z  -/(cos^a  +  cos*^  +  C08*7)  dtù  =  -U 


\ 


.il        .  d^ 


m'cosa  oosp  -r—  <i<3  =/(t4' — u'ò)co^(x  eosp-j—  d^  f^  u*„/<iosa  cosg  /?a) . 

Ma  icosa  cosp  <^  è  zero,  essendo  esso  un  prodotto  di  iuerzia,    e   8appiam< 

che  i  prodotti  di  inerzia  sono  nulli,  quando  la,  terna  i ,  j  ,  k  coincide  con  quella 
degli  assi  principali  di  inerzia.  Sarà  quindi 

d —     ^  d-^^ 

/u'cosa  cos8  -— —  da=zf(u'  —  n\^  cosa  cosB  -— —  do 
I  dn  J  dn 


.^ 


/gradr  [gradrxv(P)]  -^  do  =1  n(u'—u)^)  cos*a+j(u"— «"„)  C08*p-|- 

/-  ' 

+k(«"'— tt"'„)co8'Y+Ì(M"— «"„)  cosa  cosp-fj(M"'— «'"„>  cosa  C08p+...  I  _L  rfo  -j- 

)  dn 

I 

+  ^l«'o+Ì«"o+ktt"'„j/d«0. 

I  -^  ' 

I    Si  ha  dunque 
W'"— 3a)*p     "*"   ^/  jl(i«'— M'„)co8*a-|-...+i(tt"— M",)cosa  C08p+...  -Jl  do  + 

,    fl*— <o»    11/  1  Q*— m«  /■ 


ed  è 


w"'(P,)  =.  B(P„)  +  (o'p  -^^^  v(Po) 


da  cui 


a* 

»* 

Q« 

Q» 

0.» 

B(Po)  =  w"'(P„)  -  w*p  — jj^  v(P„). 
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Quindi  è 


'  \m"'U  =  w"'(P,)  +  <o'p  :^-^  v(P<,) 


:'0) 


a* 

«»« 

a» 

Q* 

—  <0« 

)w"'t_«  =  W"'(P,)  -  a>*p  — j^  V(P<.). 


Sommando  le  (18),  (19),  (20)  si  ha 

t;  =  jw'{,  +  )w"(^  +  Jw'"^  =  w'(r«)  ^-  *"(?<,>  +,w"'(P„)  + 

+  $  V(P„)  +  «o'p  V(PJ-  -^  V(P,)  =  W(P<,)  +  (o'p  V(P,) 

;IU  =  Jw'U  +  |w"U  +  }w"'U  =  *'(Po)  +  w"(Po)  +  w"'(P.)  -  -^  v(P.)  + 

-  a)»p  V(P.)  +  ^  V(P,>  =  W(P„)  -  «*p  V(PJ. 
Passiamo  ora  al  vettore  V  e  dimostriamo  che  è  continuo 


=è/^^ 


V(0)  =  x--rpu(P,)*j 


eoe 


I,,,        1    rei        a*  —  0)*  d  gradri 


20*         dP 


l^Q'4-to*  1    rulP)  ,        fi^  — 0) 


20*     2ic        r 


r  y(P)  Q^  — «0*  ir  1 


_Q*+<o*  1  f  u(P)  ^.  ,  Q^-«>*  1  /•(P-O)xu(P)  ,„.     _.  , 

2J?- 2^  j -T" '*"  +  ^SP- 2^  J ? (P-0)  da 


Pouiamo 


P  ^  O  =  ri 

i 


•■^scmlo  I  nn  vettore  anitario 
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Qaindiy  essendo  V  la  somma  di  due  vettori  potenziali  di  strato  sempli^ 
i  quali,  come  già  s'è  visto,  sono  oontinoi  al  limite,  esso  è  continuo  al    limit 

§  4.  Il  vettore  V  riguardato  come  uno  spostamento  del  corpo  elastico,  L 
scontinuità  delle  trazioni  superficiali, — Poiché  u  è  un  vettore  che  dipende  d 
punti  Po  di  0  e  V  è  uno  spostamento  funzione  dei  punti  fissi  P  ed  O,  cale 
liamo  la  trazione  in  superficie  F^  dovuta  alio  spostamento  V,  che,  come  ^ 
s'è  visto,  soddisfa  la  (1).  Per  calcolare  tale  trazione  ricordiamo  che  la  trazior 
in  superficie,  corrispondente  allo  8])06tamento  Ypft?  è  OpU,  dove  a  è  un  vettoi 
costante  e  Op  è  l'omografia  già  definita.  Quindi  la   trazione    in    superficie    F 


relativa  a  V  =  —  /tp  U(P)  do  è 


d^ 


= if^  «(^)  '''  =  è/ì  -  $  ^•'•^^)  +  $H  f  A»)  Au(P)  + 

I  I 

di. 

.   Q^  —  tù^r  ) 

—  3o)'p ^Tj—  —  gradr  x  u(P)  •  gradrWo; 


poniamo 


F,  =  F',  +  P',  +  P 


a 


.  dove 


2n   QV  dn 


'''— èWH7-A«)Au(P)^a 


F-^  -  1  3«>«p  ^^j-^  gradr  x  u{P). gradr- io. 


Confrontando  F'a  ,  F''^  ,  F'"a  con  le  espressioni  già  trovate  per  w',  W",  W 
si  vede  che  F\  ed  F'"o  sono  eguali  e  di  segno  contrario  a  w'  e   W'"  ;   quindi 
la  discontinuità  di  Fo  è  eguale  e  di  segno  contrario  a  quella  di  W,  perchè  F"r 
è  una  funzione  continua  al  limite  e  la  sua  discontinuità  è  zero. 
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Si  hanno  dunqae  le  fbnnale  : 


)F^_,  =      <tt*p  u(P„)  +  F„(P,). 


I    PBOBLBUI  FONDAMEKTA.LI  DELL'EQUILIBRIO  ELASTICO. 

§  1.  I>eterminazione  di  W(0)  e  di  V(0).  —  Proponiamoci  di  determinare  gli 
portamenti  W(0)  e  V(0)  per  un  corpo  elastico  isotropo  corrispondenti  rispet- 
ivamente  alle  relazioni  : 

ij(W)„  .-(Wuj_A|(W)„  +(W)-„|  =  /(p.) 


1; 


^  (FoU-  (F„),  j  -  Aj  (F,)_„+  (F„)„  j  =^(P,). 


l'srchìarno  di  soddisfare  alle  (1)  mediante  i  vettori  potenziali 


2. 


W(0)  =  /V(P  ,  O)  V(P)  da 
V{0)  = /<I>(0 ,  P)  U(P)  da 


\ 


ivendo  posto 


>P(P,0)=ÌKap 


*(0,P)=4tp 


!  (love  W(0)  e  V(0)  sono  dovuti  rispettivamente  ad  un  doppio  strato  di   mo- 
QentoY(P)  e  a  un  semplice  strato  di  densità  u(P). 

Tenendo  contcr  delle  formule  già  stabilite  per  le  discontinuità  di  W  ed  F^ , 
tt  Tede  che  V(P)  ed  u(P)  s^no  soluzioni  della  coppia  di  equazioni  vettoriali 


««p  v(P,)  -  X  [«-(PP,)  v(P)  da  =/(Po) 
13)  -        {    '  ^ 

^\  u(P,)  —  X|(|^(P,P)  U(P)  do  =  y(P,) 
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Quindi,  essendo  V  la  somma  di  due  vettori  potenziali  di  strato  sempli^ 
i  quali,  come  già  s'è  visto,  sono  continui  al  limite,  esso  è  continuo  al    limit 

§  4.  Il  vettore  V  riguardato  eonie  uno  spostamento  del  corpo  elastico»  X 
scontinuità  delle  trazioni  superfieiali. — Poiché  u  è  un  vettore  che  dipende  <l 
punti  Po  di  0  e  V  è  uno  spostamento  funzione  dei  punti  fissi  P  ed  O,  cale 
liamo  la  trazione  in  superfìcie  F^  dovuta  allo  spostamento  V,  che,  come  ^ 
s'è  visto,  soddisfa  la  (1).  Per  calcolare  tale  trazione  ricordiamo  che  la  trazion 
in  superfìcie,  corrispondente  allo  spostamento  Ypft>  è  Opa,  dove  a  è  un  vettoi 
costante  e  Op  è  l'omografia  già  definita.  Quindi  la   trazione    in    superficie    F 

relativa  a  V  =  —  /yp  U(P)  do  è 

m 

\ 

m 

1 

F,  =  Ifo.  U(P)  da  =  ^/i  -  ^  -^«(P)  +  $(grad  f  A«)  A«(P)  + 

■ 

d-1 
—  3a)*p  — ^p—  — -  gradr  X  ||(P)  •  gradrSdo; 


poniamo 


F„  =  Fa  +  F\  +  F 


fff 
a 


dove 


'''=-hwf-£^^^^''' 


a 


^àWHT-AnJAiKP)^^ 


F"^=  —  —  3tì)»p  — r^s—l-T^  gradr  x  u(P)-gradr.éi(3. 
JsiQ  M    J  an 


,tt       tMìf" 


Confrontando  F'a  ,  F'a  ,  F'"a  con  le  espressioni  già  trovate  per  W',  W",  W 
si  vede  che  F\  ed  F"'o  sono  eguali  e  di  segno  contrario  a  w'  e  W'"  ;  qaindi 
la  discontinuità  di  Fa  è  eguale  e  di  segno  contrario  a  quella  di  W,  perchè  Va 
è  una  funzione  continua  al  limite  e  la  sua  discontinuità  è  zero. 
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Si  faaimo  danqae  le  fòrmule: 


-'D 


JF^,    =  -  «>«p  u(P.)  +  F„(P,) 
fj^_„  =     <tt«p  u(Po)  +  F„(P<,). 


ti 


I   PBOBLBMI  FONDAMENTALI  DELL'EQUILIBRIO   ELASTICO. 

§  1.  Determinazione  di  W(0)  e  di  V(0).  —  Proponiamoci  di  determinare  gli 
poi!.tamenti  W(0)  e  V(0)  per  un  corpo  elastico  isotropo  corrisi^ondenti  rispet- 
iTaniente  alle  relazioni  : 


i|  {W)„  :-  (W)_  j  -  Aj  (W)„  +  (W)_„  j  =  /(P.) 
ij  (F,)-„-  (F,),  j  -  Aj  (F,)_+  (F„)„  j  =9(P,). 


'.«rckianio  Vii  soddisfiire  alle  (1)  mediante  i  vettori  potenziali 


W(0)  =  /V(P ,  O)  v{P)  da 
V(0)  = /*(0 ,  P)  u{P)  da 


■vendo  posto 


>P(P,0)=-Kap 


*(0,P)=-Tp 


^  fiove  W(0)  e  V(0)  sono  dovati  rispettivamente  ad  un  doppio  strato  di  mo- 
t»*^nto  v(P)  e  a  un  semplice  strato  di  densità  U(P). 

Tenendo  contcr  delle  formule  già  stabilite  per  le  discontinuità  di  W  ed  F^ , 
fi  Tede  che  V(P)  ed  U(P)  s^no  soluzioni  della  coppia  di  equazioni  vettoriali 


13) 


<»*P  v(P,)  —  X  fcpp,)  v(P)  do  =/(P.; 

«*P  U(Po)  —  x[<|.(P„P)  U(P)  da  =  y(P, 


)(  iì08  K 


dove 


\ 


/ 


quindi  è 


|x(P.P)  U(P)  <o  =  F^PJ  =  ^L  nda 


X(P,P)  =  ^  op 


cioè  /(PoP)  è  la  coningata  di  ^''(PP„)  che,  come  già  s'è  visto,  è 


/ 
/ 


II  nucleo 


*^^P'^)=  ^IF-  Tir  +  irr  "  7- A") A  +3-*P  -^-^  H(gradr,gra.ì. 


diventa  infinito  come  — .  Infatti 

r 


d— 

. 

r         .1  dr 

1  cos(r,n) 

dn               r*  àn 

r         r 

Gentro  in  un  pnnto  P  della  normale  a  cs,  descriviamo  nna  sfera  di  ragi 

gio  p  ;  poiché  in  P  la  cnrvatara  è  finita,  [potremo  scegliere  ^  (finito  e  divers(| 

da  zero)  in  modo  che  i  punti  di  un  conveniente  intorno   di    P    siano    esterni 

alla  sfera  anzidetta  e  potremo  anche  far  sì  che  il  raggio  ^  sia  scelto  in  mode 

da  valere  per  tutti  i  punti  della  superficie.  ' 

Sicché  il  punto  variabile  Po  è  esterno  alla  sfera  di    raggio    p    comunque 

^  '  j 

esso  sia  prossimo  a  P  ;  e  si  deduce  che 


PB<r 

2p|cosyl  <  Y 

onde 

Icòs^l        £ 


r        ^2^ 
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^jf  — —  è  finito  ed  il  primo  e  il  terzo  termine  in  parentesi  diventano   infi- 
la solo  come  — .  Il  secondo  termine  contiene  grad — ,  che  può  scriversi  così: 

r  r 


P— O 


1        —  gradr 


fri']  —  1= 
r 


r _  cos)(P— 0),r{ 

15  *^ 


1  co8(P— 0,r) 
r  r 


iiè,  per  quanto  si  è  ora  visto,  diventa  infinito  come  — . 
Se  H  ed  H'  sono  le  risolventi  di  V(PPJ  e  x(P«P)  s^.^a 
4  H(PP,)  —  W(FPo)  =  '^/h(SP,j  ^(8P)do  =  x/h(PS)  «'(SP,)(2( 

^ÌGDa  simile  per  H', 
In  funzione  di  queste  risolventi  le  soluzioni  delle  (3)  sono 


€0 


>  V(P,)  =  f (P,)  +  xjf  (P)  H(PP,)  do 


a>«p  U(P,)  =  y(P,)  +  XJ^P)  Ù'(PP,)  do. 


Qaesti  valori  sostituiti  nelle  (2)  danno  gli  spostamenti  W(0)  e  V(0). 

§  2.  Autovalori  delle  equazioni  integrali. — Si  può  dimostrare  che  i  numeri 
^//,  sono  reali,  in  valore  assoluto  non  minori  dell'unità  e  che  ciascuno  di 
fc  è  un  polo  semplice  della  risolvente.  Per  questi  valori  ^le  equazioni  omo- 

►ai-e 


(0 


■6, 


0) 


'p  V(P,)  =  X,  jV(PP,)  V(P)  do 

^pu(P,)  =  X',|x(PoP)u(P)do 


\ 


bffiettono  ciascuna  una  o  più  soluzioni  diverse  da  zero. 

Queste  considerat-e  come  momento    e    densità    rispettivamente    di    doppio 
^ito  e  di  strato  semplice  definiscono  gli  spostamenti  che  soddisfano  a 


/^ 


1 1 


)W(„  -  jwu  =-  \  WU  +  jwt_. 


f^U-fAn  =yi  |F4-„+)Fo(„ 


»0L.  LVII, 


27 


•  «"*" 


K  210  K 

Se  U  è  ano  spostamento  regolare  che  soddisfa  Peqaazione  di  equilibrio 
ed  Fm  la  corrispondente  trazione  in  superficie 


(8) 


2n  =  — ruxF,.d(j 


rappresenta  il  doppio  dell'energia  potenziale  che  è'  maggiore  di  zero  ed  èva 
scente  solo  per  an  moto  di  corpo  rigido. 

Dal  teorema  del  Betti,  essendo  nulle  le  forze  di  massa,  si  ha 

(9)  jjUxFo  — V><F„|*j  =  0. 

Consideriamo  X'^  per  cui  la  seconda  delle  (7)  ammette  nna  sola  sdazio 
V.  Supponiamo  cho  sia  X'o  =  a  +  tft;  se  X'^  è  un  numero  complesso,  il  pot^ 
ziale  V  è  pure  un  numero  complesso  ;  indichiamo  con  U  la  parte  reale  del  j 
tenziale  V  e  con  U^  la  sua  parte  immaginaria. 

In  tal  caso  la  seconda  delie  (7),  indicando  con  F,«  ed  F„,  le  trazioni  in  ( 
perficie  doTute  rispettivamente  agli  si)ostamenti  li  ed  U^ ,  diventa 

(F„)_„+i(F«.)_„-(FJ„-t(Fi;)„=(a-fi6)j(F„)_„+/(F„,U+(F„).+i(F„.)„ 
che  sviluppata  dà 

i 

^F„)_„-(F  J„-f  .•(F„.)_„-t(F„,)„=*(F„)_„+a(F„)„-&{r„.  )_,.^6(F„,),;+      • 

+»W,h)_„+«(F^)„+6(F„)_„+Ì(F„)J 
Separando  le  parti  reali  dalle  immaginarie  si  ha 

|(1  -  a)  (F„)_„  -  (1  +  a)  (F„)„  +  &|(F„.)_„  +  (F..)„  j  =  0 

(10)  < 
\l  -  a)  (F^)_„  -  (1  +  «•)  (F«.)„  -  i|(F„U    +  (F„)J  =  0. 

Moltiplichiamo  scalarmente  la  prima  per  U^  e  la  seconda   per  U,  sottini 
ghiamo  ed  integriamo  sn  o,  tenendo  presente  la  (9)  : 

(11)  t  j/Ui X (F..)-,  d«  +  /U,x  (F.,)„  da  +/U  X  (f ..)^  da  + 


+/Ux(F„),d(jj=0. 


=V*' 
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Poi  moltiplichiamo  scalarmente  la  prima  delle  (10)  per  U  e  la  seconda  per 
1^ ,  sommiamo  ed  ii^tegriamo  sa  o  : 

i 

]-«)  /"  jUx(F..)_„+U,X{F„.)_{  da-d-H»)  j"  JUX(FJ„  -HUj><(F^),j  ^0+ 

-\-bj  jUx(F„,)^+Ux(F«J.-U.X(F„)-„-U,X(FJ^  da=0 
L  tenendo  conto  della  (9)  a  cambiando  segno,  si  ha 

«  |Ìlx(FJ_„  d(J+ /U,x(F^).^do+jUx(F„)„  <!a+/*U,X(F0,5a  = 


■•^ 


12) 


=--'|u><(F  J,  do- Ju,><(Fu,)nda+ JU><(F  J-n^G +^^ 


li  secondo  membro  è  positivo,  perchè  —  /  U  X  (^u)n  àa   esprime    V  energia 

[«xenziale  riferentesi  alla  regione  interna  e  lU  X  (fu)-n  ào  quella  riferentesi  alla 

r^one  esterna,  per  la  qaale  la  normale  è  volta  in  senso  contrario. 

Quindi  il  secondo  membro  della  (12)  non  può  essere  zero  e  neppure  il 
Kefficieute  di  a  può  essere  zero  e  per  conseguenza  il  coefficiente  di  b  della  (11) 
*  diverso  da  zero,  essendo  tale  coefficiente  eguale  al  primo  membro  della  (12). 
bunqne  perchè  la  (11)  sia  soddisfatta  deve  essere 


ft  =  0 


Scindi  : 


Xo  =  a 


>ot^  k'^  è  un  ujunero  reale,  quindi  V  è  reale,  e  si  ha 


U.zzzO      ,      U=V      ,      F«,  =  0      ,      F„=:F.. 


Dalla  (12)  si  ha 


l.T) 


X' j  fv X (F,)„  cf(3+/v X (VaU da|  =~fy  x<Fo)n*3  +/v X (F,)^  do 
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da  cui 


(U)  X',  =  -f f — 

/  V  X  (F.)„  do  +  /  V  X  (FaU  d^ 

che  è  maggiore  di  1,  essendo — /Vx{F<,)„<?o  positivo  e   jy X{Va)ndo    nc) 

tivo.  Se  ano  di  questi  integrali  è  zero,  X'o  ^^^^  eguale  a    +  1.    Quindi    sì 
dimostrato  che  \\  è  reale  ed  il  suo  valore  assoluto  non  è  minore  di  1. 

Facciamo  ora  vedere  che  X'^  è  un  polo  semplice  della  risolvente  H'(PI 
Infatti,  poiché  X'^  è  un  polo  di  H'(PPo)j  dalla  seconda  delle  (5)  si  vede  d 
esso  è  un  polo  di  U(Po)«  Supponiamo  che  questo  polo  sia  di  ordine  n'^lf 
ha  allora  che 


Sostituiamo  questo  valore  nella  seconda  delle  (3),  che  può  scriversi  cos 

■ 

«>*p  U(P.)-{X-X'„)/x(P<,P)  u(P)da-X',|x(P„P)  U(P)do=9  (P„) 

I 


-x',|x(PP.)  (x=5§^  do  - ...  =  7(P.)i 


Eguagliamo  a  zero  i  coefficienti  di  (X  —  X'„)^  e  (X  —  X'„)-"+S  e  ai  ha  : 


'.[x{PoP) 


o)*p  p(P„)  -  X'Jx{PoP)  P{P)  ào  =  0 


»*P  P,(Po)-|x(PoP)  P(P)  da  -  X' Jx(PoP)  Pi(P)  <^<'  =  0 


)(  2ia^K 


cioè 


//(P^)  p(P)  <?o  =  5^!^^ 
«^p  p,(P,)  -  \'Jx(PoP)  Pi(P)  da=jx(P^)  p(P)  d<J=  ""'P^/^"^ 


Se  ora  consideriamo  p(Po)  e  p/P»)  come  densità  vettoriali  di  strati  elastici 
Mfmplici  V  e  V^  le  cui  trazioni  in  sa[)erfiGÌe  indicheremo  con  F  ed  F^,, lepre* 
cedenti  equazioni  sodo  equivalenti  a 


(lo) 


(P)-„  -  (FJ  -  X;  j (FU  +  (F)n(  =  0 

_  {F)L,  -  (P)„ 


KF.U  -  (F,)n  -  X',  HF,U  +  (F,)„( 


X', 


Moltiplic^nimo  scalarmente  la  jurima  per  v^  é  la  seconda  per   v^  aottrag- 
iiamo  ed  integriamo  su  a  ed  avremo 

(;y,  X  (F)_„  -  V  X  (F.M  rfo  - /)v,  X  (F)„  -  »  X  (1\)«|  do  + 


-  X'„ ji». 


X  (F>_„  —  »  X  (F 


,)_„(d(j-X'Ì., 


x{F).-»x(F,M<feJ: 


=  j^  ji-  »  X  (J>-,  +  »  X  (F)„(  de 


/ 


Tenendo  presente  il  teorema  del  Betti^si  vede  subito  che  il  primo  mem 
brn  va  a  zero  e  resta 


0- 


»x(FU  +  »x:(F)„(Aj  =  o 


cioè 


i- 


»  X  (F)_,  +  V  X  (F)n\  do  =  0  ; 


9  V 

alascano  degli  integrali  di  questa  formula  è  identicamente  zero.  La  densità  di 


)(-S14X 

» 

Strato  p(Po)  deve  annullarsi,  perchè  la  trazione  in  8ui)erftcie  è  zero  per  tatti  i 
valori  di  ii>l. 

Ora  poiché  p(PJ  è  zero  per  tutti  i  valori  di  »  >  1,  ne  segue  che  i  polì 
della  risolvente  sono  semplici. 

§  3.  Il  prim0  problema  fondamentale.  —  Dati  gli  spostamenti  al  contorno 
determinare  W(0). 

Per  X  =  —  1  si  ha  il  problema  interno.  Il  momento  v(P)  del  doppio  strato 
il  cui  vettore  potenziale  risolve  il  problema  è  dato  dall'equazione  integrale 


(16)  i^'p  v(Po)  +  fcpPo)  v(P)  da  =  f  (Po).  ■ 


Dico  che  X  =  —  1  non  è  auto  valore  pel  nucleo  V(PPj^.  ter  provare  ciò  basta 
fhr  vedere  che  l'equasi^ine  omogenea  non  ammette  altra  soluzione  che  zero. 
Supponiamo  che  essa 


a)«pv(P,)  +|V(PP,)V(P)(fa  =  0 


ne  ilmmette  una  V4(P)  4=  0.  Allora  il  potenziale  yfJiO)  del  doppio  strato  di  mo 
mento  v^  svanisce  al  limite  della  regione  interna  e-  perciò  identicamente  nullo 
in  ogni  parte  di  quella  regione,  perchè  zero  è  Punica  soluzione  delPequazioue 
di  equilibrio  (1),  che  svanisce  su  o.  La  trazione  in  superficie  per  lo  sposta- 
mento W^  è  zero  ed,  essendo  continua  al  iiu^ite,  è  zero  anche  per  la  regione  esterna. 
Lo  spostamento  non  può  essere  dovuto  ad  una  semplice  rotazione  o  traslazione 
perchè  uno  spostamento  di  doppio  strato  svanisce  alP  infinito.  Ne  '  segue  che 
T^(P)  =  0  e  r  equazione  omogenea  non  ammette  altra  soluzione  che  zero  e 
\  =  —  1  non  è  autovalore.  La  (16)  dà  un  momento  v(P)  unico,  finito  e  conti- 
nuo che  definisce  un  potenziale  di  doppio  strato ,  che  rappresenta  lo  sposta- 
mento in  un  punto  O  del  corpo,  assumendo  il  valore  f(P)  al  limite. 

Per  X  =  + 1  si  ha  il  problema  esterno.  Lo  spostamento  W(0)  del  corpo 
si  esprime  come  il  potenziale  di  un  doppio  strato  di  momento  V(P)  dato  dal- 
l'equazione  integrale 


(17)  tó«pv(p,)  -  |y(ppjv(P)(fa  =  A^.) 


Il  valore  di  X  ^  -j- 1  è  autovalore  pel  nucleo  V^PP^),  ammettendo  Peqaazione 
omogenea 


(18)  co»pV(P,)  = /ÌF(PP,)V(P)tf( 


Xawx       • 

solazioni  determinate  diverse  da  zero.  Per  vedere  dò  lieovdiaoio  ebe.  pel  punto 

P,  si  ha  * 

w 

2i»«pV(P.)  =  W{P,)  +  V(P,) 

ora,  supponendo  ohe  lo  spostamento  v  abbiala  sua  trazione  In  superficie  u(P) 
lero,  è  V  =  0  e  si  ha  . 

2a««pV(PJ  =  W(Po) , 

che,  a  meno  di  un  fattore,  coincide  con  la  (18).  L'unica  deformazione  che  cor* 
risi>onde  alla  trazione  in  snperftcie  zero  è  un  moto  di  corpo  rigido.  Si  ha 
quindi  per  la  (18)  e  per  la  sua  associata  una  soluzione  a  diversa  da  zero. 
Perchè  la  (17)  sia  risolubile  è  necessario  e  basta  che  sia 


7f(P^  X  «do  =  0. 


Se  queste  condizioni  sono  soddisfatte  la  (17)  ammette  una  soluzione  v(P), 
!^be  sostituita  nella  prima  delle.  (2),  dà  uno  spostamento  W(0)  per  la  regione 
esterna  il  cui  spostamento  in  superficie  è  f(Po)« 

§  4.  Il  secondo  problema  fondamentale. 

Date  le  trazioni  in  superficie  determinare  lo  spostamento  V(0)  in  un  punto 
interno  del  corpo. 

Per  X  =  4"  ^  si  ha  il  problema  interno  e  lo  spostamento  richiesto  per 
ana  data  trazione  in  superficie  ^ (P^)  si'esprìme  come  il  potenziale  di  uno  strato 
elastico  semplice  di  densità  o(P)  dato  da 


(19) 


^  lo'plKPo)— jx(PoP)tt(P)*'  =  ?(Po)-  . 


Il  valore  X  ==  + 1  è  un  autovalore  per  il  nut^leo  x(Po^)  i  poìiihè  V  equafeiotov 

omogenea 


(20)  a)»pU(P,)  -|x(PoP)U(P)* 


^  la  8Qa  associata 


(21)  «)*pa(P,)  =  jy(PPJu(P)  da 

dnimettono  solniionl  determinate  diver&ìé  da  zero. 


k 
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N 


La  (21)  si  paò  scrivere 


a>*ptt(P,)  = /u(P))w'{Po)  +  W"(P,)  +  W"'(P,)  (rfa 

la  quale  è  identieamente  sodisfatta  per  il  vettore  a  e^per  i)  vettore  ^  /\  p 
Danqae  la  (20)  e  la  sua  couingata  sono  soddisfatte  per  un  moto  di  corpo  ri- 
gido, cioè  per  una  traslazione  a  e  per  una  rotazione  a  /\  p  ;  cioè  X=  -|-  J  e 
autovaloxe  pel  nucleo  X(^o^)'  P^i'^^bè  la  (19)  sia  soddisfatta  è  necessario  cbe 
siano  verificate  le  condizioni 

[a  X  ip(P^o  --  0  fa  A  P  X  ?(Pfl)<^«  ===  0 

cioè,  essendo  a  un  vettore  arbitrario , 

cbe  esprimono  che  la  risultante  ed  il  momento  risultante  delle  forze  sono 
nulli,  cioè  si  banno  le  condizioni  di  equilibrio.  Allora  la  (19)  ci  fiirà  cono- 
scere una  soluzione  finita  e  continua  u(P)  cbe  come  densità  di  uno  strato 
elastico  semplice  definisce  il  potenziale  V(0)  che  rappresenta  lo  spostamento 
richiesto. 

Per  X  =  —  1  si  ha  il  problema  esterno  e  lo  spostamento  del  cori>o  per 
una  data  trazione  in  superficie  f(Po)  si  esprime  come  il  potenziale,  di  uno  stratiO 
semplice  di  densità  ||(P)  dato  dall'  equazione  integrale 

V 

(22)  <u»pU(P,)  +|x(P|P)«(P)*'  =  f(Po)'  ^ 

^Qra  la  corrisi)ondente  equazione  omogenea 


(23)  '       a>«pU(P,)  +jx(PoP)U{P)do  =  0 


non  ammette  altra  soluzione  che  zero;  perchè  supposto  che  ne  ammetta  una 
U^(P)  allora  lo  spostamento  di  strato  semplice  V^  con  questa  densità  ha  la  tra- 
zione in  superficie  zero  al  limite  dello  spazio  esterno.  La  funzione  V^  per  lo 
spazio  estemo  deve  rappresentare  uno  degli  spostamenti  degeneri,  e  poiché 
esso    svanisce   all'  infinito    è  identicamente  zero  in  ogni  parte  dello   spazio 


K  21^  )( 

r^tt^rno.  Ma  la  funzione  è  continua  al  limite ,  essendo  il  potenziale  di  and 
<rnit'4)  semplice,  quindi  essa  svailisce  al  limite  della  regione  interna  ed  in  ogni 
jiarte  di  quella  regióne.  Quindi  è  iij  =  0|cioè  X^  —  1  non  è  autovalore  pel 
'Muleo.  E  la  (22)  ammette  un'unica  soluzione  finita  e  continua  ii(P)  che,  so- 
lìirniUi  nella  seconda  delle  (2),  dà  la  soluzione  richiesta  per  il  problema  rela- 
Tivo  alla  regione  esterna. 

\  ò.  Il  problema  dell'  elasticità  per  date  trazioni  al  contórno. 
Supponiamo  che  in  superfìcie  siano  date  le  forze  u. 
La  forinola 

i 

•     2(0«pY(O)-=V(O)  + W(0)  , 

at»n  ci  abilita  a  conoscere  Y(0)  in  un  punto  interno  del  corpo  elastico ,  por- 
flu',  mentre  è  nota  V(0),  non  si  conosce  W(0)  a  formare  la  quale  occorre  co- 
ih»Here  gli  spostamenti  al  contorno,  méntre  noi  non  conosciamo  che  le  forze. 
>VlIa  formòli!,  ora  ricordata  immaginiamo  di  passare  al  limite,  facendo  avvici- 
5X('  il  punto  O  al  punto  P^^  del  contorno  dalla  parte  d;»lia  normale  interna. 
AvrcMuo,   poiehè  V  ò  una  funzione  continua  al  limite 

2«>'pv(  P„)  =  )W(,.  +  V(P„)  =  a,*pV(P„)  +  W(PJ  +  V(P„) 
ossia 

t  , 

l-'4)  tó*pv(P„)  -  W(P„)  =  V(P,). 

tW  è  un'  equazione  integrale  e  che  ci  farà  conoscere,  quando  è  risoluta,  lo 
spostamento  al  contorno;  e  quindi  conosceremo  W  ;  allora  la  formola,  ora  ri- 
cordata, ci  farà  conoscere  V(0)  in  un  punto  interno  qualuuque.  La  (24)  vale 
Vt*l  problema  interno.  ^  * 

Lo  stesso  può  farsi  pel  problema  esterno.  Immaginiamo  di  passare  al  li- 
cite nella  formola  (ira  indicata,  dicendo  avvicinare'  il  punto  O  al  punto  P^^ 
tialla  parte  della  normale  esterna 

-  2(«*pv(pj = {W)_„ + v(p„) = -  <o^pv(p„) + w(p„) + v{p;;) 

ossìa  •  • 


(25)  .  tó«pV(P„)  +  W(P„)  =  -  V(P„). 


VOL.  LVII.  28 


)(  218  )( 


Invece  di  (24)  e  (2S)  gi  paò  considerare 


«'pv(PJ  -  àW(P^  =/(P   , 


essendo 


AP^  =  ±y(P^    e    X  =  +  l 


• 

per  il  problema  estemo  e  interno  rispettivamente. 


Napoli,  gennaio  1919. 
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SULLA  POt ENZA  DI  ALCUNI  INSIEMI 


VOTA 


DI 


LEONIDA  TONELLI  (a  Parma) 


Sia 


I)  «i    >    «^8    >    «3  >  •  •  .  >  «« 


>  •  •  •  •  \ 


m  successione  di  ponti  ovunque  densi  sull'intervallo  (a  ,  b\  al  quale  appar- 
tengono. Siano  poi  5„^„^  (m  =  1,  2, . . .)  degli  intervalli  ciascuno  dei  quali  ap- 
partenga interamente  o  solo  in  parte  ad  (a ,  b)  ed  abbia  ^per  punto  medio  a^; 
^  Tindice  n  assuma  tutti  i  valori  interi  positivi.  Si  indichi  con  E^  l' insieme 
^ei  punti  contenuti  in  almeno  uno  degli  intervalli  §„,»»  (n  =  1 ,  2  ,  • . .)  e  sia  B 
r  insieme  dei  punti  comuni  a  tutti  gli  E,„  (m  =  1,  2  , . . .). 
A)  X'  inéieme  ^  ha  la  potenza  del  céHtin%u>, 

Alla  dimostrazione  di  questa  proposizione  E.  Borei  dedica  il  Cap.  IV 
delie  sue  «  Iie$ons  sur  les  fonctions  monogènes  nniformes  d'une  variable  com- 
pWxe».  {%  Egli  dimostra  la  proposizione  supponendo  dapprima  che  la  succes- 
sone (I)  sia  quella  di  tutti  i  punti  di  ascissa  razionale  contenuti  in  un  inter- 
vallo (a'y  y)  e  stabilendo  poi  una  speciale  corrispondenza  biunivoca  e  ordinata 
fra  i  punti  di  (a\  b')  e  quelli  di  (a,  b)j  in.  modo  che  ai  punti  di  ascissa  razio- 
nale di  {a'j  b')  corrispondano  quelli  della  successione  (Ij. 

La  dimostrazione  del  Borei  riesce  alquanto  laboriosa  ed  io  ritengo  non 
dfl  tutto  inutile  l'esporne  un'altra,  che  mi  sembra  più  semplice  e  che  si  ap- 
plica direttamente  alla  successione  (I)  senza  passare  a  traverso  la  successione 
<lei  punti  di  ascissa  razionale.  Il  mio  ragionamento  può,  inoltre,  riuscire  utile 
ÌQ  molte  altre  questioni  e  presenta  perta>nto  anche  un  interesse  proprio. 

Darò  poi  due  generalizzazioni  della  proposizione  sopra  enunciata. 


(t)  Paris,  Ganthier-Villars.  Il  Borei  dimostra  la  proposizione  anche  per  gV  insiemi  (I) 
^^m  in  nn'  «rea  piana.  Io  qui  mi  limito  agli  insiemi  lineari  perchè  quanto  sono  per  esporre 
'>  ripete  senz'  altro  per  gì'  insiemi  In  ispasi  a  piti  dimensioni, 
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B)  8ej  per  ogni  w  =  1 ,  2  , . . . .  , 


è  una  ancceasìone  di  intervalli  a  punti  ovunqtie  densi  sulV  intervallo  (a ,  h)  ('),  d 
quale  cia^euno  di  essi  appartiene  interamente  o  solo  in  parte,  e  se  B„,  indica  Vii\ 
sterne  dei  punti  appartenenti  ad  almeno  un  elemento  di  [II),  V insieme  E  dei  puni 
comuni  a  tutti  gli  Pj„4  (w  =  1 ,  2  , . .,.)  ha  la  potenza  del  gontinuo,  \ 

0)  Data  una  successione 

4  ' 

(III)  a^  ,  «g  ,  «3  ,...,«„,.. . 

di  punti  dBun  segmento  (a,ò),  tale  che  da  essa  se  ne  possa  estrarre. un^iltm 

I 

! 

(HI')  a\  ,  a\  ,  a'3,...,aV,...  ^^ 

costituita  da  punti  tutti  fra  loro  distinti,  ciascuno  dei  quali  sia  punto  limite  d 
questa  stessa  successione;  data,  inoltre ,  una  doppia  infinità  '  di  intervalli  8„„ 
ognuno  dei  quali  appartenga  interamente  o  solo  in  parte  ad  (a  ,  h)  ed  abbia  prj 
punto  medio  il  punto  «„  che  ha  lo  stesso  indice  n  ;  se  E^  indica  V  insieme  (k\ 
punti  che  appartengono  ad  almeno  tino  degli  intervalli  S,„„  (w  =  1 ,  2  ,  . .  .)  ed  \] 
^quello  dei  punti  comuni  a  tutti  gli  E„i,  Vinsieme  E  ha  la  potenza  del  continuo. 

È  bene  rilevare  che  la  successione  (UT)  esiste  sempre  se  la  (III)  è  comi 
posta  di  punti  ovunque  densi  su  un'insieme  perfetto  j  in  tal  caso,  infatti,  sj 
può  prendere  per  (III')  la  (HI)  stessa. 

1.  Occorre  premettere  alcune  considerazioni. 

Senza  nuocere  alla  generalità  del  risultato  al  quale  si  vuol  pervenire,  sj 
può  supporre  che  gli  elementi  della  successiorie  (I)  siano  fra  loro  tutti  ^istinti 
Ed  invero ,  ove  così  non  fosse,  si  sostituirebbe  alla  (I)  un'  altm  successioni 
ottenuta  sopprimendo  tutti  gli  a^  uguali  a  qualche  elemento,  della  stessa  sue! 
cessione,  di  indice  minore.  E  siccome^!  punti  di  (I)  sono  densi  in  tutto  1'  in| 
tervallo  (a ,  6),  anche  quelli  della  nuova  succe"S8Ìone  in  tal  modo  determinata 
godrebbero  della  stessa  proprietà.  Si  supponga  dunque  senz'  altro  che ,  se  ì 
r  4=  «  >  sia  anche  a^  4=  a,. 

Ciò  x>osto,  si  consideri  una  funzione  s(h),  definita  [>er  ogni  numero  intere 
positivo  n,  tendente  a  zero  per  n  =  oo  ,  e  tale  che,  per  ogni  n  >  I ,   sia 

,     (1)  c(nX-|a„  — a,|         ,         r  =  1 ,  2  , . .  . ,  n  —  1. 


(*)  Intendo  con  ciò  che  in  ogni  segmento  parziale  di  (o  ,6)   cadano  sèmpre  punti  a|»i»»r 
tenenti  ad  almeno  un  S  di  (II). 
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e  che  t(l)   risniti  non  maggiore  del  minimo  modalo  dei  numeri 


dove  e  indica  il  punto  medio  di  (a,  fr)  e  a^'  e  a^»  sono  gli  elementi  di  (I),  di 
iudice   più   piccolo ,  contenuti,    rispettivamente,  in    (a,  e)  e  (e,  b)  e  distinti  da 

Si  divida  (a,- 2»)  in  dqe  parti  uguali  e  si  scelga. ad  arbitrio  una  di  esse.  Si 
prenda  in  (I)  il  termine  di  indice  più  basso  contenuto  nella  parte  scelta  e  distinto 
ila  a  ,  ò  ,  e  :  sia  ^k,»,.  .Si  considerino  i  due  segmenti  di  (a,  b)  che  hanno  un  estre- 
mo comune  in  a»,  e  ampiezza  =  6(1).  Si  scelga  uno  di  essi  ad  arbitrio  e  in 
quello  scelto  sì  prenda  il  termine  di  (I)  di  indice  più  basso,  maggiore  però  di 
«^.  Sia  a„,  .È 

^1  <  ^2  >  I  «n,  —  ««,  |<  6(1) 

1  ^       1  ' 

6(^)  <  J  I  «n.  —  ««,  |<  J  6(1). 

V 

iài  considerino  i  due  segmenti  di  (a,  b)  che  hanno  un  estremo  comune  in 
rt^,  e  ampiezza  =  s{nj).  Si  scelga  uno  di  essi  ad  arbitrio  e  in  quello  scelto  si 
prenda  il  termine  di  (1)  di  indice  più  basso,  maggiore  però  di  w^.  Sia  a„, .  È 

»g  <  «3        ,         K,  -^  a«J  <  s(/g 

« 

E  cosi  via.  Determinato  cr,,  ,  si  considerino  i  due  segmenti  di  (a,  b)  che  hanno 
un  estremò  comune  in  a^  e  ampiezza  =:  s{n,).  Si  scelga  uno  di  essi  ad  ar- 
bitrio e  in  quello  scelto  si  prenda  il  termine  di  (I)  -di  indice  più  basso,  mag- 
giore  però  di  n^  Sia  0,,^+,.  È 

K,  <  n^j         ,         !«„ .  —  a„  .^J  <  e(»r) 

« 

B  così  si  prosegua  indefinitamente.  Si  viene  in  tal  modo  a  costruire  una  suc- 
cessione 


<li  numeri  estratti  da  (I),  tale  che 


%<%<^h< <n,<^ 
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e,  per  ogni  «]>>0, 


(2) 


I 


<3«K). 


iutendenitOy  qui  e  nel  seguito,  di  porre    0(71^ ) ;=  $(1);  è,  inoltre,  per  ogni  «^0, 

/ 


e,  per  (1)  e  (2), 


(3) 


.|««,  —  «l.,+,|  >  46(»f^,) 


3  8('»H-,) 


8 

3  *(«H-,). 


Si  ha  pnre  per  ógni  »>0: 


1")  se  è  rt„,^^<«.,^', 


\ 


ed  essendo,  per  (1), 


e,  per  (2), 


è 


ànr—^nru    >^<''r^i) 


iVu-VMr<3'('*^'+i)' 


(4) 


8 


«n,  —  ^«,4.  >  3  «(«^+i)  ; 


2^*)  8«  è  «„  ^^  >  a„   , 


r+i 


a-      —  (i„    z=z  (a,.      —  tt»  ì  "f"  f <*«       —  <^n    ^ 

"rfi  Wr  V    **r4i  "ry     '     V    Wr+4  ''r+l/ 


X  22à  ){ 


«1  essendo,  per  (1), 


V+,  —  «"-  >  *«(»H-i) 


t  \WT  (2), 


i3) 


1%^  -  «»,+J  >  3  «(»H-i) . 


8 


««,+.  — ««r>S«(*H-t) 


Dalla  (2),  siccome  6(n)  tende  a  0  per   n=:cx),    risalto  che   la   6acce«iH0 
&e(r)  tende  ad  un  limite  finito  a,  soddisfacente  alla 


(T) 


>iila  (3)  risulta  poi 


a  —  a 


n. 


o  «W. 


e) 


8 


l«  -  ««.1  ^  ò  s(»H-i)  » 


t  qnindi  è 


(t,=^a, 


Si  ha,  inoltre,  da  (4)  e  (5),  se  è  a^^^  <  a„^ , 


(8) 


-^8    /         V 


'  **  ^  *%-+*>  **r  » 


(9) 


^8     /  N 


(r  =  l,2,...). 


3.  Ad  ogni  Stadio  del  processo  di  costruitone  della  (t')  si  è  detto  di  ace- 
tìiere  ad  arbitrio  l>elemento  da  definirsi,  a„^^ ,  aell'  uno  o  tìell'  altro  dei  due 
•««menti  aventi  l'estremo  a_    cornane  e  aBipieeza=e(n,).  Dovendo  questa  scelta 
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arbitraria  ripetersi  infinite  volte,  è  necessario,  perchè  la  (I')  riesca  effettivanieiite 
definita,  fissare  una  lègge  secondo  la  quale  risulti  stabilito  l'intervallo  in  cui  sì 
deve  prendere  a^  .  Ne  viene  dunque  che  ad  ognuna  di  queste  leggi  corri- 
sponde una  successione  (!')  e  quindi  un  numero  dj  e  inversamente  ad  ogni  a, 
ossia  ad  ogni  successione  (I'),  corrisponde  una  legge  della  natura  detta. 

3.  Dimostriamo,  prima  di  procedere  oltre,  che  se  due  a,  a'<;a",  sono  de 
finiti  da  due  successioni 

^n',     j    ^n^t    «    ^rt'a    j  •  •  •  >  ^*,.  ?  •  •  •  •  ^ 


diverse,  è  'necessariamente 


a'  4:  a". 


Avendo  supposte  distinlie  le  successioni    degli  a„f    e  degli  a„f/    ,    gli  elementi 

corrispondenti  di  tali  successioni    non  possono  sempre    essere  uguali  fra  loro. 

Sia    dunque    r  +  1    il    piìi    piccolo    numero    per    il    quale    vale    la  disugua- 
glianza 

r'ri      "  ,'41 

Se  è  r  ~f- 1  =  1  ,  e  cioè  n\,  =j=  n'\  ,  per  essere,  in  forza  della  (6), 

4 

|a'  — «'«'.|<^6(I), 

e  per  la  condizione  a  cui   è  stato  sottoposto  €(1)  =  B(n^),  è 


a'  <  e  <  a" 
oppure 

a"  <  e  <  a' 

e  quindi  a'  4=  a".  Passiamo  all'  altro    caso  ,  r  +  1  >  1.  È  qui  nV  =  w",.  e,  per 
le  (8)  e  (9), 

««'r  —  a'  >  0         ,         a"  —  «n'V  >  ^ 


o 


X  ^26  )( 
oppure 

a'  —  «1,^   >  0         ,         an"^  —  a"  >  0 


•    ) 


È  quindi  a'<a"  oppure  a'>a"  e,  in  ogni  caso,  a'  4=  a",  come  si  voleva 

iliniostrare.  \ 

4.  Ai  due  intervalli  di  cui  si  è  detto  al  n.  2 ,    aventi  V  estremo   comune 
a,  e  ampiezza  =  s(n^) ,  si  facciano    corrispondere  i  numeri  0  e  1;  0  a  quello 

più  a  sinistra,  1  all'altro.  Allora ,  indicando  con  ft,.^^    quello  dei    due    numeri 
uè  1  che  corrisponde  all'intervallo  in  cui  si  trova  a^    |,    si  ba  cbe  ad  ogni   * 
1  corrisponde  un  numero  p  definito  da 

■10)  P  =  ^  +  |4-.-- +|^+..M 

(he  è.  un  numero  dell'intervallo  (0 , 1).  Viceversa,  ad  ogni  p  definito  come  so- 
'^ra  (b^  z=z  0  oppure  =z  1)  corrisponde  un  a. 

Considerando  distinti  due  numeri  p  se  risultano  definrti  da  due  succes- 
m'i  h'^(r  =  ly2y...)e  6"^  (r  =  1 ,  2  , . . .)  diverse  (%  si  ha  che  a  due  a  di- 
sunii, %'  e  a" ,  corrispondono  sempre  due  p  distinti ,  p'  e  p".  Inversamente, 
|Kr  quanto  si  è  dimostrato  al  n.  precedente,  a  due  p  distinti,  p'  e  p",  corri- 
?I)ondono  sempre  due  a  distinti,  a'  e  a".  La  corrispondenza  fra  gli  a  e  i  p  è 
«lunque  biunivoca  e  pertanto,  essendo  l'insieme  dei  p  quello  di  tutti  i  numeri 
reali  compresi  fra  0  e  1  ed  avendo  esso  la  potenza  del  continuo,  anche  l'in- 
>ieme  degli  a  ha  tale  potenza. 

6.  Premesso  ciò,  si  può  ottenere  facilmente  la  dimostrazione  della  propor- 
zione A)  enunciata  nell' introduzione,  e  cioè  che  l'insieme  E,  ivi  definito^  ha  la 
potenza  del  continuo. 

Si  indichi  con  8^,^  tanto  l'intervallo  quanto  la  sua  ampiezza  e  si  consi- 
«lerìno  le  infinite  sucgessit)ni  delle  ampiezze 

■  I  ®li»>»    ?    ^2»»>»    y       31»*  J  •  •  •   7  ^n,m  )  •  •  •  >  V^  -— -  1  )  ^  j  •  •  •)• 

Si  definisca  poi  la  funzione  ^(n)  nel .  segirente  modo  A  si   ponga  e(l  )  ^uguale  ad 
^u  quarto  del  minimo  dei  numeri  '\a  —  a,^^  j  ,  |c  —  an]  ,  | ^  —  a^it \  ^  \o- —  a«// 1  , 


0  Si   sa   d'altronde  che  esisto  solo  nn  infinità  unnietabile   di  nnmeri  p  ai    quali' corri- 
«ponctono  piìi  caccessioni  hr(r  =^,1  ,  2  .  .  ,)J  sono  i  nameri    razionali  <U  (0  ,  1)  aventi  per   de- 
nominatore una  potenza  di  2;  e  ciascuno  di  essi  ammette  due  sviluppi   della  forma  (IO).  Axl 

ti^mpio  ~  ammette  gli  sviluppi    -g+p   ®   '2"^'"22"^23"'"2*"^''''  Questa  infinità    nu- 

•^ifrabile  non  porta  alcun  iDcdnvenìente  in  quello  che  stiamo  per  esporre  ;    noi    perciò  consi-* 
^«reremo,  per  semplicità  come  distinti,  due  ^  corrispondenti  a  diverse  successioni  dei  h, 
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S^,^,  e  si  prenda,  per  ogni  tii^2,  £(n)  aguale  al  minore  dei  numeri 

-  I^n  —  «,|  («  =  1 ,  2  , . . .  n  —  1)  , 

I 

4  8t..  («  =  1,2, n), 


/ 


Questa  funzione  s{n)  soddisfa  alle  condizioni  poste  per  essa  al  n.  1,  e  percìò| 
si  considera  uno  qualunque  degli  a  definiti,  allo  stesso  n.  1,  mediante  la  si 
cessione 

i 
estratta  da  (I),  si  ha,  per  la  (6), 

\^  —  ^nJ^-^^M<^Kr,B  (#=1,2,   ...1^ 

! 

dalla  quale  si  deduce  che  a  appartiene  a  tutti  gli  intervalli  3^  («=:1 ,  2  ,  . . .  n. 
intervalli  che,  per  definizione,  hanno  tatti  a„  come  punto  di  mezzo.  Kisulf 
dunque  che  a  appartiene  a  tutti  gli  insiemi  E^  (ut  =  1,  2, ... ,  n^).  Siccooi 
poi  r  può  assumere  tutti  i  valori  interi  da  1  alP  infinito,  per  i  quali  n^  crcHC 
pure  indefinitamente,  si  ha  che  a  appartiene  a  tutti  gli  insiemi  En(m  =1,2,.. 
e  necessariamente  anche  all'insieme  E. 

Come  già  abbiamo    dimostrato  al  n.  4,  l'insieme  dei    numeri  a  ha  la  pc 
ienza  del  continuo;  tale  dunque,  è  anche  quella  dell'insieme  E. 

6.  Si  passi  ora  alla  dimostraziome  dell'  enunciato  B)   dell'introduzione.  8 
consideri,  a  tal  uopo^  una  qualsiasi  successione 

(11)  a^  j  Oj  ,  a^ ,  • .  •  • ,  a„  ,  • .  • . 

di  punti  di  (a ,  fc>,  densi  ovunque  su  questo  intervallo,  e  si  indichino  con 

(12)  ^i»w    J    ^21»»    >    ^8>»»»  )  '  •  •  >  *w»m  >  •  •  •  ? 

quelli  di  tali  punti  ("scritti  nell'ordine  stesso  in  cui  si  presentano  in  (11)  )  che 
sono  intemi  (quindi  distìnti  dagli  estremi  dell'intervallo)  ad  almeno  un  S  della 
successione  (II)  relativa  all'  indice  wi.  Per  ogni  flr„,„, ,  fra  gli  intervalli 

ne  esiste  dunque  almeno  uno  che  contiene  il  punto  stesso  come  interno.  Si  scelga^ 
fra  gli  intervalli  che  godono  di  questa  proprietà,  quello  che  ha  il  primo  indice 
più  piccolo,  e  di  esso  si  indichi  con  fi',.,,»  la  parte  massima  che  ha  come  punto 
di  mezzo  a„^^»  Si  avrà  così<  in  corrispondenza  di  (12),  la  successione 

e  ciascun  y^,„»  risulterà   avere  come  punto  di  mezzo  .  il  punto   corrispondente 
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,^  e  apparterrà  interamente  ad  uno  degli  intervalli  S^^^  (n  =  1 ,  2  , .  • .):  tutti 
gaoi  punti  faranno  dunque  parte  di  E„,. 

!    Osserviamo,  prima  dì  procedere,  che,  per  ciascun  valore  di  i» ,  i  punti  di 
^1  sono  densi  su  tutto  l'intervallo  (a ,  6),  come  risulta  dall'  ipotesi  fatta  che 
p  iatervalli  di  (II)  BJa:io  a  punti  ovunque .  densi  su  (a ,  6). 
Dopo  ciò,  si  definisca  la  funzione  $(n)  nel  seguente  modo: 
1.'  sia  €(1)  uguale  al  quarto  dei  minimo  di  numeri  |a  —  a„f,J  ,  \c  —  a„#,J  , 
^-V,ii  j  1^ — <*n",il  j  S'i,i  y  ^^^®  ^nSi  y  »n",i  souo  gli  elementi  di     - 

indice  più  x>iccolo,  contenuti  rispettivamente  m^{a,o)  e  (o,ò)  e  distinti  dà 
li. e  (e,  punto  di  mezzo  di  (a,&)); 
I       2.°  sia,  per  ogni  n  intero  ]>  1 ,  6(ct)  uguale  al  minore  di  numeri 

'  j8«..  •       (<  =  1,2,..«) 

'*'^  r,  8,  8^  sono  interi  che  possono  assumere  tutti  i  valori  da  1  fino  ad  n, 
.st^odendo  però  di  non  considerare  quelli  per  i  quali  «„,«  e  a^^  risultassero  tra 
l»Tn  uguali.  .  .      '  ^ 

Si  costruisca  per  questa  funzione  s(n)  la  successione 

'^^)  ^n^l    J   ^11^,2    ?   ^.3   ?  •  •  •  >  ^w,.,r  ?  •  •  •  • 

»a  procedimento  analogo  a  quello  seguito  al  n.  1  x)er  costruire  la  (!');  si  de- 
unisca  cioè  a^^  >r4-i  ^^^^  modo  seguente.  Determinato  a^^^  ,  si  considerino  i 
fet  segmenti    di    (a  ,  b)  cli^e    hanno    un   estremo    comune    ih  a^  ^    e  ampiez- 

Ka=:E(n^);  si  scelga  uno  di  essi  secondo  una  legge  prefissata,  e  in  quello.scelto 
fl  prenda  il  termine  a„^    ,.^l  di 


^iiH-l    »    ^J.H-i    «    ^3i»*+i  >  •  •  •  >  ^«ir+i  > 


•  •  •  • 


^i  indice  n^^  più  basso,  maggiore  però  di  n^,  e  tale  che  sia  distinto  da  tutti 
plì  elementi  a^^g  («  =  1 ,  2  , .  . .  r) 

Per  i  numeri  della  Successione  (14)  valgono  senz'altro  disuguaglianze 
mloghe  alle  (2),  (3)^  (4),  (6),  e  quindi  la  (14)  *tende  ad  un  numero  a  di  (a ,  b) 
!^r  il  quale  valgono  disuguaglianze  analoghe  alle  (6) ,  (7) ,  (8) ,  (9),  Lo  stesso 
T^^ioDamento  usato  al  n.  4  prova  che  l'insieme  degli  a,  qui  definiti,  ha  la  pò- 
<<nza  del  continuo.  Siccome  poi  il  numero  a  definito  dalla  (14)  soddisfa  alla 
■disuguaglianza  (analoga  alla  (6)) 

4  1 


/ 
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ed  essendo  necessariamente  r^n,.,  a  appartiene  ,air  interrano  5'^.,. ,  che  h 
come  punto  di  mezzo  a^^  ,.  ,  e  quindi  a  E,,  ed  infine  anche  a  E,  i)erchè  r  pii 
assumere  tutti  i  valori  interi  da  1  all'infinito  (*). 

Dunque  l'insieme  E,  contenendo  l'insieme  degli  a,  che  lia  la  potenza  d{ 
contìnuo,  ha  esso  pure  tale  potenza. 

7^  Della  i)roposizione  ora  stabilita  si  può  dare  un'altra  dimostrazione  iielj 
quale,  senza  ripetere  i  ragionamenti  dei  nn.  1,  2, ...  5,  si  utilizza  direttaineriti 
il  risultato  a  cui  essi  hanno  condotto.  '  \^ 

Si  convenga  di  chiamare  parte  centrale  di  un  segmento  quella  ohe  ha  c^ 
mune  con  esso  il  punto    medio  e  che  lia  per  ampit^zza    la    terza    parte    <]e]| 

i 

lunghezza  del  segmento  stesso.  Si  consideri  allora  la  parte  centrale  di  (a  A 
e  si  scelga  nella  successione  (II),  relativa  all'  indice  m  =  1, 

•      (15)  ^iri     1     Ki     y     Ki     )    •    •    •    ?    8„,4    ,   .    .  .    , 

\ 

Pintervallo  di  indice  n  piìi  piccolo  che  ha  con  essa  almeno  un  tratto  coniutii 

Sia  6^,4  tale  intervallo  e  i^i  indichi  con  8'^,^  la  sua  massima  parte  commi 

con  la  parte  centrale  di  (a,ò).  Si  operi  su  6'^^,  come    si  è  operato  su   (a,b 

considerando  però,  invece  di  (15),  la  successione 

■ 

e  si  indichi  con  8\^^  V  intervallo  così  definito.  E  così  si  prosegua  iudefìuita 
mente.  Si  verrà  in  tal  modo  a  costruire  una  successione  di  intervajlli 

I 
I 

ciascuno  contenuto  nella  parte  centrale  del  precedente,  tali  che  8'^,,,,  appar 
tenga  interamente  ad  un  8„,,„  (n  zz:  1 ,  2  , . .  .)  e  che  le  loro  lunghezze 

I 

tendano  a  zero  per  w.=:cx5.  Esisterà  pertanto,  nn  punto  a^ ,  ed  uno  solo,  co 

mune  a  tutti  questi  intervalli;  ed  esso  apparterrà  alla  parte    centrale  di  cifl 

1  2 

scun  S'^,„^  e  dìsterà    da  a  e  ò  di  almeno  -(b  —  a)  e  di  non  più  di  -(b  —  a). 

ó  à 

Sugli  intervalli  (a  ,  a^) ,  (a^ ,  6).,  separatamente,  si  operi  come  già  si  è  opc 
rato  su  (a ,  b).  Si  costruiranno  così  due  successioni  di  intervalli 

•\ 

tali  che,  per  es. ,  ogni  8'  „,  sia  contenuto  nella  parte  centrale  del  suo    in-^^'^ 


(*)  Per  r  =  1  si  ha 


a  — ««,il^  V  e(l)^  V  ^'m- 
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dente,  appartenga    interamente    ad    §„,„  (n  =  1  ^  2  , . . .)  e  abbia   un'  ampiezza 

"^^(^1  —  ^)'^'^(^  —  *))  fc^ndente  a  zero  per  m  =  oo,    E  le    due  sacces- 

sioiii  scritte  defluiranno  due  numeri  a^  ^  a, ,  li  primo  contenuto  nella  parte 
eentrale  di  ciascun  S\^„^  (wi  =  1 ,  2  , . . .)  t  il  secondo  in  quella  di  ciascun  S'g,^ 
;w  =  1  ,  2  , . . .).  Il  punto  à,  dìsterà  da  a  e  a^ ,  e  quello  a^  da  a^  e  &,  di  al- 
meno -  (a  —  a.)  e  -  (ft  -r-  a.) ,  rispettivamente,  e  quindi  di  almeno  — s-  (6.  —  a)  e 
o  3  '  '^  3 


/2V 
ili  non  i>iù  di  I  o  )  (^  —  ^)* 


Operando  sugli  intervalli  (a ,  ag)  ,v(a, ,  a^) ,  (a^ ,  «3)  ,  (a^ ,  6) ,  corno  si  è  ope- 
rato sui  precedenti  e  proseguendo  indefinitamente  tale  operazione,  si  .giungerà 
a  costruire  una  successione  di  punti 

m 

(17)  a^  ,  Aj^  ,  a^  ,••..,  a^i ,«.. . 

e  una  doppia  infinità  di  intervalli  S'„,„j  (w  =  1 ,  2  , . . . .)  con  le   seguenti  pro- 
prietà :  ' 

/ 
!.•  i  punti  a„  sono  densi  m  tutto  Tintervallo  (a ,  è); 

2."*  ogni  intervallo  8'„,,^  è  contenuto  io  uno  degli  intervalli  S;.,„i  {r  =z  1,2,,..) 
ed  i  suoi  punti  fanno  parte,  perciò,  delP  insieme  E„i  ; 

'3,**  ciascun  S'„,,^  appartiene  alla  parte  centrale  di  8'„,,„_^  ; 
4.*'  ogni  a,j  appartiuMie  alla  parte  centrale   di    ciascun    intervallo    8'„,«  , 

irti  =  1,2, ).        . 

Se  dunque  indichiamo  con  S"^,„»  la  parte  massima  che  ha  per  punto  di  mezzo 
il  punto  a„  ,  i  punti  di  S"„^^  (?t  =  1 ,  2  ,  . . .)  apparterranno  tutti  a  B^  ,  e  la 
snccessione  (17)  e  gli' intervalli  8"„,,„  si  troveranno  nelle  condizipi\i  dell'enun- 
ciato A)  dell'introduzione.  Potremo  i>ertanto  concludere  che,  se  E'^  indica  l'in- 
sieme dei  piintr  appartenenti  ad  almeno  uno  degli  intervalli  8"„,„j  (n=:l ,  2  , . . .)? 
!■  insieme  E'  dei  i)unti  comuni  a  tutti  gli  E',^  ha  la  potenza  del  continuo  e 
elle  tale  potenza  è  anche  quella  dall'  insieme  E  comune  a  tutti  gli  E^ ,  i  quali 
contengono  i  rispettivi  E',„. 

8.  Si  venga  infine ,  alla  dimostrazione  dell'  enunciato  C)  dell''  intro- 
duzione. 

Sia  (a' ,  V)  il  minimo  intervallo  che  contiene  i  punti  della  successione 
(UT):  gli  estremila'  ,  5'  saranno  necessariamente  dei  punti  limiti  della  suc- 
cessione medesima. 

•  Si  consideri  una  funzione  e(?i)  definita,  per  ogni  intero  positivo  n,  nel  se- 
guente modo  : 

1.*  sia  t(l)  uguale  al  minore  dei  numeri  -  |a'  —  «'n'|  »  q  |^'  —  ^'^n"\  ?  ;:  8^,^ , 

8  8  8 

.  '  •    • 

dove  a'n,  é  aV'   indicano  i  punti  di  (IH')  di  più  piccolo  indice,   soddisfacente 
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rispettivamente  alle  disuguaglianze 


à 

\b'-a\..\<:i\b'-a'\; 
2.*  per  ogni  intero  n>l,  sìa  €(n)  ugnale  al  minore  dei  numeri 
V    .  —  \a'„  —  o'.l ,         ,  («  =  1  ,  2  . . .  n  —  1) 

-T^»..  •  («  =  1,2...») 

/  O 

Ciò  posto,  8i  divida  il  segmento  (a' ,  ò')  in  tre  parti  eguali  e  sì  scelga, 
secondo  una  legge  prefissata ,  quella  più  a  sinistra  o  quella  più  a  destra  e 
si  determini  il  punto  di  (IflO  di  indice  più  piccolo  contenuto  in  essa.  Sia  il 
punto  a'n, .  ^ 

Questo  a'm  sarà  punto  limite  di  punti  di  (Iir)  disposti  sulla  sua  destra, 
oppure  di  punti  di  (III')  disposti  sulla  sua  sinistra,  oppure  anche  sarà  punto 

« 

limite  di  punti  di  (III')  disposti  sulìa  sua  destra  e  -contempoL-aneamente  di 
punti  disiK>sti  sulla  sua  sinif^trn.  Nel  primo  e  nel  terzo  di  questi  casi  si  con- 
sideri V  intervallo  che  ha  come  primo  estremo  a\  e  ampiezza  uguale  a  6(1);  e 
nel  secondo,  quello  che  ha  a'm  P<)r  secondo  estremo  e  ampiezza  pure  uguale  a  6(1). 

Se  l'intervallo  così  determinato  ha  come  primo  estremo  a'„^ ,  si  consideri 
in  esso  il  limite  superiore  dei  punti  di  (III')  interni  all'intervallo  stesso  e  lo 
si  indichi  con  rt",»,  ;  se  Fintervallo  determinato  ha  invece  a'„,  come  secondo 
estremo,  si  consideri  il  limite  inferiore  dei  punti  di  (lll\  interni  ad  esso  e  lo 
si  indichi  ancóra  con  a"„, .  Sul  nuovo  intervallo  (a'n,  ?«."»,  )  o  (a",,  ,a'„,  ),  si 
oi)eri  come  già  si  è  detto  su  (a' ,  b')j  sostituendo  a  6(1)  (che  si  indicherà  anche 
con  6(nj))  6(»g)  e  indicando  con  a'»,  il  nuovo  elemento  di, (IH')  in  tal  modo  de- 
terminato, elemento  al  quale  si  imporrà  di  av^re  l'indice  n^  maggiore  di  n^. 

E  così  si  prosegua  indefinitamente.  Si  giungerà  in  questo  modo  a  costruire' 
una  successione 

(18)  a'     ,   a'      •  a'      ....  9  a'     ...  . 

•  '  ^l  ^f  H  ^r 

di  punti  estratti  dalla  (III'),  e  quindi  appartenenti  alla  (IH),  soddisfacenti  alle 
disuguaglianze  :  '  * 

^1  <C  »*2  <  ^3  <I  •  •  •  •  <  »^r  <C  •  •  •  • 
la'    —  a'      r^t(n^), 


s(w,4i) 


8n^i 


<  y  «(h.). 


. 
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Sftrà,  inoltre,  per  ogni  «>0  (analogamente  alle  (2)  e  (3)), 


(19) 


a'     —  a 


'r-f.* 


<  Y  «(»r)  , 


(20) 


«'«.  —  «'« 


>4« 
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Si  avrà  pure  che,  delPinterva,llo  che  ha  per  estremi  a'     ,  a"   ,  farà  parte 


il  punto  a'        e  varrà  una  delle  due  disuguaglianze 

*    » 


(21). 


►r4i 


1^ 

3" 
3" 


Sarà  poi  anche  soddisfatta  la  disuguaglianza 


(22) 


a/^.     —  «/' 


>  8  e^n^i). 


Dalla  (19)  risulta,  essendo  8(n)  tendente  a  0  per  n::=:0  (è  infatti  6(nX— (6' — a')\ 

(be  la  successione  (18)  tende  ad  un  limite  finito. oc,  il  quale   soddisfa  neceasa- 
riamente  alla 


(23) 


a 


a' 


n, 


8 


\ 


Il  nniàero  a  soddisfa  anche  alla  dlBuguaglianza 


a' 


Y  *('H»)  ' 


conseguenza  necessaria  della  (29)  ;  e  questo  mostra  che  è 


«  =N  «>,. 


(r=:l,  2,...) 


9.  Diviso  ^intervallo  (a'     ,  a"   )  (si  supponga,  per   fissare    le   id^e,  che 

sia  a"     >  a'   )  in  tre  parti  uguali,  si  è  detto  di 'scegliere,  secondo  una  legge 

prefissata, .  la  parte  piti  a  sinistra  o  quella  più  a  destra,  e  di  determinare  poi 
l'elemento  a'        di  (III')  di  indice  piti  piccolo,  ma  maggiore  di  f»^ ,  contenuto 

nella  parte  scelta.  Si  convenga  di  far  corrispondere  alla  parte  più  a  sinistra 
il  nnmero  Dea  quella  più  a  destra  il  numero  1.  Allora,  indicando  con  fr^i 
quello  dei  numeri  0  e  1  che  corrisponde  alla  parte  in  cui  è  stato  scelto  a! 

8i  ha  che,  ad  ogni. a,  corrisponda  un  numero  p,  definito  da' 


»r+l 


(24) 


Q  -  *i  4.  ii  _L  A  4-        4-^^ 


■  «  i 
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il  qnale  appartiene  all'intervallo  (0 , 1).  Paritnenti,  ad  ogni  ^  definito  dallo  svi- 
lupiìo  precedente  (con  h^  uguale  a  0  o  a  1),  corrisponde  un  a.  Considerando 
anche  qui  (come  al  n.  4)  come  distinti  due  numeri  ^  a  cui  corrispondono  dne 
sviluppi  (24)  diversi,  si  ha  che  a  due  a  distinti  corrispondono  due  ^  distinti. 
Inversamente,  a  due  p  diversi  corrispondono  duo  a  pure  diversi.  Per  ac- 
certarsi della  verità  di  questa  affermazione,  si  supponga  di  aVere  due  p  de- 
finiti  da 

e  di  indicare  i  corrispondenti  a  con  a  e  a',  essendo  poi 

(v  •CI'  ••••'•     Cv  ■••• 


Z' 


la  successione  (18)  che  definisce  a  e 

« 

quella  che  definisce  a\  Essendo,  per  ipotesi,  p  distinto  da  p',  i  numeri  K  "<>» 
possono  essere  tutti  uguali  ai  corrispondenti  />^.  Sia,  perciò,  r  +  1  il  più  pie 
colo  indice  per  il  quale  vale  la  disuguaglianza  ft^,  4=  fcVfi- 

È  allora  anche  n^,  =[=  n'^i ,  mentre  invece  è  n,  =:?i',    per  «1=1,  2, ...,»'. 

Si  supponga,  dapprima,  che  sia  r-|-l=:l,  vale  a  dire  n^=^n\.  I  nu- 
meri a'      ,  a'  ,  ,  essendo  gli  elementi  di  (IH')  di  pili  piccolo  indice  contenuti 

nel  più  a  sinistra  e  nel  più  a  destra  degli  intervalli  che  si  ottengono  divi 
dendo  in  tre  parti  uguali  (a' ,  ò'),  coincidono,  eventualmente  all'infuori  dell'or 
dine  con   a'  ,  e  a'  ,,.  È  perciò 


D^altra  parte,  per  la  (28),  è 


f  I 


a  —  a'„,  I  <  —  8(1) , 


K -«'„'.!<  ys(l), 
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1 
£i;iX  — (ò'  —  a').  Bisulta  dunque,  in  questo  caso, 


a  —  a 


21 


[V  -  a')  ,. 


a  4=  «'• 


Si  supponga  ora  che  sia  r  -f-  1  >  0.  È 


1 

^'« 

ft  m' 

;^ 

■Mk 

a'n 

a" 

»r4l 

li  ,.^^^ 

3 

**  llr 

»r 

iraìtra  parte,  per  la  (23),  è 


a  —  a 


*'•+! 


a  —  a'  / 


'-+1 


lincile,  applicando  la  (22), 


a  —  a 


^r-j-i 


< 


a  —  a  „/ 


ìi^  dnnqae 


<i 


ci'    -^ 

Il  r 


a  —  a 

ì 


>è 


1^ 

7 


a' 


A 


// 


\ 


a  4=  a'. 


Dimostrato  ìquesto,  risulta  da  quanto  si  è  già  detto  che,   essendo   la   po- 
Pua  dell' insieme  dei  numeri  ^  quella  del  Continuo,   tale   è  anche  la  potensa 

Wlinsieme  dei  nuifteri  a. 

« 

10.  Ciò  stabilito,  si  può  vedere  facilmente,  in  modo  analogo  a  quanto  si 
^^\m{{)  al  n.  5,  che  i  punti  a,  precedentemente  definiti,  appartengono  tutti 
fcsieme  B  dei  punti  comuni  a  tutti  gli  E,„. 


^OL.  LTII. 
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a 


a 


n, 


8 


6(»r)  , 


essendo  per  definizione 


e(w,.)  -^  -^  «n,  , 


8 


(«  ZZI  1  ,  3  ,*.  . . , 


si  deduce 


a 


0.' 


n, 


^l8 


Y     'Wr  ,  « 


(« 


1  ,2 


«    •   (  • 


la  quale  esprime  che  il  punto  a  appartiene  a  tutti  gli  intervalli  8       («=1,  2 ,  ...j 

ti,.,» 

ohe,  per  definizione,  hanno  tutti  per  pulito  medio  il  punto  a'    .    Il    punto 

appartiene  dunque  a  tutti  gli  insiemi  B„j  (wi  izn  1 ,  2  , . . . ,  n^)  e  di  consegiH'ii 
essendo  w^  tendente  a  oo  per  r  zzr.  oo,  a  tutti  gli  E,^  {?»  =:  1 ,  2  ,...);  a  ì-a  pai 
quindi  anche  dell'insieme  E. 

•Siccome  si  è  dimostrato  che  l'insieme  dei  i>unti  a  ha  la  potenza  del  ci 
tinuo,  risulta  pure  dimostrato  che  la  stessa  potenza  ha  anche  l'insieme  E. 


11,  Si  può  osservare  che,  per  la  completa  validità  della  proprietà  stabili 
dal  teorema  O),  circa  la  potenza  dell'insieme  E,  è  condizione  necessaria  l'av^ 
l'insieme  derivato  1)  della  saccessione  (111)  la  potenza  del  continuo  (*). 

Ed  infatti,  se  si  pone  che  gli  intervalli  §„,„,  abbiano  ampiezza   uguale 

— ,  ogni  punto  di  E,  distinto  dagli  «„ ,  risulta  puuto  limite   dei    punti   de 

ÌÌX 

(III)  ed  appartiene  perciò  all'insieme  derivato  D.  La  potenza  di  questo  insie 
deve  essere  pertanto  non  inferiore  a  quella  dell'insieme  E. 

Si  può  aggiungere  un'altra  condizione  necessaria,  e  cioè  che  la  siu'c^ 
sione  (ITI)  abbia  infiniti  punti  (fra  loro  distinti)  appartenenti  al  suo  insiVc 
derivato  D. 

Ed  invero,  si  supponga  che  ì  punti  di  (ITI)  appartenenti    a    D    siano 
numero  finito  (eventualmente  uguale  a  zero)  e  i)reci8amente    siano  essi  pufl 


(.25) 


a 


M. 


'a 


ìU 


•  •   • 


a 


W|. 


('*)  Ciò  perchè  la  proprietà  stessa  sia  indipendente  dallo  ampiezze  degli  int^n»!'»  '^4 
fc  ben  natnrale  che  per  particolari  detinizioni  dei  On,,,,,  la  proprietà  in  questioue  !>"«•  •""*' 
ttere  senza  che  aia  verificata  la  condizione  sopra  indicata. 
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Considerato  uu  qualsiasi  punto  a^  Ai  (III)  distinto  da  questi   punti   (25) , 
definiamo  5;r,  w  (/n  ==  1 ,  2 , . . .)  oome  il  segmento  che  giace  sulla  retta  a   cui 

appartiene  (a ,  ft),  che  ha  per  punto  medio  a^  e  lunpiezza  uguale  a  — ^ ,  dove 

d(n)  rappresenta  il  limite  inferiore  delle  distanze  del   punto    n^  da    tutti    gli 
altri  pduti  della  successione  (III).  Il  punto  a^  ,  non  appartenendo  a  (25),  non 

è  punto  limite  per  la  (III)  ed  ò  rf(n)>0.  Per  i  punti  di  (25)  P  ampiezza  dei 

1 

relativi  intervalli  8«     ^  sia  invece  data   da   — -. 


'n, ,  m  ^^^ 


Scende  subito  da  ciò  che  gli  intervalli  8^ ,  „»  relativi  ad  un  a^  di  (IH), 
distinto  dai  punti  di  (25),  non  contengono  punti  dell'insieme  derivato  D  di  (III) 
e  non  possono  quindi  contenere  punti  di  E  distinti  da  a;r  stesso;  scende  anche 
che  nessuno  dei  punti  di  E  distinti  dagli  a^,  di  (III)  possono  essere  contenuti, 
negli  intervalli  S,,,^  relativi  ai  punti  di  (25).  Dunque  non  esistono  punti  di  E 
distinti  da  quelli  di  (III)  ed  E  non  può  avere  la  «potenza  del  continuo. 

Le  condizioni  necessarie  qui  '  messe  in  evidenza  risultano  forzatamente 
contenute  nella  condizione  dell'enunciato  O),  relativa  all'esistenza  della  success 
sione  (IH'). 

Un  esempio  di  successione  (III)  non  densa  su  tutto  un  intervallo  ma  per 
cui  esista  la  (IH')?  »i  W^  avere  prendendo  un  qualunque  insieme  perfetto  non 
denso  sull'intervallo  (a ,  fr)  e  assumendo  come  successione  (IH)  l'insieme  degli 
estreoìi  degli  intervalli  contigui  all'insieme  perfetto  stesso.  Se  invece  di  pren- 
dere l'insieme  degli  estremi,  si  consideni  quello  dei  punti  medi  degli  intervalli 
contigui,  l'insieme  derivato  D  della  successione  (III)  ha  la  potenza  del  conti- 
nuo, ma  non  contiene  nessuno  dei  punti  della  successione  stessa,  e  la  seconda 
delle  condizioni  necessarie  sopra  indicate  non  è  così  verificata. 

Nota  supplementare.  —  É  importante  osservare  che  gli  insiemi  E  degli 
enunciati  A),  B),  0),  contengono  tutti  un  insieme  perfetto.  Basterà  dimostrare  ciò 
per  l'insieme,  della  proposizione  A). 

Mostriamo,  dappriiyia,  che  se  è  p'<P"  gli  a  corrispondenti,  a'  e  a",  sod- 
disfano, alla  a'<;a".  Posto  \ 

P  =^.  "2"  "f"  2?'    I    •*'  "^~  "2^  "l~  •••     '     P    ^^^  "2      '"'""^  "^  '"  "^  "2^  ^~  "* 

■ 

e  dette  a   ,  ,  a   ,,...,  a   , ,...  ;  a   „  ^  d   ^, ,..,,  a   ,^,,..  le  successioni  che  definiscono 

ti»  Ho  Wr  "£  "2  '*r 

a'  <;  a",  se  r  +  1  è  il  più  piccolo  indice  per  cui    si    ha  b'^^  =j=  ft"^^ ,   è    ne- 
cessariamente Vr4-t  <!  ^"r+i  e  a  ,   iz=  a  „  ,  per  «  =  1,  2, ... ,  r  ,  e  a  ,    <:;ja  „     . 

Il  ragionamento  del  n.  3  prova  allora  che  è  a'<^a'^. 

Sia  ora  a^*^  {s  =  1,  2,...)  una  successione  sempre  crescente  di  a  ed  l  il  suo 
limite.  Affermiamo  che  l  è  anch'esso  un  a.    Detto    p^*^    il    p  corrispondente  a 


Dalla  disuguaglianza 
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a  —  a 


8 


6(n,)  , 


essendo  per  definizione 


^(n.)  <  -5-  «n,  , 


8 


8 


(8  —  1,3,"..., 


sì  deduce 


a 


a 


7        *'r  j 


yO  •     J.a*^a»«>f' 


la  quale  esprime  che  il  punto  a  appartiene  a  tutti  gli  intervalli  8       (8=ì^  2  j  ...^ 

ohe,  i)er  definizione,  hanno  tutti  per  punto  medio  il  punto  a'    .     Il    piiuto 

appartiene  dunque  a  tutti  gli  insiemi  E„,  (w  =:  1 ,  2  , . . . ,  n^)  e  dr  coiisegiioi^ 
essendo  n^  tendente  a  00  per  r  izr.  00,  a  tutti  gli  E.^  (w*  =  1 ,  2  , . . .)  ;  0^  ^*^  P*^ 
quindi  anche  dell'insieme  E. 

"Siccome  si  è  dimostrato  che  Piusieme  dei  punti  a  ha  la  potenza  del  e 
tinuo,  risulta  pure  dimostrato  che  la  stessa  potenza  ha  anche  l'insieme  E. 

11.  Si  può  osservare  che,  per  la  completa  validità  della  proprietà  stabil 
dal  teorema  C),  circa  la  potenza  dell'insieme  E,  è  condizione  necessaria  TaxM 
l'insieme  derivato  D  della  saccessione  (III)  la  potenza  del  continno  (*). 

Ed  infatti,  se  si  pone  che  gli  intervalli  S,,,,,^  abbiano  ampiezza    nguale 

— ,  ogni  punto  di  E,  distinto  dagli  a„  ,  risulta  puuto  limite  dei    punti    cki 
tu 

(III)  ed  appartiene  perciò  all'insieme  derivato  D.  La  potetiza  di  questo  insiei 
deve  essere  pertanto  non  inferiore  a  quella  dell'insieme  E. 

Si  può  aggiungere  un'altra  condizione  necessaria,  e  cioè  che  la  siuhm 
sione  (IH)  abbia  infiniti  punti  (fra  loro  distinti)  appartenenti  al  suo  iasier 
derivato  D. 

Ed  invero,  si  supponga  che  i  punti  di  (III)  appartenenti    a    I>    siano 
numero  finito  (eventualmente  uguale  a  zero)  e  precisamente    siano   essi  putì 


(.25) 


a 


'a 


w, 


fU 


•    •    • 


a 


('')  Ciò  perchè  la  proprietà  stessa  sia  indipendente  dallo  ampiezze  degli  intoiv»lli  o^, 
È  ben  naturale  che  per  particolari  definizioni  dei  On,»*)  la  proprietà  in  questione  P"^'  ""^ 
ttere  senza  ohe  sia  yerificata  la  condizione  sopra  indicata. 
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Considerato  uu  qualsiasi  punto  a^  ài  (III)  distinto  da  questi  punti  (25), 
definiamo  8;r, «  (wi  =  l,2,...)  oome  il  segmento  che  giace  sulla  retta  a   cui 

aj>partiene  (a ,  b)y  che  ha  per  punto  medio  a;r  ^  ampiezza  uguale  a  —-^ ,  dove 

din)  rappresenta  il  limite  inferiore  delle  distanze  del   punto    a^    da    tutti    gli 
altri  pifnti  della  successione  (III).  Il  punto  a,7 ,  non  appartenendo  a  (25),  non 

è  punto  limite  per  la  (III)  ed  è  rf(n)>0.  Per  i  punti  di  (25)  P  ampiezza  dei 

1 
relativi  intervalli  S«     ^  sia  invece  data   da   — ^. 

Scende  subito  da  ciò  che  gli  intervalli  S^  ,  m  relativi  ad  un  a»  di  (III), 
distinto  dai  punti  di  (25),  non  contengono  punti  delPinsieme  derivato  D  di  (III) 
e  non.  iK)ssono  quindi  contenere  punti  di  E  distinti  da  an  stesso;  scende  anche 
che  nessuno  dei  punti  di  E  distinti  dagli  a„  di  (III)  possono  essere  contenuti, 
negli  intervalli  S^^,»,  relativi  ai  punti  di  (25).  Dunque  non  esistono  punti  di  E 
distinti  da  quelli  di  (III)  ed  E  non  può  avere  la  «potenza  del  coiitinuo. 

Le  condizioni  necessarie  qui  '  messe  in  evidenza  risultano  forzatamente 
contenute  nella  condizione  dell'enunciato  O),  relativa  all'esistenza  della  succes-' 
sione  (III')« 

-  Un  esempio  di  successione  (III)  non  densa  su  tutto  un  intervallo  ma  per 
cui  esiste  la  (III')j  si  può  avere  prendendo  un  qualunque  insieme  perfetto  non 
denso  sulPintervallo  (a ,  &)  e  assumendo  come  successione  (III)  l'insieme  degli 
estrenii  degli  intervalli  contigui  all'insieme  perfetto  stesso.  Se  invece  di  pren- 
dere l'insieme  degli  estremi,  si  considera  quello  dei  punti  medi  degli  intervalli 
contigni,  l'insieme  derivato  D  della  successione  (III)  ha  la  potenza  del  conti- 
nuo, ma  non  contiene  nessuno  dei  punti  della  successione  stessa,  e  la  seconda 
delle  condizioni  necessarie  sopra  indicate  non  è  così  verificata. 

Nota  supplementare.  —  É  importante  osservare  che  gli  insiemi  E  degli 
enunciati  A),  B),  C),  contengono  tutti  un  insieme  perfetto.  Basterà  dimostrare  ciò 
per  l'insieme,  della  proposizione  A). 

Mostriamo,  dappriijfia,  che  se  è  p'  <  P"  gli  a  corrispondenti,  a'  e  a",  sod- 
disfano, alla  a'  <;  a".  Posto  \^ 

P  =  "2"  "^  2*^    '    *"  ^'~  "2^  "1"  '"     '     ^    "^^  ~2      '"'"^  ^  *"  "^  "2^   '    "* 

■ 

e  dette  a   ^  ,  a   ,,...,  a   , ,...  ;  a   ,,  ^  a   ^, ,..,,  a   „y..  le  successioni  che  definiscono 

ti»  Ho  tir  "j  "2  ^r 

a'  <C.  a"?  se  r  +  1  è  il  più  piccolo  indice  per  cui    si    ha  h'r-\.^  =j=  V*^^ ,   è    ne- 
cessariamente Vt^,  <i  &"r+i  e  a  ,   z=  a  „  ,  per  «  =  1,  2, ... ,  r  ,  e  a  ,    <^a  „     . 

Il  ragionamento  del  n.  3  prova  allora  che  >è  a'  <^  ol'\ 

Sia  ora  a^*^  («  =  1,2,...)  una  successione  sempre  crescente  di  a  ed  l  il  suo 
limite.  Aff'ermiamo  che  l  è  anch'esso  un  a.    Detto    p^*^    il    p  corrispondente  a 


)(  236  )( 


a^'^,  è,  per  qaanto  precede,  p^*^  ^  P^*>  < ed  esiste  il  limite.  A  questa  suc- 
cessione,  che  sarà  indicata  con  ^^^\  Intendendo  che,  se  coi  punto  che  è  il 
limite  dei  p<*>  corrispondono  due  p  distinti  (cfr.  n.  4),  p^***  sia  fra  essi  quello 
per  cui  è  minore  il  primo  dei  numeratori  b^,  dello  sviluppo  (LO) ,  che  risulta 
distinto  dal  numeratore  corrispondente  dell'altro  p.  Osserviamo  che  se,  per  un 
valore  di  «  è  p<*>  =  p<*+*\  è  sicuramente  p<'+*^  <  p^H-»)  { cfr.  la  nota  O  )•,  Segue 
da  ciò  che  esiste  un  */ta.le  che,  per  ogni  8^8^^  ì  b^^"^  siano    tutti*  fra   loro 

(7) 
uguali,  perchè,  se  fra  i  b^^'^  ne  esistessero  due  successivi  tali  che  ò^      ^=  1^  9 


(«+i) 


=  0,  dovendo  essere  '  p      r=r  p 

(7+n) 


is)  (8+1)      _(«+2) 


<P 


(7  +  1) 

,  si  avrebbe  br  =  1, 


per  ogni  r  >  1,  e  6^  =1^  P^r  ogrii  n  >  1.  Analogamente,  esiste  un  «j>  s^ 

tale  che,  per  ogni  «^«g,  siano  tuiti  fra  loro  uguali  i  6,^**  ;  e  cosi  via.  Esiste 
dunque,  per  ogni  valore  di  r,  un  «^  tale  cbe,  iH»r  «^«^,   i  p<'>  abbiano  tutti 

(»r) 

i  primi  r  numeratori  ¥'^  uguali  a  quelli  di    p      .11  limite  p<*>    dei    p^'^    avrà" 
allora  i  suol  primi  r  numeratori  ugitali  a  quelli  di  tutti  questi  p^"*^,  ed  il    nu- 
mero a<*>,  corrispondente  di  p^*\  avrà  i  primi  r  elementi  della  sua  successione 
uguali  ai  primi  r  elementi  degli  a^'^,  per  8  "^8^.  Ma,  per  la  (6),  è,  per  «  !^  « 


r  1 


|«<"' -«<•>!<  I  £(«.), 


dove  n^  è  l'indice  del  termine  r^''"'^  della  successione  che  definisce  a^*^  ;  e 
l)OÌchè  per  r  tendente  a  ^o  è  6(n,.)  tendente  aO,  è  a^'^^=zl. 

Altrettanto  si  dice  per  una  suct^cssione  a^'^  sempre  decrescente.  Dunque 
ogni  ente  limite  degli  a  è  un  a,  e  Tinsieme  degli  a  è  chiuso.  Poiché  l'insieme 
degli  a  ha  la  latenza  del  continuo,  tale  insieme  contiene  un  insieme  perfetto. 

Possiamo  aggiungere  che  l'insieme  degli  a  è  esso  stesso,  perfetto.  Ed  in- 
fatti, se  a  fosse  un  elemento  isolato  dall'insième,  detti  a<*^  e  a<*^  gli  elementi 
aell'  insieme  ad  esso  più  prossimi,  a  sinistra  e  a  destra,  dovrebbe  essere 
p<*)  =  p  zz=  p<*),  ciò  che  è  impossibile  i)erchè  non  possono  esistere  tre  p  aventi 
lo  stesso  , valore  (cfr.  la  nota  (^)).  Si  osservi,  inoltre,  che  il  più  piccolo  valore 
dei  p  è  assunto  da  un  solo  p  ;  e  così  pure  [ler  il  più  grande  dei  valori  dei  p. 
L'insieme  degli  a  risulta  ])erciò  perfetto.  * 
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GIORNALE 


DI 


DI  BATTAGLIMI 


CATENE  PERIODICHE  DI  RADICALI 


O  T  A 


DI 


.UMBERTO  SCARPIS  (a  Bologn^i 


In  aldini  recenti  lavori  (-)  l'Illustre  trof.  P  i  n  cb  o  r  1  e.sì  occupò  di  uti 
ai^joritmo  che  distinse  col  nome  di  «  catene  di  radicali  quadratici»  rappre- 
H^fltato'^dalPespressione  : 


+  ^a±  ^a±ia  . . . . 


dove  a  vien  detta  base  e  si  suppone  reale  e  positiva. 

Una  catena  può  essere  limitata  ed  illimitata  in  relazione  co)  numero  di 
wlìcHli  sovrapposti. 

Intorno  a  questo  algoritmo  che  si  presenta  piil  coi^plesso  degli  algoritmi 
'lassici  di  serie,  prodotto  infinito,  frazione  continua,  inquantocliè  la  relazione 
Hje  lega  due  suoi  stati  consecutivi  (tre  per  le  frazioni  continue)  non  è  più  li- 
neare, P  A.  ha  raccolto  buona  messe  di  interessanti  risultati  tra  i  quali,  ma 
««lo  incidentalmente,  figura  pure  la  determinazione  della  convergenza  e  del 
Valore  di  alcune  catene  illimitate  periodiche,  con  base  positiva. 

Lo  studio  generale  delle  catene  periodiche,  anche  nell'  ipotesi  restrittiva 
^>0,  presenta  forse  difficoltà  non  lievi,  poiché  subordinato  alla  natura  di  una 


(*)  8.  P  i  n  e  h  e  r  1 6  ,  Sulte  catene  di  radicali  quadratici.  R.  Accademia  di  Bologna,  1918  J 
^"^We  eattneldi  radicali  quadratici,  R.  Accademia  di  Torino,  1918;  Sulle  radici  reali  -deJU  equa- 
^^ì  iterate  di  un*equa»ione  quadratica.  R.  Accademia  dei  Lincei,  1918. 

^OL.  LTUI.  1 


)(  2  )( 

classe  dì  equazioni  di  grado  2\  se  n  è  il  numero  dei  radicali  del  periodo,  ed 
i  cui  coefficienti  sono  funzioni  razionali  di  a  ;  e^  il  modesto  scopo  di  questa 
breve  I^ota  è  di  richiamare  V  attenzione  det^Ii  studiosi  sulle  geniali  ricerche 
iniziate  dal  Prof.  Pine  berle  intorno  ad  un  argomento  che,  elementare  nei 

primordi,  non  tarda  però  a  svelare  profondi  addentellati,  con -questioni  tele  vate 

« 

di  Algebra  e  di  Analisi. 

A  tale  intento,  riassunti'  due  .casi  svolti  dall' A,,  se  ne  tratterà  un    altro 
più  com])les80,  che  contribuisce  a  metter  maggjormente   in  luce  la  natura  de 
licata  delPargomento.  ^  ^ 

1.  Consideriamo  da  prima  la  catena  periodica  :   < 


4-  ^a  +  )/a  +  ^0+": . .  . 


supposto  a  >  0. 


Le  catene  limitate  : 


(1)  +|/?,  +^a-\-^a,  +]'a+]U  +  ^.... 

se  ne  diranno  le  ridotte  ;  ed  esse,    per    a  >  0,    costituiscono    unìh   successione 
evidentemente  crescente^  ma  limitata. 

Infatti,  se  a > 2,  si  ha: 


\'ai-fa<CÌ2a<,a 


e  così  via  ;  ed  a  più  fort-e  ragione  se  a  <  2. 

La  successione  (1)  ammette  quindi  un  limite  finito  X,  che  si  assume  come 
valore  della  periodica,  in  questo  caso,  convergente. 

Indicando  con  f^^  ,  (p,  ,  9, , . . . .  le  successive  ridotte,  si  forniino  le  due 
successioni  : 


(2)  ^a  +  9,  ,  ^^r+J,  ,'....,  ^  -i-  ?, 


(^)  Tf       >         Tg       >  •  •  •  •  >      Tn+i 


f 


)(  3  )(         / 


Com'è  palése,  ^^^.i  =  )/a  +  y„  ;  e  poiché  1<3  (3)  tendono  a   X,    questo    sarà 
pure  il  limite  delle  (2),  cioè 


lim  ia  +  <p„  =  lim  <p„_|.,  =  \  . 


Ma 


lini   ia  +  (p„  =  ^a  +  liniyf ,»  =  j'a  +  X 


H«cOO 


f    ( 


]uindi 


}jn  4-'X  1=  X 


i*r  cui   X  è  radice  di 


}ja-Yx±=:jo 


vale  a  dire  di 


j?'  —  j:  —  a  =  0 


H  infine,  sf.Hrtata  la  radice  uegativa, 


x=i(i+yr+i^)- 


2.  Prendi<>ino  ora  in  esame  la 


il  a'-]'a^^a 


I 


Se  a<;;i,'le  successive  ridotte,  a  partire  da  ^a  —  ^a^  sono  tutte  com- 
plesse; e  per  aiiz:!^  le  y,^  risultano  tutte  nulle,  e  le  ^%„.\.\  tutte  egual^i  ad  1. 

Supponiamo  quindi  a  >  1,  e  proViamt)  intanto  in  questa  ipotesi  che  le 
fitlotte  sono  tutte  reali.  Posto  infatti  che  lo  siano  f  i ,  'f ^ , . .  • . ,  y«-i ,  la  cou- 
«l'zione  necessaria  e  sufficiente  poiché  lo  sia  anche  y„=)ra  —  y^_i  è  che  sia 
"  >  f»-i ,     ovveio ,    essendo   9^^,  =  ^a  —  y„_, , 


)(  4  K 

la  qna]e  ultima  è  sempre  soddisfatta,  perchè  per  a  >  1  è  a*  —  ^*  >  O,  e  per 
le  ridotte,  se  reali,  si  assiimoiK)  sempre  positive. 

Essendo  reali  7^ ,  7, ,  lo  sarà  anche  <p>^  e  «osi  via. 

Ciò  premesso,  facciamo  notare  ohe  le  catena  d'indice  dispari  formano  n 
successione  decrescente,  ed  una  crescente  quella  di  indice  pari. 

Supponiamo  infatti  che 


?i>T8>95>--^->?f«-'I 


Poiché 


?>«„+!  =  \'a  —  fa—ftn-ì 


y,„_,  =  \a  —  1^  a  —  9,„^3 

essendo,  p.  i.,  yi„wj>y^H_i,  ne  viene  subito  che   ft,',-,  >  y2„-|.,.    Ma    ^,>Tj 
quindi  ^3  >  fg ,  e  cosi  di  seguito. 
Parimenti,  posto  che 


?2<T4<?«< <?2n~-Z 


poiché 


9tn     =]la  —  }la  —  .(p,„_« 


ed  è,  p.  i.,  y,H-4<Tf«-2,  risulta  y8„_,  <  (pj„ . 
.La  cosa  è  palese  per  le  due  prime  pari 


? 


■_  1/ 


1-  ■  ■* 


2 


l'^a  — |/a         ;         7^  =l^a  —  j^a  —  >^a  —  f^ 


e  quindi  vale  in  generale.  * 

Da  quanto  precede,  tenendo  presente  che  (p^  =  (^a ,  ma  che  ogni  altri 
ridotta  y^  è  sempre  minore  di  J^,  si  deduce  la  convergenza  a  due  limiti  i\& 
terminati  e  finiti  ^j ,  ^2  '  ^^^^^  <lu6  successioni 


Ti    J     ?3    ?    ?5    >     •     •     •     •     )     ?2n-l 


... 


f  «     >     f4    >     ?G     ?     •     •     •     •     ?     ?«t. 


^     »" 


)(  5  X 

Passiamo  ora  a  dimostrare  l'eguaglianza  dei  limiti  l^  e  l^. 
Conveniamo  di  indicare  con  fn(a  —  x)  ciò  che  risulta  sostituendo  nell'  ul- 
timo radicale  a  destra  di  f^  y  il  radicando  a  con  (a  —  x).   Ciò  premesso  dalle 
tee  successioni  ' 


Ti(«  --  9i)  ;  ?i(«  —  9»)  5  •  •  •  •  ;'  ?i(a  —  ?tn-i)  ;  .  .  . 


?«  5  ?4      5    •   '    •    •   5.  ftn 


•       •       •       • 


i  ini  termini  sono  ordinatamente  eguali,  passando  al  limite  per  n  =  oo  si  ha: 


lim  f^[a  —  f^^i)  =  (p,(a  —  lim  (p,H-i)  =  T,!^  —  ^j)  =  h 


HtKs^OO 


Tale  a  dire 


i/«-f.=f. 


che  resa  razionale  diviene 


il)  '  l\  +  l^  =  a. 


Parimenti  dalle 


?i(^  —  T^  ;  9i(<»  —  T4)  ;  •  •  •  •  5  ?i(«  —  <Pt«^  ;  .  .  .  . 


?»       ;       Ts    .;••••  ;      ?tn+r     5 


•  •  ■  « 


•nn  il  meilesimo  procedimento  si  ottiene 


T,(«  —  y  =^  ', 


^alf  a  dire 


V 


h-h^  h 


«I  in  fine 

t 
'2)  P, +  {,  =  «, 


)(  6.)( 

Pongasi  ora  che  sia  ì^'^l^x  dalla  (1)  sottfaendo  la  (2)  e  dividendo  poi  p 
Zj  —  ^t  4=  ^T  "^  vieue 

(3)  ^  +  I,  =  1 

dalla  quale,  essendo  Z^  >  0  ,  Z^  >  0,  si  ricava  pure  Z,  <C  1 ,  i^  <  1. 

Ma  in  questo  caso:  Pj  <!  ^4 ,  ^^2  *^  ^2  ®  ^^^  potrebbero  quindi  sussistere* 
(1),  (2),  (3). essendo  a>l. 

I  due  lioiiti  l^ ,  l^  devono  essere  perciò  eguali,  dal  clie  segue  che    la    su* 
cessione  completa 

sarà  essa  pure  convergente  ad  un  limite  X  in  /^  =  i^. 
^i  tratta  ora  di  determinare  X. 
A  tate  scopo,  consideriamo  le  due  successioni 


^à  —  y^ ,  |/a  —  'f  2 , .  . . ,  ila  —  (pn>,  , . . . 


?2       1       9z       j  •  '  •  '       ?« 


?  •  • 


i  cui  termini  .^0110  onìinatanicut**  eguali  poiché  è  sempre 


'f  »  =  Fa  — 9^  . 

La  seconda  tende  al  limite  finito  X,  ed  allo    stesso    limite    convergerà    la 
prima,  per  cui   sussisterà  Fidentìtà 


^  —  X  =  X 

■ 

e  si  conelude  che  X  sarà  la  radice  positiva  di 
cioè 


_  J-4a  -f  1  —  1 


♦> 


Si  è  così  "provata  la  convergenza  della  catena  e  se  ne    è    trovato    il    va- 
lore (*). 


(')  Questo  caso  è  trattato  nella  seconda  delle  Note  citate.  ^Kiportan dolo  ne  abbiamo  mo- 
dificata l'esposizione  i»er  uniformarla  a  quella  del  seguente,  e  per  con^odo  dei  lettori  che  non 
avessero  ancor  preso  cognizione  dei  lavori  del  Prof.  P  i  n  e  h  e  r  I  e. 


ì 


~ir  r 


){ f  )( 

ti,  PassiaiDO  ora  ad  eAaminare  la  cateaa  periodica  illimitatd, 


^Ya  +  \a-~^a  +  |/a—  . . .  .    , 


ironie  prima  si  i>onga 


ri=+J^  ■;    ?,  =  +  F«H^    ;    9.  — '+^  +  r«  — y»  ; 


\tm  via.  Notisi  cbe  ìu  ogni  ridotta,  dalla  seconda  ia  poi,  sMncontrano  per 
^iuii  dae  radicali  preceduti  dal  segno  -\^  e  che.i  seguenti  sono  preceduti 
Évrnatiyamente  dal  segno  —  e  dal  -|-  •  inoltre  il  numero  dei  segni  di  radice 
r^iugHa  l' indice  della  ridotta. 

Si  osservi  pure  che,  tra  due  ridotte  consecutive  pari   o   dispari,   esistono 
ir  relazioni 


.1 


(!iò  premesso,  cerchiamo  la  condizione  di  realità  per  le  'f„. 

Per  a  ^  0,  risaltano  reali  <p^  e  •f.^  ;  e  per  a"^  1  e  solo  in  questo  caso  è 
»ale  anche  f^.  Per  la  y^  occorre  intanto  che  sia  a  >  1  ;  dopo  di  che  è  neces- 
tìrio  e  sufficiente  che  si  verifichi  la 

l 


3)  a$:^}'rt +  f'a  =  (pj 


/  ' 


«k  nell'ipotesi  a  ;>  1  equivale  alla 

» 

L'equazione 

prescindendo  dalla  radice  x  =  Oj  possiede  un' unica  radice  reale  a  z=:  1,754 

M^indi  per  ai^a  e  solo  sotto  questa  condizione  è  soddisfatta  la   (4),   e   ne 
^gBe  la  realità  -di  f^  ed  inoltre  che  9,  <  a. 


!• 


( 


K8)( 

Ma  se  f^  è  reale,  dalla  (2)  segue 


(p^  =  ^  +  (/a  -  9,  <  ]/a  +  ìfa  =  9 «  <  « 


e  poiché 


?e  =  l^+^^  —  ?i<^^  +  f^  =  9i'^^ 


segue"  che  anche  ^g  è  reale  e  <  a,  e  così  via.  Conclùdiamo  : 

Per  a'^^oij  le  ridotte  pari  sono  tutte  reali  e  <Ca. 

Per  quanto  concerne  le  dispari  notiamo  intanto  che  per  al^a>  1   sono 
reali  y^  e  y,  ed  inoltre 

Dalla  (1)  si  ha  poi 


ed  essendo  reale  e  <^a  la  ^3,  tale  risulta -^^  e  così  di  seguito. 

Per  a^a  le  ridotte  dispari  sono  tutte  reali  e  <^a. 

La  condizione  a^a  è  quindi  necessaria  e   sufficiente    per    la   realità   di 
tutte  le  ridotte  indistintamente.  > 

4.  Esaminiamo  ora  come  si  succedono  le  ridotte  i  cui  indici  sono^  rispet 
tivamente  della  forma  2  «2??,  e  2(2n -j-  1),  vale  a  dire 

Proviamo  che  le  (1)  crescono  con  IMndice. 
Poiché 


% 


=  ]/a-\-  \a  —  Ìa-\-  ia—tf^  =  rf^[a  —  yj 


si  riconosce  subito  che  ?,  >?4. 


■•^  »       # 


)(&)( 


Supponiamo  provato  che 


?4<  ?«< <  ?4n^<?4n 


dimostriamo  che 


<P4(«+1)  >  ?<"  • 


l 


Ammesso  iufatti  che  fosse 


fin  >  <P4(„+1) 


Vale  a  dire,  per  la  (2)  del  §  3, 


]/a  rf-la  —  y^^^e  ;>  fa  +  |/a  —  y^^^^    , 


liiadrando  e  sottraendo  a  per  due    volte    consecutive    dai    Une    membri    della 
precedente  disuguagIia{i^Ka,  risulterebbe 


—  ?4«-4  ^  — -  94«+«'      ; ,      <P4n-8  ^  T4n-f  2 


e,  i>er  la  (3)  del  §  3, 


ya  +  ia  —  tp,„/^  ^  fa  +  /a  —  f,,, 


«  lipetendo  nei  due  radicali  l'operazione  precedente 


?4«-4  < fin        >        T4II-4  ^  ?>4», 


contrariamente  all'  ipotesi.  Sarà  quindi  f^{n-\-\)  >  ?^4»»  €ì  resta  dimostrato  che   le 
54n  crescono  con  ».  / 

Esaminando  ora  le  ?2  '  ?6  '  *  *  *  -  ?  ?2(«»+i)  *  *  *  «  ^^  constsita  intanto  subito  che 
^  ?2  ^  Te»  ®  posto  che  sia 


m 


?2  >  ?tì  >  •  •  •   •  >  ?2(t"-l)  >  Tl(«»'+1) 


VOL.  LVIU. 


)(  io  )( 

Con  Inaiato  della  (i)  del  §  3,  sì  riconosce,  come  precedentemente,  che  non  i>ot 


essere  ^^(fn+s)  ^  98(8n4i)  >  ^  resta  così  provato  che  le  ?g(«n-i)    decrescono  al  ci 
scere  di  n. 

Poiché  le  94n  6  Ifi  ?8(t»-i)  si  Inantengono  tutte  <[  «,  seèue  che  le  une  con 
le  altre  tendono  rispettivamente  a  due  limiti  determinati  e. finiti  l^  ed  l^. 
Dalle  relazioni 


passando  al  limite  si  ha 


(3)  l^  =  tp^(a-l^)     ;       h  =  <p,(a-h) 


dalle  quali,  eliminando  le  radici  e  sottraendo  membro  %  membro,  - 


(4)  (i;+y(i,*  +  I/-2a)  =  l. 


Proviamo  che  l^  =c  l^.  Posto,  p.  es.,  ^j  >  ^i  »  dalle  (3)  si  ricava 


9J<^-h)>h   ;   92(fl-h)<h 


dalle  quali,  togliendo  i  radicali, 


(5)       V  — 2aJ,*  +  ii  +  a«  — a<0     ;     l^' —  2al^^  +  l^  +  'aJ" —  a^O.  • 


Notando  ora  che 


aflBnchè   risultino   verificate   le  (6) ,   essendo  l^     ,     Z,  al   pari   di   ogni  y»  P^* 


/ 
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\ 


l  +  ^ia-^l 


arivi,  e  >  J^  >       -   i   r  --   i   *  ^  ^  necessario  e  sufficiente  c|ie  sia 


fa<,<i±irzl+l    .   t,>1ìt=I±l 


2 


Ponendo  nel  primo  membro  di  (4)  per  i^ ,  ig  i  loro  limiti  inferiori,  ne  risulta 
ma  funzione  della  base  a  che  cresce  con  a:  e  poiché  per  a  =1,7614....  (§  3), 
rale  a  dire  per  il  minimo  valore  della  base  compjijtibiie  con  la  realtà  delle 
r.<lotte,  la  (4)  non  si  verìMca,  essa  a  fortiori  non  potrà  sussistere  per  a^a 
f  si  conclnde  che  non  può  essere  l^  >  Z,. 

Poiché  del  pari  non  può  essere  l^  >  l^ ,  segue  l^  =  l^. 

5.  Pa sciando  ora  alle  tp^  con  n  dispari,  si  constata  per  le  prime 


?4<?5<Tc 


{ 


vale  a  dire  che  ciascuha  di  esse  risulta  compresa  tra  le  pari  adiacenti. 

Supposto  che  questa  legge  si  veritichi  fino  alla  f^n.i  7  proviamo  che  Tale 

pure  per  la  ^j^+j  . 

Dalle  relazioni 


(1) 


ftn 


]/a-{-ì/a  —  y2«_2 


Ci) 


?tu+i  ==  /a  +  J^a  —  ^Z-i 


(•3) 


?2»-f«~-  ì^a  +  ì/a  —  y,n 


IMmeiido  a  rijscontro  (2)  con  (1),  si  ricava  che  Jn  dipendenza  da   (p,n-t  ^  T«n-i 
si  avrà  pare  ^g,,  ^  (p,^^.i  ;  e  parimenti  dalle  (3),  (2)  si  ottiene  che  da  y,„_g  ^  ^,„ 

L^eguaglianza  dei  due  limiti  l^  ed  l^  delle  successioni  parziali 


?*??«»  T« 


9in 
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porta  di  conseguenza  cbe  la  succesBÌone  completa  delle  pari 

Tt  ?  ?4  >  Tft  > >  T«« 

*  è  pare  regolare  e  possiede  lo  stesso  limite  delle    precedenti^  che  Indicfaer 
con  \. 

r 

Ma  ogni  dispari  è  contenuta  tra  le  due  pari  adiacenti,  e  ne  se^ue  cL 
sarà  pnre  il  limite  delle  dispari  che  risulta  così  limite  della  successione   to 

Resta  così  provata  la  convergenza  della  catena  periodica. 
6.  Bimane  ora  a  determinarsi  il  valore  di  X. 

Dalla 


<fn  =  }/a  +  ì/a  —  T»^ 

m 

passando  al  limite  si  ha 


\  —  ^a  +  ^a—\ 

« 

da  cui  segue  cbe  X  è  radice  dell'equazione 

(1)  a?*  — 2<M5*  +  x-|-rt*  — a  =  0. 

La  (1)  è  riducibile,  e  si  decompone  nelle 

a^  — '  X  -\-  1  —  az=0 

entrambe  a  radici  reali  disegno  opposto. - 

Escluse  le  radici  negativo,  rimangono  come  valori  possibili  per  X 


|/4a+  1  —  1        ^  _  ^4a  —  3  +  1 


X  =: ■ :        a?  =: 


,  Dal  fatto  che  le  y„ ,  da  <pg  in  iK)i,   sono    sempre   >  J^a  e  che  invece 


y4«  +  i-^^^-^- 


2 


I 


)(  13  X        . 

I  )l^d  -4-1 1  \ 

i  conclude  che  il  predetto  limite  non  può  essere  ^ e   resta   cosi 

I 

Rostrato  che  .         \ 


^       Uà -3  +  1 

X  zzz  — -~~ 


7.  Indichiamo  ora  con 


<l»i  ?  I"»  > '  "fr" 


hiiccessive  ridotte  della  periodica 


1) 


% 


Dalle  relazioni   ° 


^,=|/a4-«I', 


«p3  =  r*+Tt 


.i  deduce  che  la  nuova  periodica  (1)  è  convergente  e  che   il   suo  valore   (t  è 
legato  a  X  dalla  relazione  : 


X  '=  y^a  +  li  .  r 


Da  questa  si  ottiene 


2 


-^X*-a=  : — --     -a  = ^ 


la  qiial  quantità  è  radice  della 

trasformata  in  (—  x)  dell'equazione  (1)  del  §  6. 


I 


)(  14  )( 


LA  RIEMANNIANA  CORRISPONDENTE 
ALLA  CURVA  7Jz  +  :^  +  z  =  q 

M  E  M  O  B  I  A 

DEL 

Dott.  ALESSANDRO  BIONDI  (a  Napoli) 
(con  2  tavole  colorate) 


Nella  teoria  delle  trasforiuazioni  di  -7*^  ordine  delle   funzioni   ellittiche 
terviene  una  relazione,  che  scritta  in  coordinate  omogenee  è  la  seguente: 

(1)  .  X^%  +  X^\-{-X^\  =  <i. 

Tale  relazione  corrisponde  ad  una  curva  di  4**  ordine  di  genere  3,  che  ba  ino 
importanza  in  Analisi,  e  che  ammette  il  voto  gruppo  delle  168  trasforu 
zioni  in  se  stessa.  Questa  curva  automorfa  è  stata  studiata  moltissiiuo 
Klein  (^)  e  da  al^i  Autori  da  molti  punti  di  vista;  da  quello  delle  fuuzi( 
automorfe,  come  dal  punto  di  vista  della  teoria  delle  forme  ternarie,  avendoi 
per  esempio,  O  o  r  d  a  n  (*)  deternfinato  il  sistema   completo  di  forme   invar 


(*)  Klein  F.  Ueher  die  Traèformation  der  elliptischen  FunotioHen  und  die  Aufio$ung  < 
OUichungen  fUitften  Grade.  Math.  Ann.  XIV;  p.  111-172. 

Klein  F.    Ueher  die  Erniedrigung  der  Modular gleiohangen,  Math.  Ann.  XIV;  p.  417-4*^7 

Klein  F.  Ueber  die  Trasformation  niebenier  Ordnung  der  elliptischen  Functionen.  Mftt 
Ann.  XIV;  p.  428-470. 

Klein  F.  Zur  Theorie  der  elliptieohev  Modulfunctionen.  Math.  Ann.  XVII;  p.  62-70. 

Klein-Friche.  Theorie  der  elliptiechen  Functionen,  I  Voi.,  Leipzig,  1890. 

O  Gordan  P.  Ueher  dae  volle  Formeneystem  der  ternaren  \iquadraHtfcken  Form.  f=fi^i 
+  V«i  +  V^i-  Math.  Ann.  XVII;  p.  217-233. 

0  o  r  d  a  n  P.  Véber  die  typiaohe  Darsiellung  der  temareu  hiquadratischen  Form.f^=x^^'{-fì  ^i' 
+«j»»i.  Math.  Ann.  XVII;  359-878. 

Gordan  P.  Weitere  Unterettfhungen' Uber  die  ternaren  biquadratischen  Form.  /='i'*J" 
««^a^+«8'»i-  Math.  Ann.  XX;  p.  487-514. 


» 
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r,  dal  punto  di    vista  della   trasformazione  delle   funzioni  ellittiche,  ^e  da 
elio  della  teoria  delle  Biemanniane. 

II  Dott.  H  a  8  k  e  1 1  0  ne  fece  oggetto  della  sua  dissertazione  di  laurea  a  ' 
cinga  nel  1889,  determinando  per  essa  curva  la  Biemahniana  m  senso 
irttivo  ideata  da  E 1  e  1  n  in  snrrogazione  delle  ordinarie  Biemanniane. Lo  scopo 
l^aesto  lavoro,  suggeritomi  per  dissertazione  di  laurea  nell'anno  1915  dal 
i»  maestro  Prof.  E.  fiascai,  è  di  costruire  per  la  curva  suddétta  la  Bie- 
guiiana  ordinaria.  I^on  credo  che  tale  lavoro  sia  stato  già  fatto  da  altri. 
I  presente  pubblicazione  avviene  con  ritardo  per  ragioni  indipendenti  dalla 
1  volontà. 

Delia  Biemanniana  qui  studiata  costruii  dite  modelli  in  cartone  che  sono 
féervati  nel  Gabinetto  di  Analisi  Superiore  della  Università  di  Napoli. 


§   1.   BlGBBGA  Ì)BI  PTTNTI   DI  pIEAM AZIONE^ 

i 

La  curva  proposta  è/ priva  di  punti  multipli,  come  si  può  agevolmente  ri- 
r'^'ere    coi    principii  della  Geometria  Analitica,  e  quindi  ha  per  genere  3. 

Mediante  la  nota  formola  Y  =  2n  -\-2p  —  2  (dove  n  è  il  numero  dei  fogli 
fk  Riemanniana)  si  deduce  che  il   numero   dei    punti  di   diramazione  è  10. 

OD  X 

Ponendo  nella  {\)  Z=  -^     e    «;  =  -^8Ì  avrà 

I  * 

^  Z»0  +  ;s^  +  Z  =  0. 


Considereremo  Z  come  funzione  della/  variabile  complessa  z.  Per  determi 
kre  \  punti  di  diramazione  sul  piano  delle  z  si    pone    uguale  a  zero  la  deri- 


>ta  della  (2)  rispetto  a  Z;  si  avrà 


i3)  ^  =  3Z*0+1  =  O. 


Eliminando  Z  da  (2)  e  (3)  si  ricava 


•  4 

'  27 


ft  H  a  9  k  e  1 1 ,    teher  àie   iu  àer  Curve  X»|x  +  (jl'v  +  v^X  ==  0  in  prcjectiven  Sinne  geUrende 
^yfacU  Veberdeokuvg  der  Ébene.  American  Joarnal  of  Mathematics,  voi.  XIII,  1890. 


)(  Ì6  )( 

Per  cercare   quali   punti   del   piano   delle   Z   corrispondono  ai   punti 
piano  delle  z  cbe  sono  dati   dalla  (4),   bisogna  eliminare   la  z  dalle   (2)    < 

< 

si  avrà 


la  quale  dà  i  7  punti  richiesti. 

Dall'equazione  binowia  (4)  si  ricava  cbe  i  7  valori  delle  z  i>er  i  quali 
valori  della  funzione  coincidono,  si  trovano  sopra  una  circonferenza,  ed  a  u, 
distanza  fra  loro. 

Per  individuare  i  10  punti  di  diramazione,  cbe  debbono  esistere  salla 
manniana  che  si  vuol  costruire,  disegnamo  la  curva  corrispondente  alla 
scritta  in  coordinate  omogenee.  Tale  curva  riferita  al  triangolo  fondainen 
AOB  è  quella  della  Fig.  1.  Ogni  lato  di  tale  triangolo  incontra  la  curva  in 
punto,  che  è  un  flesso,  ed  in  un  altro  punto,  che  è  un  punto  semplice,  qui 
incontra  la  curva  in  quattro  punti.  ' 

Scriviamo  la  (1)  ponendo 


x=z.    -     e     y  :=z 


•^3  ^3 


} 


si  avrà 

•  I 

(6)  ary" -f  a^  +  y  =  0. 

La  curva  corrispondente  alla  (6)  è  quella  della  Fig.  2.  Tale  curva  è  que 
della  Fig.  1  deformata,  quando  si  suppone  che  il  terzo  lato  del  triangolo  te 
damentale  sia  la  retta 'all'influito. 

Dalla    Fig.  2  si  vede   che   l'asse   delle   x   è  tangente    alla  curva  in   t 
flesso  nel  punto  O,  mentre  P  asse  delle  y  taglia  la  curva  in  un  sol  punto 
al  finito. 

Ora  per  individuare  i  10  punti  di  diramazione   richiesti   si   descriva  ni 

/4\^  ' 

circonferenza  di  centro  O  col  raggio  uguale  al--)  .  Su   questa  circonfereni 


si  troveranno  7  dei  10  punti  di  diramazione,  cbe  cerchiamo.  Uno  è  il  punC 
in  cui  il'  cerchio  taglia  Passe  reale  del  piano  z  dalla  sua  parte  negativa;  | 
altri  6  sono  gli  altri  6  vertici  delP  ettagono  regolare  inscritto  in  questa  e 
conferenza,  con  un  vertice  sulPasse  reale  dalla  sua  parte  negativa. 

Per  individuare  gli  altri  3,  si  noti  che  i  punti  di  diramazione  sono 
dai  punti  di  contatto  delle  tangenti,  che  si,  possono  condurre  alla  curva  \M 
lelamente  alPasse  delle  y,  e  si  consideri  la  curva  della  Fig.  2  come  la  cuf 
deformata  dalla  Fig.  1,  quando  la  retta  AB  è  la  retta  all'infinito. 


* 


•T^n- 


X  1^  )( 

« 

Considerando  ia  curva  della  Fig.  1,  osserviamo  che  se  dal  panto  A  ver* 
re  del  triangolò  fondamentale  si  conducono  le  tangenti  alla  curva,  esse  sono 
AO  tangente  nel r  flesso  A,  e  la  AB  tangente  nel  flesso  B,  che  taglia  ulte- 

ETiueate  la  curva  nel  punto  semplice  A.  Ora  se  ci  riportiamo  alla  curva  della 
t  2  il  suddetto  punto  A  corrisponde  al  punto  all'  infinito  dall'asse  delle  y. 

Se  da  tale  punto  si  conducono  le  tangenti  alla  curva  parallele  all'  asse 
Metto",  una  di  queste  è  jiroprio  l'asse  delle  y  tangente  alla  curva  nel  suo 
DIO  all'  infìnUbo.  Tale  asse  delle  y  taglia  la   curva   nel   punto  O ,    che  è   un 

to  semplice,  mentre  è  tangente  alla  curva  nel  suo  punto  all'infinito  in  un 

0,  che  la  curva  presenta  in  tale  punto.  Quindi  l'asse  delle  y  nel  suo  punto 
|ir infinito  taglia  la  curva  in  3  punti  infinitamente  prossimi. 

Non  considerando  und  dei  valori  .infiniti  della  funzione,  risulta  che  il  punto 
l'infinito  dell'asse  delle  y  è  già  un  punto  di  diramazione  di   1^  ordine.  Ora  se  si 

Miìera  la^retta  all'infinito,  essa  taglia  la  curva  nel  punto  all'infinito  dell'asse 
U\f  y  in  un  i>nnto  semplice,  mentre  è  tangente  alla  curva  in  un  flesso,  che 
pfstu  presenta  nel  punto  all'  infinito  dell'  asse  delle  x.  Sopprimendo  un  var 
K"  iclinito  di  questi  tre  valori  infiniti  della  funzione  oihcidenti  nel  pnnto 
infinito  dell'asse  delle  Xy  risulta  che  tale  punto  è  anche  punto  di  dirama- 
re (Iella  funzione.  Perciò  per  la  curva  della  Pig.  2  il  punto  O  del  piano 
't^r  è  un  puntò  di  diramazione  di  1°  ordine,  mentre  il  punto  all'infinito  è 
ìii  inulto  di  diramazione  di  *Z^  prdiìie. 

Da  quanto  ^i  è  detto  restano  individuati  i   10  punti  di  diramazione  nei   3 
pili  {sovrapposti  delle'-?.  Essi  sono  costituiti  dal  centro  ()  della  circonferenza 

diritta  col  raggio     uguale  a  (  —  |  ,  dai  7  punti  della  circonferenza,    vertici 

'i'^ir ettagono  regolare  inscritto    in    essa  con    un    vertice  sull'asse  reale   dalla 

trt^  negativa,  e  dal  punto  all'  infinito  dell'asse  reale,  che  funziona  da  punto 
diramazione  di  2^  ordine. 

i  2.  CURVK   BEL   PIANO    DELLE    Z,    CHE    OOBRLSPONDOKO    ALL'ASSE   REALE 

DEL    PIANO    DELLE   Z. 


Poniamo  in  (2) 


Z-s='ÌL  -\-  ìY  \é      zr=i  X  -\-  iy  ', 


itgQagliando  a  zero  la  parte  reale  ed  il  coefficiente  della  parte  immaginaria  si 
•tierranno  i  due  polinomi  : 

V 

\  X^x  +  Y^y  —  3X*Yy  —  SXY^x  +  X  —  S^ry^  +  ir»  =  0 

1")    .  5  ■  '      ' 

f  XV  —  Y^a?  +  3X*Yir  —  3XYV  +  Y  +  Sx'y  —  y^  =  0. 
voL.  Lvm.  3 


/ 


)(  Ì8  K 

t 

l^onendo  in  (7)  y:=0,  che  è  l'equazione  dell'asse  delle  x  nel. piano   delle 
esse  diventano  : 


a?  4-  x(X^  _  3XY»)  +  X  =  0 

(8) 

ic(3X»Y  —  Y*)  -f  Y  =  0. 


Eliminando  x.  dalle  due  equazioni  (8)  si  avrà 

(9)  18X'Y»  +  6X»Y«  —  ]  OX»Y^  -f  2XY»  —  Y»  =  0  , 
la  quale  si  spezza  nelle  due  equazioni 

(10)  Y*  =  0 

(11)  ISX''  +  6X*Y«  —  10X*Y*  +  2XY«  =  1. 

Le  (10),  (11)  indicano  che  all'asse  reale  del  piano  delle  z  corrispondon 
l'asse  reale  del  piano  delle  Z  contato  tre  volte  e  la  curva  rappresentata  analit 
cAmente  dalla  (11). 

È  utile  rifare  il  calcolo  precedente  con  le  coordinate  polari.  Ponen 
do  in  (2) 


Z  =  p(c0s^  +  f  sen^)     ;     zz==  r 


si  avrà: 


pV(cos  3è  -\-  isen  3*)  +  »•*  +  p(cos^  -{-  ì  sen  *)  =  0. 


tTgnaglìando  a  zero  il  polinomio  formato   dai    termini    reali    e  quello   formata 
dai  coefficienti  dei  termini  immaginari^   si  avrà  :  ..  j 


r*+  pVcos3d  +  pcos^  =  0 
(12) 

p'rsen  3*  +  P  sen*  =  0, 


ed  eliminando  r, 


p^sen**)—  1  —  p'cos  3^(4  cos*»  —  1)*  -f-  p''co8d(4coB'*  —  1)"^  =  0  , 


)(  ifl  X 

t 

I  qaale  si. spezza  nelle  dqe  equazioni: 

13)  p^8en3d  =  0 

;  14)  p^co83  ^(1—4  cos'd)*  +  p'cos  d(l  —  4  cos*^)^  -f  1  ==  0 , 

ie  con  semplice  cjilcolo  si  riducono  alle  8egae,riti: 
13)  p»8en^^=0 


i:i)  .  p''  = 


2cos  ^(4  coB^d-  —  1)* 


binali  Jiono  la  (IO)  e  la  (11)  in  coordinate  polari. 

Le  (10),  (13)  indicano  che  all'asse  renle  del  phino  z  corrisponde  Tasse 
ftale  del  piano  Z  contato  trt)  volte.     / 

Le  (11),  (15)  indicano  che  all'asse  reale  del  ]>iano  z  corrisponde  nel  piano 
Lasse  reale  contato  tre  volte,  ed  anche  la  curva  rappresentata  analitica- 
mente dalhi  (11)  in  coordinate  cartesiane  o  diilla  (15)  in  coordinate  polari. 

Ora  bisogna  costruire  tale  curva.  Con  calcolo  semplice  oi)erando  sulla.  (11) 
"j'alla  (15)  si  trova  facilmente  che  Tasse  delle^  Y  è  un  assintoto  della  curva. 
Si  dimostra  rtiic^ra  che,  oltre  Tasse  delle  Y,  là  curva  ammette  i  due  assintoti 
Nj»presentati  dalle  due  equazioni 

(Uj)  Y  =  +  J^X         e         Yz=z-y'3X 

EH»è  dae  rette,  che  escono  dalT  origine,  situate  nel   V  e  nel  4^  quadrante  del 
piano  Z,  e  cbe  fanno  colT  asse  delle  X  un  angolo  di  60^  ' 

Inoltre  la  curva  amtnette  i  seguenti  punti  di  contatto  con  tangenti  per- 
[«^ndicolari  alTasse  delle  X.  Un  punto  di  contatto  ha  per  coordinate 

1 

Altri  due  punti  di  contatto  della  curva  con  una  tangente  perpendicolare 
tirasse  delle  X  hanno  per  coordinate 

1  1 


^^oè  i  due  punti .  sono  simmetrici  rispetto  alT  asse  delle  X  dalla  parte  positiva. 


\ 


^ 


X 


){  20  )( 

Per  costruire  graticameute  la  curva  poniamo  nella  (II)  tutti  i  valori 
compresi  nellMutefvaHo  [ —  oo  ,  0]  escluso  lo  zero;  in  corrispondenza  si  avr 
per  Y  sempre  valori  immaginari.  Infatti  l'equazione  (II)  ha  tutti  i   torniii 
Y  con  esponènte  pari.  Perciò  se  in  essa  si    pone  Y*  r=  p  si  avrà  un'equaa 
di  3°  grado  in  p  della  forma   . 

.   (17)  2Xp«  —  lOX'fl*  +  6X'p  +  ISX'  —  1  =  0. 

Ora  ponendo  nella  (17).  per  X  i  valori  dell'  intervallo  [—  oo  ,  0]  cscImbo  lo  i 
e  chiamando  con  b  uno  di  questi  valori,  essa  diventerà 

(18)  pi^  9.(6)p' +  9.(6)3  +  93(6)  =  0. 

Riducendo  la  (18)  alla  forma  canonica  si  trova  sempre  il  A  >>  0.  Dunque  la 
ammette  due  radici  immaginarie  ed  una  reale,  che  è  negativa,  perchè  la  ( 
cessione  dei  coefilìcienti  di  (18)  presenta  due  variazioni. 

Per  la  posizione  Y*  ==:  p  la  radice  negativa  della  (18)  dà  per  Y  valorii 
maginari^  perciò  per  X  compreso  nell'intervallo  [ — co  ,  0]  escluso  lo  zeiN 
valori  di  Y  della  (11)  sono  tutti  iuimaginari  coniugati,  e  quindi  la  curva  t 
presentata  dalla  (11)  non  presenta  alcun  ramo  reale  ne^  semipiano  a  binisi 
dell'  asse  delle  Y. 


Inoltre  facendo  variare  la  X  nell'intervallo 
Y*z=rp,  la  (11)  diventa 


'        1  (21Y 


e  ponendo  a a^ 


(1 9)  p^  -  y /ò)p*  +  (p,(6)p  -  73(6)  =  0 

perchè  per  t-ali  valori  di  X  si  ha  sempre  18X''<;  1 ,  onde  il  termine  noto  f. 

è  sempre  negativo. 

Se  la  (19)  si  riduce  alla  forma  canonica  si  avrà  sempre  A  >  0  ,  e  poii* 

i  suoi  coefficienti  presentano  3  variazioni,  essa  avrà  una  sola  radice    reale 

positiva,  e  quindi  per  Y,  per  la  posizione  Y'  1=  p,  si  avranno  due  valori  rei 

uguali  e  contrari  cioè  si  otterranno  due  punti  simmetricamente  situati   risp<^l 

all'asse  delle  X. 

1 

1  (2iy 

Per  X  =  -l— -1    la  (19)  ridotta  alla  forma  canonica  avrà  A  =  0;    peu 

la  (19)  ammette  3  radici  reali  tutte  positive  (perchè  i  suoi  coefficienti  prese 
tano  tre  variazioni)  delle  quali  radici  due  sono  coincidenti. 

Quindi  per  Y  si  hanno  iì  valori  reali  a  due  a  due  opposti  dei  quali  qaatt 
sono  a  due  a  due  coincidenti.  I  <iue  valori  coincidenti  sono 


BRERIA  SCIENTIFICA  ED  INDUSTRIALE 

di  BENEDETTO  PELLERANO 

Casa   •fondata    nel    f83S 

LUIGI  CARLO   PELLERANOt  Successore  ^ 

NAPOLI  (5)  —  Via  Gennaro  Serra,  20 


Opere  di    propria  edizione  o  possedute  in  numero 


1922  \ 

ì 
AVVERTENZA  —  jTi  prezzi  segnati  nei  presente  Cataiogo  aggiungere 

!()  010  per  le  spese  postali,  oltre  quelle  di  raccomandazione  per  cfji  la 

ii^ra.  Jfon  si  risponde  delle  spedizioni  a  mezzo  sottofascia  non  rac- 

tandate.  Xe  commissioni  inferiori  alle  X.  20  dovranno  essere  accampa^ 

ife  dal  relativo  importo,  non  convenendo  fare  l'assegno  per  tale  cifra. 

I 

ikC.  Elementi  della  Teoria  delle  Equazioni.  1  voi.  in  8*^,  1891.  .  L.  1,00 
■{A.  Nuove  lezioni  di  Geometria  Descrittiva  riordinate  ed  accresciute  di  appli- 
Linoni  alle  ombre  e  del  metodo  dei  piani  quotati  da  A.  Chevillard.  Traduz.  del 
H.  D.  Maffsitelli,  5.*  ediz.  1  voi.  in  8°  con  atlante  di  28  tav.,  1893.  •  9,60 
Appendice  a  detta  Opera,  che  tratta  dei  Poliedri  regolari,  dell'Elica,  deirElicoide 
^Tiiuppabile  e  delle  Elicoidi  gobbe  ;  in  S^  con  tavole  ....  »  4,00 
Iriioi  A,  Soluzioni  e  dimostrazioni  dei  Problemi  e  Teoremi  proposti  dai  Prof. 
l.  Betti  e  F,  Brioschi,  come  esercizi  agli  Elementi  di  Euclide.  4*'*  ediz.  riveduta 

t  corretta.  1  voi.  in  8°  con  163  fig.,  1886 »     3,50 

Mu.  Q.  Grammatica  della  Lingua  Tedesca  secondo  l'uso  moderno. 

Pme  I.  Fonologia  ,  morfologia  ,  articolo,   sostantivo,  aggettivo,   pronome,   verbi, 

?•-.  2/*  ediz.   1  voi.  in  8^   1900 •     4,50 

jbiwtt  F.  La  teoria  della  Divisione  del  Cerchio  e  le  sue  applicazioni  alla  teoria 
iei  numeri.  Versione  di  C.  M.  Ceniti,  Parte  L  1  voi.  in  8^,  1883  .  »  1,50 
Nili  Q.  Trattato  elem.  sulla  Meccanica  Razionale,  con  molti  esempi ,  compilato 
Tulle  opere  di  Todhunter,  Tait,  Steele,  Routh  ed  altri.  2  voi.  in  8^,  1873  •  19,80 
Bchiofcr  J.  {Prof,  di  Statica  Grafica  nella  R.  Scuola  Politecnica  di  Monaco)  — 
"lemeniidi  Statica  Grafica.  Versione  del  Prof .  ^r«^s/o  Isè.  1  vo'.  in  4^,  con  atl. 

*-0  Uv.,  1875 • »     5,00 

tt  J.  A.  Corso  elementare  di  Meccanica  Applicata,  ad  uso  degli  Istituti  Tecnici, 

tìle  Scuole  Professionali  ,  Industriali ,  Tecniche  e  degli  Operai.  Trad.   deiring* 

f'  ^inigaglia,  5*  ediz.  riveduta    e    corretta    sulla  6^  francese,  con  3  Appendici. 

'i^vol.  in  8^  di  pag.  VIII-367,  con  180  fig.,   1922         .....   12,00 

"*i8  A.  Elementi  di  Meccanica  Razionale  e  di  Cosmografia,  in  base  ai  programmi 

|verT\ativi  per  gl'Istituti  Tecnici.  1  voi.  in  8^  con  fig.,  1881        .         .         »     1,00 

grattato  elementare  di  Topografia  compilato  su!  Sonnet  e  sui  migliori  autori  mo- 

'rni  ad  uso  degli  Istituti  tecnici.  1  voi.  in  8°  con  192  ùg.,  1876     .         .         •     1,50 

f-  C.  P,  I  Diagrammi  dei  Momenti  inflettenti  e  la  freccia  massima  delle  travi 

^itilinee  in  una  o  più  campate,  qualunque  sia  la  natura  del  sopraccarico  e  la  sua 

Wizione.  1  voi.  in  8°  gr.,  con  9  tav.,  1885 •     7,00 

[^•Momenti  d'Inerzia  nelle  Costruzioni  Metalliche — Tavole  dei  Momenti  d'inerzia 

1^  principali  profili  di  travi  ale  per  agevolare  il  calcolo  dei  Momenti  d'inerzia 

^  ^avi  composte  a  sezioni  simmetriche  o  dissimmetriche.  1  voi.  in  16°  con  fig., 

^ato  in  tela,    1885 3,00 

*|^  Lavori  Marittimi.  Trattati  nel  Corso  di  Lezioni  date  nella  R.  Scuola  Sup. 
•^j^^iecnica  di  Napoli.  1  voi.  in  8^  gr.  di  pag.  VII  1^300  con  224tìg.,  1903  .  12,00 
-^Fondazioni  Pneumatiche  e  quelle  Profonde.  Appendice  al  Corso  di  Costru- 
\^^^  Idrauliche  dettato  nella  R.  Scuola  Superiore  Politecnica  di  apoli.  2^  ediz. 
*  ^'01- in  80  con   13  tav.,  1895 7,00 


\ 


^ 


2         Libreria  Scientifica  ed  Industriale  di  B.  PELLERANO  -  Napoli  { 

Capelli  A.  Istituzione  di  Analisi  Algebrica.  4*  ediz.  notevolmente  ampliata,  a 
degli  aspiranti  alla  Licenza  universitaria  in  Scienze  Fisiche  e  Matematiche.  1 
so  voi.  in  8°  gr.  di  pagine  XXVIII-955,  1909,  rarissimo. 

—  Elementi  di  Aritmetica  Ragionata  e  di  Algerba  ad  uso  dell*  Istruzione  sec 
ria.  Libro  I  :  Genesi  combinatoria  deir Aritmetica  e  Introduzione  al  calcolo 
rale.  Libro   II  :    Divisibilità  e  proprietà   fondamentali  dei  numeri  naturali, 
in  8",  1902 L 

—  Idem.  Libro  III  :  I  Numeri  negativi.  1  voi.  in  8*^,    1904      ...» 

—  Lezioni  sulla  Teoria  delle  Forme  Algebriche.  1  voi.  in  8^  gr.  di  pagine  Y 
(in  liiogra/iajj    1902 .  » 

—  Suir  Ordine  di  Precedenza  fra  le  operazioni  fondamentali  deiraritmetica  ; 

Caporali  E.  Memorie  di  Geometria  Superiore  ,  edite  ed  inedite.*  1  voi.  in  8^  di 
Vili- 378,  con  ritratto,  1888 

Clccone  L.  e  Campanile  P.  Elementi  di  Cosmografìa  ad  usa  dei  Licei.  1  voi.  in  8^> 

Claudel  J.  Manuale  di  Formole  ,  Tavole  e  Notizie  di  uso  frequente  agi*  Ingeg 
Architetti,  ecc.  Parte  Pratica.  Versione  italiana  con  note  ed  aggiunte  dei  pr< 
Bonolis  e  F.  Massa,  2  grossi  voi.  in  8°  di  2764  pag.,  di  cui  800  sono  di  agg 
def  traduttori,  con  458  tìg.  e  7  tav.  1881  ....... 

Clebsch  A,  Della  vita  e  delle  opere  di  Giulio  Plucker,  prof,  di  matematica  e  di 
all'Università  di  Bonn.  Versione  di  E.Beltrami;  in  8^  gr.  1872 

D'Amelio  S.  (R.  Avvocato  Erariale).  La  Beneficenza  nel  Dritto  Italiano.  Voi.  I: 
ria  delle  Leggi.  Testi  delle  Leggi  vigenti.  Glossa,  Parte  generale.  1  voi.  in 
pag.   XXVIII-576,  1909 

De  Jonquièrefi  E.  Mémoires  sur  les  Figures  Isographiques  et  sur  un  mode  uniform 
generation  des  courbes  à  doublé  courbured'  un  ordre  quelconqueau  moyende 
faisceaux  correspondants  de  droites  ;  in  4^  1885 '        . 

Delaunay  C.  Trattato  elementare  d'Astronomia  atto  all'insegnamento  della  Cosmesi 
Unica  versione  italiana  autorizzata,  di  D.  Milller.  1  voi.  in  lo**,  con  589  fig.  » 

Dino  N.  S.  Elementi  di  Geometria  Proiettiva.  2^  ediz.  1  voi.  in  8"*  gr.  con  atlani 
39  tav.,  1902 "...         » 

Dofflinelli  G.  Introduzione  alle  Macchine  Idrauliche.  1  voi.  in  8^  di  pag.  VIIM28 
91  tìg.  1917 

D*  Ovidio  E.  Prime  nozioni  di  Geometria  (Libri  I  e  II  d'  Euclide).  4^  edizione  1  ve 
80,   1899 

Forte  0.  [Prof,  nel  R,  Istituto  Industriale  e  nel  R,  Collegio  Militare  di  Napoli). 
menti  di  Chimica  per  gì'  Istituti  Tecnico-Industriali.  Voi.  I.  Generalità,  Metallo] 
Chimica  organica.  1  voi.  in  8°  di  pag.  VIII-215  con  71  fig.  1914  (esaurito). 

—  Voi.  II.  Combustibili,  Metalli  e  Metallurgia.  1  voi.  in  8"  di  pag.  Vili- 230,  coi 
tìg.  1914,  (esaurito) 

—  Voi.  IH.  Applicazioni  varie.  1  voi.  in  8' di  pag.  IV-168  ,  con  55  fig.  1914  » 

—  Voi.  IV.  Elettrochimica.  App.  1  voi.  in  8"  di  pag.  VIIM80  con  tìg.  1914  - 

—  Supplemento  al  Voi.  I  per  %V  Istituti  Secondarli  di  Coltura  generale  —  Me 
1  voi.  in  8«  di  pag.  88,  con  29  tìg.  1914 

Ffolo  Q.  Il  presente  e  l'avvenire  dei  Vini. d'Italia  ovvero  suggerimenti  per  miglio 

i  Vini  d' Italia  e  renderli  serbejvoli  e  commerciabili.  1  voi.  in  8"*,  1876   .        » 
Faortes  T.  Elementi  di  Prospettiva  Lineare   per   gli  artisti.  Libro  premiato  dall' 
cademia  Pontaniana.   l  voi.  8*  con  atlante  di  12  tavole,  1880  »    * 

Qambardella  E.  Lezioni  elementari  di  Macchine  a  Vapore  date  nel  R.  Istituto  Xaui 
di  Napoli.  Parte  I  :  Delle  proprietà  tìsiche  e  dinamiche  del  vapore  acqueo.  1  ^ 
in  8",  1879.         .'......         .....,• 

Giornale  di  Matematiche  di  Battaslini.  Fondato  nel  1863  sotto   la  direzione  dell'  Illu^ 

Prof.  G.  Battagliniy  colla  collaborazione  di  altri  eminenti  matematici  e  prose<(i 

dal  1866  sino  alla  sua  morte   (1893)  sotto   la  sua  esclusiva  direzione.  Diretto  j 

I8ò4  sino  al  1909  del  defunto  Chiarissimo  Prof.  Alfredo  Capelli. 

Ora  la  direzione  è  affidata  all'Illustre  Prof.  Ernesto  Pascal  della  R.  Univ.  diNapol 

Abbonamento  annuo  per  V  Italia »  -^^ 

»  »         per  r  Unione  postale  {oro) »  ^^ 

P  Serie  (1863-1893)  volumi  31  (rarissima) 

2^     »         (1894-1909)  voi.  16 •  -'>^' 

3^     .         (1910-1921)    voi.  12 •  -"^^i 
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ai  volume  separato  sino  al  1909  L.  16,  ad  eccezione  dei  volumi  VI  a  XVIII  (1868 
1 1880)  esauriti,  dal  1910  al  1914  L,  18.  dal  1915  al  1919  L.  25,  1920  e  21  L.  40. 
Ires  Sommario  iconografico  di  Fasciature,  Medicature  ed  Apparecchi.  Versione  ita- 
adi/..  Capparelli.  4*  edizione  con  Appendice  sulla  Medicatura  Guérin  e  Lister, 
voi.  in  8«  leg.  in  tela  di  pag.  712  con  81  tavole,  1884  ...»  5,00 
ù  G.  (Prof,  nella  R,  Scuola  per  gV  Ingegneri  in  Napoli).  Termodinamica.  Intro- 
iBzione  al  Corso  di  Fisica  applicata.  2*  edizione.  1  voi.  in  8",  1896  .  .  »  2,00 
iti  J.  Tables  de  Logarithmes  à  cinq  décimales  pour  les  nombres  et  les  lignes  tri- 
(onométriques  ;  suivies  des  Logarithmes  d'addition  et  de  soustraction  ou  Logari- 
hraes  de  Gauss  et  de  diverses  Tables  usuelles.  1  volume  in  8^,  1816.  »  , 
É  J.  Corso  elementare  di  Fisica,  proposto  come  libro  di  testo  per  le  Scuole  secon- 
brie.  Traduz.  dei  Prof.  L.  Ciccane  e  F,  Campanile,  Parte  I  :  Meccanica  dei  Solidi 
idei  Fluidi,  Acustica  e  Cosmografia.  2* ediz.  1  voi,  in  8^  con  256  fig.,  1903  »  7,20 
É  V.  Lezioni  di  Algebra  Complementare.  3^  edizione.  1  voi.  in  8"*,  1886  .  »  2,00 
Trattato  elementare  di  Geometria  Analitica.  Parte  2*  :  Analisi  a   tre  coordinate; 

IBUa  •  .  •  •  .  a  .  •  .  •  .  a  .  >X  J\)\J 

mi  U.  Corso  d*  Idraulica  Teoretica  e  Pratica,  dettato  nella   R.    Scuola  Superiore 
Politecnica    di  Napoli.   4*  ediz.  ampliata.  1  grosso  voi.  di  pagine  XX-860  con  227 

%  1921 »  85,00 

Corso  d'  Idraulica  Sanitaria  ed  Agricola.   Appendice  a  detto  corso.    1  voi.  in  8'^, 

r  111  figa,   1896 »     6,00 

•Teoria  dell'Efflusso  a  Stramazzo.  P  Appendice  alla  1*  ediz.  del  Corso  d'Idraulica, 

"wetica  ;  in  8^  1894 0,^^0 

IttF.  Elenco  di  Prezzi,  delle  Mercedi,  Materiali  ed  Opere  compiute  di  Muratore, 
>:rpellino,  Falegname,  Fabbroferraio,  Verniciatore,  ecc.  relativi  alle  città  di  Róma, 
irenze,  Milano,  Napoli  e  Torino.  Per  servire  di  estimi,  approssimativi  e  stati  pre- 
entivi  e  sommarli  delle  Costruzioni  architettoniche;  in  8",  1882.  .  »  1,50 
lyff  F.  Rapporto  sui  progressi  della  Teoria  Proiettiva  degli  Invariati  nell'ultimo  quarto 
^i  secolo.    Trad.   dal  tedesco  di  G,   Vivanti^  con  aggiunte  e  modifiche  dell'autore. 

!  voi.  in  4°  di  pag.  240,  1900 >     2,00 

Bti  P.  M,  M.  (delle  Scuole  PieJ.  Primissime  Nozioni  di  Fisica  e  Meteorologia  per  le 
vuole  normali  maschili  e  femminili,  per  le  Scuole  Tecniche  e  per  le  Classi  ele- 
nentari  di  grado  superiore.  1  voi.  in  é"",  con  455  fig.,  1888  .  .  ,  .  a  1,50 
Prenozioni  di  Chimica  Elementare,  scritte  per  la  Scuola  di  Suor  Orsola  e  per  le 
cla^si  magistrali.  1  voi.  in  8%  con  27  fig.  1881  .  ^  .  .  .  .  .  0,50 
Brevi  cenni  di  Trigonometria  Piana,  l  voi,  in  8^,  1880  ...»  0,50 
ftM  Q.  (Professore  nel  Collegio  Militare  e  neW  Istituto  Tecnico  di  Napoli),  Trat- 
tilo elementare  di  Aritmetica.  11.''  ediz.,  1  voi.  in  8»,  1893  ...»  3,00 
Elementi  di  Algebra.  8*  ediz.  ampliata  di  3  Appendici.  1  voi.  in  8^  1893  »  9,00 
Appendici  1.*  e  2.*  alla  7,^  ediz.  dell'  Algebra  :  in  S\  1892  .  .  .  »  0,30 
Teoria  delle  Proporzioni.  Appendice  alla  13*'  ediz.  della  Geometria;  in  8^,  1892»  0,20 
Complementi  agli  Elementi  d'  Algebra.  Parte  l.''  1  voi.  in  8°,  1883  .  »  3,50 
"■acci  S.  Risoluzione  di  Esercizi  di  Trigonometria  Piana.  1  voi.  in  8^1878  »  1,50 
PDo  G.  Metodo  pratico  e  spedito  sulla  Correzione  delle  Bussole  Thomson.  Cenno 
^ì^ila  manovra  d'  una  nave  presa  in  un  ciclone  ;  in  8^,  1905  .  .  •  »  0,50 
**lc  A.  La  Terapia  delle  Lesioni  Violènti  in  condotta.  Norma  di  pratica  medico- 
chirurgica per  studenti  e  medici  condottati  ;  in  12^,  1903  .  .  ..  »  0,50 
*»fflia  C.  Manuale  delle  Malattie  Veneree.  2^  ediz.,  1  voi.  in  W  1885  .  »  0,50 
*^Bo  B.  Guida  di  Napoli  e  Dintorni  :  Pompei,  Ercolano,  Vesuvio,  Sorrento,  Capri, 
^^hia,  Pozzuoli,  Cuma,  Baia,  Pesto,  ecc.  1  voi.  in  12^,  con  fig.  nel  testo  e  3  piante 
»^  ristampa). 

'  La  stessa  in  Inglese  {id.) 
"U  stessa  in  Francese  (id). 

wsen  G.  Teoria  delle  Equazioni  Algebriche.  Versione  autorizzata  dair Autore,  dei 
W.  G.  RosBolino  e  G,  Sforza,  Voi.  I  :  Equazioni  in  generale  e  Risoluzione  Al- 
gebrica delle  Equazioni.  1  voi.  in  8^  1891  (esaurito) 

r_  \ol  II:  Risoluzione  numerica  delle  Equazioni.  Sostituzioni.  1  voi.  in  8^,  1892  »     5,50 
Sciavi  N.  Calcolo  di  Deviazioni,  Incroci,  Attraversamenti  e  Collegamenti  per  Fer- 
rovie e  Tramvle    1  voi.  in  4^  ,  con  19  fig.,  1916 »     4,50 

l'iota  sul  Calcolo  della  Portata  dei  Pozzi  Artesiani;  in  4^,  con  fig.,  1916     »    2,00 
"■^  D.  La  pratica  dell*  Architettura  e  della  Costruzione^  opera  adatta  airinsegna- 


\ 
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mento  negri stituti  tecnici,  ed  utilissima  agli  Architetti,  Ingegneri,  Proprietarii  e 
maestri  muratori.  2   ediz.  1  voi.  in  8^  di  821  pag.  con  584  fig.  e  2  tav.,  1891  L.  ] 

Razzano  D,  Nuove  Lezioni  di  Algebra  Elementare,  ad  uso  delle  Scuole  tecnici 
voi.  in  S^    1882 • 

Rivelli  A.  (Prof,  nella  R.  Scuola  Industriale  A.  VoltaJ.  Elementi  di  Geome 
4^  ediz.,  interamente  rifatta.  1  voi.  in  8^,  con  fig.  1902 

Rozzolino  Q.  Epicicloide  ed  Ipocicloide  Piane;  esposiz.  analitica;  in  8°,   1880 

Russo  E.  M.  (Proj,  nel  R,  Istituto  Nautico  di  Piano  di  Sorrento).  Elementi  di  Fi 
Meccanica  applicata  alla  Nautica   e  di  Meteorologia  e  Geografia  fisica  del  Mj 
ad  uso  degr  Istituti  Nautici  e  delle  Scuole   di   costruzione    navale    e    macchi] 
vapore.  Parte  I :  Elementi  di  Fisica   e   Meccanica   applicata  alla  Nautica.    1 
in  Ò\  di  pag.  624,  con  224  fig.,  1877       ...... 

—  Parte  II  :  Meteorologia  e  Geografia  fisica  del  mare.  1.  voi.  in  8^  di  pag  591 
143  fig.  e  6  tav.,  2877 

—  I  due  volumi  presi  uniti » 

Salmoa  Q.  Trattato  analitico  sulle  Sezioni  Coniche  contenente  un  cenno  dei  più  im 

tanti  metodi  moderni  algebrici  e  geometrici.  Versione  italiana  suU'ultima  edizi 
inglese  del  prof,  N,  Salvatore- Dino;  aggiuntovi  gli  Elementi  di  Geometria  a 
Coordinate  estratti  dal  Trattato  del  Salmon.  6^  ediz.  riveduta.  1  voi.  in  8"  di  p: 
XXI V-618,  con  fig.,  1902.         .         .  _*U 

Sannia  A.  Lezioni  di  Geometria  Proiettiva,  dettate  nella  R.  Università  di  Napoli. 
ediz.  corretta^  emendata  ed  ampliata  di  tre  nuovi  paragrafi.  1  voi.  in  8^  di  p 
XVI-784  con  fig.  1895   [rarissimo), 

Sannia  A.  e  D'  Ovidio  E.  Elementi  di  Geometria. 

Voi.  I  :  ad  uso  dei  Ginnasii  ed  Istituti  tecnici.  14?  ediz.  1  voi.  in  8<^,  1918  »    i 
»     II  :  ad  uso  dei  Licei  ed  Istituti  tecnici.  13*'*  ediz.  1  voi.  in  8°,  l'9l3  .        »    ì 

Scala  C.  Il  Perito  Estimatore  ossia  gli  apprezzi  dei  fondi  rustici  ed  urbani.  Man 
pratico  ad  uso  degli  Ingegneri,  Architetti  ed  Agrimensori.  6*  ediz.  ampliata  e 
gliorata,  1  voi.  in  S\  gr.  di  pag.  VIII.280,  1902    ...... 

Schreber  D.  Ginnastica  da  Camera,  medica  ed  igienica;  in  8°,  con  tav.,  1857  »    0 

Sinigaglia  F.  (Proj,  nella  R.  Scuola  Superiore  Politecnica  di  Napoli),  Principii 
Bilanciamento  dei  Motori  con  applicazioni.  1  voi.  in  8^  gr.,  di  pag.  VI -72,  con 
fig.,  1907    ............         .         » 

Siniscalchi  V.  Istituzioni    teorico-pratiche   di    Topografia  ed  Agrimensura   ad  uso 
^'^  ingegneri   civili    e    militari,   con    Appendice   contenente  i  precetti  per  i  Rili 
Tacheometrici  e  le  teorie  dell'Ottica,  necessarie  a   ben  comprendere   alcune  p< 
degli  strumenti  a  cannocchiale  ed  a  riflessione.  2  voi.  in  4*^,  con  atlante  di  39  t; 
con  circa  600  disegni.  1879 »    5 

Stassano  P.  Elementi  di  Geometria.  1  voi.  in  8»    con  138  fi%,,    1909.         .        *   4 

Testa-Piccolomini  C.  M.  Il  Codice  delle  Perizie,  ossiano  i  Commenti  sugli  articoli  de 
vigenti  servitù  prediali  e  le  leggi  di  procedura  per  gli  accessi  sui  luoghi  conti 
versi  dei  giudici  e  degli  architetti ,  con  la  tariffa  legale  ,  riguardante  i  periù. 
voi.  in  16^    1894 •         *    1. 

Tirclli  F,  Teoria  geometrica  di  alcuni  Sistemi  Lineari  triplamente  infiniti  di  Cur 
piane.  1  voi.  in  8^,  1894 »    -i 

Todhnnter  I.  ,  M.  A.  F.  R.  S.  Elementi  d'  Algebra.  Versione  dair  inglese  del  Pn 
O.  Porcelli.  19*  ediz.  stereotipa.  1  voi.  in  8^,  1916        .         .         .         .        »    ^. 

—  Appendice  a  detta  Opera,  conforme  ai  Programmi  degli  Istituti  Tècnici;  in  8  "  »    U 

—  Trattato  sul  Calcolo  Differenziale  ed  Integrale  e  sue  applicazioni,  con  molti  esei 
pii.  Versione  dairinglese  con  aggiunte,  del  Prof.  G.  Battaglini.  5^  ediz.  amplia 
2  voi.  in  8^   1913 •  l^'^ 

—  Trigonometria  Sferica,  con  molti  esempii.  Versione  di  Vito  Eugenio,  l  voi. 
8^     187^  »     ^•* 

Valeriani  V.  Genesi  delle  Operazioni  Aritmetiche.  Estensione  deiridea  del  Numero  t<^<^^ 

in  8"  »     1'* 

111      \J  .  .  *  .  .  .  ...  .  •  .  .  .  . 

Verneau  F.  L*  Acquedotto  di  Napoli.  Storia  e  Descrizione  ragionata  dell'  opera,  pr| 
ceduta  da  uno  studio  sulla  relativa  diramazione  secondaria  dell'  Appennino  e  siil 
acque  in  generale.  Opera  pustuma  pubblicata  a  cura  del  figlio,  Ing.  Eduardo  f 
ne au  (Ispettore  Capo  delle  Ferrovie).  1  voi.  in  4^  di  pag.  XVI-190  con  atl.  in  i^'^ 
di  16  tav.,  1897 •  '-'''^ 
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Tip.  N.  Jovene  t»  C.  —  Nanoli 


)(  21  )( 


sono 


1 

1/27V 
ì  (hie  ]uintì  che  hanno  queste  ordinate,  ed  hanno  per  ascissa  X  =  H  —  I    , 

fioimetricaineute  situati  rispettò  all'asse  delle  X,  e  sono   ì  punti  di   contatto 
èclla  curva  con  uua  tangente  perpendicolare  all'asse  delle  X. 


Se  poi  Bì  fa  variare  la  X  nell'intervallo  picoolissinio 


m-m'-'^^ 


mie  noto  si  mantiene  ancora  negativo.  In  tal  caso  la  (19)  ridotta  alla  forma 

■ 

canonica  ha  A  ^  0 ,  e  quindi  ammette  per  p  tre  radici  distinte,  reali  e  positive; 
onde  per  la  Y  si  hanno  6  Valori  reali  a  due  a  due  opposti,  cioè  si  hanno  6 
punti  a  due  a  due  simmetrici  rispetto  all'asse  delle  X. 

/  1  \^  ^ 
Ponendo  inoltre  nella  (19)  X:=:l  — j    ,  sarà  9g(6)  z=  0,  e  quindi  la  (19)  am- 
metterà una  radice  ^=  0,  e  si  avranno  per  Y  due  valori    uguali  a  zero  cioè  - 


a  curva  taglia  Tasse  delle  X  nel  punto  X  =  l  — j  ,  ed  avrà  in  tale  punto  un^ 

^iQ^^ente  parallela  all'asse  delle  Y.  ^ 

Gli  altri  quattro  valori  di  Y  sono  reali  a  due  a  due  opposti;  onde  la  curva 
presenta  quattro  rami  reali,  due  nel  1^  quadrante  e  gli  altri  due  nel  4**  qua- 
•irante  del  piano  Z.  Se  infine  nella  (11)  facciamo  variareMa  X  nell'intervallo 


sF'H  * 


poniamo  ancora  Y*  =  ^ ,  la  (19)  diventa 


(20)  ■  p3  -  ff^(b)^^  +  y^(fe)P  +  f^(b)  =  0  .  • 

^'ol  termine  notò  positivo,  iierchè  per  tali  valori  di  X  si  ha  ISX'^l.  La  (30) 
ritioita  alla  forma  canonica  avrà  sempre  A>0  ,  ed  i  suoi  coefficienti  presen- 
tando due  variazioni,  ammetterà  due  radici  reali  e  positive  e  la  3*  reale  e  negativa. 
Le  prime  due  radici  daranno  per  Y  quattro  valori  reali  a  due  a  due 
«)(uali  ed  opposti;  perciò  la  curva  continua  con  quattro  rami  situati  due  nel 
i'  quadrante  e  dup  nel  4?  quadrante  del  piano  delle  Z  ,  ed  è  simmetrica  ri- 
miU)  aU' asse  delle  X. 


1 


Si  nota  che  la  lunghezza   dell'  intervallo 


1  (2TY    (ly 

2UJ     ^ll8J. 


calcolata   con 


M>l>vos8i reazione  è  di  0,005  ;  in  tale  piccolissimo  intervallo  si  hanno  per  Y  6 
"f'àhvì  reali  a  due  a  due  opposti.  Per  rendere  visìbile  in  tale  intervallo  1' an- 
•ÌHinento  della  curva,  nella  Fig.  3  nel  costruire  la  curva  rossa  si  è  dovuto  un 
l'oco  alterare  la  diifferenza  delle  due  ascisse.  Ad  ogni  modo  si  può  affermare 

[    ^'he  la.  curva,  che  si  voleva  costruire,  è  quella  della  Fig.  3. 

'  Alla  medesima  conclusione  si  giunge  discutendo   la  (15)   scritta    in  coor- 

tlinate  polari. 
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mento  negl* Istituti  tecnici,  ed  utilissima  agli  Architetti,  Ingegneri,  Proprietarii  e 
maestri  muratori.  2   ediz.  1  voi.  in  8^  di  821  pag.  con  584  fig.  e  2  tav.,  1891  L. 

Razzano  D.  Nuove  Lezioni  di  Algebra  Elementare,  ad  uso  delle  Scuole  tecnic 
voi.  in  8°    1882 • 

Riveli!  A.  (Prof,  nella  R,  Scuola  Industriale  A.  VoltaJ.  Elementi  di  Geoim 
4*  ediz.,  interamente  rifatta.  1  voi.  in  8^,  con  fig.  1902  .  . 

Rozzolino  G.  Epicicloide  ed  Ipocicloide  Piane;  esposiz.  analitica;  in  8^,   1880     » 

Russo  E.  M.  (Prof,  nel  R,  Istituto  Nautico  di  Piano  di  Sorrento).  Elementi  di  Fi 
Meccanica  applicata  alla  Nautica   e  di  Meteorologia  e  Geografia  fisica  del  M 
ad  uso  degr  Istituti  Nautici  e  delle  Scuole   di   costruzione   navale    e    macchi 
vapore.  Parte  I :  Elementi  di  Fisica   e   Meccanica   applicata  alla  Nautica.    I 
in  8^  di  pag.  624,  con  224  fig.,  1877 

—  Parte  II  :  Meteorologia  e  Geografia  fisica  del  mare.  1.  voi.  in  8^  di  pag  591 
143  fig.  e  6  tav.,  2877 

—  I  due  volumi  presi  uniti » 

Salmoa  Q.  Trattato  analitico  sulle  Sezioni  Coniche  contenente  un  cenno  dei  più  im 

tanti  metodi  moderni  algebrici  e  geometrici.  Versione  italiana  suirultima  edizj 
inglese  del  prof,  N,  Salvatore-Dino;  aggiuntovi  gli  Elementi  di  Geometria  a 
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—  Trigonometria  Sferica,  con  molti  esempii.  Versione   di   Vito  Eugenio,   l  voi 
8"    1875  »    '• 
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neau  (Ispettore  Capo  delle  Ferrovie).  1  voi.  in  4^  di  pag.  XVM90  con  atl.  in  ^^ 
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)(  21  )(  ,        -         ■ 

1 

(lue  punti  che  hanno  queste  ordinate,  ed  hanno  per  ascissa  X  =  -I  —  1    ,   sono 

iimetricameiite  situati  rispetto  all'asse  delle  X,  e  sono   i  punti  di   contatto 
^lla  curva  con  una  tangente  perpendicolare  all'asse  delle  X. 


1  i 


8e  poi  si  fa  variare  la  X  neiPintervallo  piccolissitno 


2UJ    'll8J. 


,  il  ter- 


2^ 

niue  noto  si   mantiene  ancora  negativo.  In  tal  caso  la  (19)  ridotta  alla  forma 

canonica  ha  A  ^  0 ,  e  quindi  ammette  per  ^  tre  radici  distinte,  reali  e  positive; 

onde  per  la  Y  si  hanno  6  Valori  reali  a  due  a  due  opposti,  cioè  si  hanno  6 

ponti  a  due  a  due  simmetrici  rispetto  all'asse  delle  X. 

1 

/  X  \T  - 
Ponendo  inoltre  nella  (19)  X  =  l  — j    ,  sarà  93(6)  ==  0,  e  quindi  la  (19)  am- 
metterà una  radice  ^=  0,  e  si  avranno  per  Y  due  valori    uguali  a  zero  cioè  - 

il  purva  taglia  Tasse  delle  X  nel  punto  X  =  l  — |  ,  ed  avrà  in  tale  punto  nn^ 

Una'ente  parallela  all'asse  delle  Y.  v 

Gli  altri .  quattro  valori  di  Y  sono  reali  a  due  a  due  opposti;  onde  la  curva 
[•rtaenta  quattro  rami  reali,  due  nel  1^  quadrante  e  gli  altri  due  nel  4**  qua- 
drante del  piano  Z.  Se  infine  nella  (11)  facciamo  variarcela  X  nell'intervallo 

1 


Ji^rn 


e  poniamo  ancora  Y*  =  ^ ,  la  (19)  diventa 


(20)  r-  9im' + ?M  +  fsW  =  «  ^ 

i'ol  termine  notò  positivo,  i)erchè  per  tali  valori  di  X  si  ha  18X''>1.  La  (30) 
ritlotta  alla  forma  canonica  avrà  sempre  A  >  0  ,  ed  i  suoi  coefficienti  presen- 
tando (lue  variazioni,  ammetterà  due  radici  reali  e  positive  e  la  3*  reale  e  negativa. 
Le  prime  due  radici  daranno  per  Y  quattro  valori  reali  a  due  a  due 
«i^uali  ed  opposti;  perciò  la  curva  continua  con  quattro  rami  situati  due  nel 
^^  quadrante  e  dup  nel  4?  quadrante  del  piano  delle  Z  ,  ed  è  simmetrica  ri- 
spetto all' asse  delle  X. 


I  1 

ri  /27\^    / 1  \^ 

Si  nota  che  la  lunghezza   dell' intervallo    -1  —  j     ,  I  — j 


calcolata   con 


'A\M>vos8imazione  è  di  0,005  ;  in  tale  piccolissimo  intervallo  si  hanno  per  Y  6 
Yiilori  reali  a  due  a  due  opposti..  Per  rendere  visibile  in  tale  intervallo  1' an- 
'i'Uuento  della  curva,  nella  Fig.  3  nel  costruire  la  curva  rossa  si  è  dovuto  un 
P<>co  alterare  la  dàfferenza  delle  due  ascisse.  Ad  ogni  modo  si  può  affermare 
^'lie  la,  curva,  che  si  voleva  costruire,  è  qnella  della  Fig.  3. 

A.lla  medesima  conclusione  si  giunge  discutendo   la  (15)   scritta    in  coor- 
<l»fiate  polari. 


X  22  )( 
Infatti  ponendo  nella  (15)  ^  =  0  essa  diventJi 


p*»  =  —         cioè        'p 


=(Ar 


Perciò  la  curva  taglia  Passe  polare  nel  punto  distante  dal  polo  di  un  segment 

uguale  a  (^)\ 

Inoltre  poiché  f(b')  è  funzitme  di  soli  coseni  e  nel  1^  e  4*  quadrante  arob 
eguali  hanno  i  coseni  eguali  in  valore  e  segno,  risulta  che  la  curva  è  siinine 
trica  rispetto  air  asse  polare.  Il  minimo  valore  di  p  corrisponde  al  massi/iu 
valore  di  2co8tì'(l  —  4cos*^)*,  che  assume  il  massimo  valore  per  bz^  0.  Quiiid 

/  1  \^ 
il  minimo  valore  di  p  è  I  — j  j  tale  valoi'e  poi  aumenta  fino  a  diventare  oo  per 

•    Aumentando  ò  diminuisce  p,  e  perchè  cos^  in  tal  caso  dirainuiac^e    rapi- 
damente, p  aumenta  di  nuovo,  finche  prende  i  valori  +  cx:>  per  ^  nz  +  90«. 

Nel  2*  e  nel  3**  quadrante  la  f[b)  diventa  negativa,  e  poiché  il  raggio  vet- 
toro  è  essenzialmente  positivo   si    avranno   punti   anche   nel  I^  e  nel    4*  qua 
drante.  Quindi   nel  2''  e  nel  3°  quadrante  non  ci  sono  rami   reali  della    curva 
che  si  vuol  costruire. 

Infine  si  vuole  stabilire  quali  elementi  del  piano  Z  corrispondono  ai  tre  inter 

1 

disegnato  in  nero,  | —  0  ,  oo]  disegnato  in  verde. 

1 

Poiché  z=:  —  [t^]     è  un  punto  di  diramazione  per  la  funzione,  cerchiamo 

quali  punti  del  piano  Z  corrispondono  a  questo  valore  di  z. 

Sostituendo  tale  valorre  di  z  nell-  equazione  fondamentale  (2)  si  ha  : 


valli  dell'asse  reale  del  piano  z: 


disegnato  in  rosso, 


M  ■ 


0 


-(èr-H— (^r='>. 


ohe  ha  tre  radici  reali 


1  -  i  1 


\ 


Dnnque  per  tale  valore  di  z  nel  piano  Z  corrispondono   due   punti    nell'asse 


K  à3  )(         ■     *  » 

eale,  cioè  Z^  =  Zj  =  (— j    ,  in  cai  due  valori  della  fanzione  Z  coiacidooo^  e 
Se  nelF  equazione  fondamentale  (2)  poniamo  per  z  i  valori  dell'asse  reale 

r  I^V\ 

W  piano  z  compresi  nell'intervallo    —  oo,  — (  — j     disegnato  in  rosso  (Fig.  3), 
k\  piano     Z  corrisponderà  il  trattò  dell'  asse  reale  disegnato   egnaltnente  in 

nsso,  e  la  curva,  che  passa  per  il  punto  ^  (r^ì     ?  ^  >    anclie   disegnila   in 


^S80. 


Inoltre  se  nell'  equazione  (2)  poniamo  per  z  i  valori   dell'  asse   reale  del 

1 


^Do  z  compresi  nell'  intervallo 


—  (5^)     '  ^  '  ^^  avranno  per  Z  tre   valori 


^\\y  che  sono  compresi  nei  3  intervalli 


(À)'' 


^ 


(Ày.  • 


00 


Wì  ■  4 


Perciò  al  tratto  disegnato  in  nero  nel  piano  z  corrispondono  i  tre  tratti  disc- 
pati  anche  in  nero  nel  piano  delle  Z. 

Se  infine  nell'  equazione  (2)  poniamo  per  z  i  valori  dell'  asse  reale  com- 
presi neir  intervallo  (0  ,  60)  si  avranno  per  Z  un  valore  reale  e  due  valori 
immaginari  coniugati. 

Perciò  sL  può  affermare  che  al  tmtto  dell'  asse  reale  del  piano  2  disegnato 
in  verde,  che  va  da  0  a  00,  corrispondono  nel  piano  delle  Z  la  parte  dell'asse 
reale,  che  va  da  0  a  —  00  disegnata  in  verde,  e  le  altre  due  curve  disegnate 
fol  medesimo  colore. 

Si  può  dunque  conchiudere,  che  la  completa  corrispondenza  fra  le  diverse 
l^arti  dell'  asse  reale  del  piano  z  e  gli  elementi  del  piano  delle  Z  è  quella  in* 
«lieata  con  i  diversi  colori  nella  Pig.  3. 


§  3.  CUBVK  BEL  PIANO  Ì)BLLK  Z   OHE   OOKRISPONDONO   ALLE  BETTE 
USCENTI  DAL   CENTRO   O  DEL  PIANO   DELLE  Z, 


^ 


Per  stabilire  l'intera  corrispondenza  fra  il  piano  delle  z  e  quello  delle  Z, 


^^ODgiiingiamo  nel  piano  z  il  punto  di  diramazione  semplice  O 


conferenza  descritta  col  raggio  uguale 


•(À)1 


centra  della  cir- 


con  i  punti  di  diramazione  .au- 


v 


; 


^  )(  24  )( 

Ciie  di  1**  ordine ,  che  sono  i  vertici  di  un   ettagono    regolare    inscritto     nell 

9 

circonferenza  saddetta  con  un  vertice  snlP  asse  reale  dalia  sua  parte  negati v^j 
Ci  proponiamo  di  trovare  la  corrispondenza  fra  qneste  7   rette   del  piano  z 
gli  elementi  del  piano  Z. 

Per  la  retta,  che  congiunge  il  centro  O  compunto  di  dirahiazione   u.  1,  j 
calcolo  è  stato    già  fatto;  ci  resta  a  trovare  la  corrispondenza  per  le   altre 
rette,  che  congiungono  il  centro  O  con  i  6  punti  di  diramazione    segnati   ci\ 
numeri  ^,  3,  4,  5,  6  e  7.  Useremo  le  coordinate  polari,' 

NelF  eq.uazione  fondamentale  (2)  poniamo  : 

^     Z  =  p(cos^  +  isen^)         e        2:  =  r(cos  &  a -|- f  sen  fe  a). 

Uguagliando  a  zero  la  parte  reale  od  il  |)olinomio  coefficiente  della  parte  imi 
magiuaria,  avremo: 

Ìt-^cos Sica  4-  r p\»08(3d  -\-  fc a)  -j-  p  eoa ^  =  0 
r'sen  3  fea  -|*  rp'^senlSO'  -{-ha)  -\-  p  sen  ^  ^:=  0. 

Eliminando  la  r  dalle  (21)  si  avrà  un'unica  relazione  fra  p,  tì-  ed  a. 

•    Sommando  le  (21)  dopo  aver,  moltiplicata  la  prima  per   sen34fa  e  la   Sf 
concia  ])er  — cog3A;a,  si  ricaverà  per  r  il  valore 

•       p(co8  3  Arasene  —  8en3&acos^) 


p'^fsenS  fcaco8(3{>  4"  ^^)  —  cos3  A:asen(3i>  +  ^^ìY 

Moltiplicando  e, dividendo  il  numeratore  di  questa  per  cos^  ed  il  deuomi 
natore    per  cos(3  ^  "|- ^ *)  >    ^    divideuda   poi    numeratore  e  denominatore    per 
cos3X^a  f  si  avrà:  , 

p(tgi^  —  tg3A:a)cos\f 


p»[tg  3  fc  a ,—  tg(3 1^  -|-  fc  a)]co8(3  ^  +  A;  a) 


E  per  le  relazioni 


cos^*cos3Xra 


.    Qi.         f  ^Q^   I    7   X     '       sen(2fcà  — 3») 

tg  3  A;  a  —  tg(3  ^  +  Ara)  = -— ^ ^t- — -A: — 

^  6V       -r      ;       cos3A:a.coS(3d-l-A;a) 


si  avrà 


(22)  '         ^_    p8en(^  — 3/:a) 


\^  p'sen(2  A;  a  —  3  ^y 


i   i^^*  ^ 


)(  25  )( 
Ponendo  nella  prima  delie  (21)  il  valore  di  r  dato  dalla  (22)  sì  avrà 

|:V    o3cos3iba8en^(*— 3A;a)-fp^°co8(3*-hA;a)8eii(*— 3fca)sen«(2A;a— 3*)+ 

*  • 

•  4-p*^co8tì-sen5(2fca— 3^)=0.  . 

Poiché  cerchìauìo.  gli  elementi  del  piano  Z,  che  corrispondono  alle  6  rett® 
piano  2r,  che  conginngono  il  centro  dei  cerchio  con  i  6  punti    dì  dirania- 
iime  del   1**  ordine  segnati  coi    numeri    2,    3,    4,    h^^   ^  7  ,    dobbiamo    pone 


^-118(23)  a 


Essendo 


27C 

—  ]>er  A:  r=r  1,  2,  3,  4,  5,   6. 


•»fi 

-4/ 


sen(2  fca  —  3d)  —  sen(*.—  3fca)[l  —  4  cos^^  —  3  A;  a)] 


''istituendo  la    (24)    nella  (23),  e  mettendo    in  vista  il  fattore   sen^(fl'  —  3fea) 


*.  avrà 


^eirt^f — 3Ara)teo83ika+ p^ 


co8(3^+.l-a)  1— 4cos^^-3A-a)    + 


]  co8{>  1— 4ro8'(i'^— 3A'aì 


:=o 


»  quale  si  spezza  nelle  due  equazioni 


p'sen3,(»  _^j^^^^ 


\ 


/p'|cos(3^+A:a) 


i— 4co8*(t^--3A:a) 


+cos^ 


1— 4cos^(^— 3A:a) 


>-]-cos3A:a=0. 


Se  nelle  (25)  poniamo  /:  =  0  troviamo  le  (13),  (15),  cioè  gli  elementi  del 
pìj^no  Z,  che  corrispondpno  all'asse  reale  del  piano  z. 

Se  poi  nelle  (25)  poniamo  fczz:!,  2,  3^  4,  5,  6  avremo  nel  piano  delle  Z 
K  curve,  che  corrisi)ondono  rispetti  Vilmente  alle  6  rette  del  piano  delle  z^  che 
•^ongiaugono  il  centro  O  della  circonferenza  con  i  6  punti  di  diramazione  di 
.  ^'  ordine  aiegnati  coi  numeri  2,  3,  4,  5,  6  e  7. 

('erehiamo  quali  sono  le  curve  del  piano  delle  Z  rai)£>resentate  analitica- 
«n^nte  dalle  (25)  ponendo  A;  =  1,  2,  3,  4,  5,  6. 

Traiformiamo  le  (25)  riferendoci  al  medesimo  polo  del  piano  Z,  é  pren- 
todo  come  asse  polare  la  retta,  che  fa  con  Passe  reale  del  piano  delle  Z  un 
^Qgolo  ugnale  a  3  A;  a  descritto  nel  senso  del  movimento  degli  indici  delP  oro- 
^«^«,  l)er  fe  zn  1,  2,  3,  4,  5,  6. 


)(  é6  )(        • 

Con    tale    trasformazione  poiché  p  rimane    costante  e  d  diventa   d-  -f-  (i 
1%  (^5)  diventeranno 

(13)     p»8en^*  =  0 

(26)     p"^[cp83(*  +  ka)  +  cosC*  +  3fcoi)  (1  —  4cos**)]  [1  —  4co8«»-]*  +  cos  Ska  = 

bimostreremo  che  la  (26)  si  può  ridurre  alla  forma  della  (15).  Si  hanno  le  f 
guenti  relazioni: 

Icos  3  /f  a  =  cos  fea(l  —  4  seuMc  a) 
[cos3(d  +  fea)  +  co8(d  -f  3À;a)  ]  (1  --  4  oos*^)  =  2  cos^cos ka(4:  sen'Ac  a  —  J 

Sostituendo  le  (27)  nella  (26)  e  mettendo   in   vista   p''co8l-a(4  8en*A;a  —  J 
si  ha 

pVosfca(4sen»fca  —  1)  [2cos^4cos**  —  1)*  —1]  =  0. 

Dividendo  per  cosA;a(48en*A;a  —  1)  con  fc=il,  2,  3,  4,  5,  6,  essendo   tale  pn 

dotto  essenzialmente  diverso  da  zero,  avremo  : 

f  I 

p''[2  cos  *(4  cos-lf  —  1  )'  1  —  1  ==  0. 
Quindi  le  (13),  (26)  diventano 

(13)  p'sen»^  =  0 


(15)  •  p'  = 


2cos^(4co8*^  — 1)* 


Così  resta  dimostrato  che  alle,  6  rette  del  piano  delle  z^  che  congiungono 

il  centro  O  con  i  6  puhti  di  diramazione  8e«fnati  coi  numeri  2,  3,  4,  5,  6,  7, 

ft'2'jr 
le  quali  6  rette  fanno  un  angolo  di  fca  =  — —  i)er  fc  =  1,  2,  3,  4,  5,  6  colmasse 

reale  del  piano  2;  descritto  nel  senso  contrario  al  movimento  degli  indici  del- 
V  orologio  (Fig.  4),  corrispondono  nel  piano  Z  le  medesime  curve  disegnate  nella 
Fig.    3    rotate   rispetto    all'asse   reale    del    piano    delle    Z   di    un    angolo  ili| 

3ka=^ — ;- —  per  A:z=zl,  2,  3,  4,  5,  6  nel  senso  del  movimento    degli    inui<^^ 

delP  orologio. 

Si  può  dunque  affermare  che  alle  7  rette  del  piano  delle  2,  che  congi«« 
gono  il  centro  della  circonferenza  con  i  7  punti  di  diramazione,  corrispondono 
nel  piano  Z  7  rett«  ognuna  contata  tre  volte^  e  rotante  secondo  gl'indici  dei- 


y 
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orologio  dì  un  angolo  triplo  di  quello  di  cui  rota  la  retta  corrispondente  nel 
iauo  delle  ar,  e  7  curve  tutte  uguali  a  quelle  tiisegnate  nella  Fig.  3,  riferite 
ile  suddette  7  rette  del  piano  delle  z^  |)resa  ciascuna  .ogni  volta  come  asse 
^lare. 

Xel  piano  delle  2?  le  7  reti:c  che  congiungono  il  centro  O  con  i  7  punti  di 
piauiazioiie,  determinano  14  settori,  ciascuno  dei  quali^è  limit<ato  da  un  seg- 
Bi'Qto  nero,    iin^  semìrutta  rossa 'ed  una  semiretta  verde  (Fig.  4). 

Poicliè  costruiamo  la  Kiemanniana  con  3  piani,  dobbiamo  immaginare  3 
^ani  sovriii^>osti  delle  z\  quindi  ognuno  dei  14  settori  si  deve  immaginare 
fTinato  da  8  settori  ut*:uaìi  sovrapposti.  In  tal  modo  il  piano  delle  z  si  deve 
CMisiderare   diviso  in  42  settóri. 

Orcbìaino  quali  figure  geometriche  nel  piano  delle  Z corrispondono  ai  3feettori 

«*>vra{)posti    segnati  col  numero  1  (Fig.  4).  Il  suddetto  settore  è  limitato  da  due 

semirette.   La   prima  passa  per  il  punto   di    diramazione    n.  1,  ed  è  disegnata 

in  nero    nella    parte    compresa  fra  il  centro  O  ed    il    punto    di    diramazione 

D.  l.  e  dise|i^nata  in  rosso  nell'altra  parte.  La  seconda  semiretta,  die  limita 

il  settore   n.  -1   è  disegnata  in  verde  ,"  e  passa  per   il  punto  di  diramazione  di 

l  ordine   8e4i;:nato  col  n.  5.  Alla  semiretta  dij^egnata   in  nero  ed  in  rosso  cor- 

f^\>ondono   nel  piano  delle  Z  la  parte   dell'  assj    reale  dis  guata   con   i  jnede- 

5:nii  colori   e  la  curva    disegnata  in  rosso   (Fig.   3).    Alla   semiretta  disegnata 

n  verde,  eh v?  appartiene  alla  retta  del  piano  delle  z,  che  fa  jcon    l'asse  rea4e 

lininrolo  4a  contato  nel  senso  contrario  a  quello  degli  indici  dell'orologio,  corri - 

ipondono  nel   piano  delle  Z  la  semiretta  disegnata  anche   in  verde,  che  fa  con 

Tashc  reale  dt^l   piano   Z  1'  angolo  12a,  cioè  —  2a  nel    senso    degli    indici  del- 

''orologio,   e  le  altre  due  curve  disegnate  anche  in  verde  (Fig.  6'). 

Queste  linee  disegnate  in  nero,  in  rosso  ed  in  verde  determinano  nel  piano 
delle  Z  tre  Hgure  piane  limitate  ciascuna  da  una  linea  nera,  una  rossa  ed 
una  verde,  le  quali  3  figure  corrispondono  ai  3  settori  sovrapposti  del  piano 
delle  z  segnati  col  n.  1. 

Tale  corrispondenza  esiste  per  gli  altri  13  settori,  ed  '  applicando  i  risul 
UU  anali  ti  f/i  dimoslnit',  lisnlta  evidente,  che  la  corrispondenza  completa  fra  i 
•^  piani  z  sovrapposti  «ul  i  .'>  pimi  Z  anche  sovrapposti  è  quella,   che  è  mo- 
strata mediante  i  colori  <l;<ftti    Fig.  4  (piano    delle  z)  e  (Jalla  Fig.  6'  ripetuta 
U  volte  rotata  di  uh  angolo  di  3a  nel  senso  degli  indici  dell'orologio  (*). 

Così  ai  42  «ettori,  in  cui  i  3  piani  sovrapposti   delle  z  sono    divisi  dalle 
"i  rette  che  congiungono  il  centro  O  con  i  7  punti  di   diramazione,  corrispon-. 
dono,  nei  3  piani  delle  Z,  4ti  parti  di  piano,  limitata  ognuna  da  una  linea  nera, 
ana  rossa  e  l'altra  verde,  le  quali  formano  3  gruppi  di  14  figure  ognuno,  le 
quali  figure  di  ognuno  di  questi  gruppi  hanno  una  forma  speciale. 

8i  noti  infine    che  il  3*  gruppo  è  formato    dalle  14    figure    eguali  ,   delle 


ft  Di   tali    14  figure  spno  disegnate  Boltanto  le  prime  3  n«lla  Tav,  II,  Fig.  6' ,  6"  ,  6'", 
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quali  una  è  segnata  uella  Fig.  6'  col  numero  III.  Ognuna  di  queste  è  limi 
da  una  linea  verde  ed  ha  nel  mezzo  una  S(  miretta  disegnata  coi  due  cd 
rosso  e  nero,  perchè  tale  semiretta  è  contate  due  volte. 

Ora  se  si  sdoppia  tale  seuiiretta,  e  si  allargano  i  dne  margini  della  fìg\i 
si  vede,  che  anche  queste  14  figure  segnate  col  numero  III  rappresenti 
porzioni  di  piani  sovrapposti  delle  Z  limitate  egualmente  come  le  altre  da  i 
linea  rossa^  da  una  linea  nera  e  da  una  linea  verile. 


§'4.  Connessione  dei  tre  piani  sovuapposti  delle  z. 

LA   EiEMANNIANA   SUL    PIANO   DELLE  Z. 

m 
I  • 

t 

Per  determinare  la  connessione  dei  tre  piani  sovrapposti  dellp  z  debbia 
cercare  quali  sono  le  linee  di  connessione. 

Tali  linee    partono  da  un  punto  di    diramazione  e  finiscono    anche  in  i 
punto  di  diramazione;  quindi  in  un  punto  di  diramazione  di  V  ordine  può  i 
minare  una  sola  linea  di  connessione,  mentre  in  un  punto  di  diramazione 
2^  ordine  debbono  terminare  due  linee   di   connessione.    Da  ciò  consegne  e 
nel  piano  delle  z  le  semirette  verdi  sono  linee  di  connessione  semplice  fra  d 
dei  tre  piani;  per  le  semirette  rosse  esiste  la  medesima  connessione;  lungo  pj 
i  segmenti  neri  non  vi  può  essere  connessione   alcuna;    in   caso  contrario   nj 
centro  della  circonferenza  O,  oppure  nei   7  punti  di   diramazione   situati  siill| 
circonferenza  suddetta  concorrerebbero  due  linee  di  connesidone  ed  essi  sarebbei 
perciò  punti  di  diramazione  di  2**  ordine  contro  ciò  che  si  è   dimostrato.  Su 
bilito  che  lungo  i  segmenti  neri  non  vi  può   essere   connessione   alcuna  fra 
tre  piani  sovrappósti  delle  z,  cerchiamo  quale  deve  essere  la  connessione  lung 
le  semirette  rosse  e  verdi. 

Ai  tre  settori  sovrapposti  del  piano  delle  z  segnati  col  n.  1  corrispondoin 
nei  tre  piani  sovrapposti  delle  Z  le  tre  ligure  1^  ,  11^  ,  IIIj  (Fig-  6').  dove  i 
numero  romano  indica  la  corrispondenza  fra  i  tre  piani  z  e  Z  e  Pindice  1  se 
gna  il  numero  d'ordine  del  settore  al  quale  cor||(spondono. 

Ifel  piano  delle  z  per  passare  dal  1*  al  2"^  settore  dobbiamo  necessaria 
mente  passare  attraverso  la  semiretta  verde j  in  corrispondenza  nel  piano  delle 
Z  da  ognuna  delle  3  tìgure  I^  ,  11^  ,  III^  (Fig.  6')  dobbiamo  passare  in  una 
delle  3  tìgure  I^  ,  II^  ,  III^  (Fig.  6").  Ora  dalla;  1^  non  si  può  passare,  die 
solamente  nelP  altra  adiacente  separata  dalla  linea  verde,  e  poiché  lungo  tale 
linea  per  uno  dei  tre  piani  z  non  vi  deve  essere  connessione,  possianìo  chia- 
mare Ij  la  figura  adiacente  alla  I^. 

Le  altre  due  figure  della  (6")  dobbiamo  chiamarle  necessariamente  con  11 
e  IIIj ,  come  sono  segnate  nella  Fig.  citata,  perchè  così  veniamo  a  formare 
la  connessione  necessaria  fra  due  dei  tre  piani  sovrapposti  delle  z  lungo  h 
linea  verde. 
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Si  può  dunque  eoncliiudere  che  lungo,  la  linea  verde,  attraverso  la  quale 
i  passa  dal  1**  al  2**  settore  nel  jiiano  delle  z^  la  connessione  avviene  tra  il 
'  ed  il  3*  piano  e  tra  il  S**  ed  il  2**,  mentre  il  1**  piano  non  si  connette  con 
rssano  deffU   altri  due. 

I  Per  passare  dal  2*  al  3**  settore  nel  piano  delle  z  si  può  attraversare  o 
ì  sejrmento  nero,  oppure  la  semiretta  rossa. 

In  cc>rrispondenza  nel  piano  delle  Z  si  passa  dalle  3  figure  I^  ,  ll^ ,  III, 
Fi^^'6")  alle  tre  figure  I3 ,  II3  ,  III3  (Pig.  &"),  Ora  dalla  I,  si  può  passare 
ttraverso  nna  linea  nera  in  una  delle  3  figure  I3 ,  II3  ,  III3  (Fig.  6'");  ^  Poi- 
hi'  lungo  il  segmento  nero  non  vi  può  essere  connessione  alcuna,  ne  consegue 
he  si  deve  segnare  coli  I3  la  1*  delle  3  figjire  della  Fig.  6'".  Le  altre  diie  fi- 
nire «lebbono  necessariamente   essere   segnate  coi    numeri  stabiliti  nella   sud- 

» 

kta  fig.,  perchè  se  scambiassimo  i  due  numeri  II  e  III  fra  le  due  altre  figure 
fittiaste,  ne  conseguirebbe  che  attraverso  il  segmento  nero  vi  sarebbe  connes- 
Bf5sione  di  -piani,  il  che  non  può  avvenire. 

Quindi  resta  che  attraverso  la  semiretta  rossa  si  passa  dalla  I,  alla  II3 
f 'iella  Ilg  alla  I3,  cioè  lungo  tale  semiretta  ci  deve  essere  connessione  fra 
'>V  ed  il  2®  dei  3  i>iani  sovrapposti  delle  z.  Si  osserva  inoltre,  che  si  può 
Hsare  dalla  III^  alla  III3  attraversa  la  linea  rossa  e  la  linea  nera;  0  poiché 
Jm'^o  la  linea  nWa  non  deve  esserci  connessione,  consegue  che  anche  lungo  la 

ji*'miretta  rosBa  il  3°  dei  tre  piani  sovrapposti  delle  z  non  deve  connettersi  con 

'   ,        -'■  • . 

iit'ssuno  degli  altri  due  j)iani. 

Si  può  dunque  affermare  che  fra  i  3  piani  sovrapposti  delle  z,  lungo  il 
segmento  nero,  che  separa  in  parte  i  primi  due  settori,  non  deve  èsserci  con- 
nessione alcuna;  che  lungo  la  semiretta  rossa,  che  passa  per  il  punto  di  di- 
ramazione n.  2*  il  V  piano  si  connette  col  2",  mentre  il  3<*  non  si  connette 
cou  nessuno   degli  altri  due.  •  ^ 

Con  analogo  ragionamento  passando  dal  3°  al  4°  settore  attraverso  Ja  se- 
miretta verde  e  dal  4^  al  5^  attraverso  il  segmento  nero,  oppure  attraverso 
la  semiretta  rossa,  si  ]mò  mostrare,  che  la  connessione  lungo  tali  rette  è  iden- 
tica a  quella  innanzi  vStabilita.  Tale  connessione  è  rapi)resentata  schematica- 
^^iite  dalle  (a) ,  (p)  ,  (y)  della  Fig.  4.  . 

Per  comprovare  la  connessione  dei  tre  piani  z  sovrapposti,  si  può  osser- 
vare che  se  giriamo  con  un  cerchietto  intorno  al  centro  del  cerchio  partendo 
'^^J  1°  piano  si  ritorna  al  punto  di  partenza  dopo  un  solo  giro.  Invece  se  par- 
tiamo dal  2°  piano  si  debbono  fare  due  giri  per  ritornare  al  punto  di  partenza, 
lutilo  il  centro  del  cerchio  è  punto  di  diramazione  di  1^  ordine. 

Se  si  gira  intorno  ad  uno  dei  punti  di  diramazione  situati  sulla  circonfe- 
f^'Jiza  descritta  nel  piano  z^  si  osserva,  che  se  si  parte  dal  1**  piano  bisogna 
^re  (lue  giri  per  ritornare  al  punto  di  partenza;  mentre  se  si  parte  dal  3** 
piano,  dopo  un  giro,  si  torna  al  punto  di  partenza. 

Quindi  ognuno  dei  7  punti  suddetti  è  punto  di  diramazione  di  1°  ordine. 
Finalmente  se  si  gira  sulla  regione  esterna  al  cerchio  descritto  sul  piano 
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V. 


delle  z  col  raggio  uguale 


*  (À)'  '  ".  ' 


che  e(][uìvale  a  girare  iutoriio  al  p( 


alP  infinito,  dove  concorrono  due  linee  di  connessione,  bisogna  fare  3  girl 
ritornare  al  punto  di  partenza.  Infatti  partendo  dal  settore  n.  1  del  T 
dopo  un  giro,  si  arriva  al  settore  u.  1  del  2^  piano;  dopo  due    giri   si  a 
al  settore  n.  1   del  3°  piano,  e  dopo  3  giii  si  arriva  al  settore  a.  1  dol  V  \\ 
cioè  al  punto  di  partenza.    Questo  fatto  conferma ,  che  il  iiunto  air  intìnij 
un  punto  di  diramazione  di  2""  ordine. 

Infine  vogliamo  far  vedere  come  la  superficie  cbe  rappresenta  i  3 
8ovrapix)Sti  e.  connessi  delle  z^  si  i)nò  ridurre  alla  forma  cunouica  della 
con  3  manichi. 

Possiamo  consi<lerare  la  superfìcie  come    bilatera    chiusa.    11  generi* 
superficie  corrisponde  al  massimo  numero  dei  tagli  chiusi,  che  si  ]>08S<)no| 
su  di  essa  senza  si>ezzarla. 

Quindi,  perchè  il  ,genere  della  sui»erficie  c«)struita  è  3,  consegue  ciie 
essa  possiamo  fare  3  tagli  chiusi  senza  spezzarla.  Inoltre  un  taglio  chius<l 
menta   di  due  il  numero  dei  margini  di   una  superfìcie  bilatera. 

Ora  se  facciamo  sulla  superficie  i  tre   tagli    chiusi    indicat!    daHc  3 
gialle,  disegnate  nella  figura  4,  essa  non   si    spezza;  su  di  essa  si  fonneraij 
sei  margini  chiusi  causati  dai  3  tagli. 

Se  chiudiamo  questi  sei  buHii  con  dei  pezzi  ausiliari  di  superficie,  foriJ 
remò  una  superficie,  clic  qualunque  taglio  chiuso  spezza,  cioè  di  genere  zin 
e  chiusa.  Questa  sani,  come  è  noto,  trasformabile  in  una  sfera. 

Se  si  tolgono  i  i>ezzi  ausiliari  di  superficie,  si  avrà  una  sfera  con  6  I 
chi.  Se  fra  essi  si  ripristina  l'antica  connessione,  cioè  si  congiunge  il  niarjri 
di  ciascun  buco  con  quello  del  suo  coniugato,  si  formeranno  tre  manichi,  e 
si  formerà  cosi  la  sfera  con  tre  maiìichi. 


§  5.  Connessione  dei  tre  piani  sovrapposti  delle  Z. 

LA   RiEMANnIANA     sul    PIANO    DELLE   Z. 

Fra  le  42  figure  dei  3  piani  delle  Z,  che  corrispimdono  ai  42  settori 
tre  a  tre  sovrapposti  dei  3  piani  delle  z^  vi  sono  14  figure  segnate  col  n. 
che  hanno  un  vèrtice  formato  da  una  semiretta  venie  e  da  un  segmento  ne 
e  che  corrisi)onde  all'orìgine  delle  coordinate  dei  3  piani  delle  Z. 

Poiché    nessuna    delle    14    figure    segnate    col    n.  I   può   sovrapporsi 
un'altra  di  esse,  c(uisegue  che  esse  poste  Pnna  adiacente" all' altra  coi   vt'i'^ 
sopra  indicati  nell'origine  delle  coordinate,  debbono  formare  3  angoli  giro. 

Infatti  l'angolo  formato  dalla  semiretta  verde  e  dal   segmento   nero  ne 

14    figure    n.     I     è    —  ;  ed  essendo  a  =  ^  ,  consegue  che  tali  14  angoli  / 
mano  i  tre  angoli  giro  richiesti. 


I 

i 


V 
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Poniamo  la  figura  d.  I  nel  1*  piano  delle  Z ,  dopo  aver  segnato  V  asse 
le  ed  il  punto  O,  orìgine  delle  coordinate. 

BTidentemente  il  segmento  nero  dovrà  porsi  snlla  parte  positiva  dell'asse 
le  a  partire   da  O.     . 

I  Nel  pianò  delle  z  si  può  passate  dal  settore  n.  1  al  settore  n.  2  attraver- 
so la  linea  verde;  in  corrispondenza  si  deve  passare  sai  piano  delle  Z  dalla 
Hra  n.  I  {Fìg.  6')  ad  una  delle  3  figure  I, ,  If,  ,  III^  (Fig.  6").  Ora  dalla  I^ 
[può  passare  solo  alla  I,  ;  quindi  la  I^  deve  essere  adiacente  alla  1^  lungo 
semiretta  verde  nel  1*  piano  delle  Z. 

Dal  settore  n.  2  del  piano  delle  z  si  può  passare  al  settore  n.  3  attrar 
ffso  il  segmento  nero;  in  corrispondenza  Jiel  piano  delle  Z  si  deve  passare 
iDa  I,  in  una  delle  tre  figure  Ij^  II3 ,  III,  (Fig.  6'")  attraverso  una  linea 
era;  e  poiché  si  può  passare  solamente  nella  I,,  bisogna  perciò  situare  lai, 
iiacente  alla  I^  lungo  il  segmento  nero. 

Qon  analogo  ragionamento,  passando  dal  settore  n.  3  del  piano  delle  z  al 

* 

Ittore  n.  4  attraverso  la  semiretta  verde  e  da  quésto  al  settore  n.  5  attra- 
krso  il  segmento  nero,  si  può  dimostrare  che  nel  piano  delle  Z  deve  collocarsi 
bl^  (Fig.  n.  6'^)  (^)  adiacente  alla  I,  lungo  la  semiretta  verde,  e  la  I^  adia- 
lente  alla  I^  lungo  il  «egmento  nero.  Situate  l'una  adiacente  all'altra  quattro 
kll«)  14  figure  n.^  L  i  quattro  angoli  intorno  ad  O  formano  un  angolo  uguale 

12  3 

i  ^  :r.  Ponendo    adiacente  alla  I^  la  I5 ,  il  cnr  angolo  in  O  è  uguale  a  —  ic , 

I.  7C 

6  8ai>ererà  Fangolo  giro  di  -.  Dunque  per  non  sovrapporre  una  parte  della  I^ 

Illa  \j  si  deve  tagliare  il  1^  piano  delle  Z  lungo  l'asse. reale  positivo  e  con- 
at-ttere  il  labbro  del  P  piano,  che  incontriamo  girando  intorno  ad  O  nel  senso 
degli  indici  dell'orologio  col  labbro  opposto  del  2**  piano  delle  Z,  tagliato  nello 

7 


Htesso  modo  del  1**.  In  tal  modo  la  I^  sarà  collocata  con  i  -;;-  dell'angolo  in  O 


liei  1*  piano  delle  Z  e  con  la  parte  -  del  medesimo  angolo  nel  2*  ])iano  delle 

/^  (Fig.  r  e  7"). 

Con  ragionamento  analogo    si    di^iongono    nel    2**    piano    delle    Z    altre 

27it 
quattro   figure  n.  I.  Còsi  si  formerà    intorno    ad  O  un  angolo  uguale  a  —^ , 

al  qnale  manca  ^  per  formare  2  angoli  giro.  Allora  per  non  sovr«ipporre  i  ^ 


ilella  figura  I^^  alla  \  si  dovrà  tagliare  il  3*  piano  'delle  Z  nello  stesso  modo 
^^Kli  altri  due,  e  connettere  il  labbro   libero  del  2*  piano  col    labbro   opposto 


ft  La  Fig.  (6iv)  è  la  Fìg.  (6'")  rotata  nel  senso  degli  indici    dell*  orologio  dì  nn  angolo 

iiguale  a  3«  per  ql^^^  e  così  di  seguito  fino  alla  Fig.  (6xiv). 
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delle  2  col  raggio  aguale  a  (-— ì    ,  il  che  et^uivale  a  girare  iutoriio    al    pii 


*  Wi  '  ■'.  ' 


airintìnito,  dove  coiicorroao  due  linee  di  connessione,  bisogna  fare  3  giri 
ritorimre  al  punto  di  partenza.  Infatti  partendo  dal  settore  u.  1  del  1**  ini 
dopo  un  giro,  si  arriva  al  settore  n.  1  del  2^  piano;  dopo  due  giri  si  un 
al  settore  u.  1  del  3"  piano,  e  dopo  3  giri  si  arriva  al  settore  n.  1  del  1**  pia 
cioè  al  punto  di  partenza.  Questo  fatto  coufenua,  che  il  punto  all'  infìnir< 
un  punto  di  diramazione  di  2^  ordine. 

Infine  vogliamo  far  vedere  (M>ine  la  superficie  cbe  rappresenta  i  3  pi 
sovrapposti  e.  commessi  delle  z,  si  [nxò  ridurre  alla  forma  canonica  della  si 
con  3  manichi. 

Possiamo  considerare  la  superficie  come  bilatera  chiusa.  Il  genere  (h 
superficie  corrisponde  al  massimo  numero  dei  tagli  chiusi,  che  si  po%>8ono  f 
sn  di  essa  senza  spezzarla. 

Quindi,  ])erchè  il  .genere  della  superficie  costruita  è  3,  consegue  che  su 
essa  possiamo  fare  3  tagli  chiusi  senza  s|>ezzarla.  Inoltre  un  taglio  chiuso  i 
menta   di  due  il  numero  dei  umrgini  di  una  superfìcie  bilatera. 

Ora  se  facciamo  sulla  superficie  i  tic  tagli  chiusi  indicati  dallo  3  liii 
gialle,  disegnate  nella  figura  4,  es^a  non  si  spezza;  su  di  essa  si  fonnerari 
sei  margini  chiusi  causati  dai  3  tagli. 

Se  chiudiamo  questi  sei  buchi  con  dei  pezzi  ausiliari  di  superficie,  forni 
remò  una  superficie,  che  qualunque  taglio  chiuso  spezza,  cioè  di  genere  z«m 

e  chiusa.  Questa  sarA,  come  è  nolo,  trasformabile  in  una  sfera. 

» 

V.  Se  si  tolgono  i  ]k»zzì  ausiliari  di  superficie,  si  avrà  una  sfera   con  t>  h 

chi.  Se  fra  essi  si  ripristina  l'antica  connessione,  cioè  si  congiunge  il  niargit 
di  ciascun  buco  con  quello  del  suo  coniugato,  si  formeranno  tre  manichi,  ci 
sì  formerà  così  la  sfera  con  tre  manichi. 


§    5.    GONNESSIONK   DEI    TRE    PIANI    SOVRAPPOSTI    DELLE    Z. 
LA   RlEMA^NIANA     SUL    PIANO   DELLE   Z. 

Fra  le  42  figure  dei  3  piani  delie  Z,  che    corrispondono    ai  42   settori 
tre  a  tre  sovrapposti  dei  3  piani  debile  ;?,  vi  s«)no  14  figure  segnate  col  n. 
che  hanno  nn  vèrtice  forn»ato  da  uiui  semiretra  verde  e  da  un  segmento  nen 
e  che  corrispcmde  alP  orìgine  delle  coordinate  dei  3  piani  delle  Z. 

Poiché  nessuna  delle  14  figure  segnate  col  n.  I  può  sovrapporsi  ;i 
un'altra  di  esse,  consegue  che  esse  j^oate  l'nna  adiacente' all' altra  coi  vt»rti( 
sopra  indicati  nell'origine  delle  coordinate,  debbono  formare  3  angoli  giro- 

Infatti  l'angolo  formato  dalla  semiretta  verde  e  dal    segmento   nero  nell* 

14    figure    n.     I    è    *-7-  ;  ed  essendo  a  =  —  ,  consegue  che  tali  14  angoli  hi 

» 

mano  i  tre  angoli  giro  richièsti. 


V 

■  :)(  31  )( 

Poniamo  la  figura  n.  I  nel  1*  piano  delle  Z ,  dopo  aver  segnato  V  asse 
ile  ed  il  punto  O,  origine  delle  coordinate. 

Bvidentemente  il  segmento  nero  dovrà  porsi  snlla  parte  positiva  dell'asse 
^le  a  i>artire  da  O.     . 

Xel  pianò  delle  z  si  può  passale  dal  settore  n.  1  al  settore  n.  2  attraver- 

mdo  la  linea  verde^  in  corrispondenza  si  deve  passare  sul  piano  delle  Z  dalla 

^rd  n,   I    (Fig.  6')  ad'  una  delle  3  figure  I, ,  If,  ,  III^  (Fig.  6").  Ora  dalla  I, 

paò  padsare  solo  alla  I,  ;  quindi  la  I^  deve  essere  adiacente    alla  I\    lungo 

i  seaii retta  Tcrde  nel  1*  piano  delle  Z. 

Dal  settore  u.  2  del  piano  delle  z  si  può  passare  al  settore  n.  3  attrsr 
PT30  il  segmento  nero;  in  corrispondenza  aiel  piano  delle  Z  si  deve  passare 
Illa  I,  in  una  delle  tre  figure  I,^  II3 ,  HI,  (Fig.  6'")  attraverso  una  linea 
m:  e  poiebè  si  può  passare  solamente  nella  I,,  bisogna  perciò  situare  lai, 
diacente  alla  I^  lungo  il  segmento  nero. 

Qon  analogo  ragionamento,  passando  dal  settore  n.  3  del  piano  delle  z  al 
ttitore  n.  4  attraverso  la  semiretta  verde  e  da  quésto  al  settore  n.  5  attra- 
mso  il  segmento  nero,  si  può  dimostrare  che  nel  piano  delle  Z  deve  collocarsi 
«l^  (Fig.  n.  6")  (^)  adiacente  alla  I3  lungo  la  semiretta  verde,  e  la  I^  adia- 
rente  alla  I^  lungo  il  «segmento  nero.  Situate  Puna  adiacente  all'altra  quattro 
(ielle  14  figure  n.^  L  i  quattro  angoli  intorno  ad  O  formano  un  angolo  uguale 

12  3 

a  — .^.  Ponendo   adiacente  alla  I^  la  I^^il  cui  angolo  in  O  è  uguale  a  —  ic, 

8i  supererà  l'angolo  giro  di  -.  Dunque  per  non  sovrapporre  una  parte  della  I5 

alla  I^,  si  deve  tagliare  il  1**  piano  delle  Z  lungo  l'asse. reale  positivo  e  con- 
nettere il  labbro  del  P  piano,  che  incontriamo  girando  intorno  ad  O  nel  senso 
<legli  indici  dell'orologio  col  labbro  opposto  del  2*  piano  delle  Z,  tagliato  nello 

2ic 
Jitesso  modo  del  1**.  In  tal  modo  la  I^  sarà  collocata  con  i  -^  dell'angolo  in  O 

•  i 

nel  1**  piano  delle  Z  e  con  la  parte  -  del  medesimo  angolo  nel  2*  ])iano  delle 

l  (Vig.  7'  e  7"). 

Con  ragionamento  analogo    si    diejpongono    nel    2^    piano    delle    Z    altre 

27it 
quattro    figure  n.  I.  Còsi  si  formerà    intorno    ad  O  un  angolo  uguale  a  -—  , 

al  quale  manca  -  per  formare  2  angoli  giro.  Allora  per  non  sovrapporre  i  — 

della  figura  I^^  alla  I^  si  dovrà  tagliare  il  3*  piano  'delle  Z  nello  stesso  modo 
^cgli  altri  due,  e  connettere  il  labbro   libero  del  2*  piano  col    labbro   opposto 


i'*)  La  Fig.  (6iv)  è  la  Fig.  (6'")  rotata  noi  seuso  degii  indici    dell*  orologio  di  un  augolo 

Tignale  a  Sot  per  a  =  ^--   e  così  di  seguito  fiuo  alla  Fig.  (6xiv). 

7 
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B^è  detto^  si  ottiene  il  modello  cbe  rappresenta   la  puperficie  BiefnanniaQa  s 
piano  delle  Z. 

Anche  tale  la  superlioie  formata  dai  3  piani  delle  Z  sovrapposti  e  co; 
nessi  nel  modo  innans^i  dimostrato ,  si  può  naturalmente  ridurre  alla  foru^ 
canonica  della  sfera  con  tre  manichi. 

Infatti  eseguendo  su  di  essa  i  tre  tagli  chiusi  indicati  dalle  3  linee  gialh 
disegnate  nelle  Fig.  7' ,  7".,  7'",  essa  si  riduce  ad  una  superficie  s^mplicemen^ 
coniàessa,  perchè  un  ulteriore  taglio  chiuso  la  spezza  in  due  parti.  Qaindi  essi 
è  trasformabile  in  una  sfera  con  6  buchi.  Ragionando  in  modo  analogo 
quello  fatto  nel  §  4,  ai  Oonchinde  naturalmente  che  anche  la  superficie  rappr^ 
sentata  dalle  figure  7' ,  7''  ^  l'"y  si  può  ridurre  alla  forma  canonica  della  sfen 
con  tre  manichi. 
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SULL'INTEGRAZIONE 

DI   UNA  PAKTICOLARB  EQUAZIONE  DIFFERENZIALE 

DEL  2'  ORDINE 

K  O  T  A 

DI 

MINEO  CHINI  (a  Firenze)  . 

^ 9 


Mi  propongo  lo  studio  dell'equazione  differenziale  del  2*  ordine 


lìe  potrebbe  au^lie  scriversi  : 


,  +e*8en/ty=  0, 


•love  senA  è  il  noto  simbolo  di  seno  iperbolico. 

Essa  fu  da  me  iucontrntii  per  la  iirima  volta  nella  ricerca  delle  superficie 
A  carvatuni  iiuMfia  rnstnnff  (nt  n  elicoidali)  ch^  sono  applicabili  sopra  ima 
s»lK*vtiuie  di  rofnzi  ne,  e  dnlla  bini  integrazione  dipende  appunto  la  conoscenza 
'li  tutte  quelle  speciali  superficie  (*). 


[^)  Veggasi  la  mia  Nota,  pabbìicata  30  anni  fa:  Sulle  superjlde  a  curvaiMru  media  costante 
(>iorn.  di  matem    di  Bai  t  agi  ini,  voi.  XXVII,   1889).    L'equazione  che  ivi  ò  scritta 

y"  _|_  e2a?  geuA  y  =  0 

^1  trasforma  subito  nella  (1)  cambiando  x  in  —  -f  log2. 

leggasi  pure  l'altra  mia  Nota:  Sulle  superficie  W  applioahili  sopra  una  superficie  di  rota- 
^•oii€  (Rend.  dfj  pircolo  matem  di  Palermo,  voi.  XXI,  1906)  dove  ritrovo,  per  altra  via,  l'e- 
«jnazione  (1), 


'      r 


\ 
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Si  pucy  anzitutto  osservare  che  l'equazione  più  generale 


dir* 


-f  A(e*^+**'  —  e**-*^  =  0, 


con  A,  a,  b  costanti  arbitrarie  non  nulle,  è  subito  riducibile  alla  (1)  mediali 
il  simultaneo  cajnbianiento  di  variabile  indipendente  e  di  funzione  espresso  da! 
relazioni 


»      V 


aa?  =:  X  +  log 


a' 


2Ab 


,  by  =  Y. 


I 

È  poi  evidente  che  j/=:0  è  un  integrale  particolare  dell'equazione  (1), 
che  se 

è  un  suo  integrale  qualsivoglia,  sarà  pure  un  integrale  la  funzione 


Come  già  dimostrai,  ogni  integra  le.  particolare  della  (1)  ci  conduce  allj 
conoscenza  di  una  particolare  classe  di  superficie  a  curvatura  media  costante 
qualunque  sia  il  valore  assegnato  per  tale  curvatura  (purché  divergo  da  zercj 
che  sono  applicabili  sopra  una  superfìcie  di  rotazione  {^).  E  lo  scopo  della  \)v^ 
sente  Nota  è  appunto  di  determinare,  ricorrendo  agli  sviluppi  in  serie  <H  pG 


(*)  Piti  goDeral Diente,  la  funziono  y  ^-^  Ajui,  con  k  uxUm'o  arbitrario  (e  devo  i  è  il  fliniboU 
dell'unità  immaginaria)  è  un  integrale  particolare  della  (1),  ed  è  anzi  Punico  ìntejijrale  delli 
forma  3^  =  costante.  Di  più,  se  y  è  un  integrale  qualsivoglia  della  (1),  saranno  pure  in tegH"ali 
le  funzioni:  2i'ni-|   y. 

(^)  Indicando  con  r^  q  r^  ì  ^^f^K^  principali  di  curvatura  della  superficie  a  curvatura  ine<lia 
costante  H,  che  deve  essere  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione,  dimostrai  nella  ci] 
tata  Nota:  Sulle  superficie  W  ecc.,  che  si  ha 


--  =  l  H(l  -  e-y) 


^=-1  11(1  +  e-y) , 


2 


dove  y  soddisfa  la  (1).  Perciò,  considerando  l'integrale  particolare  y  =  0,  si  riconosce  subito 
che  la  corrispondente  superficie  a  curvatura  media  costante  H  altro  non  è  che  una  superficie 
oilin4rica  di  rotazione,  di  raggio  uguale  alPinversa  di  H. 

Dunque:  Le  varie  superficie  a  curvatura  media  costante  applicabili  sopra  una  superficie  di  ro- 
tazione, che  corrispondono  alVintegrale  particolare  y  =  0  dell* equazione  (1),  altro  non  nono  che  ìt 
$uperfioie  cilindriche  di  rotazione. 
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w{ìze,  l'espresHione  analitica  di  un  integrale  particolare  dell'eauazione  proposta; 
hi  momento  che  non  sembra  possibile  integrarla  con  nn  numero  finito  dì  ope- 
razioni   (*). 

Considerando  da  qui  innanzi,  per  semplicità,  soli  valori  reali,  tanto  della 
friabile  X  che  della  funzione  y  (ma  i  resultati  varrebbero  anche  se  ci  riferis- 
fcflio  ai  campo  delle  quantità  complesse),  ci  potremmo  proporre  la  determina- 
[Me  di  un  integrale  della  (1)  che  p^r  x  =  x^  assume  un  valore  arbitrario  y^  ? 
ttntre  la  saa  derivata  prima  acquista  in  quel  punto  un  valore  y\  anch'esso 
prejstabilito  ad  arbitrio.  Tale  integrale  esiste  senza  dubbio,  ed  è  unico,  giacché 
l'equazione  (1)  equivale  al  sistema  di  equazioni  differenziali  del  primo  ordine, 
selle  funzioni  y^  e  y,  : 

-2)  y\=:y^  ,  ,   ./ y'^^  _  i.  (e*+if.-^y.)  , 

[  ^T  il  quale  sistema  sono  evidentemente  soddisfatte  le  note  condizioni  per  la 
mieuzsk  e  l'unicità  del  suo  jntegrale  generale.  Ma  i  calcoli  da  eseguirsi  per 
ì  ileter  mi  nazione  del  nostro  integrale — sia  che  si  ricorra  allo  sviluppo  in  serie 
'^i  T  a  y  1  o  r  ,  o  al  metodo  delle  approssimazioni  successive  di  Pi  e  a  r  d  —  si 
\m  affermare  a  priori  che  saranno  assai  complicati  se  conserviamo  alle  quàn- 
^''^^  ^0  ^  y'o  tiitta^la  possibile  arbitrarietà;  mentre  diverranno  più  spediti  se 
|»er  esse  stabiliremo  subito  dei  valori  particolari. 

11  caso  più  semplice,  rispetto  ai  calcoli  da  eseguirsi,    sarebbe    quello    in 
cui  si  scegl  lesse 

cioè  il  caso  di  determinare  quelFintegrale  dell'equazione  (1)  che  nel  punto  x^ 
si  annulla  insieme  alla  sua  prima  derivata.  Ma  tale  integrale  particolare  non 
\m  essere  che  l'integrale  evidente  y  =  0,  che  soddisfa  appunto  a  quelle  due. 


(*)  Sarebbe  invece  di  ovvia  integrazione  l'equazione 

giacché  facendo:  «  -|-  y  =  «,  diverrebbe: 

2^'  +  e'  — ^  e~'  =-  0, 

cioè  si  ridurrebbe  ad  un'eqaazione  della  forma: 

v 

r 

t 

^^  cui  si  pa5  subito  determinare  l'integrale  generale  con  due  semplici  quadrature. 


\- 


■ 
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ODndizioni.  Epperò  determineremo  1'  espre.ssìone  di    qaelF  integrale~~  partire 

deir  equazione  (ì^  che  si  annulla  nel  punto  x^,   ma  la  cui  derivata   i>riiDa 

qaista  in  qnel  punto  un  valore  diverso  da  zero.  Per  questo  valore  sceg^lìei 

Tanitày  e  di  più  supporremo  che  sia  x.  =  0. 

Cioè  :  determineremo  Vespressione  aHaliiie^  di  quelV integrale  pcurticolare 

V equazione  (1)  che  ai  annulla  nel  pulito  JcerOj  e  la  cui  prima  derivatela  acquista 

quel  punto  il  valore  1. 

i 

Calcolo  dell'integrale  mediante  lo  sviluppo  in  sebik 

DI  Maglaubin. 

Supposto  che  il  richiesto  iutegiale  y  sia  sviluppabile  in  serie  di  M 
claurin  (e  dimostreremo  poi  che  ciò  acoade  efìfettivaiueute),  indichianìo 
y« > y'o > y'o  *  •  •  •  ?  y^*'^  , .  . .  i  valori  che  esso  é  le  successive  sue  derivate  ac(] 
stano  nel  punto  zero.  Avremo  alloni,  per  i  valori  di  x  di  un  intorno  di  que, 
punto  lo  sviluppo 

nel  quale  sono  da  determinarsi  i  vsilori  che  le  successive  derivate  di  y  acqi 
stano  nel  suddetto  punto,  partendo  dall'ipotesi        ,  i 

.Vo~<^         '         y'o  =  lj 

e  tenendo  presente  che  y  deve  soddisfare  all'equazione  (1).   Questa  intanto 
dà  subito 

Eimane  ora  da  calcolare  i  valori  che  acquistano  nel  punto  zero  le  successiv 
derivate  di  y,  di  ordine  qualsivoglia;  e  a  tale  scopo  scriveremo  l'equazione  (J 
sotto  la  forma 


2y"   f  <?«*  — e"  =  0, 


essendo 


iv~\-y  —  u        y        x~y  —  v(^) 


(^)  A  Bemplice  titolo  di  onriosità,  osserviamo  che  la  (1)  potrebbe  anche  soriverflì: 

tt"  +  e"  =  v^'-f-  6*-^ 


/ 


)(  ^9  )( 

m 

.  questa  equazione,  con  n  successive  derivazioni  si  ricava  l'altrsl 

13)  2y<''+«)  +  D«  a**  —  D*»  e'  =  0. 

jqnindi,  per  il  calcolo  di  y^^^^'^  dovremmo  determinare  anzitutto  l'espressione 
t!a  derivata  ennesima  della  funzione  esponenziale,  quando  l'esponente  sia.  una 
azione  assegnata  della  variabile  indipendente.  L'espressione  di  tale  derivata 
Dtsiuia  è  naolto  complicata  0;  epperò  credo  sia  preferibile  fare  uso  del  prò- 
dimento  che   oiu  esporrò. 

Osservi  ai  anzitutto  che,  qualunque  sia  la  funzione  u  della  variabile  indi- 
sdente  X  (purché,  s'intende,  ammetta  le  derivate  di  ordine  qualsivoglia  nel 
Dito  generico  x)^  si  ha  : . 

D  V  =  («'*  +  1*")  6- 

DV  =  (le'^ -f  3t4 V  rf  tt'")  e"  " 

.   DV  =  (ti'*  -f  6tt'*i*''  +  ^u'u'''  +  tt^  +  3w'")  e\ 


i  dimostreremo  che,  per  n  ];>  3,  sussiste  la  formola  generale  : 
(4)  '         D"  e"  =  jtt'"  +  2  (j)»'"~*  •  «*"'  i-  P" !«"» 

\ 

love  P„  è  uaj  espressione  razionale  intera,  a  coeflBcienti  interi  (polinomio)  in 
i',tt",i«'"  , . . . ,  v^'*-*^ ,  nella  quale  non  comparisce  piti  nessun  termine  della 
ferma  di  quelli  che  precedono  V„  stessa,  entro  parentesi. 

Infatti,  i>oichè  la  formola  si  riconosce  essere  valida»  per  n=4,'  suppongasi 
^he  s'.issista  per  un  certo  valore  f  dell'indice  n  di  derivazione  ;  cioè  cbe  sia 

A— r 


(*)  Potrebbe  dedursi  dall'espressione  generale  della  derivata  ennesima  di  una  funzione  di 
fuDzion«  ;  la  quale  espressione,  se  è  facile  indicarla  simbolicamente  (veggasL  per  es.  il  trat- 
laU)  di  Calcolo  di  Gen.ocohi-Peano,  a  p.  52),  richiede  poi  calcoli  laboriosi  per  svilupparla. 


/ 
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Ne  seguirà,  derivando  ambo  i  membri  rispetto  alla  variabile  indi  pendente 


D'+'c"=  >"•+'-{- 


+  Q]""-'  «"  +  -  +  [(Ì)+(a-1i)]«'-*-^^'*' +...+«"+" 


A-r-1 


E,  per  la  not^  proprietà  dei  coefiScieiiti  binoniiali,  essendo 


&H^L.)-{'n 


ne  seguirà  : 


*-r+, 


D^+'c^m  jit"*-H  + V  i''  '[;  ^W'-+*-". «<''>- 4-  Ph-i1<?"  , 


con 


La  forinola  (4),  se  è  vera  per  un  (•erto  valore  r>3  di  n,  è  dunque  vera  aneli 
per  il  valore  successivo  r  -f-  1  j  epperò,  essendo  vera  per  nz=L  ^  ^  sarà  vrr 
qualunque  sia  Findice  n>3  di  derivazione.  Ed  inoltre  si  ha: 

« 

(5)       P„  =  u".  2  ("  T  ^)  ^*  ~  *    "  1  )»«'"-*-*•«<*>  +  «'H-.  +  P'.-.- 

% 

Con  F  uso  delle  forniole  (4)  e  (5)  potreliio  dunque  calcolare   le  successivii 
derivate  della  funzione  esponenziale  e". 

Infatti,  essendo  :  . 

I 

P^  =  3m"«  , 
ne  seguirà  : 

P,  =  «"  •  2  (J)  {4.  —  *)«'»-*  •  «<*>  +  «'P,  +  P',  =      - 

=  (12m'  «"*  +  4m"  tt'")  +  (Su'  «"«  -t-  6«'' «'")  —  I5tt'  «"*  -r  10«"  «'"• 
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Perciò  : 


h^2 

=  )(«"  +  IOm"  u"  +  IOm'*  u'"  +  5m'  «"  -r  «')  +  (15m'  m'"  +  IOm"  «"'){«". 

/ 
In  modo  analogo  calcoleremo  le  s^iccessive  derivate  della  fimzione  e",  con 

Bso  (Ielle  espressioni  di  Pg ,  P, ,  P^^ ,  ecc.  ;  Dorchè  avremo  successivamente: 

1=  105»/'^  w/  4-  105w"«  tt"^   H  105m"*  1*'"  +  210it"  u"^  w'"  -|-  105w"  w'  t*»'  + 

P,  -  IDau"*   f  420«"'  !*'•  +  210«"*  w'*  +  21  Ow"^  ««'  -f  840tt"*  tt'  w'"  +  ' 

+  560m"  w'3  m'"  +  420m"  n'«  «•'  +  280/t"  m""^   f  168m"  ?a'  m*  + 
+  28ii"  li''  -I-  280m'"«  m'-  +  280w'"  uj^  ~\-  561/"'  t^  -{-  35«''*. 

E  «osi  di  seguito.  Possiamo  dnnque  concludere: 

La  derivata'  ennesima  della  funzione  esponenziale  e^*,  eon  u  funzione  di  x^  è 

f'ta  dalla  forinola  (4),  supposto  ?i  ^  3  ;  dove  Vespressione  di  P„  è  quella  che  si 
tifane  con  Vapplicazioné  ripetuta  della  formola  (5),  quando  si  assuma  come  espres- 
wwe  iniziale 

\  I 

P,  =r  3tt"'   C). 

I 

Si  tenga  presente  che  P„  è  la  parte  cbe  completa  l'espressione  della  de- 
rivata ennesima  :  la  prima  parte  della  quale,  è  costituita  da  termini  tutti  dif- 
ferenti da  quelli  di  P„ ,  e  che  si  calcolano  indipendentemente  dai  termini  che 
^DtraDo  nell'espressione  della  derivata  precedente. 

E  si  noti  infine  che,  a  causa  della  (5),  nell'espressione  di  P„  compariranno 
if  derivate  di  u  sino  a  quelle  di  ordine  »  —  2,  come  api>unto  fu  detto  innanzi. 


()  La  (5)  ci  darebbe  anche  la  precedente  espressione  di  P4  quando  si  supponetse  Pj^^^O. 
'^«ijjoò  osservare  cbe  allora  la  (4)  diventa  valida  anche  per  n  =  i. 

[La  Redazione  del  Oiornale  osserva,  a  proposito  della  formola  di  cui  qni  si  occupa' PA., 
<!n^  l»  formola  per  il  differenziale  r'"''  dell'esponenziale  fu  già  trovata  in  oiodo  semplice  dal 
^f^'f.  E.  Pascal  in  nna  Nota  »  p.  248  del  v.  37  (1904)  dei  Rend.  delP  Ut.  Lombardo]. 

VOL.  Lvm.  6 


i 


/ 


K  42  )( 
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Ciò  premefiso,  passiamo  al  calcolo  dei  valori  che  acquistano  nel  punto  zen 
le  successive  derivate  dell'integrale  ^  tiell' equazione  .(1)  caratterizzato  dalh 
condizioni  iniziali 

yo=«      >      y'«  =  i, 

e  tenendo  presente  che  già  si  è  ricavato  : 

y'V=  0. 

A  tale  scopo,  osserviamo  che/  se  nella  (3)  facciamo  x  =  Qy  otteniamo  Is 
relazione  numerica 

(6)  2y,<*^>  +  D/  e"  —  D,**  e'  =  0, , 

intendendo  che  il  simbolo  D^^  rappresenti  il  valore  che  acquista  nel  ponto  zero 
la  derivata  ennesima  della  funzione  a  cui  è  premesso. 

Notiamo  ora  che,  supposto  a?  =  0,  si  ha  evidentemente  : 

11^  =  y,  =  0  ,  v^  =  —  y^  =  0 

u',  =  l  +  y',  =  2       ,  «'.  =  1  -  y;  =  0, 

E  in  generale  si  avrà  : 

a  partire  dal  valore  2  dell'indice  n. 
Ne  segue  che  sarà: 

D, c«  =  t*'^ e«o  =  2  ,  jy^e^zzzv'^e'^zzzO    ' 

DoV  =  u\  +  u\  =  4     ,  D,V  =  v\  +  v\  =  0. 

£  corrispondeDtemente  risalterà,  a  causa  della  (6)  : 

2y"',  +  2  =  0,  cioè:  y"'.  =  — 1, 

2y".  +  4  =  0,  cioè  :  y",  =  —  2. 


TV 
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li  ivrà  poi  : 


D»o  «»  =  2»  +  y'",  =  7 


D*,*" 


=  -y  .=+i- 


[uindi,  a  causa  della  (6),  avremo  : 


2^0  +6  =  0, 


cioè  : 


y\  =  -  3- 


Per  il  i^alcolo  dei  valori  nel  punto  zero  delle  derivate  di  y  di  ordine  6U 
•rioie  al  quinto  osserveremo  che,  per  »  >  3,  a  causa  della  formola  (4),  si  ha: 


A—n 


A.2 


h*^ft—i 


ii"+yo*"*+2  (l)^''~*-yQ'*'+p-' 


A.^ 


love  P^^^  indica  il  valore  di  P^  nel  punto  zero. 
Circa  il  valore  di 


l>\e^ 


'>s8ervi8i  cbe^  se  nella  (4)  cangiamo  u  in  v,  tenendo  poi  presente  che  è: 


r,  =  v\  =  v'\  =  0j        e  che         t?<->^  =  —  y 


0  » 


per  n:>2, 


otterremo  : 

essendo  Q^  1'eRpres>ìnne  medesima  diP^  quando  in  questa  si  scrivati  al  posto 
di  Uj  e  Q^^^  il  valoic  di  Q„  n;l  punto  zero. 
Avremo  dunque  : 


h'^n—i 


D",  e-  -  D-,  e'  =  2"  +  2y<->.+2  (aJ^*^  "  »'*'•  +  ^-  "  Q-'«' 


E  a  eausa  della  (6),  sapposto  «  ^  3,  otterremo  di  conseguenza 


»-«-, 


(7) 
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Osservisi  ora  che  P„  «e  Q,  contengono  le  derivate  di  u    e  y,     rispetti^ 
mente,  siùo  a  quelle  di  ordine  n  —  2;  e  quindi  nella  differenza 


P-,0  -  Q 


n,o 


verranno  a  figurare  i  valori  nel  pun(o  zero  delle  derivate  di  y  sino  a  quell 
di  ordine  n  —  2.  J)i  più,,  si  noti  che  tutti  i  termini  di  P,,,^  i  quali  conten|(oi 
u\ ,  ma  non  u^\ ,  verranno  a  contenere  come  fattore  una  potenza  di  2,  perei 

«'.  =  3; 
mentre  i  loro  corrispondenti  in  Q„,g  si  ridurranno  a  zero,  essendo 

Quei  termini  poi  di  P,,,^  che  contengono  u'\  si  annulleranno  tutti,  al  pari  dei 
loro  corrispondenti  in  Q,,,^, ,  i>erchè  : 

u'\  =  v\  =  0. 

Infine,  quei  termini  di  P«,^  che  non  contengono  né  u\  né  u^'  avranno  io 
stesso  valore  dei  loro  corrispondenti  in  Q,,,^ ,  oppure  valore  contrario,  secondo 
che  contengono  il  prodotto  di  un  numero  puri  o  dispari  dì  derivate  et  u  (di 
ordine  superiore  al  secondo)  ;  giacché  per  n  >  2  è  : 


A  causa  di  ciò  ])ossiamo  concludere  che  la  semi-differenza 


Q   U    >i,o  ^c»»»0' 


si  ridurrà  al  valore  che  acquista,  nel  punto -^zero  il  polinomio  che  si  rirara  ^^» 
P„  col  sopprimervi  tutti  i  termini  che  contengono  w",  piìt  quelli  che  conten- 
gono il  prodotto  dLun  numero  pari  di  derivate  di  ai  di  ordine  superiore  al 
secondo,  senza  contenere  né  u'  né  u"^  col'  mantenere  inalterati  quei  termini 
che  contengono  invece  il  ])rodotto  di  «un  numero  di8[)ari  di  tali  derivate  (*); 
e  infine  col  diminuire  di  una  unità  re8i)onente  di  w'  nei  termini  che  conten- 
gono queslta  derivata  prima  (ma  non  ti").  Indicando  con   P„  siffatto  polinomio 


{^)  Naturalmente,  nel  fare  questo  e  il   precedente  conteggio,  si  dovrà  badare  all'espououte 
che  avrà  ciascuna  di  quelle  derivate. 
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t 

ìdotto  e  tenendo  presente  le  espressioni  trovate  innanzi  per  P^  ,  Pj ,  P^ ,  P^ , 
\ .  avremo  quindi  : 

^4  =  0     ,      P,  =  0     ,      Pe  =  0, 

P,  =  70tt"«     ,     P,  =  280w'  w'"»  +  280tt'"  w^. 

I>osì  di  seguito.  Per  esempio,  se  vogliamo  l'espressione   di  P,^,   noi  potremo 
itanto  sopprimere^ /bell'espressione  di  P^  che  si  deduce  da  quella    di  P^  con 
m  della  forraola  (5),  il  sommatorio;  e  qaindi.  tenere    conto    soltanto    d«lla 
|irte  rimanente  / 

Sviluppando  questa,  con  l'uso  dell'e8t)ressione  già  ottenuta  per  P^ ,  e  tra- 
delirando  di  volta  in  volta  ì  termini  contenenti  u'\  rimane  l'espressione  : 

+  504tt'  li'^'  vT  4-  840m"'  u"'  +  12616''  u\ 
Perciò  si  avrà  : 

P3=280tt'"^4-840tt'*  tt'"«-|-1260ti'  i*'"  ii''+315u''«+604i£'"  u\ 
Considerando  poi  il  valore  zero  di  a?,  avremo  dunque,  in  generale; 

E  quindi  la  formola  (7)  diverrà  : 

'^*'^^  ^*»i,o  *^^tro  non  è  che  il  valore  di  P„  quando  A  posto  di  u'  si  ponga  2, 
^  »1  posta  delle  derivate  dì  u  di  ordine  superiore  al  secondo  si  ponga  il  va- 
^'^re  cbe  ba  nel  punto  zero  la  derivata  di  y  dello  stesso  ordine;  giacché 

9 

«'„  =  2         ,         «,<">.  =  Vo<"^  per  n>2. 
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Perciò  : 


P     —  P     =:  P     — 0     ^ 


P,..  =  70y;"»  =  70 


7»0 


P„.  =  280 •  2. y,'"»  -f  280y."'  y."  =  1120 


\\,„  =,  280y;"'  +  840. é-y.""  -f  1260-2 -y.^y^  -f-  SlSy,"* 

+  504y,"'y;  =  10893. 

Ed  ora,  fhcendo  nella  (8)  siici-cssivameiite  n  =  4,6,6.7,8,...  e  ri 
dando  che  8i  è  trovato 


yo"'  =  -»    '   yo"  =  -2    ,   V  =  -3, 


avremo  intanto  : 


-  y,,"  =  y,"  +  4y;"  +  3»  +  P4.0  =  +  2. 


Perciò  : 


,    i^cZ-^-a. 


Analogamente  : 


-  3fo"=  V  +  sy."  +  sQy.'"  +  2*  +  P».. = - 17, 


Perciò  : 

y  ™  =  +  17. 


-  yr  =  y,"  +  6y.'  +  2(*)y,"  +  2«.  (^jy,'"  +  2»  +  P..o  =  -  128- 


Perciò  :  ^^ 

y  ™  =  +  128. 


-  y."  =  yr  +  7y."  +2(J]y,^  +  2«Qy."+ 2«( J)y."'  -f  2*  +  P,.,  =  -  «!>• 
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Perciò  : 

y*^  =  +  54». 

Perciò  : 

y-  =  +  1288. 

»''=y,"+9y,'"  4-2(2)y,'*+2'(5]y,''+2»(J)y/  +  2«(J)y,•'^-2»(J)y/"+a•+ 
_  .1 
•     ,                   4- P,, -+8667. 

Perciò  : 

I  ♦  . 

y^"  =  — 3667. 

l^\  di  segaito.  Danque  : 

Le  8ueees9ive  derivate  nel  punto  zero  di  quelV  integrale  delV  equazione  diffe- 
^ule  (1)  che  ti  annulla  nel  detto  punto,  e  la  cui  prima  derivata  acquieta  in 
PO  il  valore  1,  hanno  i  valori  seguenti: 

»."=o    ,    y,"'=-i    ,    y,"=-2    ,    y,'=-3    ,    y.''=-2, 

C=4-17  ,  y,"'=+128  ,  y.»=+549  ,  y/=+1288  ,  y.-=~S657,  ecc. 

E,  in  generale,  il  valore  della  derivata  d^ordine  n  -f-  2  verrà  eepreeeo  dalla 

trmola  (8),  dove  P^.q  rappresenta  il  valore  che  acquieta  nel  punto  zero   il  poli-^ 

^ù)  ridotto  P^  che  si  deduce  nel  modo  indicato  innanzi  dalVespressioue  di  P. 
^Kto  con  Vapplicazioue  ripetuta  della  forinola  (5). 

Perciò  il  valore  nel  patito  zero  di  una  derivata  quaUivoglia  —  sapposto 
^€  esista  —  sarà  noto  appena  si  conoscano  i  valori  delle  derivate  precedenti, 
ino  a  quella  di  ordine  inferiore  di  2  nnità  ;  e  risulterà  sempre  espresso  da 
Q  numero  intero  (positivo  o  negativo). 

Infine  concludiamo:  Supposto  che  Vintegrale  y  dell'equazione  differenziale  {!) 
^  q^le  si  annulla  nel  punto  zero,  e  la  cui  prima  derivata  acquista  in  esso  il 
fl'orc  (i),  iùi  sviluppabile  in  serie  di  Maclaurin,  avremo,  per  tutti  i  valori 
•^Ua  variabile  x  di  un  eerto  intorno  del  punto  zero,  lo  sviluppo: 

9?            a!^             i^             a?^              x^                 a'^                 «* 
r-i 2  ^ 3  - 2  — -1-17— 4-  128 h  549 \- 

+  1288^  +  ....  +  ^y;-+" 


^'*         « 
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neila  quale  serie  U  valore  generico  di  y^^'^*^  è  dato  dalla  formula  (8),  oio^  si  ci 
cola  nel  modo  indicato  precedentemente. 

Semplificando  i  coefficienti  della  serie  ottenuta,  avremo  : 

! 

,^,  a?»,       a?*        ar^  ir«     ,    llx"     ,      oi^    ,      61a^     •     23x*<>      . 

^  6         12       40       360^5040^315^40320^64800^  ^ 

Rimane  ora  da  vedere  per  quali  valori  di  x  questa  serie  è  convergente 
e  se  nell'intervalli  dì  convergenza  (o  in  una  sua  parte)  la  sua  somma  rappn 
senta 'effettivamente  un  integrale  dell'equazione  differenziale  (1).  Il  che  riuscì 
remo  a  stabilire  col  determinare  l'espressione  dell'integrale  richiesto  mediana 
il  metodo  delle  approssimazioni  successive  di  Picard:  cioè  con  integrrazìofl 
successive,  invece  cbe  con  derivazioni. 


Calcolo  dell'integrale  ool  metodo  delle  approssimazioni  successitk 

DI  Picard. 

Riprendiamo  il  sistema  (2)  equivalente  all'equazione  differenziale  (1),  e 
applichiamo  ad  esso  il  metodo  delle  approssimazioni  sucf^essive  per  la  deter- 
minazione di  un  sistema  di  integrali  iy^  ,  y^)  cbe  nel  punto  zero  soddisfino  alle 
condizioni  : 

Perciò  avremo,  còme  prima  apprussimazione  {y^^^  ,  y,,,)  : 


/  0 


\ 


Una  seconda  approssimazione  (y^  ,  y,,,)  ci  verrà  <fata  da 


t       0 


y,..==y,.o-  U^e'+y.'  -e^'")  rfT=i_  1  L*-_i)dx=  I  +  f  -  -f 


Possiamo  ora  osservare  che,  essendo  per  ipotesi  : 


yi.o  =  ^^         >         y2  6  —  i» 
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è  risaltato  : 


i  HI  seguentemente  : 


y^id  -^  y«»i  ' 


^1,1=^1.2 


fe  più,  essendo  : 


1 


y.,«  =  y,.o  -  ó  /(  ''~^''''  -  ^"'"^  )  ^•'^' 


♦  per  la  funzione  approssimata  successiva  y^,i^  avendosi: 


3f3,3  =  y«,0  -   2  |(  ^-^'**  ~  ^-^''*  )  ^' 


S"  seguirà 


^«'2  —  y^»! 


3* 


LI  essendo  poi  : 


^1,3  =  ^i.O  +1^8,?  ^^  J  Vi^K  =  Vi^O  +/y2.3  '^^J 


Kirà  pure  : 


^113  —  yi»4" 


E  sì  avrà  in  generale,  per  le  successive  funzioni  approssimate: 


yi,«A-i  =  .Vi.iA       7      yt»«*  —  y«,w+i- 


^ 


Abbiamo  poi  : 


yi'3  —  ^1-0   I    I  1 4    '    2 


.2.C 


1    .    5 


^ 


,2.r 


4r^8  +  r'+4 


8    ' 
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1 


^1.5=^1.0+ /y2.4  ^^=yi,o+m,o~  -/(c^-h^»»— e*-y-o  da^  ax= 


0         0 


»i.7=yi.o+/j'..«  <''f=yj.o+/)y.,o—  2|(«'+''-  — c^»-)  <?ai  <ar= 


.  *x    f*x 


0  0 


£  sarà  in  generale  :  r 


0         0 

/ 

Dopo  ciò,  si  tenga  presente  che,  per  tutti  1  valori  di  ce  appartenenti  ail 
un  intorno  del  punto  zero,  esisterà  e  sarà  finito 

4 

e  che  questo  limite  ci  darà,  per  i  suddetti  valori  di  a?,  l'espressione  del  ri- 
chiesto integrale  della  (1):  cioè  di  quell'integrale  che  si  annulla  nel  punto 
zero,  e  la  cui  prima  derivata  acquista  in  quel  punto  il  valore  1.  Ma,  mtntre 
abbiamo  potuto  determinare  innanzi  V  espressione,  in  termini  finiti,  dell'  inte 
graie  approssimato  y^^^ ,  non  è  evidentemente  possibile  ottenere,  in  termini  fi- 
niti, quelle  dei  successivi  integrali  approssimati 

Viti  7  Vin  ?  2^1.9  >  •  '  ' 

epperò  cercheremo  di  determinare  le  loro  espressioni  ricorrendo   agli  sviluppi 
in  serie  di  potenze. 

A  tale  scopo  osserveremo  che,  per  tutti  i  possibili  valori  (finiti)  di  Xj  si 
ha  lo  sviluppo  : 


'  '2!'3!  ni      ' 


-■^-»« 


I 
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S'è  risulterà  : 

e**  1       X      n?       a?       af       ^    y"^    \_  2"-'a!" 

~8"~8'*'4"'"T  +  T+12  +  30  +  9Ò~'~'"'"'       1^'^"" 


'A  essendo  : 


1    ,   5,      ,    ai*        e** 


•    •   •    • 


fi  avrà,  j?er  qvulHvoglia  valore  di  a^i 

a?       x^        a?        3^  2**-^aj'* 

Xa  abbiamo  : 

\ 

_  a;»       «*        3x^        7a;* 

-^  +  *^+¥  + 12  ~"20"~"36"  +  •  •  •  • 


K<l  esscHido  quest'  altiina  serie  di  potenze  convergente  per  quahivoglia  valore 
'/^  A  e  conseguentemente  anche  convergente  in  ugual  grado  in  qualsivoglia 
intervallo  finito  (e  convergente  pure  in  ugual  grado  dopo  averla  integrata  ter- 
mne  a  termine),  avremo  : 


*x 


y^,5  =  a?  —  -^Idx  I  (^+y«»«  —  ^«— yi.»)  dx 


.T 


1  /a?*     .a?'     ,   X*     ,   ar*        x^        .t'     ,  \  , 

=  ^-     lY  +  -3-  +  -8-  +  tìO-ió-36  +  --r^  = 


X^  X*  X"      '        ^_|^'_L^_I 


w 


^ 


•  • 


•  * 
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In  modo  analogo  sì  troverebbe  : 

• 

35*       a^ 
Vi,-,      ^       6        12 

0^          sf*    1    17a?' 
40       360   '    5040 

4-  — + 

+  315  +  ' • 


E  si  potrebbe  quindi  procedere  al  calcolo  di  y^.g  ?  ^1,11  >  •  •  •  •  Ma  questi  calco 
oltre  ad  essere  laboriosissimi,  non  ci  fornirebbero  la  legge  generale  secon< 
la  quale  si  ottengono  i  coefficienti  dei  singoli  termini  nei  corrispondenti  s\ 
luppi  in  serie  ;  i  quali  svilappi  si  può,  in  ognj  modo,  affermare  che  sussistei 
per  qttahivóglia  valore  (finito)  della  variabile  x. 

Osservisi  ora  che,  nello  sviluppo  dell'integrale  approssimato  y^^^  ,  i  pri/ 
3  termini  sono  comuni  a  quelli  dello  sviluppo  di  y^,^;  e  i  primi  5  termini  ( 
questo  sviluppo  sono  comuni  a  quelli  dello  sviluppo  di  y^,,.  Se  poi  calcoJassiin 
l'integrale  approssimato  y^,^,  troveremmo  che  il  suo  sviluppo  in  serie  ha  i 
comune  i  primi  7  termini  con  quello  di  2/^,7  ;  e  cos^  di  seguito.  Ma  1  primi 
3  termini  dello  svilui)po  di  ^^,3 ,  i  primi  5  di  y^^^,  i  primi  7  di  y„, ,  e  così  via 
sono  precisamente  i  termini  dello  sviluppo  (9)  da  noi  già  trovato  con  l'iiì^ 
della  serie  di  Maclaurin.  E  siccome,  almeno  per  i  valori'  di  x  di  un  in 
torno  del  punto  zero,  esiste  ed  è  finito 


lira    Vi.n, 

/ 


9)<.aa  QO 


e  questo  limite  rappresenta  il  richiesto  integrale  particolare  j^,  dell'equazione 
(1),  possiamo  concludere  che  la  serie  di  potenze  corrispondente  al  suddetto 
limite  è  necessariamente  convergente,  almeno  per  i  valori  di  z  di  un  intorno 
del  punto  zero,  e  coincide  con  la  serie  di  Maclaurin  dello  sviluppo  (tì). 
L' integrale  particolare,  di  cui  ci  proponemmo  la  ricerca  è  dunque  vera- 
mente sviluppabile  in  serie  di  Maclaurin,  e  la  sua  espressione,  per  i  va- 
lori di  X  di  un  intorno  del  punto  zero,  è_data  dalla  (9).  . 


* 
«  # 


Poiché  la  (9)  ci  dà  lo  sviluppo  in  serie  di  un  integrale  particolare  della 
proposta  equazione  difterenziale  (1),  si  potranno  ottenere  di  questo,  in  termini 

• 

finiti,  delle  espressioni  di  più  in  più  approssimate,  a  mano  a  mano  che  consi- 
deriamo un  numero  sempre  più  grande  di  termini  della  serie.  E,  stabilito  Tin- 
torno  del  punto  zero  in  cui  può  variare  x  (cioè  un  limite  superiore  del  valore 
assoluto  di  ir),  si  potrà  determinare  un  limite  superiore  dell'errore  che  si  com- 
mette quando  si  assuma  come  valore  dell'integrale  y  della  (1)  la  somma  di  uQ 
certo  numero  di  termini  dello  sviluppo  (9). 
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^^otìamo  infine,  a  titolo  di  verifica  che,  essendo  la  serie  (9)  saQcessiva- 
'Dte  derivabile  termine  a  termine  per  i  valori  di  x  di  un  intorno  del  punto 
re,  abbiamo  :  < 


.v"  = 


X 


«8 


a^        X* 


-15  + 


120 


8^;^     .   Ola?"    .   23a^ 


+  -45-  + 


560 


+ 


720 


4- 
I    •  •  •  • 


I,  pr*f udendo  per  y  l'espressiorje  (9),  si  ha  identicamente  : 


■'-c'-V)=c-fy  +  i-y3-f.i/4-±y'  +  ..:j  = 


(if*        ar^        x^  a?*'         oi^  x"^ 

^+-^+T  +  T  +  2Ì+12?J+720  +  5040  +  -'-'X 


'       x^        jf        'lofi    .      a?'     ,    123.ii^ 
12       10      .45        504^10080 


.i 


.  ~  2  ^  12 


1  Ix"         ^Jf" 


.7 


120 


45 


eia- 


560 


^3a^ 
720 


I    •  «  •  ■* 


Perciò  si  vede  che  rimane  sodditjfatta  l'equazione  (1)  quando  si  faccia  in 
»**a  la  sostituzione  diretta  dell'espressione  (9)  ottenuta  per  y. 

E  ricordando  l'osservazione  fatta  al  principio  della  presente  Nota,  pos- 
iamo anche  concludere  che  la  funzione  '  " 


1 


H   - 


f 


Ut 


^H 


23^»' 


(i 


12 


40   360  "*"  5040  ^  315  "^  40320  "^  64800  '  '  " 


*m 


t=.ax  -{-  log  — j—  , 


a* 


^4 


rappresenta  un  integrale  particolare  dell'equazione 


y"  +  A(e"'"+''^  —  t'^'-^-^'O  zn  0. 


Firenze,  agosto  1919, 
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NUOVI  TEOREMI  SULLE  SOLUZIONI  DELL'EQUAZIONE 

DI  FREDHOLM  QUANDO  i>w-o. 


NOTA 


DI 


LUIGI  TOCCHI  (e  Benevento) 


ili  una  Nota  preiredcutf  (*)  ho  fatto  conoscere,  alcune  proprietà  notes o 
delle  soluzioni  trovate  dal  sijr.  F  r  e  d  h  o  1  ni  per  1'  equazione  integrale  om 
genea]  approfittando  ora  delle  formole  trovate  in  una  Nota  più  recente  (-),  « 
propongo  di  estendere  le  suddette  proprietà  al  caso  dell'  equazione  completi 
Chiameremo  per  brevità  N,  la  prima  delle  due  Note  citata  ed  Nj  la  secondj 
ed  useremo  gli  stessi  simboli  delle  due  Note  ]>recedenti. 

1.  Cominciamo  ad  estendere  all'  equazione  com[)]eta  il  risultato  espressi 
dal  teor.   IT  della  Nota  N^.      .  * 

Indicando  ciui  B^ ,  B,  ,  .  .  .  ,  B^,  ^p  costanti  numeriche,  avremo^<die  le  fuu 
zioni  : 


\\     D 


i>+i 


<Jh{^)  — /(-r)  — 


./  0 


X^   J^g  •  •  •  *^/i— i^  '^h-\-i 


^p  ^H-i 


BjBg . .  .  B;,_jB,,Bft+i  •  •  •  ^pV 


f(y)dy 


(:_l)H+iM-i.n 


^1  ^2  •  •  •  ^h—i  "^^Z'+l 


•     •     •     M'ai     V 


'''^l'+l 


B,Bj . . .  Bfc_,B,,  ....  Bp_,Bj, 


(1) 


=/(.r) 


•K(B  .  ^0 
""8„(B) 


A  =  1 ,  :i , . . . ,  j> ,  p  -[-  1 


(*)  L.  Tocchi,  Due  teoremi  sulk.  serie  di  Frr.dholtn.  (ìioniaU-  ili  B  a  t.  t  a  jj  1  i  "  * , 
Voi.  LIV,   1916. 

(*)  L.  Tocchi,  Sul  numero  di  MOÌuzioni  deW  equazione  di  Fredhol  w  ,  r/Ktt'irfo  D(a)  =*^' 
Giornale  di  Battaglioi,  voi.  LVII,   1919. 
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10,  por  la  (4)  dì  N, ,  p  -^  1  soluzioni  linearuieute  indipendenti  dell'equazione 
ujileta,  qualunque  siano  i  numeri  B.  Potremo  dunque  sostituire  nella  for- 
ti» l'IO)  ili  K,  Ix  g,,{x)  alla  (/[x);  rieordiiuilo  il  si^niHc^to  di  a,  e  Pesiiressiontì  (1) 
j.ij'),  si  ottiene" 


5,,(B)  ZàY^''       ^'^  •')  m     8,     ' 

«■'tituendo  in  questa  l'eaiireaaione  di  J\x,)  —  ^^(-i';)  die  si  ricava    dalla  (1)  e 
Mti]ilivan(li>  poi  per  8j(B)  tutta  l't>gua(!;lìan/,a,  si  ha: 

I  H-i  '         . 

Iiit«rminì  della  sommatoria    essendo    nnlli    identicamente     quando  i=^k, 
Kb  itolo 

4.fc(B  ,  w)  =  "^'^^  '  ^"^  -|.^(.t)  ft  —  l,2,...,p,^,+  l 

rtHii,  ricordando  l'espiessione  della  m  (v.  Nota  N^)  e  ilella.'fi , 


|o., 

X  a;  . 
X 

A»)à» 

jn^, 

Lb,b,. 

. .  B.-,B.B.+,  •  ■ .  B,J 

Ay)iii 

f         I    ^v, . . .  .n.-,».»„+, . . .  a-^, 
_./.  L   ),y,--->i-,!l'!lH,---3,» 


B,B3...B,_,B^Bi+....B^  - 


a—  l,2,...,p,p  +  l. 

Ijiilicnndo  ora  con  A,  ,  A^ ,  ,  .  .  ,  A^  ,  Aj^,  altre  p  -|-  1  costanti  numeiicbe 
"Hill-  le  B,  poniamo  nelle  p  ~\-  ì   identità  di  sojira 
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e  poniamo  poi  per  brevità  ' 


..-' 


—  I    ^H-i 


ViVi'^'  yi^-iVh  Vh^i  —  VpV , 


M^y 


(3) 


P/ 


A^Aj  • .  •  A;,-.^Afc  0[^h-\-i  •  •  »  ^p  ^H-i 
BjBj . . .  B,,_jB,,B;^4.^ . . .  Bp  3^ 


/(y)«^y- 


Le  p  + 1  identità  (2)  potranno  allora  indicarsi  nel  modo  più  semplice  coi 


/ 


h  =  ly2^...jP,Pr\ 


Moltiplicando  membro  a  membro    qneste  p -\- 1    identità  e  sopprimendo  i  fa^ 
tori  comuni,  esse  diventano 


Po        Ph-ì 


'      Po 


a„  =  zr^^  •  a 


Ph-, 


■p+1' 


Ricordando  le  (3)  fwtremo  porre 


Ph-. 


=  i(j;,iF, . . .  3!,+,)  ap+,  —  L(yjy,  .  .  .  y^). 


La  a,  poi  non  è  altro  che  la  funzione  ^,(x)  della  Nota  N,,  quando  si  fa*"'' 

I 

eia  in  essa  x  z=z  a?,.  Dunque  • 


(4) 


Wò  =  /(i»A . . .  ay^j).  Uyjfi yp). 


Rammentiamo  ora  la  formola  (12)  e  le  precedenti  della  Nota  N^  e,  pt^i  ^^*' 
tare  confusione,  usiamo  in  quelle  formole  i  simboli  di  funzione  t  e  T,  al  posto 


/ 
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i  ó  e  ^\  Ivi  si  è  trovato 


D 


1' 


tyx^x^  .  . .  »r,_jir,.|.j .  .  .  ^p-\.^}  — 


^l  ^2  '  *  *  *^i^C^i^i  •   •  •  '^i>-{'l 


6.  D».* .  •  l3|-_.Bj .  • .  H 


p  J 


% 


A.  A.J  •  •  •  -Ap 


Bj  B,  •  ^ .  Bp 


/ 


T(y,3/o . . .  y)  ~ 


X 


jC\|.£\a    •     •     •    -A-n 


ViVi-'-Vp  1 


I) 


*''l*^2  •   ••  •  •^1—1  «^i+i  •  '  •  "^ji    •'^H'i 


ì^i^g  •  •  •  y.-i^. 


^fi—iPp  . 


/(jj^iz^g . .  .  Jc-.-jJ-.+j . .  .  ^j.+,)-T(yjy^ . .  .  y^). 


Ha  sappiamo  che 


8,  :zz:  (~  iy+^^  D; 


12  •  •  •  '   »—l*»+l  •  •  •  *^i^p^i 


ViVz  '  •  •  y.-iV. 


tJill«M*a,  ])oneii(1o  nella  (14)  j[\  =  ;r,  si  lia: 


«) 


W^) 


^(^1^2  '  •  •  ^.-4^  ^t+i  •  •  •  ^H-1 *  ^(ifiVt  "  -y») 

'  '        .  »■»■  ■  Il     »    I       I      •        ■  I-    I  II     I  m 


(_  i)»'+J4-i .  /(.T^Xj . . .  Xi_^x4^ .  .  .x^:^^\    T(y^y^  . .  .  y^)' 


Possiamo  così  enunciare  il 


Teorema  —  Se  X  annulla  la  D(X)  e  tutti  i  suoi  minori  fino  a  quelli  di  or- 

,.  ò,- 

■'«^  p  eselusi,  le  funzioni  -~-  si  spezzano  nel  prodotto  d-vna  funzione  dipeìidente 

ài 

^nìle  sole  variabili   x^  x^  ,  .  .  x^^    per    u^i^  altra    dipendente    dàlie    sole  variabili 

't  "j  •  •  •  yp» 

Ricordando  che  le  soluzioni  dell'equazione  completa  si  ottengono  agginn- 

X^ndo  alle  -—-  la  nota  funzione /(a!*) ,  si  vede  che  questo   teorema  estende  alle 

solnzioni  dell'  equazione  completa  l'analoga  proprietà  espressa  inaila  (12)  della 
^oia  Nj  por  la  soluzione  dell'  equazione  omogenea. 


V 


2.  Possiamo  dedurre  altre  pro|)rietà.- 

he  formule  trovate  ci  permettono    di    scrivere  le  soluzioni  dell'  equazione 
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completa  in   due    modi    diversi.    Uaa  prima   forma  è  espressa   dalla    (1)  e 
vero  da 


Inoltre,  in  virtù  della  (6)  e  delle  (5),  si  ha 


X/D 


8. 


H-i 


X 
B^Bjj .  . .  B,_^B,B,4.^. . .  Bp+j 


f{y)dy  D, 


(_l/+i4-iD 


^i^2  •  •  •  «^t— i^i+i  •  •  •  «^Vf  j 

BjBg .  ■  •  B|_^Bf- .  •  • .  Dp  j 


A^Af  •  •  «.-A-j, 


BjBg  .  •  •  B|, 


L(y,yj 


3h-i  •  T(y.y, y^) 


8.<B) 


%jy« 


y,)' 


Oosicchè 


'fM=A^) -^^'h(ìf,y. 


Vp) 


è  nn'  altra  forma  della  stessa  soluzione.  Se  ne  deduce  che  deve  essere 


(7) 


*(y,y,---y*)  =  i- 


Dunque  :  , 

I 

OoKOLARio  T.  La  funzione  h(y^y^ .  . .  y,,)  è  costante  ed  eguale  a  1  per  qvalui 
qtie  valore  dei  suoi  paràmetri. 

La»  (7)  8i  può  scrivere  sotto  la  forma 


(8) 


fh' 

X 

.   ViVi-'-yp  y 

/(if)tly 

h- 

X 

BjB, . . .  Bp  y 

May 

D, 

.Al JVa    •    •    •    Ap 

X 

.   y.  y,  • .  '  y, . 

I>P 

Ajixj  •  •  •  Ap 

X 

B^  Bj .  .  .  Bj, 

la  quale  ci  dà  il  rapporto  fra  gli    integrali  di  due  serie    di  2>  +  1   parametn, 
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ledjante  quello  di  due  serie  di  p  parametri.  Da  quest'ultima    si  ha   anche 


9. 


D+i 


e 


A^A,  . . .  ApAp^^ 


ViV 


ì   !fl 


VpV 


May  = 


D, 


11  *  •  *     p 

X 

L   y, y*--" 


Pi 


r 


D. 


B^  Bj  •  . .  Bp 


D 


H-i 


B^Bj  * ,  ,  B^y 


Ay)^y 


.«quale  ci  dice  che: 

CoROLi^ARio  11.  È  conosciuto  l'integrale  a  primo  membroj  qualunque  siano 
numeri  y^  ?  2^2  *  *  *  ^9  '  q'^iO,ndo  è  oonosciuto  il  valore  del  medesimo  integrale  per 
tftii  numeri  particolari  B^. ,  B^  .  •  .  Bj,. 

Napoli,  dicembre  1918. 


I 


V 


\ 
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NUOVI  TIPI  GENERALI  DI  SUPERFICIE  RAZIOÌ^ALI 

SUPERFICIE  D'ORDINE  »»  CON  RETTA  {m  —  3)pla 

0 

ED  m  —  3  PUNTI  TRIPLI  (*). 


NOTA 


DRL 


Dott.  ANTONINO  TUMMARELLO  (a  Napoli) 


lu  nna  Comunicazione  letta  al  Congresso  dì  Napoli  della  Società  ìtaliau 
per  il  progresso  delle  scienze,  mostrai  (*)  come  applicando  ad  op()(9rtuiie  tra 
sformazioni  birazionali  dello  spazio  (le  mie  [n,  n*]  monoidiche  (*>)  un  procedi 
mento  semplicissimo,  sì  perviene  ad  ottenere  infinite  superfìcie  omaloidiehe  ì 
soli  punti  multipli,  superficie  di  cui  fin  allora  erano  conosciuti  solo  i  tipi  d 
4®  ordine  scoperti  da  N  o  e  t  li  e  r  (^)  e  C  r  e  m  o  n  a  (^)  e  alcuni  loro  casi  par 
ticolari  considerati  dal  Prof.  D.  Monte  sano  (*).  Continuando  le  mie  rìcer 
che  su  tipi  generali  di  superficie  razionali ,  ho  notato  che  quantunque  le  sn 
perfioie  d'ordine  arbitrario  m  con  retta   (ih — lypla    ò   con    ietta  (ni  —  2ypU 


(^)  Ho  Ietto  iin  breve  rìaKbunto  dì    questa   Nota    in  una    ComunicazioM  fatta  il   16  aprile 
ilei  1919  al  Congresso  di  Pisa  della  Società  italiana  per  il  progresso  delle  soieuze. 

(2)  Veggaai  :  AUi  della  Società  italiana  per  il  progresso  delle  scienze.  Quarta  riunione,  Napoli,; 
16  Dicembre  1910;  p.  733-734  (Roma,   1911). 

(3)  Dott.  A.  T  u  lu  m  a  r  e  ]  1  o  .  Le  trasformazioni  birazionali  monoidiohe  (»  ,  n«)  dello  spa:io. 
Rend.  R.  Aoc.  Scienze  Fis.  e  Mat.  di  Napoli,  (3),  v.  XVII,   191 U 

(*)  M.  Noether.  Ueher  die  rationalen  Flàchen  vierter  Ordnung  (Mathematische  Anna- 
len  ,  XXXIII  Band  ;  8.  546-571;  Leipzig  1888)  ,  nonché  Nachriehten  di  Gottinga  del  7  gin- 
gno  1871. 

(^)  L.  Cremona.  Nachriehten  di  Gottinga,  del  3  maggio  1871;  Memorie  A(h:.  Se,  Ifi- 
di  Bologna  1881   (p.   365-386);   Collectanea  in  Mem.   D.   Cheìini,   1881  (p.  413-424). 

(*)  D.  Mon  tesano.  Le  superficie  omaloidiehe  di  5^  ordine  (Rend.  R.  Acc.  So.  Fisiche 
di  Mat.  Napoli,  9  Febbraio  1901); 

D.  Montesano.  Su  nuovi  tipi  di  superficie  razionali  di  5^  ordine  (ibid.,  9  Feb- 
braio 1907). 
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(■tessero  ritenersi  note  iu  tatti  i  dettiigli  a  caasa  della  loro  rappreBentabilità 
il  piHDo,  pur  tuttavia  uesauno  ancoriv  facendo  un  ulteriore  passo  in  avanti, 
i  è  ovc-apato  Aaììe  snperflcìe  razionali  d' ordine  m  qualunque ,  con  retta 
1—3)  pia,  BuperUcìe  che  necessariamente  debbono  possedere  altre  singolarità 
Iw  (li   questa  r«tta,  che  supporremo  linea  ♦  ordinaritt  ».  "^ 

Io  «gaestii  ìfota  mostrerò  die  le  superficie  d'ordine  m  con  retta  {m  —  'ò)pla 
\fiii  m  —  3  punti  tripli  ordinari,  sono  razionali. 

:  Ciò  risulterà  senz'  altro  dalla  loro  genesi  molto  seiupliée  ottonata  a  niezi») 
I  tmsfonnazioni  biraziouali  spaziali. 

j  Darò  qni  la  rappresentazione  piana  di  dette  superficie  e  la  olamficaxioiie, 
hr  m  =  3»  ,  dei  casi  dovuti  a  presenza  di  nlteriori  punti  doppi  :  conici,  bipla- 
fcii,  uniplaiiari. 

SDppDnj;^o  le  superficie  prive  di  lisce  multiple  diverse  dalla  retta  {m — S)-pta, 
-rr-K-  a  sezioni  piane  di  genere  p~^2m  —  5. 

Così,  per  m'^Ò  si  ha  tuHa  una  nuova  classe  di  superficie  raziotiali  d'or- 
ii»r  arbitrario  m.  L'anico  caso  particolare  a  retta  multipla  finora  noto  era 
<«llo  di  ordine  w  ^=  5,  scoiarlo  dal  grande  geometra  italiano  Luigi  Ore- 
-.naO.       - 

Queste  siipeificie  jHtseiedoiio  (eom'  è  ovvio)  un  fai>cÌo  di  cubiche  ellittiuhe, 
unili-  il  loro  stuiliii  si  collega  a  due  recentissimi  lawtrt  del  prof.  G.  M  a  r  1  e  1 1  », 
vi  a  superficie  di  6"  e  7°  ordine  ('),  lavori  nei  quali  i>erò  il  chiaro  Au- 
si discosta  sostanzialmente  dai  pn)cedimenti  e  dai  risnltati  della  pre- 
*-riE*  mia  Nota. 

Quesjia  si  chiude  Con,  l'accenno  alla  via  piil  facile  per  ottenere  sistemi 
oumluidici  di  superficie  d'  ordine  m  aventi  i>er  elemento  uua  di  quelle  da  me 
«msldei'ate  (e  con  ciò  tutta  una  nuova  classe  di  traslbima/ionibirazioiiali  spa- 
ligli di  geneie  'Im  —  5);  e  finalmente  vi  k  tracciato  un  procedimento  molto 
«ih-dito  da  seguire  volendo  anche  superficie  dotate  di  linee  multiple  oltre  della 
MU  (i»  —  S)-pUt. 


§  1.  Genesi  delle  snperlicie  d'ordine  m  con  retta  {m  —  3)-pla 
ed  m  ■—  3  punti  tripli. 


1.  Tra  due  spazi  S ,  £'  si  stabilisce  uua    trasformazione    bìrazionale   T  di 


I')  I'.   Cremo  11  A.     UeSur    die    Abbitdung    algebraÌKÌter    Fl&chtn.  Mathmit,    Ann.     Bd.  2-1, 

(')  <>■  Marietti.  IkUe  tHperJicie  atgebriclie,  d'ordine  6  o  7,  con  un  faieUi  di  cubiclie  fi- 
'•'«tit.  Bend.  Ciro.  M»t.  di  Palermo,  t.  XLf,  .1916. 

!"■■  Uarletta.  Delle  euperfioie  algebriche  d'ordiM  C  cfin  u»  '««ciò  di  cubiche  èllMicke.  Ibi- 
*'"i,  i.  XLII,  1917.'  ' 
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j^enere  zero  (*)  indicata  dal  simbolo: 

•  I  ■ 

/ 

ove  8^inteude  che  il  sistema  oinaloidico  dello  spazio  S  (o  «  primo  spazio  ») 
costituito  da  cx)^  superficie  ^  d'ordine  n  aventi  a  comune  la  retta  (n  —  !)-;>* 
ttj  e  3(»  —  1)  punti  O^  ,  O^, . . .  in  posizione  generica  e  che  il  sistema  omaloi 
dico  di  V  è  costituito  da  superficie  ^  d'ordine  2n — 1  aventi  a  comune  U 
retta  2(n  —  Xy^la  h^  e  3{n  —  1)  rette  semplici  i(j) ,  Z^^^ , . . .  appoggiate   alla  h[, 

I  dettagli  della  T  possono  considerarsi,  noti  :  non  insisto  x>erciò  su  questi 
vado  invece  a  dare  la  genesi  delle  superficie  d'ordine  m  con  retta  («  —  3)  j>r 
ed  m  —  3  punti  tripli. 

2.  Abbiasi,  nello  spazio  S,  urta  superficie  F^ ,  d'ordine  m,  del  tii>o  ora 
menzioiìato.  Sia  a^  la  sua  retta  (w  —  3)-2>/a.  Suppongasi  che,  inoltre,  de^li 
w  -r-  3  punti  tri])li  della  superficie,  3(n  t-^  1)  vengano  a  eoincidei:e  con  i  punti 
fondamentali  O^ ,  O^ , . .  •  Og^,,-,)  del  1°  sistema  oiiialoidico  (oiule  è  3(m— l)^wj— 3» 
ossia  m^Sn).  Allora,  se,Qj,Qj,...  sono  i  restanti  punti  tripli  (in  numero 
di  m  —  3n)  della  F,h  ,  1*  T  muta  la  superficie 


F,H  =  a/«-3  3(^  _  x)03  (m  —  'òn)Q^ 


in  una  superficie 


r^^^h^^iQ^  ((i  =  m— 3«). 


In  particolare,  se  [i  =  0  ,  1 ,  2  ,  in  una  superficie  : 

1**  (per  {i=0):  dì  terz' ordina  F'3  ; 

2^  (per  jL  =  1)  :  di  quait'  ordine  F'^  —z  h^(f  avente  il  puuto  triplo  Q  e 
dotata  d'una  retta  ft^  non  passante  i>er  Q  (mónoide  con  troiversale  b^^  dì  Gay- 
1  e  y)  (*'); 

3"*  (per  [1  =  2):  di  quint'ordine  F\E=^b^^2Q^  avente  la  rerfca  doppia  h^^ 
e  due  punti  tripli  Q^ ,  Q^  fuori  di  essa  (superficie  di  0  r  e  m  o  n  a)  (").  Questi 
tre  tipi  di  superficie  ben  noti,  sono  razionali. 


) 

(^)  V.  «d  e».  G.  Loria.  Sulla  classificazione  delle  iiaKformacitfni  hirariouali  dello  spazio^ 
in  particolare  sulle  trasformazioni  di  genere  zero.  Ueiitl.  K.  Ist.  Liuiil».,  (i)   v.  \X1II;  u.   1890. 

{^^)  A.  Cayley.  (Jonsiderations  générales  sur  les  courbett  en  enpace.  i'ourheit  dn  citiiHiènH 
ordre.  (CompteB  KeudiiH  de  PAcad.  dea  SoieiiceD  de  Paris,  t.  LVII;  p.  994-1000). 

(n)  Cremona.    Ueher  die  Ahbildung  etc,  ].  0.  £  su  tale  superfìcie  vedasi  pare: 

D.  Moutesauo.  Le  Buperfloie  omaloidiche  di  6^  ordine  cit. 
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Viceversa,  applicando  la  T~*  a  qne-ste  tre  superfìcie,  otteniamo  corrispon- 
il^nfeoiente  nello  spazio  S ,  snperrtcie 


F^  =  a;*"^  3(n  —  1)0'  (tw  —  Sn)q 


9 


per 


m  ^  O(niod,  3)     ,  ^.m  ^  ì{mod.  3)     ,     w  ^  2(Miorf.  3) 


ibpettivamente. 

E  siccome  è  ?w  nr  3n -|- [1  e  pel  fatto  ohe  le  F„,  in  paiola  sono  del  tipo 

F„.  E?E  o,*"-^(w  —  3)P% 

V 

wsì  si  ba  un  procedimento  sempliciseimo  per  ottenere  tutti  i  tipi^  di  mperficie 
hrdine  m  eon  retta  (m  —  d)-pla  ed  m  —  3  punti  tripli  partendo  dai  tre  tipi 
irticolari  noti  d'ordine  m  ^  5.  E  poiché  questi  tre  tipi  generatori  sono  razio- 
Lili,  resta  pure  dimostrato  che  le  superficie  d^ ordine  m  anzidette  sono  razionali 
ptr  m  arhitri^rio. 


§  2.  Rappresentazione  delle  superficie  P,^  ^  rt^*""^(m  —  3)P^  sul  piano. 
Casi  particolari^  dovuti  a  presenza  di  punti  doppi  ulteriori, 

3.  Supporremo  dapprima  m  ^  0  {mod,  3). 
a)  Caso  generale.  —  Nello  spazio  S'  sìa  data^  in  posizione   generica  ri- 
s^ljetto  al  sistema  delle  (j^,  una  superfitde  generale  di  3^  ordine  F',.  La  T''*  ma- 
tt^m  F'g  in  una  superficie  F^  ee  a^'-'\m  —  3)P^  ove  sarà  m  =  3n. 

Si  rappresenti  F.\  sul  piano  e  si  considerino  le  immagini  delle  intersezioni 
'^i  F'3  con  le  superficie  ^  e  con  le  superficie  costituenti  la  jacobiana  di  qne- 
J^to  sistema  omaloidico.  Si  ha  così  subito  ìw  rappresentazione  piana  d^  ordine 
wiwiwo  della  superficie  F^. 

Le  sezioni  piane  hanno  per  immagini  06^  curve  d'ordine  6»  —  3: 

*,^_3  ^  6A*''-*  3B'"-*  9(n  —  1)S 

^^  quaii  hanno  tutte  a  comune:  sei  punti  A^ , . . . ,  A^  multipli  d'  ordine  2»  —  1, 
^re  punti  B^jBj^Bg  multipli  d'ordine  2n  —  2,  e  passano  per  3(« —  1)  terne 
^^^  P"»ti  S„, ,  S„, ,  S3.,  (/  r=  1  ,  2  , . . . ,  3[n  -  1]). 

Immagine-  della  rotta  {m  —  ^ypìa  a^  è  una  linea 

A,<„_^)  =  6  A«"-«  3B2"-^  9(w  —  1)S  , . 
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ed  i  nove  punti  A^ , ,  . . ,  A^ ,  B^ ,  B^ ,  B^  costituiscono  la   base   d'  un    fascio 
cubiche  Cg  ^  6A  3B  le  cui  linee  obiettive  sono  le    cubiche   staccate    sulia    ^ 
dai  piani  del  fascio  di  asse  a^.  Nel  fascio  di  cubiche  del  |)iano  iconico  vi  sol 
3(n  —  1)  curve  di  3**  ordine  F^*^  s^  6A  ,  3B  ,  S,,, ,  Sj,, ,  S3,,  che    rappreaeiif  anuj 
3»  —  3  (=  m  —  3)  punti  tripli  di  F^,». 

I  9(w  —  1)  punti  S  sono  iuuuagini  di  rette  semplici  di  F^  ;  e  propriauient* 
ciascuna  terna  84,^,82,1,83,,  corrisiwnde  ad  una  terna  di  rette  uscenti  (h 
punto  triplo  P»  e  appoggiate  ^lla  retta  «,. 

b)  Oasi  particolari.  —  8e  nello  spazio  il'  si  dà  una  8ui)erticio  F'^  coi 
punti  doppi,  in  posizione  generica  rispetto  alle  ^,  si  ottengono,  valendosi  delh 
T""^,  superficie  F,„  del  tipo  studiato  nel  comma  a)  dotate  però  ulterionnent 
di  punti  doppi  (conici,  biplanari,  uniplanari).  Propriameot.e,  dinotando  con  C 
i  punti  conici,  con  B,,  i  punti  biplanari  che  riducono  la  classe  di  F,„  di  j 
unità,  e  con  U,^  i  punti  uniidanari  che  riducono  di  y  unità  hi  classe  della  su 
perticie,  otteniamo  ventuno  casi  di  superficie  F„^  con  punti  doppi.  Essi  sono  i 
seguenti  : 

I.        a/'-^(w— 3)P»       ;  IL  a^''''\m—3)'^%C^      ;  III.     a^'*-\m—3)Ps,B^; 

IV.  »  »  20,     ;  V.  »  »  B,      ;  VI.  »  »  ^3,^\i 

VII.    •  »  »  B5       ;  Vili.  »  >  30^    ;  IX.  »  »  2B3  ; 

X.  »  »  B^,02  ;  Xr  »  »  Bg     ;  XII.  »  >►  U^  ; 

XIII.  »  »  B3,2C,;  XIV.  »  »  B,,C^y  XV.  »  »  U,  ; 

XVI.  »  »  40,     ;  XVII.  »  »  2B2,C,;XVI11.  »  »  B,,2(V 

XIX.  »  »  Be,C,  ;  XX.  »  »  Ug       ;  XXI.  »  »  3B^; 

é 

e  corrispondono  ai  ventuno  casi  di  superficie  di  3°  ordine  non  rigate  dovuti  a 
presenza  o  assenza  di  punti  doppi:  conicji|  o  no. 

Specializzando  nel  piano  rappresentativo  II  la  posizione  dei  sei  punti  fon 
damentali  A  come  nei  singoli  casi  della  corrispondente  .F'3  si  ottiene  subito 
la  rappresentazione  plana  dei  casi  di  superficie  F„,  a  puuij  doppi,  ora  indicati. 

Cosi,  per  dare  un  esempio,  allorché  i  sei  punti  A  giacciouo  su  d''nna  conim. 
questa  è  imagine  d'un  punto  doppio  di  F^. 

Credo  inutile  itìsistere  sui  dettagli  di  tali  casi,  t)erchè  possono  ormai  ri- 
tenersi noti  dalla  loro  rappresentazione  piana  tenendo  presenti  i  lavori  <li 
Schlafli,  Oayley,  Cremona,  Diekmann,  Sturm,  ecc.  su  le 
superficie  di  3*  ordine. 

4.  Supporremo  ora  m  ^^_  1  (mod,  3).  * 

In  tal  caso  partiremo  da  un  monoide  F'^  ~  Q^b^  dello  spazio  5-',  nel  quale 
monoide  sia  6^  una  retta  non  passante  per  Q  (una  trasversale  secondo  il  Cav 
1  e  y)  e  il  vertice  Q  lo  supporremo  in  posizione  generica  ristretto  al  siste- 
mo, delle  f^.  La  T-*  muta  F'^  in  una  sui)erficie  F,„  =  a^"-\m  —  3)P'  in  cui  è 
w=r:3n-(-l« 
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La  uota  -  rappresentazrione  di  ¥\  con  proiezione  dal  suo  vertice  sa  d'  iiii 
l»iauo  geuerico  ci  dà  subito  la  rappresentazione  piana  d^ordine  minimo  di  F^. 

Immagini  delle  sezioni  piane  di  F,„  risultano  allora  oo^  curve  d'  ordine 
lM-2: 

*,„_2  =  9A''*-*  3B  9{n  —  1)S 
eia  retta  (m  —  3) pia  a^  viene  rappresentata  da  una  linea  d'ordine  ^n  —  5 

Ae„.5  =  9A^"-*  3B  9(n  —  1)8. 

I  tre  punti  B  stanno  su  di  una  retta;  i  nove  punti  A  sono  la  base 
(Tun  fascio  di  cubiche  C3  ^  9A,  ed  i  9(/i  —  1)  punti  S  sono  distribuiti  in  3n  —  3 
terne  S^,, ,  Sj,< ,  S3,,  (per  t  =1: 1 ,  2  , . . . ,  3[n  —  1]  )  su  altrettante  cubiche 

r<«^  =  9AS„,,S„,,3,, 

ifcl  fascio.  Queste  cubiche  1l^\    insieme  alla   cubica   Y\  ^  9A3B   dello  stesso 
rasfio,  sono  le  immagini  dei  3/i  —  2  (=  w  —  3)  punti  tripli  di  F,„. 

Le  linee  obiettive  dei  punti  8  e  dei  tre  punti  B  sono  rette  di  F^:  ogni 
rt  di  qaeste  passano  per  un  sol  plinto  triplo  e  si  appoggiano  tutte  ad  a^.  Ecc. 

Ca^i  Hpeciall.  —  Non  mi  occupo  qui  di  casi  speciali  dovuti  a  presenza  di 
Q'Tmori  punti  doppi:  ciò  perchè  il  loro  studio  riesce  agevolissimo,  potendo 
orami  ritenersi  ben  noti  i  monoidi,  quelli  di  4°  ordine  in  particolare,  per  le 
Memorie  di  V  a  n  d  e  V  r  i  e  s  (%  E  0  h  n  (*'),  L  a  in  p  e  (")  :  del  resto,  non  è 
•ini  mio  scopo  la  classificazione  di  tutti  i  casi  particolari  delle  F.^. 

5.  Esaminiamo  finalmente  il  caso  in  cui  m  ^  2{m'od.  3).  Assumeremo  al- 
Toopo  nello  spazio  S'  una  superficie  di  6**  ordine  F'j^  con  retta  doppia  ò^  e  due 
pnnti  tripli  Q^ ,  Q,  :  questi  ultimi  in  posizione  generica  rispetto  alle  t[).  La  T""* 
filatera  la  F'^  in  una  superficie  F„,  =  a^'^'-^im  —  3)P'^  ove  w  =  3n  +  2.  La  nota 
rappresentazione  piana  della  F'^  dovuta  all'  illustre  Cremona  (*^)  ci  fa  ot- 
tenere immediatamente  la  rappresentazione  piana  d^ ordine  minimo  della  F^^,  Im- 
inagini  delle  sezioni  piane  di  F„»  risultano  00'  curve  d'ordine  6n  -f- 1  : 

*,«+,  =  A«"+^ ,  7B»'' ,  0*"-^ ,  3D  ,  3E  ,  9{n  —  1)8; 

^^  retta  (m  —  3)  —  pia  a^  è  rappresentata  da  wn^  linea  d'ordine  6w  —  2  : 

A,^^  =  A^  ,  7B«'»-^ ,  0*^-* ,  3D  ,  3E  ,  9(n  —  1)8. 


(^*)  J.  Van  de  Vri68,  On  mofiot<2«  (iCansas  University  Science  Bnlletlu.  Voi.  I,  n.  12; 
^  505-822  TDic.  1902]  e  voi.  II,  n.  1,  p.  S-18  [Giugno  1903]). 

'**)  K.  R  o  h  n ,  U€her  die  Flàohen  vierter  Ordnung  mit  dreifackem  PunkU  (Mathematitche 
^nji^Un,  Bd.  24  S.  55-151). 

(*^)  Lampe,  Diss.y  Berlin,  1864  (Cfr.  perquest'  nltima  citaz.:  Pascal  .  6ep.  di  Mate 
^^«>.,  voi.  30,  p.  4»8), 

UL.  Cremona,   Ueber  die  Abbildung.,  cit. 

^•^.  LTm.  9 


i 
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1  uove  punti  A  ,  B^ , . . . ,  B, ,  G  formano  la  «  base  »  di  un  fascio  di  cu 
che  Cj^  A  ,  7B  ,  C  le  cui  linee  obiettive  sono  le  cubiche  staccate  nella  F„ 
piani  del  fascio  di  asse  a^.  I  9(n  —  1)  punti  S  costituiscono  'ò{n  —  1)  terd 
®A.i  j  S*if  >  S*i3  (^  =  1  j  2  , . . . ,  3[n  —  11  )  tali  che  ogni  terna  giace  su  lu 
singola  cubica  r<*>  ^  A  ,  7B  ,  C ,  8^,^  ,  S^.j ,  8^,3  del  fascio  di  C3  menzionati 
Queste  3(n  —  l)=:m  —  5  cubiche  F,  unitamente  alle  due  cubiche  1 

r  =  A,7B,0,3D         ,         r'  =  A,7B,C,3E 

del  medesimo  fascio  formano  le  immagini  dei  3(w  —  1)  +  2  ==:  w  —  3  punti  tri 
pli  Pa  di  F«.  Per  ogni  punto  triplo  P^  di  F,„  passa  una  terna  di  rette  seni 
plici  appoggiate  ad  a^.  I  tre  punti  D,  i  tre  punti  E  ed  i  9(n  —  1)  punti  S 
sono  immagini  di  rette  semplici  di  F^,  del  tipo  ora  indicato.  Ecc.  1 


Con  ciò  è  data  in  modo  completo  la  rappresentazione  piana  delle  sui>er- 
ficie  F^  =  a;'*-»(w  —  S)F^  per  tutti  i  valori  di  m. 

È  facile  vedere,  o  con  le  formole  di  lfoether,o  direttamente  con  la  T"*, 
che  le  superficie  F^  a  retta  (m  —  3)'pla  ordinaria  a^  ed  tn  —  3  punti  triph 
ordinari  P ,  se  hanno  a  comune  la  a^  e  i  punti  P ,  formano  un  sistema  li 
neare  ex:*'. 

È  inoltre  evidente  che  da  sistemi  omaloidici  di  cui  sia  elemento  una  delle 
già  dette  superficie  F'g ,  F'^ ,  F'^  («  senza  »  o  «  con  »  punti  doppi),  si  deducono 
sistemi  omaloidici  di  superficie  di  cui  è  elemento  una  F„,  di  quelle  da  uni 
considerate  ;  e  quindi  ottengonsi  subito  delle  nuove  trasforma-zioni  birazionaìi 
dello  spazio^  di  genere  pz=:2m  —  5  (*^). 

Finalmente,  se  si  vuole  ottenere  superficie  F^  del  tipo  in  parola,  a  sezioni 
piane  di  genere  minore  di  2m  —  5,  cioè  dotate  di  altre  linee  multiple  diverse 
dalla  retta  (m  —  3)-jp/a,  basterà  partire  da  superfìcie  F'3  con  retta  doppia 
non  coincidente  con  alcuna  linea  fondamentale  del  sistema  ^,  o  da  monoldì, 
F'^  ^  ft^Q*  con  rette  doppie  (naturalmente  uscenti  da  Q)  in  posizioni  generiche 
rispetto  alle  ^y  ecc. 

Come  si  vede,  qui  viene  pure  indicata  la  via  più  facile  per  tutto  un  nuovo 
campo  di  interessanti  ricerche  geometriche ,  sia  sulle  superficie  razionali  ('li<* 
sui  sistemi  omaloidici  di  superficie. 


(^^)  Per  ohi  volesse  farne,  lo  studio  sarà  utile  (oltre   alle   note  memorie    di    Cremo  ni 
'  sulle  tTasformazioni  birazionaìi  dello  spazio)  un'intéressante  memoria  di  H.  P.  Hndson  da) 
titolo:    On    Cubie    Birational    Space  Trannformations  (American  Jonrn.  of  Math.^  toI.  XXXn. 
n.  3ì. 
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ALCUNI  GOROl.LARI  DEL  TEOREMA  DI  PICARD 
SUI  VALORI  SINGOLARI  DELLE  FUNZIONI  OLOMORFE 

NOTA 

DI 

t 

GIULIO  ANDREOLI  (a  Napoli) 


1.  Recenteuieute  la  Sig.  .B  o  r  e  1 1  i  u  i  ha  eniiucìato  ìu  questo  Giornale  (^) 
cu  semplice  ed  elegante  teorema,  dedotto  da  quello  di  Picard,  sui  valori 
ehe  una  funzione  olomorfa  non  assume  mai. 

Chiamando  regolare^  una  funzione  olomorfa  tale  che  Pequazioìie 

t 

iibbia  sempre  infinite  radici ,  qualunque  sia  a  finito,  tale  teorema  assume  la 
forma  concisa  : 

JSe  /"  ^  7  9ono  ambedue  olomorfe  le  funzioni 

j 

/ 

uj^o  sempre  regolari,  se  a  ,  b  sono  numeri  ambedue  diversi  da  zero. 

Tale  teorema  si  presta  ad  un'ulteriore  generalizzazione,  quasi  immediata, 

che  si  può  fare  seguendo  la  stessa  via. 

Essa  è  racchiusa  nel  teorema  che  è  in  questa  brevissima  Nota. 

2.  Teorema  I.  —  Se  f  e  —r  sono  ambedue  olomorfe^  le  funzioni  del  tipoi 

F  :---=  a,.r  -I-  .  ■  .  - 1-  a./  +  6,  i  +  •  .  .  +  6».  _^ 


*ì  BoBBi-LiNi,    Un  tiorema  sulle  funzioni  interef  Giorn.  di  3att.;  (8),  r.  67,  1^9» 


IV 
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NUOVI  TIPI  GENERALI  DI  SUPERFICIE  RAZIONALI 

SUPERFICIE  D'ORDINE  m  CON  RETTA  (m  —  S)pla 
ED  m  —  3  PUNTI  TRIPLI  ('). 


NOTA 


DRL 


Dott.  ANTONINO  TUMMARELLO  (a  Napoli) 


Tu  una  Comunicazione  ktta  al  Congresso  di  Napoli  della  Società  italiana 
per  il  progresso  delle  scienze,  mostrai  (*)  come  applicando  ad  opp^yrtuiie  tra- 
sformazioni birazionali  dello  spazio  (le  mie  [»,  n']  monoidiche  (^)-)  un  procedi- 
mento semplicissimo,  si  pervien,e  ad  ottenere  infinite  superficie  omaloidiche  a 
soli  punti  multipli,  superficie  di  cui  fin  allora  erano  conosciuti  solo  i  tipi  di 
4°  ordine  scoperti  da  N  o  e  t  b  e  r  (*)  e  Cremona  (^)  e  alcuni  loro  casi  par- 
ticolari considerati  dal  Prof.  D.  Monte  sano  (®).  Continuando  le  mie  ricer- 
che su  tipi  generali  di  superficie  razionali ,  ho  notato  che  quantunque  le  sn- 
perfioie  d'ordine  arbitrario  m  con  retta   (m  —  lypia    o    con    ietta  (w  —  2)-pl(i 


(^)  Ilo  letto  un  breve  rìasHimto  di  questa  Nota  in  una  Comunicazione  fatta  il  16  aprile 
del  1919  al  Congresso  di  Pisa  della  Società  italiuna  per  il  progresso  delle  scienze, 

(2)  Veggasi  :  Atti  della  Società  italiana  per  il  progresso  delle  scienze.  Quarta  riunione.  Napoli. 
16  Dicembre  1910;  p.  733-734  {Roma,   1911). 

(3)  Dott.  A.  T  u  lu  m  a  r  e  1 1  o  .  Le  trasformazioni  birazionali  monoidioke  (»  ,  »*)  dello  spazio. 
Rend.  R.  Acc.  Scienze  Fie.  e  Mat.  di  Napoli,  (3),  v.  XVII,  191U 

(*)  M.  N  o  e  t  h  e  r  .  Ueber  die  rationalen  Flàchen  vierter  Ordnung  (Mathematische  Anna- 
len  ,  XXXIII  Band  ;  8.  546-571;  Leipzig  I88S)  ,  nonché  Nachrichten  di  Gottinga  del  7  gin- 
gno  1871. 

(^)  L.     Cremona.     Nachrichlen  di  Gottinga,  del  3  maggio  1871;    Metnorie  Aoc.  Se.  U^- 
di  Bologna  1881   (p.   365-386);   Collectanea  in  3/m.   D.   CheUnij   1881   (p.  413-424). 

(S;  D.  Mon  fresano.  Le  superficie  omaloidiche  di  5^  ordine  (Rend.  R.  Acc.  So.  Fisici'^ 
di  Mat.  Napoli,  9  Febbraio  1901); 

D.  Montesano.  Su  nuovi  tipi  di  superficie  razionali  di  5^*  ordine  (ibid.,  9  Feb- 
braio 1907). 
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tessero  ritenersi  note  iu  tutti  i  dettagli  a  caasa  della  loro  rappresentabilità 
1  piano,  pur  tuttavia  nessuno  ancora,  facendo  un  ulteriore  passo  in  avanti, 
è  occupato  delle  superficie  razionali  d'  ordine  m  qualunque ,  con  retta 
—  3)  p/a,  snpertlcie  ohe  necessariamente  debbono  possedere  altre  singolarità 
re  di  questa  retta,  che  suiiporrenio  linea  ♦  ordinarin  ».  ^ 

Io  questa  Nota  mostrerò  che   le  super  fide  d^  ordine  m  con  retta  (m  —  di)-pla 
t*n\  m  —  3  punti  tripli  ordinari,  sono  razionali. 

Ciò  risulterà  senz'  altro  dalla  loro  genesi  molto  semplice  ottenuta  a  mezzo 
trasformazioni   birazionali  spaziali. 

Darò  qui   la  rappresentazione  piana  di  dette  superficie  e  la  classificazione ^ 
\x  TO  =  3n  ,   dei  casi  dovuti  a  presenza  di  ulteriori  punti  doppi  :  conici,  bi pia- 
li, anìplaiiari. 

Snjjpongo  le  superficie  prive  di  linee  multiple  diverse  dalla  retta  (w — 3)-|?to, 
M'  a  sezioni  piane  di  genere  p  --^  2m  —  5. 
Così,  per  f»  >  5  si  ha  tutta  una  nuova  classe  di  superficie  razionali  d'  or- 
i\%t  arbitrario  m.  L'unico  caso  particolare  a  retta  multipla  finora  noto  era 
^ello  di  ordine  m  =:  5,  scoperto  dal  grande  geometra  italiano  Luigi  C  r  e- 
«Mia  0.       ^  ' 

Queste  superficie  possiedono  (com'  è  ovvio)  un  fascio  di  cubiche  ellittiche, 

ouvle  il  loro  studio  si  collega  a  due  recentissimi  laviori  del  prof.  G.  Marie  1 1  a, 

[nlativi  a  superficie  di  6**  e  7°  ordine  {*),  lavori  nei   quali  però  il   chiaro   Au- 

ttift?  ^i  discosta   sostanzialmente   dai    procedimenti  e   dai   risultati   della   pre- 

jfente  mia  Nota. 

Questa  si  chiude  con,  l'accenno  alla  via  più  facile  per  ottenere  sistemi 
oumloidici  di  superficie  d'  ordine  m  aventi  per  elemento  una  di  quelle  da  me 
cousiderate  (e  con  ciò  tutta  una  nuova  classe  di  trasforma^oni.  birazionali  spa- 
l' ali  (li  geneiHj  "lin  —  5);  e  finalmente  vi  è  tracciato  un  procedimento  molto 
spedito  da  seguire  volendo  anche  superficie  dotate  di  linee  multi[)le  oltre  della 
rvtta  [m  —  3)-pte. 


§  1.  Genesi  delU  superficie  d'ordine  m  con  retta  (m  —  3)'pla 

ed  m  '—  3  punti  tripli. 

V    l.  Tra  due  spazi  S ,  £'  si  stabilisce  una    trasformazione    birazionale   T  di 


{')  L.   Cremona.     Ue!>er    die    Abhildttng    aìgehraischer    Fldchen.  Mathem.    Ann.    Bd.  24, 

S.  29 

.  f 

()  0.  Mar  letta.  l)eUe  superficie  algebrichej  d*ordine  6  o  7y  con  un  fascio  di  cubiche  el' 

''■«»«*<.  Rend.  Ciro.  Mat.  di  Palermo,  t.  XLI,  .1916. 

^>  Marletta.  Delle  superficie  algebriche  d^ordine  6  con  un  Rasoio  di  cubiche  ellittiche.  Ihi- 

^^%  t.  XLii,  1917.*  ' 


1 
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genere  zeco  (*)  indicata  dal  simbolo: 

ove  s'intende  che  il  sistema  omaloidico  dello  spazio  S    (o  «  primo  spazio  ») 

i 

costituito  da»  oo^  supertìeìe  (p  d'ordine  n  aventi   a  comune  la  retta  (m  —  lyp 
a^  e  3(»  —  1)  punti  O^  ,  O^, . . .  in  posizione  generica  e  che  il  sistema  omah 
dico  di  S'  è  costituito  da    superficie  ^  d'ordine  2» —  1    aventi   a   comune 
retta  2(n  —  lypla  b^  e  3(n  —  l)  rette  semplici  l^^^ ,  l^^^ , . . .  appoggiate   alla  ò/. 

I  dettagli  della  T  possono  considerarsi,  noti  :  non  insisto  perciò  su  qaest 
vado  invece  a  dare  la  genesi  delle  superficie  d'ordine  m  con  retta  (ut  —  S)  p 
ed  m  —  3  punti  tripli. 

2.  Abbiasi,  nello  spazio  2,  nda  superficie  F^,  d'ordine  m,  del  tì\yo  on 
menzionato.  Sia  a^  la  sua  retta  (w  —  3ypla,  Suppongasi  che,  inoltre,  de^l, 
m  -r-  3  punti  trii)li  della  superficie,  3(n  t-^  l)  vengano  a  coincidere  con  i  punti 
fondamentali  O^ ,  Oj, . . .  0^^„^^^  del  1°  sistema  oiualoidico  (onde  è  3(n-^l)^fii— ,1 
ossia  m  ^  3n).  Allora,  se  ,Qj ,  Qj , . . .  sono  i  restanti  punti  tripli  (in  nunier 
di  m  —  3n)  della  F,„  ,  la  T  muta  la  superficie 


F„»  =  a;"-3  3(n  —  1)0«  (m  —  3n)Q= 


in  una  superficie 


FV-f^  =  h^\L(^  ([t  =  IM  —  3h), 


In  particolare,  se  [i.  =  0  , 1 ,  2  ,  in  una  superficie  : 

y  (per  [1  =  0):  di  terz'  ordine  F'g  ; 

2**  (per  |ji.  =  l):  di  quart' ordine  F\:=z  b^Q^^  avente  il  punto  triplo  Q  e 
dotata  d'una  retta  b^  non  passante  per  Q  (monoide  con  trasversale  b^^  dì  Gay- 
1  e  y)  {''); 

3**  (per  (1  =  2):  di  quint'ordine  Y\^b^*li^  avente  la  rertra  doppia  l\ 
e  due  punti  tripli  Q^ ,  Q^  fuori  di  essa  (superficie  di  Cremona)  (").  Questi 
tre  tipi  di  superficie  ben  noti,  sono  razionali. 


) 

(")  V.  a«l  e».  G.  L  o  r  i  u  .  Sulla  classifimsione  dvlU  iranfovinazioui  hirasìouali  dello  »pa2i<*t 
in  particolare  8 u Ut  ira:iformazioni  di  gentre  zero.  Keiid.  K.  Ist.  Lniiil».,  (2)   v.  \X1II;  a.   \S90. 

(*^)  A.  Caylwy.  Conttideralions  générales  nur  les  courbts  rn  r^/mrc  i'ourhen  da  ci«/«'^"'* 
ordre.  (Coniptes  KenduR  de  l'Acad.  des  Soiencei}  de  Pari^,  t.  ìiVII;  p.  994-1000). 

(11)  Cremona.    Ueher  die  Ahbildung  etc,  1.  e.  £  su  t.tle  superlic^e  vedasi  pure: 

D.  Montesauo.  Le  euperfloie  omalaidiehe  di  5^  ordine  cit. 


"T— 
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Viceversa,  apx^Hcando  Ui  T~*  a  queste  tre  superficie,  otteniamo  corrispon 
ilentemente  nello  spazio  £ ,  superrtcie 


F^  =  a.*»^  3(?i  —  1)0'*  (m  —  3»)Q 


|«r 


7W  ^  0(wo^.  3)     ,  v?w  ^  l(wo^.  3)     ,     m  ^  2(imo<?.  3) 


rispettivamente. 

> 

B  sieeome  è  wj  =:  3n  +'  [i.  e  pel  fatto  die  le  F,„  in  (laiola  sono  del  tii>o 


m\  si  ha  un  procedimento  semplicissimo  per  ottenere  tutti  i  tipi^  di  superficie 
lordine  m  con  retta  {m  —  3)'pla  ed  m  —  3  punti  tripli  partendo  (lai  tre  tipi 
articolari  noti  d'ordine  m  ^  5.  E  poiché  questi  tre  tipi  generatori  sono  razio- 
aali,  resta  pure  dimostrato  che  le  superficie  d^ ordine  m  anzidette  sono  razionali 
fer  m  arbitru^rio,  • 


§  2.  Rappresentazione  delle  superficie  F,^  ^  a/""^(m  —  3)P^  sul  piano. 
Casi  particolari^  dovuti  a  presenza  di  punti  doppi  ulteriori. 

3.  Supporremo  dapprima  m  ^  0  (mod.  3). 
a)  Caso  generale.  —  Nello  spazio  S'  sia  data^  in   posizione  generica  ri- 
«If^tto  al  sistema  delle  ^,  una  superficie  generale  di  3^  ordine  F'g.  La  T"**  mn- 
^frà  F'3  in  una  superficie  F^  =  a^^'-^w  —  3)P^  ove  sarà  m  =  Sn, 

Si  rappresenti  If'3  sul  piano  e  si  considerino  le  immagini  delle  intersezioni 
j  ^H  F'3  con  le  superficie  ([)  e  con  le  superficie  costituenti  la  jacobiana   di    que- 
!  !*fo  sistema  omaloidico.  Si  ha  così   subito    Ui  •  rappresentazioìie  piana   d^  ordine 
mnìmo  della  superfìcie  F^. 

Le  sezioni  piane  hanno  per  immagini  oo"^  curve  d'ordino  Qn  —  3: 

*,„.3  =  6A*"-*  3B«^-«  9(n  —  1)S 

^^  quali  hanno  tutte  a  comune  :  sei  punti  A^ ,  . . . ,  A^  multipli  d'  ordine  2»  —  1, 
^re  punti  B^ ,  Bg ,  B3  multipli  d'ordine  2?*  —  2,  e  passano  per  3(?i —  1)  terne 
di  punti  S,,, ,  S,., ,  S3.,  (i  =  1  ,  2  , . . . ,  3[n  -  1]). 

Imniagine-  della  retta  (wi  —  Sypla  a^  è  una  linea 

A,^,_,)  =  6  A*-*-'  3B^''-^  9(n  —  1)S  , . 


j 
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ed  i  nove  pìinti  A^ , .  . . ,  A^ ,  B^ ,  Bg ,  B^  costituiscono  la   base   d'  un    fascio 
cubiche  Cg  ^  OA  3B  le  cui  linee  obiettive  sono  le    cubiche   staccate    Bulia     j 
dai  i)iani  del  fascio  di  asse  a^,  Nel  fascio  di  cubiche  del  i)iano  iconico  vi  sol 
3(h  —  1)  curve  di  3°  ordine  F^*^  =e  6A  ,  3B  ,  S,,, ,  S^,, ,  S3,,  che    rappresentano 
3w  —  3(=m — 3)  punti  tripli  di  Fy,^. 

I  d(n  —  1)  punti  S  sono  iuiujagini  di  rette  semplici  di  F„^  ;  e  propriainent 
ciascuna  terna  S^,,  ,  S,,, ,  83,,-  corrisponde  ad  una  terna  di  rette  uscenti  d 
punto  triplo  P,  e  appoggiate  ^lla  retta  a^, 

b)  (Jasi  particolari,  —  Se  nello  spazio  S'  si  dà  una  supertìcie  F'3  co 
punti  doppi,  in  posizione  generica  rispetto  alle  ^j  si  ottengono,  valentlosi  dell 
T""',  superficie  F^^  ^^^  ^H^^  studiato  nel  comma  a)  dotate  però  ulteriornient 
di  punti  doppi  (conici,  biplanari,  uniplanari).  Propriauieute,  dinotando  con  (. 
i  punti  conici,  con  B,,  i  punti  biplanari  che  riducono  la  classe  di  F,„  di  . 
unità,  e  con  U,^  i  punti  uniplanari  che  riducono  di  y  unità  la  classe  delia  sa 
perfide,  otteniamo  trentuno  casi  di  superficie  F„^  con  punti  doppi»  Essi  sono 
seguenti  : 

L        aj"'-«(w— 3)P=       ;  IL        a;''-''(m—3)\^^,C^      ;  III.     «^"^-^(w— 3)P3,B3  ; 

IV.  />  »  20j     ;  V.  »  »  B,      ;  VI.  »  »  63,0,; 

VII.    •  »  »  B5      ;  Vili.  »  ).  3C2    ;  IX.  »  »  2B3; 

X.  »  »  B^,C2;  XÌT  »  »  Bg      ;  XII.  »  »  U^  ; 

XIII.  »  »  B3,20j;  XIV.  »  »  B^Ggj  XV.  »  »  U^  ; 

XVI.  »  »  40,     j  XVII.       »  »  262,0^; XVIII.  »  »  B,,2C,; 

XIX.  »  »  Be,0,  ;  XX.  »  »  U,       ;  XXI.  »  »  3B3  ; 

e  corrispondono  ai  ventuno  casi  di  superficie  di  3**  ordine  non  rigate  dovuti  a 
presenza  o  assenza  di  punti  doppi:  conicji|  o  no. 

Specializzando  nel  piano  rappresentativo  II  la  posizione  dei  sei  punti  fon 
damentali  A  come  nei  singoli  casi  della  corrispondente  .F'g  si  ottiene  subito 
la  rappresentazione  piana  dei  casi  di  superficie  F^  a  puufj  doppi,  ora  indicati. 

Cosi,  per  dare  un  eseujpio,  allorché  i  sei  punti  A  giacciono  su  d'Anna  conica, 
questa  è  imagine  d'un  punto  doppio  di  F^. 

Credo  inutile  insistere  sui  dettagli  di  tali  casi,  perchè  possono    ormai  ri- 
tenersi noti    dalla  loro   rappresentazione  piana    tenendo    presenti    ì    lavori   «li 
Schlàfli,  Cayley,    Cremona,    Diekmann,    Sturm,    ecc.  su  lo 
^    superficie  di  3^  ordine. 

4.  Supporremo  ora  m '^  1  {mod.  3).  * 

In  tal  caso  partiremo  da  un  monoide  F'^  =  Q^^h^  dello  spazio  S',  nel  quale 
monoide  sia  h^  una  retta  non  passante  per  Q  (una  trasversale  secondo  il  C^y 
1  e  y)  e  il  vertice  Q  lo  supporremo  in  posizione  generica  rispetto  al  sisto 
ma  delle  ^.  La  T-*  muta  F'^  in  una  superficie  F,„  ~  «/''-^(w -— 3)P'  in  cui  è 
m  ■=:  3n  -f-1. 
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La  uota  ■  rappresentatone  di  ¥\  con  proiezione    dal  suo   vertice  sa  dMiiì 
^iauo  generico  ci  dà  subito  la  rappresentazione  piana  bordine  minimo  di  F„. 
I     Immagini   delle  sezioni  piane   di  F^   risultano   allora   oo^  curve  d' ordine 

4>g„_^  =  9A'*^-*  3B  9(n  —  1)S 
tla  retta  {m  —  ^)pla  a^  viene  rappresentata  da  una  linea  d'ordine  Qn  —  5 

A,„_.  =  9A'"-^  3B  9(n  —  1)S. 

I  tre  punti  B  stanno  su  di  una  retta;  i  nove  punti  A  sono  la  base 
tfnn  fascio  di  cubiche  C3  ^  9 A,  ed  i  9(?i  —  1)  punti  S  sono  distribuiti  in  3n  —  3 
lerne  S^,, ,  Sj,< ,  S3,,  (per  t  =  1 ,  2  , . . . ,  3[n  —  1]  )  su  altrettante  cubiche 

r(o  =  GAS  .   s  .     . 

del  fascio.  Queste  cubiche  V^\    insieme  alla   cubica   Y\  ^  9A3B   dello  stesso 
twio,  sono  le  immagini  dei  3»  —  2  (=  w  —  3)  punti  tripli  di  F,„, 

Le  linee  obiettive  dei  punti  S  e  dei  tre  punti  B  sono  rette  di  F^:  ogni 
ire  di  queste  passano  per  un  sol  plinto  triplo  e  si  appoggiano  tutte  ad  a^.  Ecc. 

Casi  speciali,  —  Non  mi  occupo  qui  di  casi  speciali  dovuti  a  presenza  di 
ulteriori  punti  doppi:  ciò  perchè  il  loro  studio  riesce  agevolissimo,  potendo 
ormai  ritenersi  ben  noti  i  monoidi,  quelli  di  4*  ordine  iu  particolare,  per  le 
Memorie  di  V^  a  n  d  e  V  r  i  e  s  (*'),  E  o  h  n  (*'),  L  a  in  p  e  (^*)  :  del  resto,  non  è 
♦ini  mio  scopo  la  chissitìcazione  di  tutti  i  casi  particolari  delle  F,^. 

5.  Esaminiamo  finalmente  il  caso  in  cui  m  ^  2{m'od,  3).  Assumeremo  al- 
rQO[>o  nello  spazio  S'  una  superficie  di  5^  ordine  F'^  con  retta  doppia  h^  e  due 
punti  tripli  Q^ ,  Qj  :  questi  ultimi  in  posizione  generica  rispetto  alle  t|>.  La  T"** 
muterà  la  F'j^  in  una  superficie  F,„  ^  a^'^{m  — -  3)P''  ove  w  =  3n  +  2.  La  nota 
i  rappresentazione  piana  della  F'j.  dovuta  all'  illustre  Cremona  (**)  ci  fa  ot- 
tenere immediatamente  la  rappresentazione  piana  d'ordine  minimo  della  F^.lm- 
magini  delle  sezioni  piane  di  ¥„,  risultano  00'  curve  d'ordine  6n  -]-  1  : 

*,^+,  =  A*"+^ ,  7B'"  ,  C*"-^ ,  3D  ,  3E  ,  9(n  —  1)S; 

la  retta  (m  —  3) — pia  a^  è  rapprescmtata  da  un?i  linea  d'ordine  6?^  —  2: 

A,«^  =  A»"  ,  7B«"-* ,  0*^-* ,  3D  ,  3E  ,  9(n  —  1)S. 


('')J.  Valide  VrieB,  On  monoid«  (Kansas  University  Science  BuUetiu.  Voi.  I,  n.  13; 
?.  305422  [Die.  1902]  e  rol.  Il,  n.  1,  p.  S-18  [Giugno  1903]). 

^**)  K.  R  o  h  n  y  U^ler  die  Flàchen  vierter  Ordnung  mii  dreifaohem  Punkté  (Mathematische 
^Tvritn,  Bd.  24  8.  55-151). 

0^)  Lampe,  Dm.,  Berlin,  1864  (Cfr.  perquest'  altima  citaz.:  Pascal  .  Bep,  di  Matt 
^*|.,  Yol,  20,  p.  493). 

i^^)  L.  Cremona,   Ueber  die  Ahhildung.f  cit. 

^•i*.  LTiu.  e 
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t  nove  punti  A  ,  B^ , . . . ,  B, ,  G  formano  la  «  base  »  di  un  fascio  di  eub 
che  Cg^  A  ,  7B  ,  C  le  cui  linee  obiettive  sono  le  cubiche  staccate  nella  F„  da 
piani  del  fascio  di  asse  a^,  I  9(n  —  1)  punti  8  costituiscono  3{n  —  1)  terE 
^A.i  >  S*ii  >  Sa.3  (^  =  1  ?  2  , . . . ,  3[n  —  1]  )  tali  che  ogni  terna  giace  su  un 
singola  cubica  F^*^  ^  A  ,  7B  ,  C  ,  S;fc,j  ,  S*,^ ,  8^,3  del  fascio  di  G3  uienzionat 
Queste  3(n  —  l)nzm  —  5  cubiche  F,  unitamente  alle  due  cubiche 

F'  =  A  ,  7B  ,  0  ,  3D         ,         F"  =  A  ,  7B  ,  C  ,  SE 

del  medesimo  fascio  formano  le  immagini  dei  3(h  —  l)4-2  =  wi— 3  punti  tri 
pli  P4  di  F^.  Per  ogni  punto  triplo  P^  di  F,«  passa  una  terna  di  rette  sem 
plici  appoggiate  ad  a^.  I  tre  punti  D,  i  tre  punti  E  ed  i  9(»  —  1)  punti  l 
sono  immagini  di  rette  semplici  di  F^,  del  tipo  ora  indicato.  Ecc. 


Con  ciò  è  data   in  modo  completo  la  rappresentazione  piana  delle  super 
ficie  Fm  =  a^'^im  —  3)P^  per  tutti  i  valori  di  m. 

È  facile  vedere,  0  con  le  formole  di  l^oether,o  direttamente  con  la  T-\ 
che  le  superficie  F„^  a  retta  (m  —  *ò)-pla  ordinaria  a^  ed  m  —  S  punti  tripli 
ordinari  P  ,    se   hunno  a  comune    la   a^  e   i  punti  P ,    formano   un   sistema  U 


neare  oc'*. 


È  inoltre  evidente  che  da  sistemi  omaloidici  di  cui  sia  elemento  una  delle 
già  dette  superfìcie  F'3 ,  F'^  ,  F'^  («senza»  o  «con»  punti  doppi),  si  deducono 
sistemi  omaloidici  di  superficie  di  cui  è  elemento  una  F„j  di  quelle  da  noi 
considerate  ;  e  quindi  ottengonsi  subito  delle  nuove  trasformazioni  hiì'azionaU 
dello  spaziOy  di  genere  pz=L2m  —  5  (*^). 

Finalmente,  se  si  vuole  ottenere  super fi^ìie  F^  del  tipo  in  jjarola,  a  sezioni 
piane  di  genere  minore  di  2m  —  5,  cioè  dotate  di  altre  linee  multiple  diverse 
dalla  retta  (m  —  3)-jpZa,  basterà  partire  da  superficie  F'3  con  retta  doppia 
non  coincidente  con  alcuna  linea  fondamentale  del  sistema  (|^,  o  da  monoidi* 
¥\  ^  6jQ^  con  rette  doppie  (naturalmente  uscenti  da  Q)  in  posizioni  generiche 
rispetto  alle  ^,  ecc. 

Come  si  vede,  qui  viene  pure  indicata  la  via  piii  facile  per  tutto  un  nuovo 
campo  di  interessanti  ricerche  geometriche ,  sia  sulle  superficie  razionali  clic 
sui  sistemi  omaloidici  di  superficie. 


('^)  Per  chi  volesse  farne,  lo  studio  sarà  ntile  (oltre  alle   note  memorie    di    Cremona 
'  sulle  trasformazioni  birazionaili  dello  spazio)  nn interessante  memoria  di  H.  P.  Hudson  dal 
titolo  :    On    Cubie    Birational    Space  Transformationa  (American  Journ.  of  Math.,  yoI.  XXH^  • 
n.  3V 
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ALCUNI  COROLLARI  DEL  TEOREMA  DI  PICARD 
SUI  VALORI  SINGOLARI  DELLE  FUNZIONI  OLOMORFE 


NOTA 


DI 


GIULIO  ANDREOLI  (a  Napoli) 


1.  Recentemente  la  8ig.  .B  o  r  e  1 1  i  n  i  ha  enunciato  in  questo  Giornale  (*) 
Oli  semplice  ed  elegante  teorema,  dedotto  da  quello  di  Picard,  sui  valori 
che  una  funzione  olomorfa  non  assume  mai. 

Gbiamando  regolare,  una  funzione  olomorfa  tale  che  Pequazioìie 

a 

abbia  sempre  infinite  radici  ,  qualunque  sia  a  finito,  tale  teorema  assume  la 
forma  concisa  : 

;  Se  f  e  -  sono  ambedue  olomorfe  le  funzioni 


'f+j 


nono  sempre  regolari,  se  a  ,  b  sono  numeri  ambedue  diversi  da  zero. 

Tale  teorema  si  j)resta  ad  un'ulteriore  generalizzazione,  quasi  immediata, 

che  si  può  fare  seguendo  la  stessa  via. 

Essa  è  racchiusa  nel  teorema  che  è  in  questa  brevissima  Nota. 

2.  Teorema  I.  —  8e  f  e  —r  sono  ambedue  olomorfe,  le  funzioni  det  tipo  : 


F 


a,J'"  -{-....  U  a^/  +  ft,  -  +  ...  +  &„,  j^, 


(^^  BOBKi'i'i^';    In  ttorema  sulle  funzioni  inierCf  Giorn.  di  3fttt.,  (S),  t.  67,  1919^ 


)(  68  )( 

sono  sempre  regolari,  purché  almeno  dtts  fra  le  costanti  a  e  b  complessivameni 

Steno  diverse  da  zero, 

1 
Infatti ,    se  /  e  ^  sono   ambedae  olomorfe  non  ammettioranno  poli;  e  8t| 

come  Pana  è  V  inversa  dell'  altra  non  avranno  nemmeno  punti  zero,  e  saranzj 
perciò  della  forma  : 

con  g  funzione  olomorfa.  Dunque  Pequazione/=  a  avrà  sempre  infinite  rad  ic 
per  a  linito  e  diverso  da  zero.    In    caso   contrario  si  dovrebbe  ridarre  ad  uj 
polinomio,  per  il  secondo  teorema  di  Picard,  avendo  già  i  due  valori  ecce 
zionali  0  ed  oo  ;  il  che  non  può  essere  avendo  la'  forma  già  detta  e^. 
Consideriamo  perciò  l'equazione 

1  1 

ove  a  sia  un  numero  finito  qualunque.    Essa    moltiplicata  p#r  /*** ,   sempre  di 
verso  da  zero  per  ìe  ipotesi  fatte,  diventa 

(2)  a,/-+»»  +  . . .  +  a,r^'  -  ar  +  àj"^'  +  . . .  +  ò^  =  0. 

Ora,  la  (1)  è  soddisfatta -da  quei    valori  di  z  per  cui  f(z)   soddisfa   la  (2); 
si  avrà  cioè 


f{z)  =  C  ,  a„C"+-  +  . . .  +  a,r+^  -  a  ^  +  ^C^'^"*  +  . . .  +  ò^  =  0. 

Questa  equazione  algebrica  ha  almeno  una  radice  diversa  da  zero,  qualunque 
sia  a  ;  quindi  la  F  è  regolare,  poiché  la 

» 

/(^)  =  C 

ha  sempre  radici  per  C  4=  ^• 

Farebbe  eccezione  il  caso  in  cui  non  vi  fossero  almeno  due  dei  coefficienti 
diversi  da  zeroj  poiché  la  F  riducendosi  in  tal   caso  a  una    delle  due  forme: 


aj'\z)  =  a         ;         è,_=ca. 


p>vrebbe  come  valore  eccezionale  appunto  lo  zero. 
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Si  noti  infine  che  la  F  può  ridarsi  alla  forma  semplicissima 

F  =  ^        ,         P(/)  polinomio  in  /.      , 

Inoltre,   le  stesse  considerazioni  già  svolte,  permettono  di  estendere  il  teo- 
Kcia  dato  nel  seguente  : 


1  • 
Teobsma  II.  —  8e  f  ed  -  sono  ambedue  olomorfe  le  funzioni  del  tipo  : 


\mQ  sempre  regolari^  pìirchè  i  sommatorii  eompì^endano  un  numero  finito  di  ter- 
nini,  le  Vj^^ ,  *4  sieno  ragionali  e  almeno  due  fra  le  costanti  a ,  h  complessivamente, 
«iftio  diverse  da  zero, 

1  ^ 

Infatti  se  /ed—  sono  olomorfe,  la  funzione  9:=/*   («  =  M«0*D  deide- 

nomin.  di  r^  ,  Sf)  è  olomorfa;  poiché  oltre  a  non  aver  poli,  non  ha  nemmeno  il 
punto  di  diramazione  /  =  0 ,  essendo  lo  zero  valore  eccezionale;  essa  è  delia 
forma  (*) 

tf=e\ 
Quindi,  la  F  assume  la  forma 


con  1,1»  interi;  ricadiamo  perciò  nel  I  Teorema. 


Napoli,  agosto  del  1919. 


(')  In  realtà  vi  sono  «  fanzioni  distinte,  ohe  però  differiicono  fra  loro  solo    per   un    fat- 
tore eguale  ad  una  radice  «-esima  delPnnità. 


){  70  ){ 


SOPRA  UNA  QUESTIONE  ENUMERATIVA  RIGUARDANTI 

ALCUNE  FORME  DIFFERENZIALI 


NOTA 


DI 


SILVIO  MINETOLA  (a  Roma) 


Con  la  notazione 


(1) 


^1    >     *•    7     '     •     •     7     *w 


.^1     ?    *2     7     •     •     •     ?    *m. 


dove  O  <[  a^  4~  <*8  +••••  ~h  ^n  ^  *i  -!~  *2  +  ••••  +  *m  )  il  prof.  Ugo  Arnaldi 
ha  indicato  in  una  sua  Nota  (*)  l'insieme  di  tutti  gli  schemi  {sistenut  compkU 
di  scherni),  che  si  ottengono  con  il  seguente  algoritmo  combinatorio: 

a)  si  decomponga,  in  tutti  i  modi  possibili ,  ciascuno  dei  numeri  interi 

I 

(positivi  o  nulli)  8^  (A;  ziz  1 ,  2  , . . . ,  m)  nella  somma  di  a  =  a^  -f-  a^  -|-  .  . .  +  a^ 
addendi  interi  (positivi  o  nulli)  e  ciascuna  di  qneste  partizioni  di  «^  si  per' 
muti  in  tutti  modi  possibili: 

b)  si  formino  tutte  le  matrici  ad  m  colonne  ed  a  linee ,  che  si  otten- 
gono prendendo  come  A:*""  colonna  (A;  =  1 ,  2  , . . . ,  wi)  una  qualsiasi  delle  pai- 
tizioni  di  8f,  e  si  escludano  quelle  matrici  in  cui  compaia  una  linea  (o  più)  di 
elementi  nulli; 

e)  infine  a  ciascuna  delle    matrici    superstiti    si    aggiunga   una  colonna 


(*)  Cfr.  U.  Arnaldi,  Sulle  derivate  successive  delle  funzioni  composte  di  quante  $i  vogìion^^ 
rariaWi  indipeudenii.  (Rend.  del  Circolo  Mat.  di  Palermo,  T.  XLII,  fase.  I,  anno  1917. 
pag.  94.  Vedi  Hpocialmente  il  ii.  8  a  pag.  103).  In  questa  Nota  la  (1)  ha  propriamente  le  f 
al  posto  delle  a,  ma  noi  adoperiamo  lo  stesso  ordine  seguito  dall'  Autoi^e  in  un  altra  NotA 
successiva;  Forme  hohariche  e  cambiamenti  di  variabile  (Giornale  di  B  a  1 1  ag  l  i  n  i  voi.  LVI,  1^1°- 


)(  ^1  H 

•  m 

ietta  degli  affissi,  assegnando  alle  prime  aL^  linee  TafiBsso  i,  alle  a.^  linee  sutì- 
«5sive  l'affisso  2  , . . . ,  alle  ultime  a„  linee  l'affisso  n. 

Con  procedimento  che.  sarà  chiarito  ili   seguito,  a   ciascuno   degli   schemi 
m  formati  si  fa  corrispondere  uri  termine  della  forma    diflferenziale  indicata 

il  H  ,  che  è  perciò  somma  di  tutti  i  termini  corrispondenti  al  si- 

sema  completo  di  schemi  rappresentato  dalla  notazione  (1). 

Alla  fine  dell'  articolo  PAutore  pone  la  seguente  domanda  : 

Quanti  sano  gli  schemi  appartenenti  ad  (l)t 

Osservando  poi  che  due  schemi  differenti  tra  di  loro  solo  per  Pordine  in 
coi  8i  succedono  certe  linee  disuguali,  ma  contrassegnate    però  da  uno  stesso 

iffisso,   danno    luogo    a    termini    simili  della  forma   H  *  '    *  '  '     *'**'",  è  po- 
s(a  la  segnante  seconda  questione  : 

Quanti  sono  i  termini  dissimili  cit  H  *  '  '     '     »  •  •  •  »   »  | 

In  questa  mia  Nota  mi  occupo  delle   precedenti    due  questioni ,  e  breve- 

sente  interpetro  i  risultati  che  ottengo  nella  questione  differenziale,  che  è  og- 

I 

jHto  principale  delle  ricerche  dell'Autore. 

Mi  corre  l'obbligo  in  fine  di  dare  qui  posto  alla  seguente  avvertenza. 

Nello  scrivere  questo  lavoro  mi  erano  sfuggite  le  ricerche  perseguite  dal 
prof.  Ernesto  Pascal  per  varii  anni  sulla  teoria  delle  forme  differenziali 
di  ordine  e  grado  qualunque^  che  culminano  in  una  magistrale  Memoria  dei 
Lincei  (*),  in  cui  sono  raccolti,  ordinati  e  completati  gì'  importanti  risultati 
H^arsi  qua  e  là  in  numerosi  lavori.  Adottando  metodi  e  notazioni  differenti, 
nelle  pubblicazioni  suddette,  che  io  indico  all'  attenzione  del  lettore,  sono  ri- 
]K)rtati  parecchi  dei  risultati  ritrovati  in  questo  lavoro. 

I.  —  TOTALITÀ   DEL   SISTEMA   COMPLETO  DI   SCHEMI 

l.  Sia  data  la  matrice  ad  a  linee  ed  m  colonne 

0         0     ......     0 

0     

0  0 

1 1 

0 
1 

(2)  .1. 

1 

1 


t 


• 


•  • 


• 


* 


«1  «t  ^m 


0  E.  Pascal ,  Xa  teoria  delle  forme  dijferengiali  di  ordine  e  grado  qualunque,  Mem.  della 
B-  Àcc.  dei  Lincei.  Classe  di  se.  fis.  mat.  e  nat.,  (5),  y.  Vili,  1909-10. 
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cbe  ha  detenuiuati  nuiiK'rì  interi  (ponitivi  o  nulli)  nelle  singole  •olonue   e  d 

mandiamoci  quante  sono  le  matrici  non  nulle  cui  essa  dà  luogo,  i>ermutan^ 

in  tutti  i  modi  possibili  gli  elementi  di  ciascuna  colonna. 

SupiKiniamo  che  nella  prima  colonna  vi  siano 


r'  r'  r' 


elementi  eguali  rispettivamente  a 

(torrelativamente  la  composizione  dolle  rimanenti  colonne  aia  indicata   da 


r  (m)         y  (w)  y       (m)- 


essendo  in  generale,  r/*^  :^  0  (*). 

Permutando  in  tutti  i  modi  possibili  gli  a  elementi  delle  singole  colonne 
si  hanno  rispettivamente  per  la  1" ,  2'' ,  .  .  .  ,  m"*"  colonna, 

a!  a  !  a! 


'  0  '    '  1  •  •  •  •  ^  a,  •  '    0     •    1  •  •  •  •  '    «2*  0       •    '  1       •'.'•'  a^ 

I 

permutazioni  distinte;  in  tutto,  pertanto,  con  gli  elementi  della  (2)  possono  for- 
marsi 

^  a  !  a  !  al 

matrici  distinti  comprese  le  nulle,  comprese,  cioè,  quelle  che  hanno  una  o  più 
linee  di  zeri.  Calcoliamo  ora  il  numero  di  queste  ùltime. 

Supponendo  che  nelle  m  —  1  colonne  diverse  dalla  h"''' ,  che  ha  r^^*^  zeri, 
vi  siano  in-  ciascuna  almeno  r^^^^  zeri,  si  potranno  considerare  matrici,  ponendo 
rj"^^  =  X,  con  rispettivamente  X,X  — 1,...,2,1  linee  di  zeri. 

Cominciamo  con  lo  stabilire  il  numero  di  quelle  che  ne  hanno  X. 


0*)  Noto  esplicitamente  che  con  Palgoritmo  e8po«»to  uell*  introdu/.ione  si  ottengono  proprio 
matrici  della  forma  (2),  quando  si  supponga  di  scrivere  in  ogni  colonna  in  ordine  non  df' 
crescente  gli  elementi  delle  singole  partizioni  e  non  escludendo  per  ora  le  matrici  con  li- 
nee di  zeri.  I  numeri  »•/*>  sono  chiamati  dall'Arnaldi  esponenti  del*  numero  •  nella  p»rti- 
zioni  di  ih» 
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Separando  in  ciascuna  colonna  X  zeri,  in  uno  stesso  ordine  determinato  per 
latte,  i  rimanenti  clementi  daranno  luogo  a 

(g  — X)!  (g  — X)!  (g  — X)I 

r  ~X)  !  r\  !  .  . .  r\  I  '  (r\  -  X)  !  r'\  . .  .  r"    !  '  '  "  (r,<->  -  X)  I  r/-)  !  . . .  rj^>  I 


i  g  posti  in  I    j 


latrici  distinte  non  nulle,  ma  potendosi  i  X  zeri  separare  dagli 

Bmli  difierenti,  il  numero  totale  delle  matrici  con  X  linee  di  zeri,  che  indiche- 
remo con  Tx  ,   sarà  dato  da  : 


T  ^/a\  (g-X)!  (a-X)l 

'       U  /(r'o  -  y<)l  r\ì. . .  r'a,  !  '{r\  -  X)!  r'V  . .  .  r",' 


! 

2 


(g  — X)! 


•••(^^(>»)_X)I  r/-)  !  . . .  r^  J->  !  • 


Se  si  osserva  che  le  matrici  con  almeno  X  —  1  linee  di  zeri  comprendono 
anche  quelle  clie  di  tali    linee  ne  hanno  X  e  che  X  —  1    elementi    su    X  pósti 

l'Ossono  collocarsi  in  I   -•        j  modi  differenti,  è  facile  scrivere  l'espressione  di 

Tw^ ,  numero  delle  matrici  con  solo  X  —  1  linee  di  zeri. 
Si  ha  : 


^     __/     g     \  (g  —  X  + 1)  !  (g  — X  +  1)! 

'''  -  Ix  —  1/  {r\  -X  +  1)  rr\  !  . . .  r'^,  !  *  '  '  '  (r^'  -  X  -f-  1)  I . . .  r^J-^  I 


m 


X  — 


l)^> 


Ponendo,  per  semplicità, 


14) 


/g\  («~i)l.  («-«)! 


le  espressioni  precedenti  diventano  : 


▼•L.  LTUl  10 
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Si  può  anche  scrivere  : 


Per  Tx-,  si  avrebbe: 


Tx_,  _  «X-,  -{^  _  2)  Tx_,  -  (^  _  2)  Tx , 


e  sostitaendo  e  riducendo: 


--=(;:i^)'>-.-r^)'.-.+u»)'>- 


Successivamente  : 


>-^ 


-(x-sj^^-^-lx-sj'^-'+lx-sj^^-^-t^s) 


Il  numero  di  tutte  le  matrici  con  qualche  linea  di  z^rì  è  dato  da 


z^-(:)'.+ 


u 


«,+...+ 


X 


)-^>.-l)+-+<-'K)l" 


e,  per  note  proprietà  dei  coeflElcienti  binomiali,  da 


*i-h  +  U- -(-l)Vx  =  -2/-l)% 


* 
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Iiiilicando  con  6  il  uumero  totale  delle  matrici  non  nulle  relative  alla  (2) 


i  bft  perciò  : 


:>)  6 


ve  T  è  espresso  dalla  (3),  ti  dalla  (4)  e  X  indica  il  maggior  numero  di  linee 

zeri  che  possono  formarsi  nella  (2). 
^     Ponendo  seccante  a  ciascuna  delle  matrici   numerate   dalla  (5)  la   colonna 
le^li  affissi  (v.    introd.,  e),  si  avrebbero  tutti  gli  schemi  distinti  costruibili  con 
|li  elementi  della  (2). 

Diremo  cke  6  dà  il  numero  degli  schemi  che  costituiscono  il  sistema  com- 
\fitto  relativo  alla  (2)  {sislema  completo  parziale  di  schemi), 

2.    La    facilità    dell'  applicazione    della    (5)    la    sperimenteremo    con    un 
Ittmpio. 

Abbiasi  la  matrice  : 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0. 

0 

0 

.<> 

1 

0 
3 

2 

1 

2 

e  calcoliamo  il  valore  di  6  ad  essa  relativo. 

La  composizione  delle  colonne  è  ordinatamente  rappresentata  da  : 


<   =5     ,     »•/    =1 

<'  =4.  ,     <'  =2 

« 

I 

!  (ii  modo  che  possono  formarsi  al  massimo  3  linee  di  zeri ,  ossia   è  X  =  3.  Le 
''A  >  (3)  e  (4)  danno  perciò  : 

I 

LJ^     6!  6!       _  /6\     5!  '       5!  5!  /6\     .4!         4!  4! 

•^'  11*4!  2! '3!. 2!  1!       \lj  4!  1  l'.'i!  2!*2!  2!  1!"^  \2j3i  ll'2m'lI2!  1!  "" 
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ed  i  nove  pìmti  A^ , .  . . ,  A^ ,  B^ ,  Bg ,  B^  costituiscono  la  base  d'  un  fascio  i 
cubiche  C3  =E  6A  3B  le  cui  linee  obiettive  sono  le  cubiche  staccate  suììh  ^ 
dai  piani  del  fascio  di  asse  a^.  Kel  fascio  di  cubiche  del  piano  iconico  vi  sol 
3(»  —  1)  curve  di  3**  ordine  r<*>  =e  6A  ,  3B  ,  S,,, ,  Sj,, ,  S3,,  che  rapf>resentano 
3»  —  3(=:m  —  3)  punti  tripli  di  F^„. 

I  9(n  —  1)  punti  S  sono  immagini  di  rette  semplici  di  F„^  ;  e  proj>rianient< 
ciascuna  terna  S^,,  ?  S,,»  ,83,^  corrisiwnde  ad  una  terna  di  rette  uscenti  di 
punto  triplo  P,  e  appoggiale  pila  retta  a^ 

b)  Oasi  particolari,  —  Se  nello  spazio  2'  si  dà  una  8ui)erttcie  F'3  co 
punti  doppi,  in  posizione  generica  rispetto  alle  ^,  ^i  ottengono,  valendosi  delli 
T""*,  superficie  F^  del  tipo  studiato  uel  comma  a)  dotate  però  ulteiiorment 
di  punti  do|)pi  (conici,  biplanari,  uniplanari).  Propriametìte,  dinotando  con 
i  punti  conici,  con  B.^  i  punti  bipianari  che  riducono  la  classe  di  F„.  di 
unità,  e  con  U^^  i  punti  uniplanari  che  riducono  di  y  unità  la  classe  della  s» 
pertìcie,  otteniavio  ventuno  casi  di  superficie  F,„  con  punti  doppi.  Essi  sono 
seguenti: 


I. 

a^^'-^m 

-~3)P3     ; 

IL       a^ 

«i-3| 

;?w^3)P 

^C,      ;  III.      a, 

m_3(^,j 

3)P3,B3  ; 

IV. 

/> 

»     2C,     ; 

V. 

» 

» 

B,      ;  VI. 

>> 

» 

- 

B3,C,; 

VII. 

•     » 

»     B,      ; 

Vili. 

» 

» 

3C2    ;  IX. 

» 

» 

• 

2B,: 

X. 

» 

*     B„0,; 

xi: 

» 

» 

Bc      ;  XII. 

» 

» 

i^.; 

XIII. 

» 

»     B3,20,; 

XTV. 

» 

» 

B„0,;  XV. 

» 

» 

U,; 

XVI. 

» 

»     4C,     ) 

xvai. 

» 

» 

2B,,C,;XVIII. 

» 

» 

K4 , 2< V 

XIX. 

» 

»     B„0,; 

XX. 

» 

» 

U,       ;  XXI. 

» 

/ 

» 

3B,; 

e  corrispond 

DUO  ai  ventuno  casi 

di 

superficie  di  3**  ordine 

non 

rigate 

dovati  a 

presenza  o  assenza  di  punti  doppi:  conicjij  o  no. 

Specializzando  nel  piano  rappresentativo  II  la  posizione  dei  sei  pujiti  fon 
damentalì  A  come  nei  singoli  casi  della  corrispondente  .F'g  si  ottiene  subito 
la  rappresentazione  piana  dei  casi  di  superficie  F„^  a  puiwj  doppi,  ora  indicati. 

Così,  per  dare  un  esempio,  allorché  i  sei  punti  A  giacciono  su  dUma  conico. 
questa  è  imagine  d\ui  punto  doppio  di  F^. 

Credo  inutile  insistere  sui  dettagli  di  tali  casi,  perchè  possono  ormai  ri- 
tenersi noti  dalla  loro  rappresentazione  piana  tenendo  presenti  i  lavori  <ii 
S  e  h  1  a  f  1  i ,  C  a  y  1  e  y  ,  Cremona,  D  i  e  k  m  a  n  n  ,  S  t  u  r  m  ,  ecc.  su  le 
superficie  di  3*  ordine. 

4.  Supporremo  ora  m  ^  1  {mod.  3).  * 

In  tal  caso  partiremo  da  un  monoide  F'^  =  Q^b^  dello  spazio  S',  uel  quale 
monoide  sia  b^  una  retta  non  passante  per  Q  (una  trasversale  secondo  il  C«y 
1  e  y)  e  il  vertice  Q  lo  supporremo  in  posizione  generica  rispetto  al  sìsti^- 
ma  delle  tjj.  La  T-*  muta  F'^  in  una  superficie  F,„  ^  «^'''-^(w  —  3)P'  in  t"i  è 
m  =  371  -(- 1. 


W"       ■' 
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L«i  nota  rappresentaz-ione  di  F'^  con  proiezione    dal  suo   vertice  sa  d^  uri 
liauo  geuerico  ci  dà  subito  la  raj^iìreseniazione  piana  d^ordine  minimo  di  F^. 
immagini  delle  sezioni  piane   di  F„,   risultano   allora   cx>^  curve  d'  ordine 

^,„_3  ==  QA*»*-*  3B  9(n  —  1)S 
ila  retta  {m  —  3) pia  a^  viene  rappresentata  da  una  linea  d'ordine  6n  —  5 

Ag„_5  =^  »A'"-*  3B  9(n  —  1)S. 

1  tre  punt^  B  stanno  su  di  una  retta;  i  nove  punti  A  sono  la  base 
rnn  fascio  di  cubiche  Cg  ^  9A,  ed  i  9{n  —  1)  punti  S  sono  distribuiti  in  3n  —  3 
terne  S^,, ,  S,,, ,  S3,,  (per  t  =  1  ,  2  , . . . ,  3[n  —  1]  )  su  altrettante  cubiche 

lei  fascio.  Queste  cubiche  V^*\  insieme  alla  cubica  F',  ^  9A3B  dello  stesso 
fecio,  sono  le  immagini  dei  Sn  —  2  (=  m  —  3)  punti  tripli  di  F^. 
I  Le  linee  obiettive  dei  punti  S  e  dei  tre  punti  B  sono  rette  di  F^:  ogni 
tnf  di  queste  passano  per  un  sol  plinto  triplo  e  si  appoggiano  tutte  ad  a^.  Ecc. 
Casi  HpecialL  —  Non  mi  occupo  qui  di  casi  speciali  dovuti  a  presenza  di 
a'teriori  punti  doppi  :  ciò  perchè  il  loro  studio  riesce  agevolissimo ,  potendo 
)rnjai  ritenersi  ben  noti  i  monoidi,  quelli  di  4**  ordine  in  particolare,  per  le 
Hemorie  di  V  a  n  d  e  V  r  i  e  s  (**),  E  o  h  n  (*'),  L  a  in  p  e  ('*)  :  del  resto,  non  ò 
jni  mio  scopo  la  classificazione  di  tutti  i  casi  particolari  delle  F,^. 

5.  Esaminiamo  finalmente  il  caso  in  cui  m  ^  2{m'od.  3).  Assumeremo  al- 
l'uopo nello  spazio  £'  una  superficie  di  5®  ordine  F'^  con  retta  doppia  ft^  e  due 
puoti  tripli  Q4 ,  Q,  :  questi  ultimi  in  iK>sizione  generica  rispetto  alle  ^.  La  T""* 
materà  la  F'^  in  una  superficie  F„^  ^  a,"*"-'(m  —  3)r^  ove  w  =  3n  +  2.  La  nota 
rappresentazione  piana  della  F'^  dovuta  alP  illustre  Cremona  (**)  ci  fa  ot- 
tenere immediatamente  la  rappresentazione  piana  d'ordine  minimo  della  F^^lm- 
inagini  delle  sezioni  piane  di  F„»  risultano  00'  curve  d'ordine  6n  -{- 1: 

4>,^+,  =  A«"+' ,  7B»"  ,  C«"-* ,  3D  ,  3E  ,  9(n  —  1)S; 

la  retta  (m  —  3)  —  pia  a^  è  rappresentata  da  una.  linea  d'ordine  6n  —  2  : 

Aj^_^  =  A*^  ,  7B*"-* ,  C*^-* ,  3D  ,  3E  ,  9(n  —  1)8. 


(*')  J.  Vftn  de  Vries,  On  monotcU  (Kansas  University  Science  Bnlletiu.  Voi.  I,  n.  12; 
p.  305.S22  [Dio.  1903]  e  toI.  Il,  n.  1,  p.  S-18  [Giugno  1903]). 

'^  K.  R  o  h  n  y  Ueher  di9  Flàcken  vierier  Ordnung  mit  dreifachem  PunkU  (Matbematisclie 
^DAlen,  Bd.  34  8.  55-151). 

(^^)  Lampe,  Di$t,,  Berlin,  1864  (Cfr.  perqueat'  nltima  citaz.:  Pascal  .  Bep.  di  Mai» 
-^«1».,  Tol,  3«,  p.  4»3). 

(*^)  L.  Cremona,   Ueber  die  Ahbildung,,  cit. 
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1  uove  punti  A  ,  B^ , . . . ,  B, ,  G  formano  la  «  base  »  di  un  fascio  di  cub 
che  Cg^  A,  7B  ,  C  le  cui  linee  obiettive  sono  le  cubiche  staccate  nella  F«  di 
piani  del  fascio  di  asse  a^,  I  9(n  —  1)  punti  S  costituiscono  3{n  —  1)  terij 
S*,i  >  S*,j ,  Sfc,3  (fc=  1 ,  2  , . . . ,  3[n  —  11)  tali  che  ogni  terna  giace  su  ui 
singola  cubica  r<*^  ^  A  ,  7B  ,  C  ,  Sjt.j  ,  S*,^ ,  &f^^^  del  fascio  di  O3  menzionat 
Queste  3(n  —  1)  =  m  —  5  cubiche  F,  unitamente  alle  due  cubiche 

r  =  A  ,  7B  ,  0  ,  3D         ,         r'  =  A  ,  7B  ,  C  ,  3E 

del  medesimo  fascio  formano  le  immagini  dei  3{n  —  1)  +  2  =:  m  —  3  punti  tr 
pli  Pa  di  F^.  Per  ogni  punto  triplo  P;^  di  F,„  passa  una  terna  di  rette  seii 
plici  appoggiate  ad  a^.  I  tre  punti  D,  i  tre  punti  E  ed  i  9(n  —  1)  punti  i 
sono  immagini  di  rette  semplici  di  F^,  del  tipo  ora  indicato.  Ecc. 


Con  ciò  è  data  in  modo  completo  la  rappresentazione  piana  delle  super 
ficie  F^  ^  a^***^{m  —  3)P^  per  tutti  i  valori  di  m. 

È  facile  vedere,  o  con  le  formole  di  !N^oether,o  direttamente  con  la  T"^, 
che  le  swperfioie  F„i  a  retta  (m  —  3)-pla  ordinaria  a^  ed  m  —  S  punti  tripli 
ordinari  P ,    se   hanno  a  comune    la  a^  e   i  punti  P ,    formano   un    sistema  li 


neare  00**. 


È  inoltre  evidente  che  da  sistemi  omaloidici  di  cui  sia  elemento  una  delle 
già  dette  superfìcie  F'g ,  F'^ ,  F'^  («  senza  )>  o  «  con  »  punti  doppi),  si  deducono 
sistemi  omaloidici  di  superficie  di  cui  è  elemento  una  F„,  di  quelle  da  noi 
considerate  5  e  quindi  ottengonsi  subito  delle  nuove  trasformazioni  hirazionali 
dello  spazio^  di  genere  p  =:2m  —  5  (*^). 

Finalmente,  se  si  vuole  ottenere  superficie  F^  del  tipo  in  parola,  a  sezioni 
piane  di  genere  minore  di  2m  —  5,  cioè  dotate  di  altre  linee  multiple  diverse 
dalla  retta  (m  —  Sypla,  basterà  partire  da  superfìcie  F'3  con  retta  doppia 
non  coincidente  con  alcuna  linea  fondaioentale  del  sistema  f|>,  o  da  monoidi, 
F'^^ft^Q'  con  rette  doppie  (naturalmente  uscenti  da  Q)  in  posizioni  generiche 
rispetto  alle  cf,  ecc. 

Come  si  vede,  qui  viene  pure  indicata  la  via  più  facile  per  tutto  un  nuovo 
campo  di  interessanti  ricerche  geometriche ,  sia  sulle  superficie  razionali  die 
sui  sistemi  omaloidici  di  superfìcie. 


(*^)  Per  chi  volesse  farne. lo  studio  sarà  utile  (oltre  alle   note  memorie    di    Creinone 
'  sulle  trasformazioni  birazìonali  dello  spazio)  un'interessante  memoria  di  H.  P.  Hudson  dal 
titolo:    On    Cubie    Birational    Space  Tran»formation8  (American  Jonrn.  of  Math.,  rol.  XXXIV 
n.  2). 
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ALCUNI  COROLLARI  DEL  TEOREMA  DI  PICARD 
SUI  VALORI  SINGOLARI  DELLE  FUNZIONI  OLOMORFE 

NOTA 

DI 

GIULIO  ANDREOLI  (a  Napoli) 


1.  Recentemente  la  Sig.  .6  ore  1 1  i  n  i  ha  enunciato  in  questo  Giornale  (^) 
un  semplice  ed  elegante  teorema,  dedotto  da  quello  di  Picard,  sui  valori 
che  nna  funzione  olomorfa  non  assume  mai. 

Chiamando  regolare^  una  funzione  olomorfa  tale  che  Pequazio&e 

al>bia  sempre  infinite  radici ,  qualunque  sia  a  finito,  tale  teorema  assume  la 
forma  concisa  : 

iS*e  /  «  7  9ono  ambedue  olmnorfe  le  funzioni 

j 

a/  +  ^ 

*oìio  sempre  regolari,  se  a  ,  b  nono  numeri  ambedue  diversi  da  zero. 

Tale  teorema  si  i)resta  ad  un'ulteriore  generalizzazione,  quasi  immediata, 
che  si  pnò  fare  seguendo  la  stessa  via. 

Essa  è  racchiusa  nel  teorema  che  è  in  questa  brevissima  Nota. 

2.  Teorema.  I.  —  8e  f  e  — r  sono  ambedue  olomorfe,  le  funzioni  det  tipo  : 


(*)  BOBEixiKi,    In  ttortma  sulle  funzioni  interCf  Qiorn.  di  l^att.,  (8),  r.  67,  19X9, 
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iono  sempre  regolari,  purché  almeno  due  fra  le  costanti  a  e  b  complsssivameni 
Steno  diverse  da  zero. 

"*  '1  I 

Infatti ,    86  /  e  -  sono   ambedue  olomorfe  non  ani mett tiranno  poli;  e  si! 

come  l'una  è  V  inversa  dell'  altra  non  avranno  nemmeno  pnnti  zero,  e  sarano 
perciò  della  forma  : 

con  g  funzione  olomorfa.  Dunque  l'equazione  /  =  a  avrà  sempre  infinite  raiii^ 
per  a  tinito  e  diverso  da  zero.    In    caso   contrario  si  dovrebbe  ridarre  ad  aj 
polinomio,  per  il  secondo  teorema  di  Picard,  avendo  già  i  due  valori  ecce 
zionali  0  ed  oo  ;  il  che  non  può  essere  avendo  la'  forma  già  detta  e^. 
Consideriamo  perciò  l'equazione 

(1)  a,J--  +  .  .  .  +  a,/+  ò,  1  +  .  .  .  +  6,„  i^  =  a 

ove  a  sia  un  numero  finito  qualunque.    Essa    moltiplicata  pir  /*** ,   sempre  di* 
verso  da  zero  per  le  ipotesi  fatte,  diventa 

(2)        a,./-+'»  + . . .  +  «i/"*+*  -  «r  +  Kr"^'  + . . . + ò^  =  0. 


o\. 


Ora,  la  (1)  è  soddisfatta 'da  quei    valori  di  z  per  cui  f{z)   soddisfa   la  (2) 
si  avrà  cioè 

/(«)  =  e,  «„c"+"'  + . . .  +  «iC»^'  -  a  r  +  ^c"-*  +  ...  +  *«  =  0. 

Questa  equazione  algebrica  ha  almeno  una  radice  diversa  da  zero,  qualunque 
sia  a  ;  quindi  la  F  è  regolare,  poiché  la 

Az)  =  C 

ha  sempre  radici  per  C  4=  ^• 

Farebbe  eccezione  il  caso  in  cui  non  vi  fossero  almeno  due  dei  coeffi<?ieiiti 
diversi  da  zeroj  poiché  la  F  riducendosi  in  tal   caso  a  una    delle  due  forme: 


aj"\z)  =  a  ;  h,  —  =rza. 


avrebbe  come  valore  eccezionale  appunto  lo  zero. 
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Si  noti  iufiiie  che  la  F  può  ridarsi  alla  forma  semplicissima 


F  =  ^        ,         P(/)  polinomio  in  /.      ^ 

Inoltre,  le  stesse  considerazioni  già  svolte,  permettono  di  estendere  il  teo- 
m-à.  dato  nel  seguente  : 


1  . 
Teobbma  II.  —  8e  f  ed  -  sono  ambedue  olomorfe  le  funzioni  del  tifo  : 


|iMo  sempre  regolari^  purché  i  sommatorii  comp^'endano  un  mimerò  finito  di  ter- 
mi, le  Vf, ,  8f,  sieno  razionali  e  almeno  due  fra  le  costanti  a ,  b  complessivamente, 
mo  diverse  da  zero. 

1  ^ 

Infatti  se  /  ed  —  sono  olomorfe,  la  funzione  f=f'  («^=M«C«D  deide- 

Bomin,  di  r,^ ,  Sf^)  è  olomorfa;  poiché  oltre  a  non  aver  poli,  non  ha  nemmeno  il 
punto  di   diramazione  /=iiO,  essendo  lo  zero  valore  eccezionale;  essa  è  delia 

forma  (*) 

± 

tp  =  e', 

Qnindi,  la  F  assume  la  forma 


F=^.,,flK+^K-l 


fpwfc 


con  2 ,  m  interi;  ricadiamo  perciò  nel  I  Teorema. 


Napoli,  agosto  del  1919. 


(')  In  realtà  vi  sono  «  funzioni  distinte;  ohe  però  differiscono  fra  loro  solo    per   un    fat- 
tore  fgnale  ad  nna  radice  «-esima  dell'unità. 
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SOPRA  UNA  QUESTIONE  ENUMERATIVA  RIGUARDANTE 

ALCUNE  FORME  DIFFERENZIALI 


NOTA 


DI 


SILVIO  MINETOLA  (a  Roma) 


Con  la  notazione 


(1) 


*!     ?     *2    ?     '     •     •     >     *" 


ff^     ,    ^^     j    .    .    .    j    9ff^ 


dove  O  <;  a^  -|-  0^8  +  ••••-[-  a„  ^  »j  +  «g  +  ••••+*«*  )  i^  P^^f*  Ugo  Arnaldi 
ha  indicato  in  una  sua  Nota  0  l'insieme  di  tutti  gli  schemi  {sistema  completo 
di  schemi)^  che  si  ottengono  con  il  seguente  algoritmo  combinatorio: 

a)  si  decomi)onga,  in  tutti  i  modi  possibili ,  ciascuno  dei  numeri  interi 
(positivi  o  nulli)  Sf,  (fc  rzi  1 ,  2  , . . . ,  wi)  nella  somma  di  a  =  a^  +  a^  +  . . .  +  a,. 
addendi  interi  (positivi  o  nulli)  e  ciascuna  di  queste  partizioni  di  Sf^  si  i>er- 
muti  in  tutti  modi  possibili; 

h)  si  formino  tutte  le  matrici  ad  m  colonne  e<l  a  linee ,  che  si  otteu- 
gono  prendendo  come  Af"*  colonna  (A;  i=  1 ,  2  , . . . ,  w)  una  qualsiasi  delle  pai* 
tizioni  di  s^  e  si  escludano  quelle  matrici  in  cui  compaia  una  linea  (o  più)  <ii 
elementi  nulli; 

e)  infine  a  ciascuna  delle    matrici    superstiti    si    aggiunga   una  colonua 


(*)  Cfr.  U.  A  m  aldi,  Sulle  derivate  successive  delle  f  arnioni  composte  di  quante  si  vogìiono 
rariahili  indipendenti.  (Rend.  del  Circolo  Mat.  di  Palermo,  T.  XLII,  fase.  I,  anuo  1^1  <• 
pag.  94.  Vedi  Apocialmente  il  n.  8  a  pag.  103).  In  qneeta  Nota  la  (1)  ha  proprìament«  1«  '' 
al  posto  delle  a,  ma  noi  adoperiamo  lo  RtesRo  ordine  seguito  dall'  Autoì'e  iu  un  altra  Not'"^ 
successiva:  Forme  ittobariche  e  cambiamenti  di  variabile  (Qiornale  di  B  a  1 1  ag  1  i  u  i  voi.  LV1,1^1^' 


)(  ti  )( 


«ietta    degli  affissi,  assegnando  alle  prime  a^  linee  l'affisso  1,  alle  a^  linee  suó- 
cessive  Taffisso  2  , . . . ,  alle  ultime  a„  linee  l'affisso  n. 

Con   procedimento  che.  sarà  cbiarito  in   seguito,  a   ciascuno   degli   schemi 
to^  formati  si  fa  corrispondere  un  termine  della  forma    differenziale  indicata 

lià  H      '      '  •  "  *  '      ^  che  è  perciò  somma  di  tutti  i  termini  corrispondenti  al  si- 


'i.  >  '2  > 


f  *m 


iteRia    completo  di  schemi  rappresentato  dalla  notazione  (1). 
.i^lla  fine  dell'  artìcolo  PAutore  pone  la  seguente  domanda  : 
i^uanti  $ono  gli  schemi  appartenenti  ad  (1)^ 

Osservando  poi  che  due  schemi  diiferenti  tra  di  loro  solo  per  l'ordine  in 
leni   si    succedono  certe  linee  disuguali,  ma  contrassegnate    però  da  uno  stesso 


iffisso,     danno    luogo    a    termini    simili  della  forma   H 
uà   la,  seguente  seconda  questione  : 


4  > 


»  «t  » 


y  »*/l 


^A    •    •    •    •    y   Og  j    •    •    •    1   O 


,  è  pò- 


Quanti  sono  i  termini  dissimili  di  H 


»i  t 


«2 


'!> 


a» 


j  •m 


! 


8 


l  f 


OQ     •     •     •     •     ■    Oi 


)  "2  t 


I   •!» 


In  qnesta  mia  !N^ota  mi  occupo  delle  precedenti  due  questioni,  e  breve- 
mente interpetro  i  risultati  che  ottengo  nella  questione  differenziale,  che  è  og- 
tfetlo   principale  delle  ricerche  dell'Autore. 

Mi   corre  l'obbligo  in  fine  di  dare  qui  posto  alla  seguente  avvertenza. 

Nello  scrivere  questo  lavoro  mi  erano  sfuggite  le  ricerche  perseguite  dal 
prof.  Ernesto  Pascal  per  varii  anni  sulla  teoria  delle  forme  differenziali 
dì  ordine  e  grado  qualunquej  che  culminano  in  una  magistrale  Memoria  dei 
Lincei  (*),  in  cui  sono  raccolti,  ordinati  e  completati  gì'  importanti  risultati 
sparsi  qua  e  là  in  numerosi  lavori.  Adottando  metodi  e  notazioni  differenti, 
nelle  pubblicazioni  suddette,  che  io  indico  all'  attenzione  del  lettore,  sono  ri- 
(K)rtati  parecchi  dei  risultati  ritrovati  in  questo  lavoro. 


I.  —  TOTALITÀ   DEL   SISTEMA  COMPLETO   DI   SCHEMI 

1.   Sia  data  la  matrice  ad  a  linee  ed  m  colonne 


0 


0     ......     0 


0 


0 


0 

1 


0 

1 


(2) 


a. 


a. 


a 


in 


(*)  E.  pascal,  La  teoria  delle  forme  differenziali  ài  ordine  e  grado  qualunque.  Meni,  della 
B  Acc.  dei  Lincei.  ClMse  di  so.  iis.  mat.  e  nat.,  (5),  y.  Vili,  1909-10. 
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che  ha  determìuati  mimm  interi  (positivi  o  nnlli)  nelle  singole  «olonne   e  do 
mandiamoci  quanto  sono  le  matrici  non  nulle  cui  essa  dà  luogo,  permutandi 
in  tatti  i  modi  possibili  gli  elementi  di  ciaiScuna  colonna. 
Supponiamo  che  nella  prima  colonna  vi  siano 

elementi  eguali  rispettivamente  a 

U    j    i     ,    .    .    .    ,    (7-^  ^ 

correlativamente  la  composizione  delle  rimanenti  colonne  aia  indicata   da 


essendo  in  generale,  r/*^  ^  0  (^). 

Permutando  in  tutti  i  modi  j)ossibili  gli  a  elementi  delle  singole  colonne 
si  hanno  rispettivamente  per  la  1"  ,  2" ,  .  .  .  ,  ?n"*"  colonna, 

a!  a  !  a! 


'    0  *      '    1  •   •   •    •    ^    «l    •  '      0       -      1  •  •  •  fio*  0  1  .  •  flm 


2  u  1  .  um 


permutazioni  distinte;  in  tutto,  pertanto,  con  gli  elementi  della  (2)  possono  f<»r 
marsi 

r  p .   ?  j .  .  .  .  r  a,  .       '    0  •   '    i  •  •  •  •  ^   Og  *  '  0       *    '^i       *  •  •  ^  ffm 

matrici  distinti  comprese  le  nulle,  comprese,  cioè,  quelle  che  hanno  una  o  piìt 
linee  di  zeri.  Calcoliamo  ora  il  numero  di  queste  ùltime. 

Supponendo  che  nelle  m  —  1  colonne  diverse  dalla  ^'"",  che  ha  r^^"^  J^eri, 
vi  siano  in-  ciascuna  almeno  r^^"^  zeri,  si  potranno  considerare  matrici,  ponendo 
r^^^  =  X,  con  rispettivamente  X,X  —  1,..\,2,1  linee  di  zeri. 

Cominciamo  con  lo  stabilire  il  numero  di  quelle  che  ne  hanno  X. 


(^}  Noto  esplicitamente  che  con  Palgoritnio  esposto  ueir  introdu/iono  si  ottengono  proprio 
matrici  della  forma  (2),  quando  si  supponga  di  scrivere  in  ogni  colonna  in  ordine  non  a^ 
crescente  gli  elementi  delle  singole  partizioni  e  non  esci  adendo  per  ora  le  matrici  con  li- 
nee di  zeri.  I  numeri  r,-^*  sono  chiamati  dall'Arnaldi  esponènti  del*  nomerò  •  nelU  P*^^^' 
zioui  di  <^. 


^  r',. -X)  !  r\  !  .  . .  r',.  !     (r",  -  X)  !  r'\  . .  .  r".  !  (r„<'")  _  X)  I  r.(">  ! . . .  r.  <"•>  1 


)(  78  )(  ' 

Separando  in  ciascuna  colonna  X  zeri,  in  uno  stesso  ordine  determinato  i}er 
latte,  i  rimanenti  elementi  daranno  luogo  a 

(a  — X)!  (a  — X)!  (a  — X)I 


natrici  distinte  non  nulle,  ma  potendosi  i  X  zeri  separare  dagli 


i  a  posti  in  1    j 


bkkIì  differenti,   il  numero  totale  delle  matrici  con  X  linee  di  zeri,  che  indiche- 
remo con  Tx  ,  sarà  dato  da  : 


T  ^/«\  («-X)!  (a-X)l 

'       U  M  -  X)!  rV  . .  .  r\  !  ' {r\  -  X)!  r\l . .  .  < 


1 

2 


(a-X)I 


(r^('n)_x)!  r,<-M...r    <->!• 


Se  si  osserva  che  le  matrici  con  almeno  X  —  1  liuee  di  zeri  comprendono 
anche  quelle  che  di  tali    linee  ne  hanno  X  e  che  X  —  1    elementi    su    X  pósti 

possono  collocarsi  in  |  -•        j  modi  differenti,  è  facile  scrivere  l'espressione  di 

Vj ,  numero  delle  matrici  con  solo  X  —  1  linee  di  zeri. 
Si  ha  : 

ìy  {     oL     \  (a  — X  +  1)!  (a_X  +  l)! 


\  (g-X  +  l)!  (« 

1^  (»•'.  -  X  +  1)  !'»•',  ! . . .  r'«.  !  (r;'">  -  X 


,  v>.  —  1/  (»•',  -  X  +  1)  !'»•',  ! . . .  r'«,  !  (r„>"'>  —  X  +  1)  !.. .  r„^<'">  ! 

1  .  -  "" 


,'m 


!  U-l''^^- 


I 


Ponendo,  per  semplicità, 

I 
i 

I 

•■  ""  V  »  A»-;  -  i)  1  r',  ! .  . .  r\  1  •  •  • .  •  (r„<-»  -  f)!  ,•/•">  ! . . .  r^,<"')  1 
^ft  espressioni  precedenti  diventano  : 


Tx  =  i^x    ;    Tx-4  —  <x-i  —  L 1  )  *^* 

• 
▼OL.  LTUI  10 


K74K 


Si  può  anche  scrivere  : 


--.=(;:i;)'-.-(x-.>- 


Per  Tx-,  si  avrebbe: 


T,_,=<x-.-(j^_2)Tx_.-(j^_2JTx, 


e  sostituendo  e  riducendo: 


T 


>-a 


=(;:i^)"-.-(!;i^)'.-.+(xi»)- 


Saccessivamente  : 


'^^-»-(x-3)'*-'~(x-3)'*-*+(x-3)'^-«~():-3)'^' 


Il  numero  di  tutte  le  matrici  con  qualche  linea  di  zeri  è  dato  da 


Z^-G)'.+ 


2-il 


«,+".+ 


X 
X 


H>-t-<-'^'e)ì 


e,  per  note  proprietà  dei  coefBcienti  binomiali,  da 


ii-t*  +  U- -{-l)\  =  -^  {-!)%. 


f  •■• 
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luilicaudo  con  6  il  numero  totale  delle  matrici  non  nulle  relative  alla  (2) 
à  ba   perciò: 


6 


=  T  +  2^  i-  m 


fve   T  è  espresso  dalla  (3),  ti  dalla  (4)  e  X  indica  il  maggior  numero  di  linee 
zeri   che  possono  formarsi  nella  (2). 

Ponendo  accanto  a  ciascuna  delle  matrici  numerate  dalla  (5)  la  colonna 
i-^ìì  affissi  (y.  introd.,  e),  si  avrebbero  tutti  gli  scbemi  discinti  costruibili  con 
\\i  elementi  della  (2). 

Oiremo  che  0  dà  il  numero  degli  schemi  che  costituiscono  il  sistema  com- 
io    reUitico  alla  (2)  (aislema  completo  parziale  di  schemi). 

12.     La    facilità    dell'  applieazioue    della    (5)    la    sperimenteremo    con    un 
>iiipio. 

Abbiasi  la  matrice  : 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0, 

0 

0 

^0 

1 

U 

*> 

1 

3 

2 

2 

e  calcoliamo  il  valore  di  0  ad  essa  relativo. 

La  composizione  delle  colonne  è  ordinatamente  rappresentata  da  : 


5    ,     r,' 


=  1 


f/ 


tff 


r:    =: 


3     ,     r/"  = 


==2     ,     r,"'=l 


(li  modo  cbe  possono  formarsi  al  massimo  3  linee  di  zeri ,  ossia  è  X  =  3.  Le 
5) ,  (3)  e  (4)  danno  perciò  : 


6! 


6! 


6! 


6! 


6! 


.4! 


4! 


41 


rm'é  !   2  !   3  !  .2  !  1  !       \V  4  !   1  !   3  !  2  !  2  !  2  !  1  !    '    \2y  3  I  1  I  2  !  2  !  1  !  2  !  1  ! 


S  2^rT  !  •  rrti  •  2fT!  =  '^««  -  ^^^*  +  *^^«  "  ^^*  =  ^«*' 
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3.  Dopo  aver  visto,  data  una  matrice  composta  con  determinati  eleuient 
in  qtial  modo  si  calcola  il  numero  degli  schemi  che  compongono  t{  sistema  con 
pleto  parziale  ad  essa  relativo,  occorre  stabilire  quante  sono  le  matrici  anale 
ghe  alla  (2)  che  possono  costruirsi  nel  nostro  problema. 

Si  tratta  di  decomix)rre  i  numeri  «^ ,  ^^  ?  •  *  *  ?  ^m  ^^  ^  addendi  interi  (posi 
tivi  o  nulli)  e  di  costruire  tutte  le  matrici  possibili,  ponendo  nella  k'^  colonna 
(%  =  1 ,  2  , . . . ,  m)  una  partizione  qualsiasi  di  s^  in  a  addendi  e  facendo  ii 
modo  che  due  matrici  qualsiasi  differiscano  per  la  comi>osizione  degli  elementi 
in  almeno  una  colonna. 

Ora,  il  numero  a^  si  decompone  in  a  addendi  interi  e  positivi  (non  nulli 
in  un  numero  due  volte  indicato  da  K^   ,  «  {*),  ma  potendo  nel  nostro  problema 

gli  addendi  essere  anche  nulli,  vanno  considerate  le  partizioni  di  «^  rispetti- 
vamente in  1,2,...,  a^ addendi,  sostituendo,  dove  occorra,  con  addendi  nulli 
quelli  che  mancano  sino  a  raggiungere  il  numero  di  a;  nella  ìcT^  colonna  di 
ciascuna  matrice  può  trovarsi  perciò  una  qualsiasi  partizione  di  quelle  nume- 
rate nella  somma 


che  è  uguale,  per  proprietà  note,  a  R„     .       (\ 

Facendo  variare  fc  da  1  ad  m,  si  ha  che  nelle  colonne  1"  ,  2"  ,....,  w 
si  possono  rispettivamente  collocare 


m* 


partizioni  distinte  ed  in  tutto  perciò  si  potranno  costruire 


®o.,+«,»     •     %+.," *'''««+«,« 


• 


matrici  distinte. 

11  numero  precèdente  lo  indicheremo  con  R(«j ,«,,...,  «^  ;  «)  (*)• 

i.  Se   con  84  ,  G, ,....,  6-,,  indichiamo    i   numeri   dégl 


(*)  Cfr,  Prindpii  di  analisi  combinatoria  con  applicazioni  ai  problemi  di  decomp^iiMione  •  ^^ 
pariiMione  dèi  numeri  (Giornale  di  B  a  1 1  a  g  1  i  n  i  ,  anni  1907  e  1909).  Sìd  problema  di  riparti- 
Mtone  (Periodico  di  Matematica,   1913). 

(5)  Vedi,  ad  e«.,  i  Prindpii  di  analisi  ecc.  1.  e,  $  2^,  n.  5,  1907. 

(•)  Si  conoscono  varie  formolo  semplici  per  calcolare  il  valore  di  R^  ,  n  ,  ma  non  ni 
è  nota  alcnna  eh©  lo  esprima  in  fanziouo  dei  numeri  naturali. 


)(  77  )( 

Kbemi  che    compongono  i  sistemi    completi    parziali   relativi  a  ciascuna  delle 
B>|  ?  ^s  7  •  •  •  9  ^m  ;    a)    matrici    distinte   che  possono  costruirsi  nel  nostro  prò- 

*  '    2  '  •  •  '  '    »•  J  il  numero  degli  schemi  ap- 


tenenti    a 


,  si  avrà: 


/ (X.  .oc. OC^l 

(6) 


dove  i  valori  di  6,  si  calcolano  con  la  (5). 

Osservazioni.  —  L'  applicazione  della  (6)  richiede  la  costruzione  effettiva 
delle  partizioni  di  classe  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  a  di  ciascuno  dei  numeri  «^  ,«,,...,  t^, 
àa  cui  si  possano  ricavare  i  valori  degli  esponenti  per  gli  addendi  che  rispetti- 
Tàmente  le  compongono. 

Preferendo  per  tale  ricerca  (che  si  potrebbe  eseguire   sulle    partizioni   di 

elasse  a  dei  numeri  «^  +  a  ,  «^  -|~  a  , . . . ,  «^^  -|-  *)  costruire  le  partizioni  con  me- 
r(»di  già  esco^tati,  si  potrebbe  applicare  quello  dello  Hindeburg,  chia- 
rdmente  esposto  dall'  Arnaldi  in  una  Nota  già  ricordata  C), 

li.  —  Il  numero  dei  termini  dissimili  appartenenti 

ALLA   FORMA   fl"*  '  **  "  *  * '**. 

*1  >  *2  »  •  •  •  >  *w 

/ 

1.  Decomposti  i  numeri  «^ ,«,,'...,  «^^  nella  somma  di  a  addendi,  supponia- 
mo che  uno  degli  schemi  costruito  secondo  l'algoritmo  esposto  nell'introduzione, 
sia  il  tegnente: 


(7) 


i\     i\ 

•    •    •    *  m 

1 

• 

»/«>  ì,<"^ .  .  . 

.  .  .  .  t„(«) 

• 

dove  l'affisso  1  s'intende  ripetuto  a^  volte,  l'affissso  2  a,  volte  e  cosi  via  sino 
aiPafiBsso  »  che  s'intende  ripetuto  a„  volte. 

Ebbene,  allo  schema  precedente  corrisponde  il  monomio 


(8)  


1  ;)(Ì'l+<'8+-..+i',..)„  1  .(H'«'+V«'+-+'"m<«'),, 


^'•^V. .  • .  i'J  8,;\8,fr, . .  5 V- ■  '  ■  'V-'  i: V->  !  • .  •»«<«>  ••  a.;» "a.;»"-  •  •  8xjJ- 


0  Ofr.  Arnaldi,  Forme  isobariche  ecc.  1.  e.  ^  !<*, 
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f 

e  la  forma  H**  '*«••••'  *^  ^  \^  somma  di  tatti  i  monomi  corrispondenti  al  siste- 

'i  >  't  t  •  •  •  >  '»» 


e 
ma  completo  di  schemi  rappresentato  da 


8e  nello  schema  (7)  si  permutassero  2  linee  di  medesimo  affisso,  ma  diffe- 
renti fra  loro,  si  otterrebbe  un  nuovo  schema  detto  simile  al  primo;  a  questo 
nuovo  schema  corrisponderebbe  un  monomio  diverso  dal  monomio  (8)  solo  nel- 
l'ordine dei  fattori,  ossia  simile  ad  esso. 

Ora ,  esclusa  nello  schema  (7) ,  la  colonna  degli  affissi ,  supponiamo  che 
rimanga  nna  matrice  di  a  linee  tutte  differenti  fra  di  loro  e  domandiamoci 
quanti  schemi  simili  al  dato  possono  costruirsi  nelP  ipotesi  fatta.  Permutando 
in  questa  matrice  in  tutti  i  modi  possibili  le  linee  che  corrispondono  a  posti 
di  eguale  affisso,  si  otterrebbero 

(9)  a-j  !  ttg  ! a„  ! 

schemi  simili  fra  di  loro;  si  otterrebbero  invece  schemi  dissimili  se  in  essa  si 
permutassero  due  linee  qualsiasi  corrispondenti  a  due  diversi  affissi.  L^espre«- 
sione  (9)  indica  adunque  il  numero  di  tutti  gli  schemi  tra  di  loro  simili  che 
costituiscono  il  gruppo  di  cui  fa  parte  lo  schema  (7). 

Intanto,  sui  primi  a^  affissi  può  trovarsi   una  qualsiasi   delle  1      j  combì- 

nazioni  a^  ad  a^  delle  a  linee  che  si  considerano,  e  collocate  a^  determinate 
linee  sugli  affissi  1,  si  potrà  collocare  su^li  affissi  2  una  combinazione  (qual- 
siasi a,  ad  a,  delle  rimanenti  . 

a.  —  a^  =  a^  +  ttg  +  .  .  .  4-  «n 


linee';  combinazioni  che  sono  in  numero 


Si  continui  analogamente  sino  agli  affissi  n,  sui  quali  si  potrà  collocare 
Tunica  combinazione  delle  rimanenti 

a  —  a^  —  a^  —  ...  —  a„_j  =  a„ 

linee  non  ancora  disposte  sugli  affissi  precedenti. 

In  tutto  sugli  n  affissi  le  a  linee  si  possono  collocare  in 

a  \  /a  —  ai\  /a  —  a,  —  a^  —  ...  —  a^_ A 

«1  /  l     «2     / \  a»  ^    / 

modi  distinti:  distinti  nel  senso  che  due  di  essi  qualsiasi  hanno  almeno  una 
linea  contrassegnata  con  affisso  diverso.  Sono  perciò  dissimili  gli  sclienii  cor- 
rispondenti a  due  quiilsiasi  di  questi  modi. 


)(  79  )( 

Riassumendo  si  paò  perciò  enunciare: 

I>ata  la  matrice  generica  (2)  e  costruite  con  gli  elementi  di  eeea  a  determi- 
ìfate  linee  diverse  fra  di  loro,  qiieste  danno  luogoj  permutandole  in  tutti  à  modi 
[fusibili,  a 

||ricj!>pl    distinti    di    schemi    dissimili  ;    ciascuno    di    questi  gruppi  è  composto   di 
\%^l.  oi^l a„ !  schemi  fra  di  loro  simili  (*). 

2.  Ora,  se  con  gli  elementi  della  data  matrice  (2)  non  potessero  comporsi 
ehe  linee  differenti  fra  loro,  indicando  con  iN"  il  numero  dei  modi  distinti  di 
queste  composizioni  di  a  linee  differenti,  il  numero  totale  degli  schemi  dissi- 
mili   corrispondenti  alla  matrice  data  sarebbe  espresso  dal  prodotto: 

ehe  per  brevità  ibdicheremo  con  D. 

Tutti  gli  schemi   (simili  e  dissiDiili)    relativi  alla   (2)   sarebbero   perciò  in 

numero  di  D«a^.!  a^! a„  !  ed  essendo  questo  numero    eguale  a  quello 

degli  schemi   che  compongono  il  sistema  completo  relativo    alla  stessa  (2),    si 

avrebbe  (§  1,  n.  1)  D-a^!  a^! a„!  =6,    da    cui    per   la  totalità  degli 

schemi  dissimili  relativi  alla  matrice  considerata'^  si  ricaverebbe  : 

e 

(10)  D  = 


(X^  !  cx<y  !  .  .  •  (X„  I 


r 

3.  Supponiamo  invece   che  con   gli  elementi   della   matrice   (2)  possa   co- 

stroirsi  un  sistema  di  I^ ,  i^  >  •  •  •  ?  ^«  (^i  +  ^2  +  •  •  •  +  ^  -^^  *)  ^^^^^  eguali  rispet- 
tivamente fra  di  loro. 
Posto  in  generale  : 

-    z,=  r,-f r,  +  ....  +  i/'^  («=1,2,. ..,<), 

supponiamo  che  le  linee  eguali  considerate  siano   state  disposte  sugli   affissi 
nel  seguente  modo  : 


(<)  Sussiste  evidentemente  la  relazione  : 


X  80  )( 
Sugli  affissi  1  ve  ne  siano: 


''  i  }  *'  t  }  •  •  '  •  j         *'  h  f 


analogamente,  sugli  affissi  2  : 


(11)  V\  ,  r,  ,....,  V\,  (fe,fe,,,..,m<0 


e  finalmente  sugli  affissi  n  : 

I  (")         7  (")  I    (t) 

Domandiamoci  quanti  nono  gli  schemi  dissimili  che  contengono  le  linee  eguali 
considerate  (e  solo  esse),  nonché  disposte  nel  modo  detto  sugli  a^si  e  quanti  sono 
inoltre  gli  schemi  simili  a  ciascuno  dei  precedenti  dissimili. 

Le  collocazioni  (13),  che  intendiamo  per  ora  disposte  sui  rispettivi  affissi 
in  un  ordine  determinato,  lascino  A^  posti  ancora  liberi  di  affisso  1 ,  A,  di 
affisso  2  e  cosi  via  sino  ad  A^  per  Paffisso  «. 

Ponendo^  per  semplicità, 

f^  -j-  tj  -|-  ....-(-  ti  =:  t , 
i  posti  rimasti  liberi  saranno  in  numero  di  a  —  Z  e  si  avrà  : 

a  —  [  =  A^  +  -^«  +  •  •  •  +  A,». 

Escludendo  le  precedenti  l  linee  dalla  (2),  rimane  una  matrice  ad  a  —  Minei 
e  s'indichi  con  6'  il  sistema  completo  parziale  che  può  costruirsi  con  gli  elementi 
di  questa  nuova  matrice.  Esso  conterrà  in  generale  schemi  le  cui  matrici  re- 
lative avranno  linee  eguali  tra  loro,  oppure  della  stessa  composizione  di  quelle 
numerate  in  i^ ,  ?,  j/V.,/,.  Il  numero  di  questi  schemi  lo  si  toglierà  da  (S'è 
s'indiclii  con  6''  il  numero  rimasto. 

In  questa  seconda  matrice  ad  a  —  l  linee,  non  si  considerano,  così  facendo, 
che  sole  formazioni  di  linee  disuguali  ed  applicando  allora  la  formola  (10),  si 
calcolerà  il  numero  d  degli  schemi  dissimili  cui  essa  dà  luogo. 

Si  avrebbe,  propriamente  : 

e" 

(12)  d  = 


jBL.   I     -^m  •   •  •  •  -^^n  * 


Ciascuno  di    essi    apparterrebbe ,    per   quanto  si  è  detto   nel   n.    precedente 


)(  «l  )( 


k1  uu  gritppo  composto  di 


■O..    I       /l  o   *       •       •      •      ^^ft   * 


ì^emi  simili  fra  loro. 

Si  osservi,  di  più,  che  se  le  l  linee  eguali  si  collocano  in  un  modo  di- 
vrso  dal  considerato,  purché  esse  rimangano  rfspettivamente  sugli  stessi  af- 
isM  1 ,  2  , . .  . ,  n  sui  quali  trovavansi ,  '  di  modo  che  restino  sempre  liberi 
à  ,  A, ,  .  .  .  ,  An  affissi  eguali  rispettivamente  ad  1  ,  2  , .  .  .  ,  m  ,  per  quanto 
disposti  in  ordine  diverso,  si  ottengono  nuovi  schemi  simili  ai  precedenti. 

Ora,  le 

Hnee  collocate  sali'  affisso  1,  possono^  sempre  sullo  stesso  affisso,  collocarsi  in 


I 


iKiiii  differenti.  Così,  angli  afBssi   2  ,  .  .  .  ,  m   possono  collocarsi  le  linee  che 
truvansi  rispettivamente  sn  di  essi  in 


.  __  /«A  /«.  - 1'\  \        K  -  v\  _  j",  - . . .  v\\ V  _ 

■'~W\    n    ì""\  v\  }-v\\i\\... 


l'W 


n   \  In    I  (")\  la    Z  <">  l  <">  i(">       \  a    1 


ttodi  difiFerenti. 

Si  avranno  così  in  tutto  : 

(13)  c^ ,  e.  .  .  .  .  c„«  A^  !  A,  I  .  . .  A„  I 

schemi  simili  in  ognuno  dei  d  gruppi  di  schemi  dissimili. 

Riassumendo,  si  può  enunciare  : 

Dato  un  sistema  di  l^  ,  l^,  •  »  •  jh  linee  eguali  rispettivamente  fra  Uro,  tutti 
i|ii  lesemi  dissimili  che  hanno  le  date  linee  eguali  collocate  sugli  affissi  nelV  or» 
Une  indicato  dal  quadro  (11),  che  lascia  A^  ,  A^ ,  .  .  ^  ,  A^  posti  liberi  di  af" 
fiiti  eguali  ricettivamente  ad  1  ,  2  ,  •  •  •  ,  n ,  sono  in  numero  di  d ,  essendo  d 
«^reiio  dalla  (12).  .  Ciascuno  dei  detti  schemi  appartiene  ad  un  gruppo  che  con* 
^^t  un  numero  di  sehemi  simili  espresso  dalla  (IS). 

TOL,  LTIII.  "  11 


X  82  )(    . 

il  prodotto  dei  numeri  (12)  e  (13)  dà  la  totalità  degli  schemi  (simili  e  dis 
simili),  che  contengono  le  linee  eguali  considerate,  intese  disposte  nell'  ordine 
detto;  indicandola  con  ty  si  avrebbe  : 

t  "=::.  C^  •  Oj  ,  .  .  •  C„  •  6   . 

Si  osservi  infine  che  jiel  caso  di  2  =  a ,  collocando  le  linee  in  un  ordine 
determinato  sugli  affissi  e  permutandole  poi  tra  di  loro  con  la  condizione  di 
chiarata  innanzi    che  i  singoli  gruppi  di  linee  eguali   rimangano    sugli    stessi 
affissi  su  cui  trovavansi  nella  1*  collocazione  eseguita,  si  ha  un  unico  schema 
che  non  ne  ammette  altri  simili  a  sé. 

4.  Biteniamo  utile  chiarire  con  un  esempio  i  risultati  ottenuti  negli  ul- 
timi numeri. 

Si  abbiano  la  matrice  e  lo  schema  : 


0 


0 


(14) 


0 

1 

0 

I 

1 

1 

1 

2 

1 

2 

0 
0 

1 

f 

1 

0 

1 


1 

2 
2 
0 
1 


3 


3 


1 
2 
2 
2 
3 


essendosi  quest'  ultimo  ricavato  dalla  prima,  in  cui  sono  state  costruite  due 
linee  eguali  a  0,1,2  altre  eguali  a  1 ,  2  ed  avendo  poi  disposte  tutte  le  linee 
su  un  determinato  sistema  di  affissi. 

Stabiliamo  il  numero  degli  schemi  dissimili  che  hanno  le  date  linee  eguali 
(e  solo  esse)  disposte  in  modo  che  le  prime  2  sia-no  sugli  affissi  1  e  le  alfre 
2  sugli  affìssi  2. 

Escludendo  nello  schema  (14)  le  linee  eguali,  rimane  lo  Bchema: 


(15) 


0 

0 

2 

1 

1 

3 

2 

3 

3 

3 

3 

S 

)(  83  )( 

in  cai,  con  gli  elementi  della  matrice  corrìspondeate,  i)OS8ono  costruirsi  ma- 
trici con  una  linea  di  zeri  e  matrici  aventi  la  liaea  .0 , 1;  dal  nnmero  6'  degli 
R*hemi  che  compongono  il  sistema  completo  parziale  relativo,  si  toglierà  perciò 
il  numero  di   quelli  che  contengono  in  una  linea  gli  elementi  0,1.,  ^ 

La  (5)  dà: 

4  ?        /4\  3 1 

e  si  ha  poi   evidentemente  : 

6"  =  216  —  (fi  3  !  14  =  *-^16  —  12  =  144. 

\1         2 1 

Per  il   numero  degli  schemi  dissimili  domandato,  applicando  la  (12),  si  ha 

144 

d  = :=  24. 

1!3! 

Si  osservi  ora,  tenendo  conto  del  sistema  di  affissi  dello  schema  (16)^  che  cia- 
iH;uno  dei  24  schemi  dissimili  appartiene  ad  un  gruppo  composto  di 

A  J  Ag  !  3=  1  I  3  !  =  6 

si'bemi  simili  e  potendosi  lo  stesso  (15)  ricavare  dallo  schema  (14)  in 


« 

modi  differenti  (varierebbe  nel  nostro  caso  il  posto    di    affisso  2  che    sarebbe 
^    volta  a  volta  il  3%  il  4',  il  y  dello  schema  di  affissi  di  (14)),  può    dirsi  in 
<lefinitiva  che  ciascuno  del   24  schemi  dissimili  appartiene  ad  un  gruppo  com- 
posto di 


3-6=:  18 


schemi  simili. 
Si  ha  infine  : 


^==18.24  =  432  , 


P^T  la  totalità  degli  schemi  (simili  e  dissimili)  che  hanno  le  date  linee  egnali, 
I      disposte  altresì  nel  modo  detto  sugli  affissi  1  e  2, 


)(  34  )( 

5.  Siamo  ora  in  grado  di  disporre  il  calcolo  completo  che  conduce  a  sta 

bilire  il  numero  dei  termini  dissimili  della  forma  H**  ^  *«'••'  *~, 

'i  »  *t  *  •  •  •  »  *"* 

Data  la  matrice  generica  (2),  in  generale  con  gli  elementi  di  essa  si  imi 
tranne  costruire  matrici  (non  nulle)  con  linee  tutte  disuguali  fra  loro  ed  ancbi 
matrici  con  determinati  sistemi  di  linee  eguali.  ^ 

Per  ogni  sistema  di  lìnee  eguali  e  per  ciascuna  disposizione  di  esso  sugi 
affissi  (n.^  3  e  4),  si  calcoleranno  i  numeri  d  e  t  degli  schemi  dissimili  e  delh 
totalità  relativa  degli  schemi  simili  e  dissimili. 

Indicheremo  con  I,d  e  Si  rispettivamente  le  somme  dei  numeri  dei  re- 
lativi a  tutti  i  sistemi  di  linee  eguali  ed  a  tutte  le  collocazioni  distinte  di 
essi  sugli  affissi,  Detto  allora  0  il  numero  degli  schemi  del  sistema  complete 
parziale  relativo  alla  matrice  (2),  sarà  6 — .St  il  numero  degli  schemi  (simili 
e  dissimili)  che  hanno  linee  tutte  disuguali  fra  loro. 

Il  numero  D  degli  schemi  dissimili  che  hanno  linee  disuguali  sar^  allora 
dato  (n.  2)  dai 


e  la  somma 

D  +  ld 

indicherà  la  totalità  degli  schemi  dissimili  relativi  alla  (2). 

Se  indichiamo    infine    con  A  quella   degli    schemi    dissimili    appartenenti 


«!>««> 


7  «n 


l'i  ?  *2  ?    •   •   •   >    *m 


a      »  '    •  '  '•    (sistema  completo  di  schemi) ,  si  avrà  : 

^('l»*£>**'>*»rtj*) 
i 

dove  la  £  s' intende  estesa  a  tutte  le  B(«^  ,8^j,,.,s^;a)  matrici  distinte, 
analoghe  alla  (2),  che  possono  costruirsi  nel  nostro  problema  (v.  introd.  ed  il 
n.  3,  §  1^). 

6.  Il  metodo  esposto  per  il  calcolo  di  A  ha  bisogno   di   essere   integrato 
da  ricerche  complementari,  dirette  a  colmarne  alcune  lacune. 

Supposto  sempre  che  sia    data  la  matrice  generica  (2) ,   occorre  propria- 
mente : 

!.•  Determinare  il  numero  dei  sistemi  distinti  di   linee    eguali   costrui- 
bili con  gli  elementi  di  essa  e  dare  un  metodo  per  la  loro  costruzione  effettiva; 


)(  86  )( 

2.^  Dato  UDO  schema  di  linee  eguali,  stabilire  in    quanti   moili   distinti 
ti  {>uò  disporre  sugli  affissi  che  si  annettono  alla  matrice  considerata; 

3.^  Collocato  che  sia  un  sistema  di  l  linee  eguali ,  calcolare,  nella  ma- 

•jice   rimasta  ad  a  —  l  linee,  il  numero  di    quelle   matrici    costruibili  con  gli 

fomenti   di  essa^  che  hanno  linee  eguali  qualsiasi  o  della  stessa  composizione 

j  di  quelle  già  collocate;  detto  numero ,    come  si  è  visto  (n.  3) ,    occorre    sepa- 

Irarlo    da   6'. 

La  più  importante  per  difficoltà  delle  tre  questioni  precedenti,  è  la  terza,  che 
ftai   al>biamo  studiato,  ottenendo  risultati  che,  se  la  risolvono,  richiedono  d'altra 
jarte   sviluppi  laboriosi  e  complicati,  che  non  siamo  riusciti  a  semplificare  no- 
:*rvoliiiente  e  che  qui  riportati  avrebbero  sproporzionatamente  dilungata  la  pre-  ' 
^ente  Xota. 

Bventualuiente  queste  ricerche  complementari,  interessanti  forse  anche  per 
!sè  stesse  come  proprietà  sulle  matrici,  potrebbero  trovare  posto  più  opportuno 
in  una  !Nota  a  parte. 

7.  Per  quanto  non  sia  nostra  inteuzioue  di  occuparci  del  problema  diffe- 
renziale che  ha  condotto  alle  questioni  enumerative  di-  cui  discorriamo ,  pure 
«  il  caso  di  porre  in  rilievo  le  più  elementari  conseguenze  di  quanto  siamo 
venuti   esx)onendo. 

Si  supponga  .di  considerare  la  forma  differenziale  H  *  '  2  »  •  •  •  »  n  jjj 
cui  sia 

otj  ZZI  012  ^=^  .  .  .  •  ziz:  OL^  zzz  J   y  »  , 

relativa,  cioè,  ad  una  funzione  Z  di  w  =  a  variabili  intermedie  y^ ,  che  siano 
funzioni  di  m  variabili  indipendenti  Xj  (*). 

Per  essere  in  questo  caso  tutti  differenti  fra  di  loro  gli  affissi  degli  schemi 
corrispondenti  ai  termini  della  forma  H ,  sarebbero  anche  tutti  dissimili  fra 
di  loro  gli  schemi  del  sistema  (fompleto,  ossia  gli  schemi  appartenenti  a 

a/,  ttj , . . . ,  aJ 

L*l  >  *2  ?  *  •  •  '  *»»'] 

La  forma  H  avrebbe  in  questo  caso  il  massimo  numero  di  termiui  dissi- 
mili, eguale  al  numero  stesso  degli  schemi  del  sistema  completo  ed  espresso 
lìerciò,  per  la  (6),  da 


(*)  Per  chiarimenti  auUe  forme  H,  si  vegga  la  Nota   glÀ  ricordata:    Sulle  derivat§  tuceei- 
fi»  eco.  ed  in  particolare  ofr.  $  1^,  u,  1. 


I  ss  f 

Diminiiìrebbero  evìéoÈtemeuie  ì  termini  dissimili  eoi  diwnainfr  del  nomerò  i 
gli  apiei  |«raali  2^  e,  se  si  siTe&ge  finalmente    la  team  H*  re 


ti  va  ad  una  fnnzione  Z  di  nn*  unica  variabile  intermedia  f .  sarebbero  tu 
ugnali  fra  loro  gli  2  affisai  degli  schemi  eorri>]H>n»1<rnti  ai  sngoiì  termini  del 
forma  che  si  considera.  Co^tmita  una  matrice  non  nnl^a  di  x  dtrterminate 
nee,  permutando  in  essa  due  linee  di^ug^uali.  sì  avrebbe  una  seeonda  matrii 
a  coi  corrisponderebbe  uno  s*:hem.i  simile  a  quello  eorrispi>!idente  alla  priin 
si  rìcarlrebbe  in  uno  scLt-ma  identico,  se  la  permutazione  avvenisse  tra  ìim 
eguali.  Le  2  linee  delia  matrice  consi^ìerata  danno  perciò  Iua^o,  permutando 
in  tutti  i  m^Nli  |>«•SJ^ibil:.  ad  nn  «miVo  schema  dij»im''»f  dei  si steoia  complet 
appartenente  ad  un  gruppo  f'omfK>^ro  di 


a! 


O     f     S     t  9    f 


schemi   simili ,  supponendo  che  ^^  -  ^2 ?.  delie  n   linee  siano   rispettivi 

mente  eguali  fra  loro.  Questo  stesilo  numero  indicherebbe  quello  degli  sehed 
dissimili  costruibfli  con  le  stesse  a  linee,  se  gli  affissi  fossero  tatti  disagoai 
fra  loro. 

Il  numero  dfc<ii  schensi  che  costituiscono  il  sistema  completo  relativo  a^ 

una    prefi'^.sata  foima  H    *  *    '  *         .  "  dii)ende   dagli    indici    parziali   St^  e  da 

1'  apice  totale  a  r  '  ^  ;  il  numero  invece,  come  risulta  dalle  osservazioni  ]>re(.'« 
denti,  degli  schemi  (termini)  dinsimili  dilla  forma  stessa  dij^nde  dagli  apici  par 
ziali  a^  e,  quindi^  dal  numero  delle  rariahili  intermedie  jf,  ;  tale  nmmero  di  ter 
mini  dissimili  è  massimo  per  a,  =  1  A  =  1  ,:!,...,  w»,  è  minimo  nel  caso  d 
un  unico  apice  parziaU,  eguale  cioè  ad  s  stesso. 

8.  Passiamo  ora  al  caso  in  cui  si  abbia  una  sola  variabile  indi[>eudent^ 
X  %  cominciamo  propriamente  dal  considerare   la  forma  u"*  '  "*  '        ' 

Questa  volta  il  sistema  completo  è  composto  di  tanti  schemi,  quante  sono 
le  partizioni  variate  di  «  in  a  addendi  (interi  e  iK>sitivì).  Se  con  r^ ,  r, ,  ...'♦"1 
s*  indicano  gli  esponenti  degli  elementi  che  compongono  una  data  partizione 
di  s ,  essa  darebbe  luogo ,  permutandone  gli  elementi  in  tatti  i  modi  posèi- 
bili,  ad 

a! 


1  •    '«••••'«• 


(*<>;     Cfr.  Arnaldi.  Suite  derivate  $ucce9$it€,  eco.  1.  e.  ^  3»,  n.  15. 


)(  87  )( 

pfaemi  distinti   ed  il  numero  t  di  tutti  gli  schemi  del  sistema  completo  sarebbe 
ppresso  da 


=  alE 


r  !  r  !  .  .  .  r.  !  ' 


■tendendo  la   sommatoria   estesa  a  tutti  i  sistemi    di   esponenti    relativi    alle 
brtizioni  di  «   in  a  addendi. 

Per  quanto  si  è  osservato  nel  n,  precedente,  se  fosse 

oc.   =  (X.  ^^^  ■  •  •  :i=  CXf,  zzz  1     , 


{li  schemi  del   esterna  completo  sarebbero  tutti  dissimili  fra  loro. 

Se  si  avesse  la  forma  H," ,  non  varierebbe  il  valore  precedente  di  t  ,  ma 
torrìspondendo  ad  ogni  partizione  di  s  j  in  cui  si  permutassero  gli  elementi, 
tKii  schemi  Rimili  fra  loro,  il  numero  degli  schemi  dissimili  sarebbe  dato  in 
in  questo  caso  da  B.  «  j  ossia  dal  numero  delle  partizioni  di  «  in  a  addendi. 


Bologna,  Aprile  1919. 
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SULLA  TRASFORMAZIONE  DEGLI  INSIEMI 

DI  MISURA  NULLA 


VOTA 


DI 


ELENA  FURLANETTO   (a  Parma) 


Il  Borei,  nel  Oap.  lY  del  suo  libro  «  Legons  sur  les  fonetions  mono- 
gèna  uniformes  »  studiando  alcnno  trasformazioni  di  insiemi,  è  condotto  a 
trovare  una  condizione  sufficiente  a  cui  deve  soddisfare  una  funzione  y=f(jr% 
data  nell'intervallo  (0 , 1)  dell'asse  j?,  per  poter  far  corrispondere  ad  ogni  in- 
sieme A  di  misura  nulla  di  detto  intervallo,  un  insieme  B  dell'asse  y,  di  mi- 
sura pure  nulla. 

«  lì  est  hien  osrtain  —  scrive  il  Borei  a  pag.  95  —  que  si  Von  fait  cor- 
réspondre  y  à  x  par  une  relation  y  =f(x) ,  la  fonction  croissante  fayant  une  de- 
rivée  pour  toute  valeur  de  x  dans  Vintervalle  (01) ,  (0  -^a?  ^  1),  Vensenible  B  aura 
une  mésure  nulle  ». 

In  verità,  di  questo  teorema,  1^ Autore  dà  una  dimostrazione  che  non  corri 
sponde  all'enunciato  del  teorema  stesso,  in  quantocbè  in  essa  si  suppone  che 
la  f\x)  non  solo  esista  in  tutti  i  punti  di  (0  , 1),  ma  sia  inoltre  in  essi  li- 
mitata. 

Bel  resto,  come  apparirà  nel  presente  lavoro,  la  proprietà  in  questione  vale 
ugualmente  anche  se  la  f\x)  non  soddisfa  ad  alcuna  limitazione.         « 

Dopo  aver  dimostrato  la  proposizione  dianzi  riportata,-  il  Borei  così 
scrive  : 

«  Un  problème  intéressant  serait  de  determiner  les  transformations  qui  à  un 
ensemble  de  ^mésure  nulle  font  correspondre  un  eìisemble  de  mésure  nulle  ». 

Io  mi  sono  appunto  proposta  la  risoluzione  di  tale  problema,  e  sono  na- 
scita ad  ottenere  alcuni  Risultati  che  esporrò  brevemente. 

Nel  presente  lavoro  mostro  anzitutto  che: 

Oonéinione  necessaria  e  sufficiente  affincM  ad  ogni  insieme  di  misura  nuU^ 


K  89'  ){ 

4j(0,1),  la  funziane  contimia  e  monotana  yz=f(x)  ne /uccia  corrispondere  uno 
a  misura  pure  nullq,  è  che  essa  sia  assolutamente  continua  nellHntérvallo  consi- 
kraio  (0,1).  . 

Passando  poi  al  caso  di  una  fanzione  contimia  qaalsiasi  non  mopotona 
t^vo  die  Vassoluta  contimiità  per  la  funzione  è  ancora  condmone  sufficiente,  per 
fmnto  ìion  necessariaj  perchè  valga  la  proprietà  in  questione. 

E,  dopo  aver  definito  la  funzione  assolutamente  continua  in  un  punto  e  i 
j«Bti  singolari  di  una  funzione  rispetto  all'assoluta  continuità,  dimostro  che  è 
pffficient^  anche  la  condizione,  meno  restrittiva  della  precedente,  espressa  dal 
tìtto  che  Vinsieme  dei  punti  singolari  della  funzione  (che  Ri  suppone  sempre 
wntiaaa  in  (0,1))  sia  numerabile,  o — piil  generalmente — che  il  corrispondente  di 
fo/e  insieme  sia  di  misura  nulla, 

Neppure  la  condizione  dianzi  enunciata  è  necessaria,  come  farò  vedere 
Dcir  altimo  paragrafo,  costruendo  sulP  intervallo  (0 , 1)  una  funzione  continua 
ave];ite  un  insieme  di  punti  singolari  di  misura  prossima  ad  1  quanto  si  vuole, 
la  quale  fa  ugualmente  corrispondere  ad  ogni  insieme  di  ^misura  n'illa  un  in- 
sieme (li  misura  nulla. 

Funzioni  monotone. 

1.  Sia  E(a?)  un  insieme  lineare  di  misura  nulla  dell'  intervallo  (0,1)  del- 
l'asse delle  X, 

Facciamo  corrispondere  y  ad  a?  mediante  la  relazione  : 

^1)  y  -=/(a?) 

essendo  f(x)  una  funzione  continua  e  monotona  in  (0 , 1);  otterremo  come  cor- 
rispondente di  E(j?)  un  insieme  lineare  E(y),  contenuto  nelFintervallo  (/(O)  ,/{l)) 
Jeirasse  delle  y.  —  Ciò  posto,  dimostriamo  il  seguente  : 

Teorema.  —  Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  ad  ogni  insieme  li- 
"««re  E(a?)  di  misura  nulla  di  (0  , 1),  la  funzione  continua  e  monotona  y  =f{x) 

■  Jmia  corrispondere  un  insieme  lineare  E(y)  di  misura  nulla,  è  che    la  funzione 

.  «a  assolutamente  contintM  n^lV intervallo  considerato  (*). 


!        (^)  Ricordiamo  la  definizione  di  fanzione  assolatamente  coatinuat 

I  Una  funzione  dicesi  assolatamente  continaa  nelPinterrallo  (a  ,  6)  se,  preso  arbitrariamente 
I  ^^  Dumttro  positivo  <s,  è  possibile  di  determinarne  nn  altro  S  >'  0,  tale  che  essendo  (Kì^i)  > 
'*t?t)  )  .  .  .  ,  (th-^,)  ;  .  .  .  nn  qualsiasi  gruppo  d' intervalli  non  sovrapponentisi  di  {a  ,  ò),  in 
^^mio  qualunque  e  soddisfacenti  alla  disuguaglianza:  Si(Sr  —  «ri  <  ^}  si  abbia  sempre: 

2|/(Pr-/(ar)l<«. 

Rammentiamo  pure  che,  se  la  f{x)  è  fanzione  assolutamente  continna  in  (a  ,  h)  ammette 
^01.  iTui.  -^  12 


)(  90  )( 

a)  La  condizione  è  sufficiente. — Invero,  essendo  Pinsienie  E(ap)  di  misura 
nulla,  posso  rinchiuderlo  in  un  sistema  numerabile  d^intervalli,  non  sovrappo* 
nentisi  (a^p^)  ,  (a^pg)  ,  .  .  .  ,  (a,Pr)  >  •  •  •  di  misura  complessiva  EO^  —  a^)  <C  t, 
dove  e  è  un  numero  positivo,  arbitrariamente  fissato. 

A  questo  sistema  corrisponde,  per  la  (1),  un  secondo  gruppo  d'intervalli 
dell'asse  delle  y  : 

{a\  =/(a,) ,  p',  =  /fp.))  ,  (a;  =A<^,) ,  p',  =  ^p,))  , . . ,  («',  =/^«,) ,  p',  -=yip,)) , . . . 

che  come  i  primi,  non  si  sovrappongono  e  ricoprono  intei^amente  l'insieme  E(^) 
corrispondente  ad  E(x),  poiché  dall'essere  f(x)  una  funzione  monotona  in  (0,1), 
segue  che  ad  ogni  punto -di  un  generico  (a^,.p^)  viene  a  corrisponderne,  por 
essa,  uno  appartenente  al  rispettivo  (a'^ ,  p'^). 

D'altra  parte,  in  virtù  dell'assoluta  continuità  di  f(x)  in  (0  ,  1)  prendendo 
e  eonvenientemente  piccolo,  la  misura  complessiva  del  sistema  d' intervalli 
racchiudente  E(y): 


può  rendersi  sempre  minore  di  un  numero  o  arbitrariamente  fissato:  da  ciò.  o 
dalla  definizione  di  insieme  di  misura  nulla,  segue  che 


m 


{  E(y)  )  =  0     quando      m(  E(t}  j  =  0. 


b)  La  condizione  è  necessaria.  —  Dimostrerò,  infatti,  che  se  la  funzione 
monotona  e  continua  yz=:zf{x)  è  non  assolutamente  continua  in  (0,1),  esisk, 
in  tale  intervallo,  un  insieme  di  misura  nulla  a  cui  corrisponde  un  insiei»e 
di  misura  non  nulla.  .  v 

Invero,  essendo  y  =f{^)  monotona  in  (0  , 1),  è  anche  ivi  a  variazione  li- 
mitata  e,  come  tale,  ammette  derivata  finita  in  tutti  i  punti  dell'intervallo, 
ad  eccezione  di  quelli  di  un  insieme  E(a?)  di  misura  nulla  (*).  Questo  è  T  in- 
sieme a  cui  ne  dimostrerò  corrispondere  uno  E(y)  di  misura  non  nulla. 


ili  tutti  i  plinti  iti  qnestMiitervallo,  eccettuati  al  pitt  quelli  di  un    insieme    (li    misura   nuli»; 
derivata  i\i\\ti\  f{x)  e  soddisfa  alla  uguaglianza: 

0  .  / 

in  tutto  l'intervallo.  —  Viceversa,  ogni  funzione  integrale  è  assolutamente  oontinua. 

(')  Qualora  l'insieme  E(2:)  non  esistesse  la  funzione  monotona  sarebbe  anche  assolutamente 
«ontinua.— Vedi  De  La  Vallèe  Poussin,  Court  d'Analy%e  infinitesimale.  Tomo  I,  3.»"®  ^^•' 
pag.  U16,  Lou\nAÌn,  1914. 


)(  ti  )( 

Supponiamo  iufatti  il  contrario,  se  ò  possibile. 

Si  avrà  allora  che,  per  ogni  o  >  0  e  comunque  piccolo,  potrà  sempre 
determinarsi  un  sistema  d' intervalli  (a'^ ,  p'^)  (in  numero  finito  o  no)  non  so- 
vrapponentisi,  ricoprenti  interamente  l' insieme  E(y)  ed  aventi  una  misura 
«omplessiva  minore  di  a  ;  e  ad  essi  corrisponderanno  per  lor  y  =f(x)y  sull'asse 
delle'  (d?),  degli  intervalli  (a,. ,  p^),  pure  non  sovrapponentisi  e  racchiudenti  in- 
teramente l'insieme  E(a'). 

Rinchiuso  poi  E{ir)  in  un  41tro  sistema  di  intervalli  (a,  ,  ji,)  non  sovrap- 
[K>nenti8i,  di  misura  complessiva  minore  di  o  e  tali  che  ciascuno  di  essi  ap- 
partenga completamente  ad  un  (a,, ,  p^),  a  questo  nuovo  sistema  ne  corrisponderà 

an  altro  sull'asse  delle  y,  (a',  ,  p',)  formato  da  intervalli  non  sovrapponentisi, 
raccliindenti  interamente  "^{y)  e  tali  che  ciascuno  di  essi  apparterrà  completa- 
mente ad  un  (a',. ,  p'^)  ;  la  loro  lunghezza  complessiva  risulterà  pertanto  minore 
di  a. 

Si  avrà,  così,  che  al  tendere  di  o  a  zero,  tenderanno  contemporaneamente 
a  zero 


2Jp-  -  »• 


2Jp'.-a'l=:2U)-/(«0 


rappresenta  pure  la  somma 


Ma  ciò  è  impossibile,  poiché  ^     /(P«)  — f{^^ 

delle   vaiiazioni  totali  della  funzione  in  tutti  gli  intervalli  (a«  ,  pj  e  per  un 

teorema  dimostrato  dal  Prof.  L.  Tonelli  0,  tende,  quando   ^  (p, — a,)^=^> 

alla  variazione  totale  della  finizione  nell'insieme  E(^),  variazione  che  è  diffe- 
rente da  zero  (se  la  y  =/U')  è  a  variazione  limitata,  ma  non  assolutamente 
continua)  ed  è  precisamente  : 


V.  = 


fw-f(o)-jr(x)d^ 


Caso  generale. 


2.  Liberiamoci  dalla  condizione  che    la  f(x)  sia  monotona  e  consideriamo, 
piò  generalmente,  il  caso  di  una  funzione  continua  qualsiasi;  dimostreremo  che 


r3\   L,   Tonelli,  ^opra  alcuni  poliuomi  approsaitiiativi,  Ann.  di  Mat.,  (3),  T.  XXV,  1916^ 
^tag,  299. 


Rinehiodfai&o  E-r  is  -.d  v.^t-SLa  L::;i.«aV>  •!' -"irrrAr.i  a..  5.  di  misun 
UAàSie  r,3:,  —  «.  <C2-  ^**t^^  s  e  *3  niniero  j-'»>I:ìt.-..  p.i:ir»jlo  a  piacere.  Poitli^ 
la /*ir,  è  eontiLoa  hi  O.i.  ^^%a  a^^nsie  ne:  x--r.::  ^  e  7.  «ìi  ogni  intervalle 
'a, ,  ^.  •  ri.*p€ttivaiLeiii*  cl  Tii!<re  mx^^lmo  ed  nn  TAl.-re  minimo: 


U.  =  fi,  .  m,  —  f-,. 

«  «    ■ 

Os^rvìamo  cbe.  e^v^ndo  ^11  iniervail:  7.  .  2.  m:<:mL  o  al  più  coincideutì. 
eoi  rispettici  a.  •^..  al  pari  di  r|ae«ti  non  sì  s^vTapp>>n^ono.  ed  hanno  ooa 
misnxa  totale 


2'-'-  ^^2^--'  <'- 


il\<9  ii^]f9iU)^  il  sistema  namerabile  d'intervalli  ;  ■•, .  M,^    ricoprirà    intera- 
mente rio^ieme  Bjr^  corrispondente  ad  £  x\   poiché  ad  oeni  pnnto  di  (oc. .  3. 
viene  a  corris-pondeme  ano  di    m, ,  M.    essendo  i  valori  di  nna  funzione  in  un 
generico  intervallo  tatti  compre?(i  fra  il    minimo   e^l    il   massimo    ivi    assunti 
da  essa* 

D'altronde,  in  virtii  deira>.solata  continuità  della  fonzione  in  ;0  ,  1)  dato 
un  nomerò  a>0,  arbitrariamente  piccolo,  è  possibile  determinare  un  o>n, 
tale  che  sia: 


■ 


I 

dove  la  somma  è  estesa  a  nn  ^upiKi  qualsiasi  d*  intervalli  (7. ,  S.)  di  (0  .  1  • 
non  sovrapponentisi,  di  ampiezza  totale  minore  di  5.  Prendendo  allora  t  con- 
venientemente piccolo,  p.  es.  minore  di  S,  la  disngnaglianza  (2)  vale  per  il 
nostro  sistema  (7^ ,  <S^)  di  intervalli  non  sovrapponentisi,  dedotti  dal  sistema 
analogo  in^ ,  ^w  (racchiudente  £(x))  e  ci  dice  che  quando  la  misnm  complessivi 
di  quest^altimo  è  arbitrariamente  piccola,  lo  è  pure  quella 


^(M.  -  «*.)  =2!-^^'^  ~^^" 


del    sistema  d' intervalli ,  non  sovrapponentisi ,  racchiudente  E(j/).    Con  ciò  la 
proposizione  è  dimostrata. 

3.  Contrariamente  a  quanto  abbiamo'  dimostrato  veriticarsì  per  le  fonzioni 


)(  93  )( 

motonej  V  asiioluta  continuità,  nel  caso  di  una  funzione  continua   qualsiasi,  I 

m  è  più  coudizione  necessaria  affinchè  ad  ogni    insieme    lineare    di  -  misura 
nlla,  ne  corrisponda  uno  analogo  di  misura  pure  nulla. 

A  conferma  di  ciò,  considererò  Vesenqno  di  una  funzione  continua,  che  pur 
fri  tsiendo  assohitamente  continua  in  (0  ,  1),  anzi  neppure  a  variazione  limitata 
u  detto  intervallo,  fa  ugualmente  corrispondere  ad  ugni  insieme  E{x)  di  misura 
nlkf  un  insieme  E(y)  pure  di  misura  nulla. 

Tale  è  la'  funzione  definita  da  : 

« 

1)  y  =  xiìeìì —     per     0<r^<l 

X 

Ma 

0 

y  =  0  per     X  =  0, 

liinzioae  che  è  continua  in  tutto  l'intervallo  (0  ,  1). 
Studiamone  anzitutto  la  curva  rappresentativa. 
Derivando 'Successivamente  l'espressione  (1)  di  y,  si  ha: 

111 

i      y    =z  sen cos  — 

XXX 

y"  = r-  ^n  — 

x^  X 

-  y'"z=.  3-r  sen h  -r  cos  — . 

x^  X       sr  X 

La  funzione  si  annulla   per  j?  =  -— ,  con  le  intero   e    positivo,    e    la    sua 

KTZ 

''mvata  prima   per  x  z:=:  cotg  — ,  cui  corrisponde  per  la  (1), 

^   c^tg  — 

1  XX 

.  y  =:  COS  —  = 


^     +i/.  ,  ...^1     ±nT^ 


1  +  cotg»— 


<^«l  pari  y"  =  0  per  x  =  -—  ^  con  k  intero  e  positivo;  a  quest'  ultimo   gruppo 

^»  valori  di  x  non  appartengono  quelli  che  annullano  y',  donde  segue  che  nei 

imnti  : 

1                                  X 
X  =  cotg  —      ,      y  = , 


)(  9'2  )( 

Se  la  funzione  continua  y  =:f{x)  è  assolutamente  continua  in  (0,1),   essa  ^ 
aìicora  corrispondere  ad  un  insieme  lineare  E(ic)  di  misura  nulla,  un   insieme 
neare  E(y)  di  misura  pure  nulla, 

BinohiadiaiDo  E(a7)  in  un  sistema  numerabile  d^intervalli  (a^ ,  p^)  di  misu 
totale  2|p^  —  a^l  <^  e,  dove  e  è  un  numero  positivo,  piccolo  a  piacere.  Poicl 
la  f{x)  è  continua  in  (0 , 1),  èssa  assume  nei  punti  8,.  e  y,,  di  ogni  interval 
(a^ ,  p^),  rispettivamente  un  valore  massimo  ed  un  valore  minimo  : 

V 

M,  =/(6,)         ,         m,  =A'(ry 

Osserviamo  che,  essendo  gli  intervalli  (y^  ,  6^)  interni,  o  al  più  coincideut 
coi  rispettivi  ((x^ ,  p^),  al  pari  di  questi  non  si  sovrappongono,  ed  hanno  \m 
misura  totale 


.^L  -  Sri  ^2(Pr  —  «r)  <  £• 


Ciò  posto,  il  sistema  numerabile  d'intervalli  )(wir  ?  M^)(  ricoprirà  intera 
mente  l'insieme  B(y)  corrispondente  ad  E(ic),  poiché  ad  o^ni  punto  di  (a^  ,  p^| 
viene  a  corrisponderne  uno  di  (w^ ,  M^)  essendo  i  valori  di  una  funzione  in  un 
generico  intervallo  tutti  compresi  fra  il  minimo  ed  il  massimo  ivi  assunti 
da  essa.  ^ 

D'altronde,  in  virtù  dell'assoluta  continuità  della  funzione  in  (0  ,  1)  date 
un  numero  o  >  0,  arbitrariamente  piccolo,  è  possibile  determinare  un  5  ]>  0 , 
tale  che  sia  : 


(2)  y  1/(8.) -yiTr) 


<^^ 


dove  la  somma  è  estesa  a  un  gruppo  qualsiasi  d' intervalli  (y^  j  8,)  ^^i  (^  ?  ^)' 
non  sovrapponentìsi,  di  ampiezza  totale  minore  di  8.  Prendendo  allora  t  con- 
venientemente  piccolo,  p.  es.  minore  di  8,  la  disuguaglianza  (2)  vale  per  il 
nostro  sistema  (y^  ,  8^)  di  intervalli  non  sovrapponentisi,  dedotti  dal  sistema 
analogo  («^ ,  p^)  (racchiudente  E(a?))  e  ci  dice  che  quando  la  misura  complessira 
di  quest'ultimo  è  arbitrariamente  piccola,  lo  è  pure  quella 


2(M.  -  m])  =21-^^^)  -^^^^^ 


del    sistema  d' iutervalli ,  non  sovrapponentisi ,  racchiudente  Etv).    Con  ciò  la 
proposizione  è  dimostrata. 

3.  Contrariamente  a  quanto  abbiamo'  dimostrato  verificarsi  per  le  fonzioni 


)(  93  )( 

Hinotone,  1'  assoluta  continuità,  nel  caso  di  una  funzione  continua  qualsiasi, 
m  è  più  condizione  necessaria  affinchè  ad  ogni  insieme  lineare  di  -  misura 
mila,  ne  corrisponda  uno  analogo  di  misura  pure  nulla. 

A  conferma  di  ciò,  considererò  Vesempio  di  una  funzione  continua,  che  pw 
ÉbN  essendo  assolutamente  continua  in  (0  ,  1),  anzi  neppure  a  variazione  limitata 
M  detto  intervallo,  fa  ugualmente  corrispondere  ad  ugni  insieme  E{x)  di  misura 
'fÈÌUi,  un  insieme  E(y)  pure  di  misura  nulla. 

Tale  è  la'  funzione  definita  da  : 

l)  y  =  xiàeiì —     per     0<r^<l 

X 

s 

e  da 

m 

y=zO  per     x  =  0, 

loazìone  che  è  cojitinna  in  tutto  l'intervallo  (0  ,  1). 
Studiamone  anzitutto  la  curva  rappresentativa. 
Derivando -successivamente  l'espressione  (1)  di  y,  si  ha: 


/ 


111 

y    =:  sen cos  — 

XXX 


y"  = r-  ^n  — 

JT  X 


-  t/=3-rsen k-rcos — . 

x^  X       or  X 


La  funzione  si  annulla  per  j?  =  —- ,  con  le  intero  e    positivo,    e    la    sua 


1 


'imvata  prima   per  x  z:^  cotg  —  ,  cui  corrisponde  per  la  (1), 


.  cotg  — 

1  XX 

y  =:  cos  —  = 


^       ±]/l  +  cotg«4      ±»^^^ 

1 

*W  pari  y"  =  0  per  a?  =  y- ,  con  A;  intero  e  positivo;  a  quest'  ultimo   gruppo 

'"  valori  di  x  non  appartengono  quelli  che  annullano  y',   donde  segue  che  nei 

panti: 

.      1                                X 
X  =  cotg  —      ,      y  = , 


ì  ' 
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si  hanno  rispettiTamente  i  massinii  e  i  mìnimi  della  funzione,  mentre  i  fl< 
della  carva  cadono  nei  punti  d' incontro  di  essa  con  V  asse  delle    ascisse, 

I 

sendo  in  tali  punti  y"  =  0  ,  y'"  =[=  0. 

1       "     1 
In  ogni  altro  pnnto,  avendosi  yy"  = j-  sen*  —  ,     quantità     essenz 

a.  •  X 

mente  negativa,  la  curva  è  concava  verso    V  asse    della  x.     Osserviamo,  in 

2  1- 

tre,  che  per  a?z=z---- — ; ,  con  k  intero  e  positivo,  è  sen  —  =  ( — 1)*;  quii 

'  *  TC{21C  +  1)'  X  ^ 

y  =  ( — 1)*JF,  donde  appare  che  la  curva  ha  infiniti  punti  sopra  le  due  bìsi 
trici  del  1**  e  del  V  quadrante  del  sistema  di  assi  cartesiani  fissato  ;  ha,  an 
come  tangenti  in  tali  punti  le  suddette  bisettrici  poiché  per 

Ciò  premesso,  notiamo  che,  siccome  per  x  4=  0,  y    è  sempre  una  fxmzioi 
finita  e  continua,  la   y  =  x  sen  —  è  assolutamente  continua  in  ogni  intercali 

X 

m 

dell'asse  delle  x  che  non  contenga  l'origine,  j)oichò  rappresenta  in  quello  ui< 
funzione  integrale  (^integrale  della  sua  derivata).  Per  contro,  nelP  interval^ 
(0  ,  1),  e  in  qualsiasi  altro  in  cui  cada  il   punto    (0,0),  la    funzione    non 

neppure  a  variazione  limitata, 

2 

Consideriamo  ,    infatti ,    i    valori    di  x  del  gruppo  :    x  =.  -— — -— -  e  foi 

K(2k  -f-  1) 

miamo    la    somma    delle    sucicssive    ditferenze    assolute     dei     corrispoudtiit 

2 

y  =  ( —  1)*  ——z — ; .    otteniamo  la  serie  : 

iz(2ìc  +  1) 

A-=oo  k=*oo 

T  "^  "  ZàrJ2ìc  -\-  1)  "~  IT  "^  TJLW+T 


:{2Jc  -\-l)        ^     '     7C  j6^2k  + 


che  è  divergento,  ciò  che  risulta  dalla  divergenza  della   serie   armonica  - 


vi 


H 


E  questo  ci  assicura  che  la  yi=a?sen-  è  a    variazione    totale    iìliwitaw 

X 

in  (0  ,  1). 

Sia,  ora,  in  detto  intervallo,  un  insieme  E(d?)  di  misura  nulla.  Dico  che 
ad  esso  la  nostra  funzione  fa  corrispondere  un  insieme  E(y)  di  misura  pQr« 
nulla. 

Cousi<leriamc)  infatti  di  E(.r)  i  due  insiemi  componenti  E'(.t)  ed  B'V^  '' 
spetti vameiitc  contenuti  negli  intervalli  (5  ,  1)  e  (0  ,  S),  con  S  numero  poslti^'»^ 
arbitrariamente  piccolo. 

Così  E'(j)  come  E"(jr)  hanno  misura  nulhi,  essendo  tale  quella  del  loro 
insieme  somma  E(x), 


X  «5  )(^ 

D'a]tra  parte  nelPintervallo  (8  ,  1),  cui  non  appartiene  il  punto  (0  ,  0)  la 
izione  è  assolutamente  continua  e  quindi,  per  quanto  abbiamo  precedente- 
»3te  dimostrato,  essa  fa  corrispondere  ad  E'(j;)  uu  insieme  B'(y)  di  misura 
&i.  la  qaanto  poi  alF  insieme  B"(y)  (corrispondente  ad  E'\x))  sì  ha  che  la 
B  misura  esterna  è  minore  di  26,  poiché,  come  facilmente  si  vede  osservando 
tonifica  della  funzione,  E"{y)  è  contenuto  in  un  intervallo  dell'asse  delle  y? 
iaiezzato  dairorigine)  la  cui  ampiezza  è  28. 

E  danqae,  essendo  i  punti  di  £(^)  appartenenti  a  E'iy)  o  a  E''(y)  (o  ad 
irambì)  : 

ffouie  8  può  essere  scelto  piccolo  quanto  vuoisi  risulta 


m 


(  B(y).)  =  0 , 


Ke  appunto  si  voleva. 


4.  Dimostreremo  che  la  proposizione  del  n.  2  vale  sotto  una  condizione 
teno  restrittiva  dell'assoluta  continuità  per  la  f{x). 

Premettiamo  all'uopo  le  seguenti  definizioni. 

Diremo  cbe  una  funzione,  data  nell'  intervallo  (a  ,  b)  è  assolutamente  coH" 
wa  in  un  punto  P  c?i  (a  ,  6),  se  è  tale  in  un  intorno  comunque  [)iccolo  di  P. 

Per  contro  si  dirà  che  un  punto  di  (a  ,  6)  è  per  la  funzione  singolare  ri- 
P^ito  all'assoluta  continuità,  se  in  ogni  intorno  comunque  piccolo  di  esso  la 
iiizione  è  non  assolutamente  continua. 

«  L'insieme  S  dei  punti  singolari  della  funzione  (rispetto  all'assoluta  conti- 
Jiità)  è  un  insieme  chiuso,  cioè  contiene  tutti  i  pwpri  punti  limiti  », 

Infatti  se  Q  è  un  punto  limite  di  8,  in  ogni  suo  intorno  comunque  pic- 
elo la  funzione  è  non  assolutamente  continua,  poiché  in  tale  intorno  cadono 
WDti  di  S,  e  dalla  definizione  di  assoluta  continuiti,  scende  immediatamente 
be  Tassoluta  continuità  in  un  intervallo  porta  anche  quella  in  ogni  intervallo 
Iniziale  ;  Q  è  allora,  per  definizione,  un  punto  singolare  di  /(oc)  e  appartiene, 
•eroiò,  aU'insieme  S. 

Ricordiamo  che  un  insieme  chiuso  è  numerabile  oppure  si  compone  di  un 
nsieme  numerabile  e  di  un  insieme  perfetto.  Tale  sarà  dunque  la  struttura 
ìell'agg^regato  dei  punti  singolari  della  funzione. 

^.  Ciò  premesso,  dimostriamo  il  seguente  : 

Ttsorema.  —  Se  in  (0,1)  V insieme  dei  punti  singolari  (rispetto  all'assoluta 


i^)  CoD  la  notazione  mj£''(y)  j  voglio  indicare  la  misura  esterna  dell'insieme  E'^Cy). 
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contiuuità)  della  funzionej  che  éupponiamo  ovunque  continua ,  è  n%fiierabile,  a 
fa  corrispondere  ad  ogni  insieme  lineare  E(j")  di  misura  nuUa  di  (0,  1)  un  insie 
lineare  E(y)  di  misura  pure  nulla. 

Rileviamo  che  alla  proprietà  espressa  da  questo  teorema,  abbiamo  già  i 

mostrato  soddisfare  la  ^  =  .rseD-  che  è  una  fanzione  in  cni  Finsieine  dei  pui 

X 

singolari  è  nnmerabile,  riducendosi  all'unico  punto  (0  ,  0). 

Sia  dunque  N  Tinsieme  chiuso,  numerabile  dei  punti  singolari  di  /(r: 
(0,1).  In  ogni  altro  punto  dell'intervallo  la  funzione  è  assolutamente  ed 
tinua.  All'  insieme  suddetto  la  f(x)  fa  corrispondere  un  insieme  nuoierabj 
N,  dell'intervallo  (m  ,  M)  (dove  m  e  M  designano  rispettivamente  il  minimo 
il  massimo  della  funzione  in  (0  ,  1)),  insieme  che  sarà  pur  esso  chiuso  poici 
la  funzione  è  supposta  ovunque  coutihua.  * 

Sia  ora  (a  ,  b)  un  intervallo  (dell'asse  delle  x)  in  cui  (0  ,  1)  sia  contenut 
in  senso  stretto  (nessuno  degli  estremi  dì  (0  ,  1)  e  quindi  nessun  punto  di  (0 ,  i 
coincida  con  a  o  con  b)  e  sì  considerino  i  due  numeri  m'  e  M',  il  primo  mino] 
di  m  e  il  secondo  maggiore  di  M  ;  per  modo  che  l'intervallo  (»i  ,  M)  dell'asse 
è  tutto  interno  ad  (m' ,  M')- 

Supposta  disegnata  la  graflba  della  funzione,  con  un  segmento  rettilinea 
si  congiungano  i  punti  {a  ,  m')  e  (0  ,/(0));  e  con  un  segmento  analogo  i  punì 
(1  ,/(l))  e  (6  ,  M'). 

La  funzione  ^(j:),  rappresentata  nell'intervalfo  (a  ,  6)  dalla  curva  così  oit^ 
nata,  coincide  con  la  data  in  (0  ,  1);  è  lineare,  e  quindi  assolutamente  contimi^ 
negli  intervalli  restanti  (a  ,  0)  e  (1  ,  b)  di  (a  ,  ò)  ;  ne  segue  che  i  suoi  punti 
singolari  sono  tutti  e  soltanto  quelli  di  /(x)  e  perciò  i  corrispondenti  di  tali 
punti  quelli  dell'insieme  N^ ,  i  quali  appartengono  tutti  all'intervallo  («i  ,  M| 
e  sono  quindi  ìniemi  a  (?»'  ,  M'). 

L'insieme  X^  è  di  misura  nulla,  perchè  numerabile  ;  rinchiudiamolo  in  un 
sistema  d'intervalli  non  sovrapponenti  si  JA„(  (di  (w' ,  M'))  aventi  una  misuraj 
complessiva  2^„  <  t ,  dove  e  è  un  numero  positivo ,  scelto  ad  arbitrio  e 
tale  sistema  sia  preso  in  modo  che  ogni  punto  di  ^^  risulti  interno  in  «<?««o 
stretto  a  quello  dei  A„  che  lo  contiene.  Ciò  i)osto,  eSvSendo  N^  chiuso,  si  potrà 
per  un  noto  lemma  di  Borei  (%  estrarre  dall'  anzidetto  sistema  un  nuipero 
finito  d' intervalli  :  A^ ,  A, ,  A,  ,  .  .  .  ,  A»  racchiudenti  interamente,  nel  modo 
detto,  l'insieme  'S^  e  la  cui  misura  totale  sarà  ancora  minore  di  s. 

Osserviamo  che  la  sostituzione  della  funzione  ^(x)  alla /(a?)  e,  conseguen- 
temente dell'intervallo  (m' ,  M')  ad  (m  ,  M),  è  stata  resa  necessaria  per  il  fatto 
che  può  non  esservi  in  {m  ,  M)  un  sistema  ^„^  racchiudente  nel  modo  detto 
l'insieme  N^  j  come  facilmente  si  vede  se  a  !Nj  appartengono  punti  aventi  per 
ordinata  m  o  M. 


(*)  Vedi:  InUgraUi  d«  Leheague ,    Fonctiont    dUnsembles,  Claué    de  Sair  •  ^t  C.  t)e 
La  Yallée  Pousiin,  pag.  14. 
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Fissiamo  Pattenzione  sopra  un  generico  A„. 

Dei  punti  dell'  insieme  'N^  contenuti  in  esso,  consideriamo  quei   due   chép 
bnno  rispettivamente  minima  e  massima  ordinata  e  indichiamo  con  t]^  il  nn- 
aero  che  misura  la  minore  delle  distanze  di  tali  punti  dall'estremo  di  A^   ad 
^i  più  vicino  'y  siano  fli  y  fl^  j  •  •  •  y^ln  le  misure  delle  distanze  analoghe  rela- 
r.ve  ai  rispettivi  A, ,  A3 ,  .  .  •  ,  AiT- 

Indichiamo  con  t]  il  minore  di  tali  numeri  ;  ogni  punto  di  F^  risulta,  dopo 
ilo,  interno  a  un  A^  e  dista  dagli  estremi  di  esso  per  un  segmento  di  ampiezza 
almeno  ugnale  ad  y].  ^ 

Poiché  la  funzione  (f{x)  è  continua  nelP  intervalla  chiuso  (a  ,  b),  per  un 
&)to  teorema  di  C  a  n  t  o  r,  si  può,  in  corrispondenza  ad  y],  determinare  un  5>0, 
tale  che  in  ogni  segmento  comunque  posto  in  (a  ,  ò),  e  di  ampiezza  non  supe 
riore  a  28,  Poscillazione  della  funzione  sia  minore  di  y].  Per  ogni  punto  P  di  N 
^i  costruisca  allora  un  intervallo  X  di  ampiezza  2S  e  che  abbia  P  ox>me  centro. 
Ad  ogni  X.  corrisponde  sulPasse  delle  y,  un  segmento  X^  avente  per  estremi  il 
BiiniiDO  e  il  masjsimo  della  funzione  in  X,  cosicché  ad  ogni  punto  appartenente 
t  )^  ne  corrisponde  uno  appartenente  a  X^  ;  d'altronde  avendo  X^ ,  per  quanto 
abbiamo  dianzi  osservato,  un  ampiezza  minore  di  t]  (poiché  essa  é  data  dalla 
oscillazione  della  funzione  nelP  intervallo  di  amx)iezza  28),  esso  risulterà  tutto 
\  interno  ad  uno  stesso  A„  ,  dovendo  contenere  il  punto  di  !N^  corrispondente  a  P. 
Ora,  poiché  N  é  chiuso,  potremo,  per  il  ricordato  lemma  di  Borei,  tra 
gli  intervalli  X,  sceglierne  un  numero  finito  X^*^  ,  X<*^  ,  .  .  .  ,  X<*"^  in  modo  da  ri- 
foprire  interamente  l'insieme  N. 

Siano    X/'^  ,  Xj^*>  ?  •  •  •  ?  X/"'^    i    loro    corrispondenti    sull'  asse    delle   y.    A 
fiuest^ultimo  sistèma  d'intervalli  appartengono,  per  quanto  abbiamo  preceden- 
;  temente  osservato,  tutti  i  punti  delPinsieme  N^ ,  ed  ogni  X/*"^  é  interno  (in  senso 
stretto)  ad  un  A„. 

Ciò  posto,  sia  E(a?)  un  insieme,  comunque  dato,  di  misura  nulla  in  (0 ,  1) 
I  e  quindi  in  (ai)  ;  indichiamo  con  E'(a?)  e  con  E"(a?)  le  parti  di  E(a?)  costituite 
nspettivamente  dai  punti  appartenenti  agli  intervalli  X^*"^  e  da  quelli  esterni  a 
!  tali  intervalli.  E"(a?)  si  divida,  a  sua  volta,  negli  insiemi  K\(x)  ,  E'\(x)  , 
•  ^"r , .  . . ,  B",(a?)  («  c$  1»  +  i)>  ^<>ve  E"ni(aj)  é  costituito  da  tutti  i  punti  di  E 
:  appartenenti  ad  uno  degli  intervalli  che  restano  in  (a  ,  ò)  quando  si  tolgono 
i  i  ÌS\ 

È  TO(E''w(a?))  =  Ò,  poiché  nulla  è  per  ipotesi  la  misura  di  E(a?)  di  cui  E"^ 
j  t  parte  5  e  nelPintervallo  a  cui  E",n(^)  appartiene,  la  funzione  é  assolutamente 
!  continua,  quindi  E"«(y),  corrispondente  di  E"Ja?)  sulPasse  delle  y,  è  di  misura 
■   i^^Ha  (V.  n.  3). 
j        Ne  segue  che,  detto  B"(y)  Pinsieme  corrispondente  ad  E"(a7) 


m 


(E"(y))<Sm(B'Uy))  =  0. 


Bia,  d'altra  parte,  E'(y)  il  corrispondente  di  E'(a?). 

▼OL.  Lvm.  18 


t 


K  98  X 

t  ponti  di  £'(x)  appartengono  tatti  ai  X^"^^  e  ai  punti  di  qnesti  intervalli 
corrispondono  salF  asse  delle  y,  panti  di  X/"^  e  quindi  di  A„.  Ora  la  misnra 
complessiva  dei  A.  è  minore  di  s,  dnnqae 


^(E'(y)) 


m\  W(jf)    <  6 


(indicando  con  m,  la  misnra  estema),  e  perciòr  : 


> 
m(E(y)\  ^  mJJE'iy)^  +  i«(E"(y))  <  e, 


con  s  piccolo  a  piacere,  onde  r 


t(E{y))  =  0 


mi  E(v)  1  =  0  e.  b.  d. 


Osservazione.  —  L'ipotesi  che  Pinsieme  N  dei  punti  singolari  della  funzione 
sia  numerabile,  è  stata  sfruttata  nella  dimostrazione  precedente,  soltanto  per 
poter  asserire  che  V  insieme  N^  dell'asse  y,  corrispondente  ad  X  è  di  misnra 
nulla. 

Potremo,  quindi,  i)iù  generalmente  enunciare  il  seguente  : 
Teorema. — Se  f{x)  è  una  funzione  continua  in  tutto  Vintervaìlo  (0,1)^  se 
alVinsieme  dei  suoi  jmnti  singolari  rispetto  aìV assoluta  continuità,  essa  fa  corri- 
spondere, sulVasse  delle  y,  un  insieme  di  misura  nulla,  essa  fa  anche  corrispon- 
dere ad  ogni  insieme  di  misura  nulla  delVasse  delle  x,  un  insieme  di  misura  nulla 
delVa^se  delle  y. 

è.  Sulla  misura  del  gruppo  dei  punti  singolari  non  può  trovarsi  alcuna 
limitazione  come  condizione  necessaria  perchè  ad  ogni  insieme  di  misura  nulla 
sull'asse  x  corrisponda  un  insieme  di  misnra  nulla  sulFasse  y. 

Costruiremo,  infatti,  una  funzione  che  fa  corrispondere  ad  ogni  insieme  ili 
misura  nulla  un  insieme  di  misura  nulla  e  per  la  quale  il  gruppo  dei  punti 
singolari  rispetto  all'assoluta  continuità  non  è  numerabile  e  neppure  di  misnra 
nulla  ;  ha,  per  contro,  una  misura  prossima  quanto  si  vuole  a  quella  dell'  in- 
tervallo in  eui  la  funzione  è  definita. 

k 

Osserviamo,  all'uopo,  che  la  somma dei  termini  delUi  progressione 

1  —  k 

geometrica  di  ragione    fc  <[  1 

IV,    fv      j   "*     9***9"'      9***9 

può  rendersi^  per  k  sufficientemente  piccolo,  minore  di  un  numero   o  arbitra- 

riamente  fissato;  basta  prendere  k<l — ; — .    . 

0  + 1 


I 
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ì 

Ciò  posto,  dalFìnteryallo  (0  ,  1)  la  cui  nisnra  è  aguale  ad  nno,  asportiamo 
8neces8ivanìente  i  punti  interni  (in  senso  stretto)  ad  un  segmento  di  ampiezza 
t  concentrico  di  (0,1);  a  due  segmenti  uguali  di  ampiezza  totale  A:*,  rispet- 
tiramente  concentrici  ai  due  intervalli  restanti  in  (0,1);  a  quattro  segmenti 
iguali  di  ampiezza  F,  rispetti vamente  •  concentrici  a  ciascuno  dei  quattro  seg- 
uenti restanti;  e  così  procediamo  indefinitamente  togliendo,  in  generale,  dagli 

» 

I  segmenti  restanti  in  (0  ,  1) ,  dopo  un  certo  numero  di  operazioni  analoghe 
alle  precedenti,  i  punti  interni  ad  n  intervalli  uguali,  di  ampiezza  totale  A;", 
rispettivamente  concentrici  a  quelli  da  cui  vengono  asportati. 

Otteniamo,  così,  in  (0  ,  1)  un  insieme  I,  perfetto,  non  denso,  costituito 
<!a};li  estremi  degli  intervalli  di  esclusione  (die  diconsi  intervalli  contigui  ad  I) 
«'  dei  loro  punti  limiti  ;  la  misura  di  tale  insieme  è 

0 

l_(fc-{-A;«  +  fc3+...)zi^l_  1A_,^  =  1  —  0 

1  —  Jc 


come  si  vede,  prossima  ad  uno  quanto  vuoisi. 

Consideriamo,  per  un  momento,  la  curva    rappresentativa   della   funzione 

jf  =  j'sen~  (già  precedentemente  studiata)  nella  metà  a  sinistra  delPintervallo 

^> ,  1)  e  costruiamone  la  simmetrica  rispetto  alFasse  di  tale  segmento. 

Ricordando  le  considerazioni  svolte  ^1  n.  3,  si  vede  subito  che  la  funzione 
rappresentata  *da  tale  curva  è  assolutamente  continua  in  tutti  i  punti  interni 
^(0,1)  mentre  gli  estremi  di  tale  segmento  sono  per  essa  punti  singolari  ri- 
spetto all'assoluta  continuità. 

Definiajno,  quindi,  una  funzione  y  =:/(a?)  la  cui  curva  rappresentativa,  in 
ciascuno  degli  intervalli  contigui  ad  I,  ha  una  figura  omotetica  a  quella  dianzi 
considerata,  il  rapporto  di  omotetia  essendo  dato,  per  ogni  intervallo,  dalla 
rispettiva  misura.  La  funzione  così  definita  è  assolutamente  continua  nei  punti 
intemi  agl'intervalli  contigui  mi  I,  e  l'insieme  dei  suoi  punti  singolari  rispetto 
all'assoluta  continuità  è  precisamente  l'insieme  I,  la  cui  misura,  come  abbiamo 
visto,  è  prossima  ad  uno  quanto  si  vuole.  Ciò  nonostante,  ad  ogni  insieme  E(à?) 
di  misura  nulla  di  (0  ,  1)  corrisponde,  per  la  funzione  considerata,  un  insieme 

%)  di  misura  pure  nulla. 

Per  vederlo,  basta  osservare  che  l' insieme  Nj  corrispondente  alP  insieme 

^lei  ponti  singolari  della  funzione  rispetto  all'assoluta  continuità,   è  qui  costi- 

tnito  dal  solo  punto  (0 , 0),  e  ricordare  quindi  il  teorema  generale  del  numero 

precedente. 


f 
I 
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1  punti  di  E'(a?)  appartengono  tutti  ai  X^''^  e  ai  punti  di  questi  intervall 
corrispondono  sulP  asse  delle  y,  punti  di  X/*"^  e  quindi  di  A„.  Ora  la  luisnn 
complessiva  dei  A„  è  minore  di  e,  dunque 


t.(E'(y)) 


in.E'(y)    <6 


(indicando  con  m,  la  misura  esterna),  e  perciò^  : 


m(E(y))  <  m,(B'(y))  +  ni(E"(y))  <  e, 


con  6  piccolo  a  piacere,  onde  r 


t(B(y))  =  0 


w  B(v)  1  =  0  e.  b.  d. 


Osservazione,  —  L'ipotesi  che  Pinsieme  If  dei  punti  singolari  della  funzione 
sia  numerabile,  è  stata  sfrattata  nella  dimostrazione  precedente,  soltanto  per 
poter  asserire  che  V  insieme  N^  dell'asse  y,  corrispondente  ad  N  è  di  misura 
nulla. 

Potremo,  quindi,  più  generalmente  enunciare  il  seguente  : 
TjBiOBEMA. — Se  f{so)  è  una  funzione  continua  in  tutto  Vintervallo  (0,1)^  se 
alVinsieme  dei  suoi  punti  singolari  rispetto  alVassoluta  continuità,  essa  fa  corri- 
spondere,  suW asse  delle  y,  un  insieme  di  misura  nulla,  essa  fa  anche  corrispon- 
dere ad  ogni  insieme  di  misura  nulla  deWasse  delle  x,  un  insieme  di  misura  nulla 
delVasse  delle  y. 

• 
6.  Sulla  misura  del  gruppo  dei  punti  singolari    non  può   trovarsi   alcuna 

limitazione  come  coudizione  necessaria  perchè  ad  ogni  insieme  di  misura  nulla 
sull'asse  x  corrisponda  un  insieme  di  misura  nulla  snidasse  y. 

Costruiremo,  infatti,  una  funzione  che  fa  corrispondere  ad  ogni  insieme  di 
misura  nulla  un  insieme  di  misura  nulla  e  per  la  quale  il  gruppo  dei  punti 
singolari  rispetto  all'assoluta  continuità  non  è  numerabile  e  neppure  di  misura 
nulla;  ha,  per  contro,  una  misura  prossima  quanto  si  vuole  a  quella  dell'in- 
tervallo in  eui  la  funzione  è  definita. 

h 

Osserviamo,  all'uopo,  che  la  somma dei  termini  dclUi  progressione 

1  —  Jc 

geometrica  di  ragione    fc  <[  1 

#v,fv      1'*     9***)  9***9 

t  ' 

può  rendersi^  per  ìc  sufficientemente  piccolo,  minore  di  un  numero   a  arbitra- 
riamente fissato:  basta  prendere  k<^ — r-— -.    . 

'  0  -|-  1 
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ì 

Ciò  posto,  dall' intervallo  (0  ,  1)  la  cui  nisura  è  ugnale  ad  ano,  asportiamo 
snccessivamente  i  punti  interni  (in  senso  stretto)  ad  un  segmento  di  ampiezza 
fc,  concentrico  ^di  (0,1);  a  due  segmenti  uguali  di  ampiezza  totale  fc*,  rispet- 
tivamente concentrici  ai  due  intervalli  restanti  in  (0  ,  1)  ;  a  quattro  segmenti 
uguali  di  ampiezza  1^,  rispettivamente» concentrici  a  ciascuno  dei  quattro  seg- 
menti  restanti  ;  e  così  procediamo  indefinitamente  togliendo,  in  generale,  dagli 
B  segmenti  restanti  in  (0  ,  1),  dopo  un  certo  numero  di  operazioni  analoghe 
alle  precedenti,  i  punti  interni  ad  n  intervalli  uguali,  di  ampiezza  totale  A;**, 
rispettivamente  concentrici  a  quelli  da  cui  vengono  asporta.ti. 

Otteniamo,  così,  in  (0  ,  1)  un  insieme  I,  perfetto,  non  denso,  costituito 
'lat»li  estremi  degli  intervalli  di  esclusione  (che  diconsi  intervalli  coìitigui  ad  l) 
e  (lei  loro  pnnti  limiti  ;  la  misura  di  tale  insieme  è 

r 

l_(fc-(-ifc«-|-fc3_|_,_)-.l_  IJL^^  =  1  —  0 

1  —  * 

come  si  vede,  prossima  ad  uno  quanto  vuoisi. 

Consideriamo,  per  un  momento,  la  curva    rappresentativa   della  funzione 

i/  =  a'sen~  (già  precedentemente  studiata)  nella  metà  a  sinistra  dell'intervallo 

'0 , 1)  e  costruiamone  la  simmetrica  rispetto  all'asse  di  tale  segmento. 

Ricordando  le  considerazioni  svolte  ^1  n.  3,  si  vede  subito  che  la  funzione 
rappresentata 'da  tale  curva  è  assolutamente  continua  in  tutti  i  punti  interni 
a  (0  ,  1)  mentre  gli  estremi  di  tale  segmento  sono  per  essa  punti  singolari  ri- 
spetto all'assoluta  continuità. 

Definiajno,  quindi,  una  funzione  y  ^=f(x)  la  cui  curva  rappresentativa,  in 
ciascuno  degli  intervalli  contigui  ad  I,  ha  una  figura  omotetica  a  quella  dianzi 
eonaiderata,  il  rapporto  di  omotetia  essendo  dato,  per  ogni  intervallo,  daila 
rispettiva  misura.  La  funzione  così  definita  è  assolutamente  continua  nei  punti 
interni  agl'intervalli  contigui  ad  I,  e  l'insieme  dei  suoi  punti  singolari  rispetto 
all'assoluta  continuità  ò  precisamente  l'insieme  I,  la  cui  misura,  come  abbiamo 
visto,  è  prossima  ad  uno  quanto  si  vuole.  Ciò  nonostante,  ad  ogni  insieme  E(à;) 
di  misura  nulla  di  (0  ,  1)  corrisponde,  per  la  funzione  considerata^  un  insieme 
%)  di  misura  pure  nulla. 

Per  vederlo,  basta  osservare  che  l' insieme  Nj  corrispondente  all'  insieme 
(lei  punti  singolari  della  funzione  rispetto  all'assoluta  continuità,  è  qui  costi- 
tuito dal  solo  punto  (0 , 0),  e  ricordare  quindi  il  teorema  generale  del  numero 
precedente. 


X  100  K 


LE  SERIE  CHE  POSSIEDONO  LA  PROPRIETÀ  COMIUTATIVA 


VOTA 


DI 


QASPARE  MIQNOSI  (a  Palermo) 


Consideriamo  una  serie  di  numeri  reali 

dotata  di  infiniti  termini  ])ositivi  a,  e  infiniti  termini  negativi  — &,. 

È  noto  cbe  se  il  termine  generale  w„  della  (u)  ò  convergente  a  zero  e  le 
due  serie  a  termini  positivi  : 

(a)  «4  +  a,  +  .  • . .  +  a^  + 

(b)  ^1+^8+ +*n  + 

I 

sono  entrambe  divergenti,  allora 

!•)  la  serie  (u)  non  possiede  la  proprietà  commutativa 
2°)  inoltre  è  sempre  possibile  con  nn  conveniente  mutamento  dell'ordiiK? 
dei  termini  ottenere  dalla  (w)  una  serie  convergente  ad  un    numero   prefissato 
ad  arbitrio  ,(R  i  e  m  a  n  n) ,  o  anche  una  serie  divergente  a  -f-  oo  ,  o  —  oo  ,  o 
indeterminata  (Din  i). 

Restando  nell'ambito  delle  serie  il  cai  termine  generale  converge  a  zero, 
il  Cipolla  ha  dimostrato  (*)  piìi  generalmente  che  è  possibile  mutare  l'or- 
dine dei  termini  in  modo  che  la  serie  ottenuta  ammetta  lo  stesso  insieme  de- 
rivato di  una  serie  prefissata  ad  arbitrio  e,  fondandosi  sopra  una  nuova  pro- 


(0  li.  Cipolla,  Sulle  ierie  aenipUoenìente  convergenti.  Rend.  R.  Aoc.  di  Scienze  fia.  e  inat. 
di  Napoli,  (8),  V.  XXIII,  1917. 


^ .  -l 


.  )(  101  )( 

dizione,  di  per  sé  notevolissima,  sugli  insiemi  derivati  delle  saccessioni,  ha 
^re  stabilito  che  tali  insiemi  derivati  altro  non  sono. che  gli  intervalli. 

Qai  vogliamo  notare  come  la  proposizione  1^)  possa  essere  liberata  "dalla 
^esi  della  convergenza  a  zero  del  termine  generale  e,  con  l' uso  di  un  prò- 
kaiento  assai  più  semplice  di  quello  comunemente  adoperato,  stabilire  che 
kpìà  generale  serie  (u)  con  le  serie  (a)  e  (&)  entrambe  divergenti,  non  pos- 
sedè la  proprietà  commutativa  perchè  è  possibile  cambiare  V  ordine  dei  suoi 
^lui  in  modo  da  ottenere  serie  regolari  e  anche  serie  non  regolari. 

Specialmente  dal  punto  di  vist^  didattico  non  ci  sembra  del  tutto  inu< 
fa  il  conseguire  una  maggiore  generalità  con  mezzi  meno  complicati. 

Peraltro  non  essendo  la  nozione  di  successione  regolare  intesa  egualmente 
i  vari  Autori  e  nei  trattati  meno  recenti  dì  Analisi  algebrica  mancando  una 
inizione  sufficientemente  generale  del  concetto  di  commutabilità  per  le  serie, 
iteniamo  opportuno  riportare  qui  brevemente  quella  nozione  e  questo  concetto 

nào  le  vedute  del  Cipolla  {%  E  siamo  tanto  piti  lieti  di  far  ci6  perchè 
ì  viene  così  P  occasione  di  illustrare  un  punto  «e  di  contribuire,  sebbene  de- 
cente, alla  difiusione  di  un  trattato  di  Algebra  che  un  valente  matematico 
indicò  «  un  libro  di  scienza  e  di  arte;  un  volume  di  alta  bellezza  »  f  ). 

1.  Chiamiamo  regolare  una  serie  o  successione  numerica  che  ammetta  un 
valore  limite  finito  o  infinito.  Le  successioni  regolari  sono,  quindi,  le  sue- 

sioni  convergenti,  quelle  divergenti  a  +  oo  e  quelle  divergenti  a  —  oo. 
Fra  le  successioni  non  regolari  od  oscillanti    sono    da    annoverare    anche 
elle  che  ammettono  i  due  soli  valori  limiti  -]- cx5  e  — oo,  che  si  ritengono 
inpre  come  distinti. 

Gran  parte  delle  proposizioni  riguardanti  le  successioni  convergenti  sus- 
fotono  senz'altro  per  le  successioni  regolari.  Da  ciò  Popportunità  della  detta 
fetiozione  la  quale  in  alcune  quistioni  di  limiti,  ad  és.  quando  si  voglia  dare 
tna  dimostrazione  rigorosa  della  regola  di  L' Hospital j  è  addirittura  necessaria. 

2.  Denotiamo  col  simbolo  i„  una  funzione  di  n  tale  che:  ad  ogni  numero 
Maturale  positivo  n  faccia  corrispondere  uno  ed  un  solo  numero  naturale  pò- 
'itivo  m:  m=z  i^  ;  e  inversamente  :  ad  ogni  numero  naturale  positivo  m  faccia 
corrispondere  uno  ed  un  solo  numero  naturale  positivo  n,  dn  modo  che  abbia 
inogo  Pegnaglianza  precedente. 

In  tal  caso  si  adopera  la  notazione  :  n  =.  (t^*),,». 

Diremo  allora  brevemente  che  ì„  è  una  funzione  numerica  invertibile  di  n, 
^  chiameremo  (i~%  la  funzione  inversa  di  i„. 


** 
j.  ^ 


wM.  Cipolla,  Analiii  Algebrica  ed  Introduzione  al  Calcolo  infinitesimale,  Palermo/ Ca- 
Pozzi,  1914. 

1^  0.  S  e  o  r  z  a  ,  Bollettino  di  bibl,  e  stori»  delle  So.  Mat.  di  G.  L  o  r  i  a,   a.   XIJ.,   1917; 

PP.  51-56. 
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Il  dominio  e  il  codominio  di  una  funzione  numerica  invertibile  sono  e^n 
alla  classe  di  tutj}i  i  numeri  naturali  positivi  ;  a  valori  differenti  di  n  coi 
spondono  valori  differenti  di  m,  e  inversamente. 

Diamo  degli  esempi  : 

I)  Se  V  è  un  numero  naturale  maggiore  di  1,  ponendo  : 

t„  =  n  +  V  —  2r  —  1  con    r  =  Rest  (n  —  1  j 

si  definisce  una  funzione  numerica  invertibile  di    n,    la   cui    inversa    coineij 
con  in  stessa  : 

li)  Se  V  e  [i  sono  due  numeri  naturali  positivi  qualunque,  posto: 


Rest(n  —  1,  V  4-  P-)  =  ^j 


le  formole: 


2nv  +  (r  +  l)(a  — v)    ,  ^    .     ^ 

i„  = ^— — ^-—L^ i  ^r        con     r  =  0,1,2, ....,v  — 

(1  +  V 


ed 


.^^2n^~(r+i)(^-v)^^_^^_^^     con    r=v ,  v+1  ,..,  v+M 

{i  +  V 

danno  una  funzione  numerica  invertibile  di  n^  e  la  funzione  inversa  è  definiti 
dalle  relazioni  : 


e 


nii.  +  in  —  l)v  —  rv  +  iiv  ^    ^ ,        i   ..» 

(1-%^= -^-^  con     r  =  Rest(»  — IjI^J' 


III)  Se  per  ogni  numero  naturale  positivo  n  si  pone  : 


^Ji+][^\ 


)(  108  )( 
ì  posizioni  : 

in  =  2n  —  1  —  2p„{  p„  —  1)         per         n  ^p„{2p,,  —  1) , 
i^=:2n  —  2p\  per        »>JPn(2p„  —  1) , 


f oliscono   ancora  una  funzione  numerica  invertibile  di  n. 
La   invertibilità  di  t^  si  riconosce  osservando  cbe  afiincbè  siano   possibili 
Mtd   espressioni  di  i^  occorre  e-  basta  cbe  n  abbia  la  forma  : 

■ 

n  =  (p  —  l)(2p  —  1)  4-  r  +  1 

% 

^sendo  p   ed  r  numeri  naturali  assoluti  soddisfacenti  alla  condizione 

0  ^  r  ^  2j>  —  2         oppure         2p  —  l^r^4:p  —  2 

lirfondo   che  si  tratti  rispettivamente  dei  valori  dispari  o  pari  di  i„. 
Le  espressioni  di  i^  possono  allora  essere  sostituite  dalle  altre  : 


.-imp-D+H- 


i  =  2(|>  —  1)*  +  2r  -f  1  per     r  =  0  , 1 ,  2  , . . . ,  2|)  —  2, 


Vmtj^D+H-i  =  2i>(l>  —  1)  +  2(r  —  2i>  +  2)   per     r  =  2j>  — 1  ,  2i> , . . . ,  4p  -  2, 
dalle  quali  si  'traggono  le  formolo  della  funzione  inversa  : 

{i-%n-i  =  n  +  u„{u^  —  1)        con         u,,  —  E(1  +  J^it  — l)  , 


(ì-Otn     =«  +  ^'n  con         t?^  =  Ef|  +  i|^4n  — sY 

3.  Se  in  ò  ^ii&  funzione  numerica  invertibile  di  n,   insieme  alla  serie  {u) 
ì\  consideri  la  serie  : 


W  %-{-%  + +  «^i^  +  •  •  *  • 
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n  dominio  e  il  codominio  di  una  funzione  numerica  invertibile  sono  eg\ 
alla  classe  di  tutj;i  i  numeri  naturali  positivi  ;  a  valori  differenti  di  n  co 
spendono  valori  differenti  di  i»,  e  inversamente. 

Diamo  degli  esempi  : 

I)  Se  y  è  un  numero  naturale  maggiore  di  1,  ponendo  : 

t„=z:n-|-v  —  2r  —  1  con     r=z  Best  (n  —  1 

si  definisce  una  funzione  numerica  invertibile  di    n,    la    cui    inversa    coincì 
con  in  stessa  : 

II)  Se  V  e  |i  sono  due  numeri  naturali  positivi  qualunque,  posto: 


Rest(n  —  1,  V  +  {*')  =  »•? 


le  formo  le  : 


2nv  +  (r  +  1)  (a  —  v)   ,  ^    .     ^ 

i^  = ^^      .    ^^^ +  r         con     r  =  0  , 1 ,  2  , . . . . ,  V 


ed 


in^^"'^~^;+;^^'^~Vr-2v  +  l     con    .=v  ,  v+1 ,...,  v+,- 

danno  una  funzione  numerica  invertibile  di  n,  e  la  funzione  inversa  è  definii 
dalle  relazioni  : 

(,-.)^^,_  _  (n-D^  +  n^-ry.  ^^^     .  =  Re8t(n -'1 ,» 


e 


,.  IV         niL-\-(n — l)v  —  rv  +  av  ^    j.,        i    ..' 

(i-%^=    ^~^ -i--^  con     r  =  Rest(M  — 1,^ 


III)  Se  per  ogni  numero  naturale  positivo  n  si  pone: 


n  — 7\ 
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posizioni  : 

in  =  2n  —  i  —  2p^(  p„  —  t)         per         n  ^p„{2p„  —  1) , 


i„=:2n  —  2p\  per        »>i>n(2p„  — 1) , 


fiiscono  ancora  una  funzione  nSJFerica  invertibile  di  n. 
La  invertibilità  di  t,,  si  riconosce  osservando  che  afiincbè  siano  possibili 
^  lette  espressioni  di  t„  occorre  e-  basta  che  n  abbia  la  forma: 

n=:(p  —  l){2p  —  1)  +  r  +  1 

pendo  p  ed  r  numeri  naturali  assoluti  soddisfacenti  alla  condizione 

0'^r^2p  —  2         oppure         2p  —  l^r:^4jp  —  2 

enndo  che  si  tratti  rispettivamente  dei  valori  dispari  o  pari  di  i„. 
Le  espressioni  di  i^  possono  allora  essere  sostituite  dalle  altre  : 

:„^„+^i  =  2(1»  —  D' +  2r  +  1  per     r  =  0  ,1 ,2 , . .  .,2p  —  2, 


\ 


HHi^„+H-i  =  2i>(i>  —  1)  +  2(r  —  2i>  +  2)   per    rz=2p  —  l,2p,...,4p  —  2, 
i)ile  qaali  sì  'traggono  le  formole  della  funzione  inversa  : 

(i-*)tn-i  =  »  +  ««(««  —  1)        con         «„  =  E(1  4-  y»  — 1)  , 


(»-')»»     =n-\-v\  con         »„  =  Ef  -  +  i  J'4n  —  3). 

3.  Se  t„  è  ana  fnnzione  numerica  invertibile  di  n,  insieme  alla  serie  («) 
riconsideri  la  serie: 


W 


\  +««,  +  ••••  +  "<»  +  •••  • 
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Si  dirà  allora  che  le  due  serie  («)  ed  (Ui)  differiscono  soltanto  nelVàrài 
dèi  termini  e  più  precisameute  cbe  l'una  è  dedotta  dall'altra  col  cambiaìnen 
delVordine  dei  termini  definito  dallu  funzione  numerica  invertibile  i^  e  dalla  i 
versa  (i"%  rispettivamente. 

Così,  applicando  alla  serie  (u)  il  cambiamento  dell'ordine  dei  termini  ce 
rispondente  alla  funzione  numerica  i„  dell'esempio   I)  del  n.  2,  occorrerà  m 
tare  nelP  inverso  V  ordine  dei  termini  di  ciascuno  dei  successivi  sistemi   di 
termini  consecutivi  di  (u)  e  si  perviene  alla  serie  : 

f 

"T  ^nv-l  "T~  •  •  •  •  "T~  **(n— l)v+l  +  •  •  •  • 

Scegliendo, .  invece,  la  funzione  «„  delP  esempio  II)  si  definisce  1'  ordina 
mento  dei  termini  della  (w)  secondo  cui,  restando  fermo  il  primo  termine,  8 
facciano  successivamente  ed  alternativamente  seguire  |jl  termini  consecutivi  d 
posto  pari  a  v  termini  -consecutivi  di  posto    dispari  ;  cosi    che    si    passa   alli 

serie  : 

Il  cambiamento  corrispondente  alla  funzione  i^  dell'esempio  III)  consiste 
nel  far  succedere  nella  {u)  alternativamente:  un  termine  di  posto  dispari,  due 
di  posto  pari,  tre  di  posto  dispari,  quattro  di  posto  pari,  e  così  via,  ottenendo 
la  serie: 

"^^BP(i>-i)+4  I '•••~r**2Ci>+i)j>"f" 

Notiamo  che,  considerando  i  cambiamenti  dell'  ordine  dei  termini  d'  una 
serie  corrispondenti  alle  diverse  funzioni  numeriche  *„  come  operazioni  appli* 
cate  agli  indici  dei  termini,  le  dette  operazioni  risultano  invertibili  e,  poicbè 
il  dominio  e  il  codominio  di  ciascuna  di  esse  è  la  classe  di  tutti  i  numeri 
naturali  positivi,  esse  risultano  anche  componibili  fra  di  loro  e  si  conclude 
che  i  cambiamenti  dell'ordine  dei  termini  d'una  serie  costituiscono  un  gruppo 
infinito  di  operazioni  a  campo  numerico. 

4.  Se  le  due  serie  (u)  ed  {Ui)  differiscono  solo  nell'ordine  dei  termini  e  il 
cambiamento  dell'ordine  dei  termini  è  definito  dalla  funzione  numerica  inver- 
tibile in ,  il  termine  di  {u)  di  posto  n  occupa  in  («,)  il  posto  w  =  i„ ,  e  il  ter 
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©ine  di  (Ui)  di  posto  n  occupa  in  {u)  il  posto  m  =  (i~\ ,  e  però  Pinsieme  dei 
|termini  della  sene  (t«)  è  aguale  all'  insieme  dei  termini  della  serie  {u^).  Dalla 
iignaglianza  di  questi  insiemi  segue  subito  cbe  essi  ammettono  gli  stessi  va- 
jìori  limiti  finiti  o  infiniti.  In  particolare  se  la  successione  u^  ha  il  solo  valore 
[iiDite  zero,  ossìa  se  il  termine  generale  di  (u)  converge  a  zero,  allo  zero  con- 
ttrge  il  termine  generale  u^     di  (Ui).  JE  se  il  termine  generale  della  {u)  non  tende 

i  zero,  non  tende  a  zero  neanche  il  termine  generale  di  qualunque  serie  (u,)  da  (u) 
iidotia  cambiando  Vordiìie  dei  suoi  termini.  ^ 

.   5.  Sapponiamo  che  A;,  e  non  piì!i,  termini  distinti    della^  {u)   abbiano   uno 
rtesso  valore  i£,  ^cioè: 
*iii=W|fj= =  V  =  ^     ®^^    i«n4=^w    per    n=j=n^,n2, ,%. 

I  termini  della  serie  {Uìj  i  cui  posti  sono  i  numeri  m^ ,  m^ ,....,  m;^  dati 
Me  uguaglianze: 


m 


i  =  (*""\  y  ^2  =  (*"*)n,  1 .  W*  =  (Ì''K  y 


banno  allora  tutti  lo  stesso  valore  n  : 


W»m4  =  ^.iwg  =  ....=  w<m,,  =  ^> 


e  qualsivoglia  termine  u^^  di  posto  w,  diverso  da  wi^ ,  mg ,....,  W;t  in  (m,),  non 

^a  il  valore  Uy  perchè  da  u^  =z  «,  essendo  n  =  i'ìn,  segue  Un  =  u  con   n   di- 

!  verso  (n.  2)  da  w^^ ,  w^ ,....,%  ?  contro  il  supposto. 
Dunque  : 

Se  le  e  non  più  termini  di  (u)  di  indici  distinti  hanno  uno  stesso  valore^  Te  e 
Aon  più  termini  di  (u^)  di  indici  distinti  hanno  lo  stesso  valor e^  e  inversamente. 
Donde  segue  immediatamente  che  : 

Se  quanti  si  vogliano  termini  di  {u)  di  indici  distinti  hanno  uno  stesso   va- 
^re,  lo  stesso  valore  hanno  quanti  si  vogliano  termini  di  {u^)  di  indici   distinti. 
Le  serie,  dunque,  per  le  quali  si  può  parlare  di  cambiamento  dell'ordine 
dei  termini  iono  serie  affatto  generali  (*). 

6.  Diciamo  che  una  serie  {u)  possieda  la  proprietà  commutativa  ovvero  che 


[  (^)  Cfr.  Capelli  e  Garb  Ter  r,  AnaliH  Algehrica.   Padova,    Sacchetto,    1886,    p.  120; 

^'  Cesar 0|  Analisi  Algebrica,  Torino,  Bocca,  1894,  p.  158.  «-Secondo  questi  Autori  si  può 
parlare  di  cambiamento  dell'ordine  dei  termini  solo  per  le  serie  in  cui  ogni  termine  figura  un 
numero  finito  di  volte. 

f 

▼•L.  LTUI  14 
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ta  sua  natura  non  dipende  dalV  ordine  dei  termini,  se  essa  e  qualsivoglia  scrii 
(ttj)  che  ne  differisce  solo  nelPordine  dei  termini,  ammettono  gli  stessi  valor^ 
limiti  finiti  o  infiniti. 

In  particolare  :  una  -serie  convergente  (divergente)  che  possieda  la  propriet 
commutativa  produce  sempre  serie  convergenti  (divergenti)  per  qiialsivogli 
cambiamento  dell'ordine  dei  suoi  termini  e  si  suol  dire,  com'  è  noto,  assoluta 
mente  convergente  (divergente),  mentre  si  chiamano  semplicemente  convergeot 
(divergenti)  le  serie  convergenti  (divergenti)  che  non  possiedono  la  proprietà 
commutativa. 

In  seguito  alla  precedente  definizione  generale  è  lecito,  per  esempio,   do 
mandarsi  se  la  serie  : 

a  —  a-|-a  — 'fl-f-'a  —  a-f"**»*  "T  ^  —  ci-{"««-» 

possieda  o  no  la  proprietà  commutativa. 

Denotando  con  s^  la  somma  dei  suoi  primi  n  termini  si  ha  : 

e  la  serie  è  convergente  se  a  =  0  e  indeterminata  coi  due  soli  valori  limiti  0 
ed  a  se  a  =1=  0. 

Operando  in  essa  il  cambiamento  dell'ordine  dei  termini   secondo  la  fun- 
zione numerica  invertibile  dell'esempio  II)  (n,  2),  si  ricava  la  serie  : 

*"**     •  •  •   •  "■""  Cvii  "i"   ..il 

per  la  quale  la  somma  a,,  dei  primi  n  termini  ha  i  valori  dati  dalle  formole: 

o^(v+M)-f  r  =  n(v  —  [i)a  +  ra  per         0  ^  r  ^  v , 

e 

<5«(v.f^)+r  =  w(v  —  |i)a  +  {r  —  v)a        per        v  <  r  :^  v  +  (i  —  1. 

Se  a  è  un  numero  maggiore  di  zero,  la  nuova  serie  ammette  il  solo  va- 
lore limite  +  oo,  oppure  il  solo  valore  limite  —  oo  secondo  che  si  scelga 
V  >  ji,  oppure  V  <^  [I,. 

Se  si  assume  v  =  (jl,  restano  : 

m 

Ofnv+r  ~ra  per        0  ^  r  ^  v 
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«« 


,  (5ft,v+^  =  (r  —  v)a        per        v  <  r  ^  2v  —  1     ' 

t  la  naova  serie  risalta,  invece,  non  regolare  coi  soli  valori  limiti  finiti  : 

'   0  ,  a  ,  2a  ,  .  .  •  ,  va. 

Si  conclade  che  la  serie  proposta  non  possiede  la  proprietà  commutativa. 

Alla  stessa  conclusione  si  perviene  applicando,  invece,  alla  serie  proposta 

il  cambiamento  dell'ordine  dei  termini  definito  dalla  funzione  dell'esempio  III) 

(D.  2),  secondo  cui  si  passa  alla  serie  : 

> 

a  —  a  —  a    \-  a  -{-a  -\-  a  —  a  —  a  —  a  —  a4-«^  +  «  +  a  +  <'^-f-^  — 

Per  questa,  la  somma  t^  dei  primi  n  termini  è  data  dalle  formole  : 

i      t^^i),tp«,)+^i  =  —  ap-\-a{r-\-2)        per        r  =  0  , 1 ,  2  , . . . . ,  2p  —  2, 

ì 

le 

^(r-i)(ti^-i)+H-i  =  Sap  —a(r  +  2)  per        r  =  2jp  —  1 ,  2p , ,  4p  —  2, 

/ 

[  e  8i  riconosce  che  la  nuova  serie,  oltre  i  due  valori  limiti  infiniti  -4-oo  e  — cxd 
;  ammette  quanti  si  vogliano  valori  limiti  finiti  : 

■ 

I 

0  ,  — a  ,-a  ,,r-2a  ,  2a  ,  — 3a  ,  da  , 

7.  Passiamo  ora  al  teorema  che  è  l'oggetto  del  presente  articolo. 
!        Consideriamo  una  serie  numerica  (li),  non  facendo  alcuna   ipotesi   sul    suo 
f  ^«fwine  generale^  e  diinoatriamo  che  : 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  pia  generale   serie    (ti),    dotata 
^i  infiniti  termini  positivi  a^  e  di  infiniti  termini    negativi    —  h^ ,    possieda    la 
Foprietà  commutativa  è  ohe  una  almeno  delle  due  serie  (a)  e  (ò)  sia  convergente. 
I  a)  Supponiamo  da  prima  che  le  due  serie  (a)  e  (ò)  siano  entrambe   di- 

vergenti. 

A  causa  della  divergenza  a  -|-  <^  della  serie  (a)  esiste  un  numero  v^   di 
termini  iniziali  di  essa  tale  che  sia  : 


<*4  +  «t  +••••+  «^    >  *!  +  !• 


)(  iw  )( 

Restando  divergente  a  ~|-  oo  la  serie  («),  dopo  di  avervi  soppresso  i  prin^ 
Vj  termini,  esiste  un  numero  v,  >  v^  in  modo  che  si  abbia  : 

S+i  +^vi+a  + *+  \  >  *i  +  ^« 

.Questo  procedimento  potendo  essere  continuato  sempre  che  si  voglia,  a 
ha  una  successione  di  indici  crescenti  v^ ,  v, ,....,  v< , ... .  e  si  avrà  in  gene 
rale  qualunque  sia  l'indice  i: 

-,  ">» 

«vi,4-f  1  +  ^'vi_4+2  + +  «Vi  >  ^  +  1  j 

e  rimane  definito  un  ordinamento  dei  termini  della  (u),  tale   che    la    serie  nò 
esso  corrispondente  : 

risulta  regolare  e  divergente  a  -f-  oo. 

Infatti  se  si  denota  con  8^  la  somma  dei  suoi  primi  n  termini,  si  ricava, 
qualunque  sia  i  : 


e    si  deduce  che  la  successione  a  termini  positivi  : 

è  regolare  e  divergenti?  a  -f- oo. 

Se  #„  non  appartiene  a  questa  successione  1' imik;e  n  sarà ''in  ogni  caso 
compreso  fra  gli  indici  v^  -|-  i  e  Vj^^  -f-  *  +  1  <^*  ^^^^  termini  consecutivi  (ii 
essa  : 

v»  +  i  <  »  <  V.+j  +  i  -f  1 , 

e  poiché  allora  risulta: 

9^  =  8    , .  +,a    ,t+«    ,«•  +  ••••  + ^v    con    V  <i  v<+< 

V,+%     '         Vi+1      '         Vj+2      '  '  — ■     «T» 
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e  le  a  sono  tutte  positive,  si  avrà  sempre  : 


niallà  divergenza  a  +  <^  della  successione,»         si  deduce  la  divergenza   a 
-oo  di  quaìuaque  successione  »„  non  appartenente  ad  8       . 
Si  conci Lide  che  la  successione  completa: 


*1    5  *2    ?    •    •    •    •  ')    *i»    > 


•    •    •    • 


che  definisce  la  serie  (1),  è  regolare  e  divergente  a  +  oo. 

È  possibile,  dunque,  dare  ai  termini  della  serie  [ù)  un  ordinamento  tale 
the  la  corrispondente,  serie  (1)  risulti  regolare  e  divergente  a  -\-  cxj. 

Analogamente,  fondandosi  sulla  divergenza  a  —  cxd  della  serie  dei  termini 
aerativi  della  (u),  si'  può  constatare  l'esistenza  di  ordinamenti  dei  termini  tali 
fhe  le  corrisi>ondenti  serie  risultano  regolari  e  divergenti  a  —  cxd.  Ma  questo 
caso  può  anche  essere  ricondotto  al  precedente  considerando  la  serie  opposta 
della  (tf  )  : 

(—  «)  —  Wj  —  tCj  —  Wg  —  ....--  w^  —  .... 

t 

fhe  ha  come  serie  dei  termini  positivi  la  serie  (ò)  e  come    serie    dei    termini 
negativi  la  serie  ( —  a)  degli  opposti  dei  teruiini  della  (a). 

Per  quanto  è  stato  stabilito  nel  primo  caso,  esiste  un  ordinamento  tale 
dei  termini  della  (—  u)  che  la  serie  corrispondente  : 

—  u,  — w.  —  . . . .  —  u,  —  ..,. 

h  H  ♦n 

sia  regolare  e  divergente  a  -{-  co,  e  la  serie  : 


•  •  .  • 


<>ppo8ta  della  precedente,  differisce  dalla  {u)  solo  nell'ordine  dei  termini  ed  è 
regolare  e  divergente  a  —  oo. 

In  terzo  luogo,  utilizzando  simultaneamente  la  divergenza  a  +  oo  delle 
sejpie  (a)  e  la  divergenza  a  —  oc  della  serie  ( —  ò),  si  possono  successivamente 
^d  alternativamente  costruire  i  termini  di  due  successioni  di  indici  crescenti: 


X  ll«  X 

in  nodo  da  soddicfiuc  k  eondixuni: 


>  •  ••     I     ••'»*    x^"*^ 


Vi 


'i  ■  Il 


'1  '  -1    ,    — • 


-i- — -^^^ — \ — h^ — — — *n'^**ì^i      *>!+*  "^* — "^^^v,>^ 


#-  "  *  -41^— t^— •*  *  •_  "'^©.  —  9^ •••• ò. 


—  *j^-|-i  —  *j^-L2  — ....— *j^<— 1 


Sesta  allora  definito  un  ordinamento  dei  termini  della  (a)  tale  che  la  «or 
rispondente  serie: 


(2)    «4+«,+— -f^ir^—*!— ^— ••"— *m-r---r«v,+i+«vi4-»+"-+' 


^*+4 


« 

sia  non  regolare  ed  ammetta  -|-  oo  e  —  oc  fra  i  suoi  valori  limiti. 

Indicando,  infatti,  con  #„  la  somma  dei  primi  n  termini   di   qassta  ,  serie 
le  condizioni  precedenti  x)os8ono  essere  esprèsse  con  Is  inegaaglianze  : 

e  in  generale  qualunque  sia  i  : 

donde  risulta  subito  che  la  successione  a  termini  positivi  : 


è  regolare  e  divergente  a  -f"  ^^>  mentre  la  successione  a  termini  negativi  : 


^r^- 


)(  lii  )( 

le  definisce  la  serie  (2),  contenendo  le  due    precedenti,    non    è    regolare    ed 
omette  -|-  <^^  ®  —  co  fra  i  suoi  valori  limiti. 

Dunque:  se^  le  serie  (a)  e  {h)  sono  entrambe  divergenti,  comunque  si  com- 
vrti  il  termine  generale  te„  della  (u),  la  serie  {u)  non  possiede  la  proprietà 
pmutativa  e  però  la  convergenza  di  una  almeno  delle  due  serie  (a)  e  (b)  è 
(Adizione  necessaria  perchè  la  (u)  stessa  possieda  la  proprietà  commutativa. 
p)  Supposto,  inversamente,  che  una  o  entrambe  le  serie  (a)  e  (b)  siano 
onvergenti  si  stabilisce  nella  consueta  maniera  (che  è  indipendente  dalla  co- 
loecenza  a  priori  della  convergenza  a  zero  del  termine  generale  della  (u))  che 
I  ^evie  {u)  possiede  effettivamente  la  proprietà  commutativa. 

Così  :  se  la  serie 

■«j  u,  -f- 1«.  -}"••••+**•   +  •  •  •  • 

hkdotta  dalla  (u)  con  un  qualsivoglia  cambiamento  dell'ordine  dei  termini  e 


;—&,,)  —  b,    —  b,   —  ....  —  6,    —  .... 

i^no  rispettivamente  le  corrispondenti  serie  dei  termini  positivi  e  negativi 
tóla  (n<),  denotando  con  (3„^*^  la  somma  dei  suoi  primi  n  termini  e  supponendo 
th  questa  somma  contenga  a„  termini  iniziali  della  (a^),  di  somma  A^^^'^ ,   e 

J,r:n  — a„  termini  iniziali  della  (—&*),  di  somma  —  BpJ*> ,  si  ha 

La  serie  (a)  e  (6)  convergendo  o  divergendo  assolutamente,  le  due  succes- 
sioni crescenti  A^  <'^  e  Bo^<*^  convergono  o  divergono,  e  poiché  una  sola  delle 

fl)  e  (6)  diverge,  sì  deduce  che  0^^'^  converge  sempre  ad  uno  stesso  numero  o 
indipendente  da  i,  ovvero  diverge  a  +  oo  o  a  —  oo  ^^  secondo  'che  diverga 
AjJ''  0  Bp^<'>  rispettivamente. 

Scegliendo  in  particolare  *n  =  ^?  si  conclude  che  nelle  ipotesi  attuali  la 
s^rie  proi)osta  \u)  è  fn  ogni  caso  regolare,  e  la  convergenza  oppure  la  diver- 
genza a  -}-  oo  o  a  —  oo  sono  ciascuna  indipendente  dall'  ordine   dei   termini. 

l>unque  :  la  convergenza  di  una  almeno  delle  serie  (a)  e  (ft)  è  anche  con- 
dizione saflBciente  perchè  la  («)  possieda  la  proprietà  commutativa* 


1  V 


)(  ni  )( 

8.  Kotiamo  che  dal  teorema  generale  stabilito   al    numero    precedente 
può  con  l'ordinario  ragionamento  dedarre  il  noto  criterio  diDiriclilet] 
riconoscere  la  convergenza  assoluta  di  una  serie,  senza  necessità  di    ìnvoci 
il  teorema  di  Biemann-Dini. 

9.  Facciamo,  infine,  una  osservazione  sulla  natura  degli  insiemi  derivi 
delle  serie  in  relazione  alla  commutabilità  dei  termini. 

Con  Fuso  del  teorema  del  N.  7,  fra  le  serie  (tt\  le  più  generali,  posso 
essere  distinte  quelle  cbe  possiedono  la  proprietà  commutativa  da  quelle  e 
non  la  possiedono.  Le  prime,  non  essendo  che  le  serie  convergenti  le  sei 
divergenti  a  +  ^o  e  le  serie  divergenti  a  —  oo,  sono  in  ogni  caso  ingoiati 
quindi  ammettono  uno  ed  un  solo  valore  limite  finito  o  infinito.  Per  le  ser 
che  non  possiedono  la  proprietà  commutativa,  se  il  loro  termine  generale  coi 
verge  a  zero,  è  noto  che  è  sempre  possibile,  con  opportuni  mutamenti  deiro 
dine  dei  termini,  ottenere  serie  aventi  valori  limiti  finiti  prefissati. 

Nella  ipotesi  contraria  che  w„  non  converga  a    zero,    ciò,    invece,    non 
sempre  possibile.  Esistono,  infatti,  serie  col  termine  generale  non  convergente 
zero,  le  quali  non  ammettono  mai  valori  limiti  finiti  per  qualsivoglia  oambiameni 
delVordine  dei  termini. 

Si  trova  in  queste  condizioni,  i>er  esempio,  la  serie  di  potenze  : 

m 

1  —  a  +  a*  —  a^  +  ••••  +  (—  ^r  + 

in  cui  a  sia  un  numero  intero  maggiore  di  1. 
Supposto,  invero,  che  esista  una  serie  : 


{—  a)*A  -f  (—  ap  +  (_  a)*3  +  ....+  (—  a)^^  +  . . . . 

che  differisca  dalla  precedente  solo  nell'ordine  dei  termini,  e  che  ammetta  un 
valore  limite  finito  X,  i  termini  della  successione  s^  che  definisce  questa  serie 
saranno  tutti  numeri  interi,  ed  affinchè  essa  ammetta  X  come  valore  limite, 
occorre  e  basta  che  esistano  infiniti  indici  crescenti  n  <  n'  <;  n"  <  . . . .  P**! 
quali  si  abbia  : 

«  -_      .^_      \ 

£2ssendo  i4'>n,  la  somma  «„ ,  ò  contenuta  in  «„» ,  e  la  differenza  «»»  —  ^.i? 
che  è  nulla,  è  della  forma  : 

(   ^n  2r,  2r^\         /   2.^+1  2.,+  l    ,  ,       2»,'^1) 


•rendo  indicato  con 
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ar*  ,  2r,  , ,  2r,  ;     e     2«^  +  1  ,  2»,  +  1  , ,  2«^  +  1 , 


c% 


i  differeuti  g^radi  pari  e  dispari  delle  potenze  di  q  contenute  in  ««»  —  «„. 
DoTrà,   perciò,  aversi  l'ugaaglianza  :  • 


2r. 


2v. 


2r, 


a       -{-a      -\-  . . . ,  -\-  a    =a 


2*1 +1 


+  a. 


2»,+l 


-[-....  -j-  a 


2*fl+l 


b  qaale  è  impossibile  essendo  a  un  numero  naturale  maggiore  dell'unità,  giac- 
ché la  più  alta  potenza  di  a  per  cui  è  divisibile  il  numero  intero  rappresentato 
dal  primo  membro  è  di  grado  pari,  mentre  è  di  grado  dispari  la  più  alta  po- 
tenza di  a  per  cui  è  divisibile  il  secondo  membro. 

Danqne  per  la  serie  proposta  in  base  al  teorema  del  n.  7,  qualsivoglia 
cambiamento  dell^ordine  dei  termini  non  può  produrre ^che  serie  regolari  di- 
Twgenti  a  -f-  oc,  serie  regolari  divergenti  a  —  oo,  e  infine  serie  non  regolari 
coi  due  soli   vaJoifi  limiti  -[-  ^^  ^  —  ^^* 


Palermo,  novembre  1919. 
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SUGLI  ESPONENTI  NELLE  RIPARTIZIONI 


NOTA 


DI 


GIUSEPPE  USAI  (a  Milano) 


-r 

i 


Nel  leggere  una.  recente  Nota  del  Prof.  Ugo  Arnaldi  (')  riferenfcesi  ad 
un'  applicazione  del  Calcolo  isobarico  alla  determinazione  algebrica  delle  suc- 
cessive derivate  di  una  funzione  di  funzione,  in  me  nacque  l' idea  di  deter- 
minare il  niaggiore  o  il  minor  numero  di  volte  che  un  elemento  pua  entrare 
come  addendo  (massimo  o  minimo  esponente)  nelle  ripartizioni  di  classe  a  di 
un  numero  *,  come  il  Prof.  Arnaldi,  al  quale  io  sono  gratissimo  per  preziose 
informazioni  storiche  e  bibliografiche  datemi  sul!'  argomento,  ebbe  campo  di 
far  uso  del  problema  solo  per  Pelemento  unità. 

Per  il  caso  generale  poi  (il  quale  io  intendo  trattare  in  questo  brt?ve  ar- 
ticolo), la  questione  a  quanto  mi  risidta,  è  nuova  ma  con  certezza  non  credo 
sia  possibile  un'affermazione  al  riguardo  giacché  di  molti  combinatoristi  delia 
fine  del  700  e  del  prìnci()io  dell'800  i  relativi  lavori  si  può  dire  siano    ormai 
dimenticati  per  la  difficoltà  che  si  ha  nel  rintracciarli  e  per   la    lettura    piut- 
tosto penosa  per  la  moltiplicità  e  la  complicazione  delle  notazioni  :     le    ricer- 
che di  questi  vecchi  matematici,  d'altra  parte,  spogliate  delle  immaginifiche 
amplificazioni  di  cui  essi  si  compiacevano,  meriterebbero  di    esser    riprese    in 
esame  alla  luce  delle  nostre  vedute  e  ciò  in  modo  speciale    per   gli    studi   di 
Boscovich  (*)  e  di  Hindenburg  (^)  i  quali,  a  quanto  pare,  per  i  primi, 


(^)  U.  Arnaldi;  Form»  isobariche  e  camHamenti  di   variabile.    GiorDale  di    Matematiche, 
Voi.  LVI,  1918. 

(')  Boscovich,  Metodo  di  alzare  un  infiniiinomio  a  qualunque  poienea.  Giornale  Letterati 
di  Roma,  1747-48. 

(')  HiDdenbarg,  Infinitinoniii  dignitatum  exponentis  indeteiiniHati  hiatoria,  leget  ao  /or- 
mulae,  Editio  pluribus  auctn  et  passim  emendata.  Gottingae,  1799;  Ueber  combinaiorische  Invo- 
lutionem  und  Evolutioneny  und  ihren  Einffass  auf  die  combiuatoriache  Anaìyttk.  Archir.  der  reinen 
uod  aDgevaadteD  Matematik^   herauttgt'gebeD  vou   C.  F.  HiodeuDurg,  Bd.  1,  1795;  pp.  15-4^. 
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stabilirono  due  algoritmi  per  detei minare  effettivamente  tutte  le  partizioni  di 
un  numero,  ma  i  due  processi,  come  dimostra  acutamente  il  Tradì,  (^)  sono 
ìq  sostanza  equivalenti. 

È  proprio  nella  natura  delle  cose  che  questioni  combinatorie  sorgano  in 
Dolti  e  disparati  se  non  in  rutti  gli  ordini  di  indagini  matematiche  e  la  stessa 
CombinatoriJc  del  Netto,  che  è  pure  un  trattato  pregevole,  è  ben  lungi  dal 
issare  Pufficio  e  la  portata  di  tutta  l'Analisi  Combinatoria. 

2.  Per  il  nostro  inteuto,  sia  s  il  numero  (intero  e  positivo)  da  ripartirsi, 
5  la  clsisse  cioè  il  numero  degli  addendi  variabile  tra  1  e  «  (liuliti  inclusi)  e 
r, ,  R,  siano  rispettivamente  il  minimo  e  il  massimo  esponente  relativi  alPele- 
.iiento  i  nelle  ripartizioui  di  classe  a,  tenendo  prt  seute  che  i  può  assumere  i 
valori  1  ,  2,  .  .  . ,  «  —  a  -f-  1  e  quindi  al  piti  il  valoiv-  8  quando  sia  ami  in- 
tendendosi per  ripartizione  di  prima  classe,  come  è  ovvio,  il  numero  stesso. 

Ci  è  comodo  prima  di  tutto  trattare  i  casi  particolari  i  :=  1  ,  2,  poi  il  caso 
più  jjeneralè  i  1^  3  facendo  seguire,  per  i  risultati,  dei  quadri  riassuntivi  con 
opportune  considerazioni  e  applicazioni  pratiche.. 

Caso  1  =  1,  —  Per  a  =  s  essendoci  un'unica  ripartizione  di  elementi  tutti 
.  uguali  a   1    avremo  :  r^z=zB>^^=8. 

Per  a  <^  «  le  ripartizioni  col  massimo  numero  di  elementi  unità  sono  for- 
mate da  a  —  1  elementi  1  e  dall'elemento  maggiore  8  —  a  -|-  !•  Sicché  : 

B,.=a  —  1. 

Le  ripartizioni  invece  col  minimo  esponente  per  l'unità  sono  quelle  che 
fon  l'algoritmo  di  Hindenburg  si  hanno  in  ogni  classe  per  ultimo,  cioè 
«Iella  forma  : 


f   ^  poiché  dev'essere  : 


I 


(a  —  P)  fc  +  ^(h  +  1)  =  8         cioè  :  a  ^  +  p  =  « 

viene  che  ^  è  il  quoto  della  divisione  di  8  per  a  e  ^  ne  è  il  resto. 
Allora  se  è  : 


8 

—  <C2     si  ha     ^  =  1     «  =  a  +  S     r,  =  a  —  Bz=2a  —  8 


(^)  Tradì  ,  Intorno  ad  alcuni  punii  di  Analisi  dipendenti  jdalla  partÌMÌone  dei  numeri.   Atti 


;     ^•ll*  K.  Acc.  delle  so.  òb.  e  mat.  di  Napoli,  voi.  Vili,  1879. 
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e  86  è  : 


—  ^  2      si  ha      fe  >  1      r,  z=  0. 


Potremo  quindi  stabilire  il  quadro  : 


i  =  l 


a       8 

n  =  « 

B^  —  8 

»>«>; 

r^       2a  —  « 

B.^       a 

8    ^ 

2^^ 

r^       0 

R^  =  a 

tali  risultati  si  accordano  pienamente  con  quelli  dell'  Arnaldi. 

Ca80  i  =  2.  —  Per  a  =  8  da  quanto  si  è  detto  in  precedenza  risulta  chei 

Per  a  =  8  —  1  non  si  ha  che  un'unica  ripartizione  e  questa  contiene  un 
elemento  uguale  a  2  e  gli  altri  uguali  a  1.  Sicché: 

Vediamo  ora  per  a<^8  —  1.  Si  ricava  in  tal  ca8o  :  r^  =  0  giacché  le  prime 
ripartizioni  dell'algoritmo  di  Hindenburg  sono  costituite  da  a  —  1  voJte 
l'unità  e  dall'elemento  8  —  a  -[-  1  per  l'ipotesi  fatta  superiore  a  2. 

Riguardo  alle  ripartizioni  di  massimo  esponente  possiamo  osservare  che  per 


8 

a=z8  —  2,«  —  3,...,—  (8  pari) 

2 


oppure  : 


8  +  1 

a  =  8  —  2  j  8  —  3,...,  — - —  {8  dispari) 
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le  rfpartisìoni   in  questione  contengono  l'eleipento  2  un  numero  di  volte   dato 
jxigpettivamente  da  : 


2  ,  3  ,  .  .  .  ,  Y  (s  pari) 


g 1 

2,3,...,  — - —  •       (%  dispari) 

<     ^ 


cioè  in  tutti   i  casi  da  «  —  a  e  gli  altri  elementi  (quando    ci    siano)    sono    u- 
|uaU  a    l  (*). 

Avremo  in  tal  modo  : 


Rj  —  9  —  ot. 


1 

l 


l 


Per  le   altre  classi  poi  : 


a  z=:  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  — jp-  ^  («  pari)  , 


a  =  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  — - —  («  dispari) 


V 


•   ha  il  ìnassiiuo  numero  di  elementi  uguali  a  2  la  ripartizione  del  tipo 


22 2     «  —  2a4-2 

< 

e  quest'ultimo  elemento  è  per  lo  meno  uguale  a  3  (^). 
Sicché  : 

R,  =  a  — 1. 


1*)  In  tali  condizioni  dall'assenza  degli  elementi  3^,  4,  .  .  .  ,«  —  «  +  1  consegne  che 
!•  partizioni  hanno  il  maggior  numero  possibile  di  elementi  uguali  a  2  «sd  anzi    nel   caso   di 


8 


r  some  è  evidente,  mancano  anche  le  unità. 

■ 

^)  Pili  precisamentcì  si  ha  come  minimo  3  se  a  è  dìspari,  4  se  •  è  pari  e  ciò  si  può  ye- 
<l*rc  lottitaendo  in  «  —  2oi  -|-  2  ad  a  i  valori  massimi. 


l 


1» 
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e  86  è  : 


—  ^2      si  ha      fe>l      r  =0. 


Potremo  quindi  stabilire  il  quadro  : 


i  =  l 


a       8 

r,  =  8 

B>^  —  8 

*>*>2 

r^  —  2a  —  8 

Rj       a 

8    ^ 

2^^ 

r^       0 

R^  =  a 

tali  risultati  si  accordano  pienamente  con  quelli  dell'  Arnaldi. 

Ca80  i  =  2.  —  Per  a  =  8  da  quanto  si  è  detto  in  precedenza  risulta  ch^ 

»•,  =  B,  =  0. 

Per  a  =  8  —  1  non  si  ha  che  un'unica  ripartizione  e  questa  contiene  un 
elemento  uguale  a  2  e  gli  altri  uguali  a  1.  Sicché  : 

Vediamo  ora  per  a  <;  «  —  1.  Si  ricava  in  tal  cado  :  r^z=zO  giacché  le  prime 
ripartizioni  dell'algoritmo  di  Hindenburg  sono  costituite  da  a  —  1  volte 
l'unità  e  dall'elemento  8  —  a  -j-  1  per  l'ipotesi  fatta  superiore  a  2. 

Riguardo  alle  ripartizioni  di  massimo  esponente  possiamo  osservare  che  pef 


8 

a  =  *  —  2,«  —  3,...,—  (8  pari) 


oppure  : 


8  +  1 

a  =  «—  2,«  —  3,...,  — - —  {8  dispari) 


^ 
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i  ripartizioni  in  questione  contengono  Peleoiento  2  un  numero  di  volte   dato 
ispettivamente  da  : 


2  ,  3  ,  .  .  .  ,  Y  («  pari) 


^ 1 

2,3,...,  — - —  *       («  dispari) 


cioè  in  tutti   i  casi  da  «  —  a  e  gli  altri  elementi  (quando    ci    siano)    sono    u- 
piali  a   l   (*). 

Avremo  in  tal  modo  : 


I  Rg  —  %  —  ot. 


Per  le  altre  classi  poi  : 


jy 2 

a  =  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  —^--  ^  {%  pari)   , 


0 


a  =  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  — - —  («  dispari) 


\ 


1 

•  ha  il  massimo  numero  di  elementi  uguali  a  2  la  ripartizione  del  tipo 

■ 

22.....2     «  —  2a  +  2 


•-   e  quest'ultimo  elemento  è  per  lo  meno  uguale  a  3  (^). 
Sicché: 


R,  =  a  —  1. 


(*)  In  tali  condì  zìodì  dall'assenza  degli  elementi  3^,  4,  .  .  .  ,«  —  «  +  1  consegne  ohe 
>«  partizioni  hanno  il  maggior  numero  possibile  di  elementi  uguali  a  2  «sd  anzi   nel   caso   di 


8 

*"*-r-  some  è  evidentCì  mancano  anche  le  unità. 


(*)  Pili  preoisamentei  si  ha  come  minimo  3  se  a  è  disparii  4  se  «  è  pari  e  ciò  si  può  ye- 
^•r«  loititaendo  in  «  —  2oi  -|-  2  ad  a  i  valori  massimi. 


t» 
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Abbiamo  qnindi  il  seguente  quadro  : 


a  =  s  r^nrO*       B,i=0 


a  =  8—l  r^  =  l         R,  =  l 


8  —  2^a^—  {8  pari) 

oppure  :  [.        r^  =  0         R,  =  «  —  a  (") 

«+1 


«  —  2:^a:^ 


-—  («dispari). 


•     • 


— -—  ^  a  !^  1    («  pan) 


oppure j  /  ig  1=  0  Rj  =r  a  —  1 


«--1 


a  !>  1    (»  dispari) 


Veniamo  ora  a  trattare  il  caso  : 

Se  a  prende  gli  (i  —  1)  valori  :  «  ,  «  -- 1  ,....,  «  —  (t  —  2)  non  vi  sono 
ripartizioni  in  cui  compaia  l'elemento  i. 

Infatti  se  ci  fosse  almeno  un  i  tra  gli  elementi,  i  restanti  essendo  alraeno 
uguali  a  1  si  avrebbe  come  minimo  della  somma  /  +  a  —  1  e  ponendo  [kt 
a  il  suo  valore  piti  piccolo  si  avrebbe  h  ~\  \  e  detta  somnut  risulterebbe  sempre 
maggiore  di  8  il  che  è  assurdo.  Sicché:  r,=  K,=  0. 

Per  a  =r  «  —  (t  —  1)  ,  »  —  ?  ,  «  —  (i  +  1)  ,  .  .  .  .  ,  «  —  (2i  —  3)  vi  sono  ri- 
partizioni' che  non  contengono  l'  elemento  L  A  tal  uopo  basta  con  ideraie  le 


.  C')  £BÌstODo  in  questi  casi  ripartizioni,  per  le  qnali  il  secondo  esponente  ha  rispettiva- 
mente i  valori  0,  .  .  .  ,8  —  a  —  2,«  —  ae  non  ci  sono  le  ripartizioni  contenenti  «  —  «—  ^ 
volte  l'elemento  2:  infatti  in  caso  affermativo  se  i  2a  —  s'-f  1  elementi  rimanenti  fossero 
tutti  unitari  si  avrebbe  per  sonuiia  degli  elementi  :  2(ir  —  a  ~  1)  +  2a  —  •  -f  ^  ^  *  "  ^ 
mentre  se  almeno  una  unità  la  si  sustituistte  oon  un  3  o  con  più  di  3  la  somma  in  qneRtioD« 
diventerebbe  superiore  ad  a. 


•i — 
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rime  gik  menzionate  e  costìtaite  da  a  —  1  volte  l' unità  e  dall'  elemento 
-  a  -["  1  ì^  quale  se  è  a<«  —  %  è  sempre  maggiore  di  t  mentre  se  è 
=:^  — (i  —  1)  è  ugnale  ad  i  ed  in  tal  caso  basta  considerare  la  ripartizione 
Ila  stessa  classe  formata  (^)  da  a  —  2  elementi  ugnali  a  1,  da  un  elemento 
ale  a  2  e  dal  restante  ugnale  a  (i  —  1).  Avremo  quindi  i\  =  0. 
Vi  sono  poi  ripartizioni  con  un  solo  /.  Perciò  in  corrispondenza  agli  (i—I) 
ki  di  a  di  sopra  si  considerino  rispettivamente  le  (/ — ^^1)  ripartizioni  costi- 
itf  in  tal  modo':  a-^1  elementi  unità  e  un  elemento  t;  a — 2  elementi  unità, 
fleniento  aguale  a  2  e  un  elemento  i;  a — ^2  elementi  unità,  un    3    e    un 

;  a  —  2   unità,  un  elemento  i  —  1  e  un  i.  In  tutti  questi  casi  comesi 

>  gli  elementi  sono  a  e  le  somme  di  essi    sono:    a — 1-fi  ,  (a— 2)+2-|-i  , 

-l!)-f  3-J-?: ,  (a~2)+(i— l)-f  i  ossia  :  a-l-(t— 1)  ,  a+t  ,  a+(f:+l)  , , 

2f— 8)  tutte  uguali  ad  «  se  si  tien  conto  dei  rispettivi  valori  di  a. 
Non  ci  possono  poi  essere  ripartizioni  con  due  elementi  uguali  ad  i.    In- 
Iti.  ammesso  ciò,  gli  altri  a  —  2  <jlementi  dovendo  essere    almeno    unità,    si 
mbbe  <'.ome  minimo  della  somma  :  a  —  2  -|-  2i  cioè  per  le  ipotesi  fatte  su  a, 
;;giore  di  8.   !Ne  viene  che  R^zzrl. 
j     In  modo  analogo  quando  a  prende  gli  (t — 1)  valori:  « — (2/ — 2)  ,  « — (2i— 1), 

Ì-H ,  « — (3i — 4)  troviamo  r,=0    giacché    le    prime    ripartizioni    hanno 

piternltimo  elemento  superiore  ad  /.  Si  vede  poi  l'impossibilità  dell'esistenza 
ri}iartizioni  con  3  elementi  uguali  ad  i  giacché  in  tali  condizioni  la  somma 
lili  eliMuenti  risulterebbe  maggiore  di  «  mentre  esistono  ripartizioni  con  due 
{«•menti  uguali  ad  i  e  all'  uopo  basta  considerare  le  (/ — 1)  seguenti  così  for- 
ale: (a—  2)  elementi  unità,  due  elementi  i;  {a  —  3)  elementi  unità,  un  2, 
ne  elementi  i  ;  (a  —  3)  unità,  un  3,  due  t  ,  .  .  .  .  ;  (a  —  3)  unità,  un  (t  —  I) , 
due  j. 

Col  solito  ragionamento  si  trova  che  esse  sono  composte  di  a  elementi  le 
(Qì  somme  in  corrispondenza  ai  valori  rispettivamente  fìssati  per  a,  sono  tutte 
guali  ad  s,  Risulta  quindi  :  K,  =  2.  Così  continuando  arriveremo  per  ultimo 
li  valori:  a=i=«— (/u— A)  ,  «— (Ai— ^+1)  ,  »— (Ai— A+2)  , .... ,  ^— ((A+l)i— (A+2)), 
Ik  intiero)  e  si  dimostra  estendendo  i  ragionamenti  precedenti  :   r<=0  ,  B,i=h. 

Pelò  questo  gruppo  lo  prendiamo  al  massimo  di  (i  —  1)  elementi  giacché 
I  Boi  lo  arrestiamo  appena  si  pervenga  a  : 


8  8  4-1  —  1  8  +  1  —  2  »+l 

a  =.-:-     oppure    — —, o     — !— : ....     o     — [ — 

i  .        t  t  t 


_  'Q  corrispondenza  ai  casi  di  t  congruo  a  0  ,  1  ,  2  ,....,(*  —  1),  (mod.  i). 


(•)  Non  sì  potrebbe  dir  ciò  se  è  a  =  •  —  (i  —  1)  essendo   i  =  2,   giacché   per  a  ■=  •  —  1 

I  ^OD  vi  è,  come  ai  è  tìsIo,  che  an'anica  ripartizione  costituita  da  nn  2  e    da    a  —  1  yolte  1. 

'  Oli  ^ 
*>>  e  psr  qaesta  ragione  ohe  dal  caso  t  ^=  2  abbiamo  separato  i  oasi  «  :^  8. 


\ 
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Abbiamo  rispettivamente  : 

T?   -   •        R-'-^       R-*-2  ,-i  +  l 

xC,  —  -j-  ,   J£j  —  — : ,  ri,  —  — -, ,....,  Ri —  -z 

f  i  t  i 

e  le  ripartizioni  relative  constano  di  a  elementi  i,  di  (a  —  1)  elementi  t    e  d 
..  un  elemento  1,  di  (a  ~-  1)  elementi  i  ed  il  restante  2  ,  .  .  .  .  ,    dK  (a  —  1)  eie 
menti  i  e  di  un  (t  —  1).  Infatti  in  tutti  i  casi  gli  elementi  sono  a  e  le  sommi 
rispettivamente 

ai  ,  (a  —  1)»  -(-  1  ,  (a  —  l)i  +  2  , ,  (a  —  l)f  +  (i  —  1) 

ossia 

ai  ,  ai  —  (i  —  1)  ,  ai  —  (i  —  2)  ,....,  ai  —  1 

e  in  corrispondenza  ai  valori  di  a  tutte  uguali  ad  8, 

Complessivamente  si  può  dire  che  incominciando  dal  caso  cil=ì — (i — 1)  e 
decrescendo  sino  al  minimo  di  sopra  detto,  il  valore  di  B,  è  dato  da  quello 
tra  i  numeri 

H  —  a      %  —  a  —  1       8  —  a  —  2  «. —  a  —  i -|- 2 

t— 1  %  —  1  %  —  1  t  —  1 

che  risulta  iutiero  e  bastano  semplici  verifiche  al  riguardo. 
Così  per  : 

8  —  a 

a  =  «  —  (i  —  1)     ,     «  —  a  =  i  —  1      ,      B,=  1 r  =  1 

%  —  1 

t>        9  — a—  1 

a  =  «-t  y     8  —  a  =  i  ,it,=:  — : ;; =  1 

t  —  1 

azn:*  — (i+1)     ,     «  — a=i  +  l       ,     Bt  =  — j z =  1 


8                                           8(i—l)          _        «  —  a         8  ,    . 

a  =  —  ,     8  —  a=-^ —     ,     Bi  =  ' r=^—    e.  d.  e. 


Bastano  finalmente  a  considerarsi  le  altre  classi  : 


: ,      O      ; ,..,     O      : (t<*^ 


a  =:  1  ,  2  ,  .  .  ,      e  per  ultimo 


nei  vari  casi  di  8  congruo  a  0,  1  ,....,  (i  —  1),  (niod.  /). 
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In  tali  condizioni  le  ripartizióni  col  massimo  numero  di  elementi  i  è  quella 
del  tipo  : 


stila  quale  Tultimo  elemento  è,  per  le  ipotesi  fatte  su  a,  per  lo  meno  uguale 
1 1 4- 1  0-  Sicché  E<  =  a  —  1. 

Possiamo  quindi  stabilire  il  seguente  quadro  : 


/    «  *      * 

'    -r  8^0         (mod.i) 


•  -(i-1) 


— ^-^ 8  =  1  »  r,=  0        B,= 


ove  h  assume  l'unico  valore  del 

gruppo  0,  1,  2, ... ,  (t — 2)  (estre- 
«4-1  mi  inclusi)  per  cui  R<  è  intiero. 


'8  —  % 

(    


8—1 


8^0         (mod.t) 


8  =  1  »  r,  =  0         Ri  =  a  —  1 


ì    8 — 1+1 


8  ^i  —  1  » 


'  3.  È  bene  tener  presente  ora  che  per  i  =:  «  —  1  tale  elemento  non  entra 
5  «Ile  in  quella  ripartizione  di  seconda  classe  della  forma  :  1  ,  («  —  1).  Si  avrà 
:  4Qindi  per  a  =  2  :  r^,  =  0  ,  R^i  =  1  mentre  per  gli  altri  valori  di  a  :  r^j  =  0, 
I  Bm  =  0. 


I 

I         (  )  A  tal  uopo  si  osservi  che  dando  ad  a  i  valori  massimi ,...., ,   1'  e* 

i    *n^«ato  »-.|oi-j.t  assume  in  corrispondenza  i  valori  minimi  i-f  1  ,  .  .  .  .  ,  2i— 1  ,  2t  dei  quali  il 
I    P'ti  pìccolo  è  i-fl. 

▼OL.  LTlll,  16 


• 
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^ 


Tali  risultati  sono  confermati  dal  quadro    di    sopra   giacché  dalle    primti 
relazioni  abbiamo  : 


8  ^  a^3  9 


r._j  =  R,_j  =  0. 


Le  sebonde,  tenendo  presente  che  è  «  ^^  1  (mod.  s  —  1),  darebbero  : 


2:^»:^ 


28^2 
«  —  1 


r^,  =  0 


K5-1  = 


8  —  a  —  h 

8  —  2 


cioè  in  sostanza  : 


a=z2 


r,.,  =  0 


R,-i  =  1  (giacché  h  non  può  essere  che  0) 


e  dalle  terze  relazioni  si  ricava  : 


«  —  1 


8 


»\-i  =  0 


R._,  =  a  ~  1 


ovvero  : 


a  =  l 


rr-i  =  0 


B._,  =  0. 


Se  invece  i  assume  il  valore  «  si  ha  un'  unica  ripartizione  che  contiene 
l'elemento,  quella  di  prima  classe  a  =  1  per  cui  si  avrà  r,  =  R^  =  1  e  le  altre 
daranno  r,  =  R,  =  0  ;  in  tal  caso  però  il  quadro  devo  esser  modificato  giacché 
i  nostri  ragionamenti  non  hanno  senso  per  il  caso  limite  in  questione.  Facendo 
1  :;=  «  le  prime  relazioni  danno  : 


8 


r.  =  R,z=0 


e  queste  sussistono. 

Le  seconde  invece  sono  da  sostituirsi  con  : 


a  =  l 


r.  =  l 


R,=  l 


'1. 


e  le  terze  diventano  illusorie. 


4.  Per  ricorrere  ad  un  caso  pratico,  scriviamo  prima  di  tutto  le  riparti- 
zioni di  un  numero,  ad  esempio  il  12  facendo  uso  dell'  ingegnosa  regola  di 
Hindenburg  (^^)  e  mettendo  in  parentesi  gli  elementi  composti  di  dae 
cifre  : 


(1^)  Qaesta  può  riassomerBi  come  segue:  Consideriamo  quale  prima  ripartizione  di  classe  a 
quella  formata  da  a  —  1  nuità  e  dall'elemeuto  9  —  a  -f  1.  Da  essa. si  deduoe  la  partizione 
successiva  (e  così  via  per  le  altre)  scorrendo  i  suoi  elementi  da  destra  verso  sinistra  e  '^^' 
mandoci  a  quello  che  per  primo  risulta  inferiore  di  2  unità  almeno  alP  elemento  massimo 
(oio^  al  primo  partendo  dalla  destra);  si  aumenti  di  1  l'elemento  cui  ci  si  è  arrestati,  S;  **' 
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Classi  : 


1» 

2» 

3 

a 

4* 

5» 

6» 

7» 

8*- 

(12; 

1(11) 

11(10) 

1119 

11118 

111117 

1111116 

11111116 

2(10) 

12 

9 

1128 

11127 

111126 

1111125 

11111124 

3  9 

13 

8 

1137 

11136 

111135 

1111134 

11111133 

4  8 

14 

7 

1146 

11145 

111144 

1111224 

11111223 

5  7/ 

16 

6 

1155 

11226 

111225 

1111233 

11112222 

6  6 

22 

8 

1227 

11235 

111234 

1112223 

^ 

23 

7 

1236 

11244 

111333 

1122222 

24 

6 

1245 

11384 

112224 

• 
• 

25 

5 

1335 

12225 

112233 

- 

33 

6 

1344 

12234 

122223 

•^ 

34 

5 

2226 

12333 

222222 

. 

44 

4 

2235 

22224 

1 

2244 

22233 

2334 
3333 


Classi  : 


»» 

10» 

11» 

1-2» 

111111114 

1111111113 

11111111112 

lllllllllill 

111111123 

1111111122 

111111222 

e  doDo  di  ciò  risaltano  pienamente  confermati  i  risultati  che  si  hanno  dai 
quadri  sino  ai  primi  nudici  valori  di  t  e  dall'  osservazione  fatta  per  il  dodi- 
cesimo. 


Bciando  inalterati  tatti  qaeìli  alla  sna  siDistra,  sì  sostUnisoano  con  codesto  stesso  elemento, 
C08)  anmeDtato  di  1,  tutti  quelli  che  sono  alla  sna  dèstra,  eccettuato  1'  ultimo  in  luogo  del 
^QiUe  si  mette  ciò  che  manca  alla  somma  dei  precedenti  per  arriyare  ad  «.  Non  si  potrà  più 
prosegaire  l'algoritmo  quando  si  pervenga  ad  una  ripartizione  con  tutti  gli  elementi  uguali 
oppure  della  forma  fcii .  .  .  .  A' ,  ii  +  1  ,  A  -|-  1  .  .  .  .  A  -f-  ^  ®  ci^  indica  ohe  non  esistono 
■Itre  ripartizioni  di  quella  classe.  Nel  nostro  esempio  si  è  applicata  la  regola  successivamente 
PW  «  =  1  ,  S  , ,12. 
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«=12     i=l     Per  az=12  r^=ì2  ^4=12 


a=ll,  10,  9,  8,  7  r—2as=10,  8,  6,  4, 2,  R^=10,  9,  8,  7,  6 
a=l,  2,  3,  4,  5,  6,  r^=0  Ri=0, 1,  2,  3,  4,  S 

t=2      Per  a=12  rg=0  Rj=0 

a=ll  ^     r^^l  Rg=l 

a=10,  9,  8,  7,  6  r^=0  R,=«— a=:2,  3,  4,  6,    6 

a=l,  2,  3,  4,  5  rj=0  «8=0,  1,  2,  3,  4. 

i=3     Per  a=12,  11  rgZnO  R3=0 

a=zlO,  9,  8,  7,  6,  5,  4  r^=0  «8=1,  1,  2,  2,  3,  3,  4 

a=l,  2,  3  r3=0  R8=^>  1^  2. 

t=4.    Per  a=:12,  11,  10  ^^=0  R^=ziO 

a=9,  8,  7,  6,  5,  4,  3     r^=0  ^.^=1,  1,  1,  2,  2,  2,  3, 

a=l,  2  r^=0  «4=0,  1. 

i=5      Per  a=12,  11,  10,  9  r^ssO  R^r^O 

a=8,  7,  6,  6,  4,  3  r— 0  R,=l,  1,  1,  1,  2,  2 

a=:l,  2  r5=0  «5=0,  1. 

i=6      Per  a=12,  11,  10,  9,  8         r^=0  Rg=:0 

a=i7,  6,  6,  4,  3,  2  r,=0  R,=l,  1,  1,  1,  1,  2 

a=:l  '  rgiirO  «6=0. 

t=7      Per  az=:12,  11,  10,  9,  8,  7      r,=0  «,=0 

a=6,  6,  4,  3,  2  r^=0  «,=1,  1,  1,  1,  1 

a=l  r,=0  R,=0 

i=S      Per  a=12,  11,  10,  9,  8,  7,  6  r^i^O  Rg=:0 

a=5,  4,  3,  2  r^=0  ««=1,  Ij  1,  1 

a=zl  rf=0  «8=0. 

tnz9      Per  a=12, 11, 10,  9,  8, 7, 6, 6  rg=0  «^=0 

azz=4, 3, 2  r,=0  R,=l,  1,  1 

a=l  rj=0  Rg=0. 

i=10    Per  a=12,ll,10,9,8,7,6,6,4     r,^=0  «^0=0 

a=3,2        "  r,o— 0  «io=l»  1 

a=l  r,,=0  «,0=0 

t=ll   Per  aiizl2,l  1,10,9,8,7,6,5,4,3 r,,=0  «a=0 

a=2  r,4z=:0  «u=l 

«=1  ^1=0  «,4=0. 

i=12Pera=:12,ll,10,9,8,7,6,6,4,3,2  r^^=0  ««=0 

a=:l  ^«=1  «i,=l. 
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SULLA  RISOLUZIONE  DELLE  EQUAZIONI  INTEGRALI 

LINEARI  DI  ORDINE  « 


X  E  X  O  B  Z  A 


DBLLA 


DoU.  MARTA  NANNI  (a   Bologna) 


Come  è  noto  (')  per  V(^erazione  integrale  di  Volterra 


(1) 


Mf)=f    A(^)(p(y)ffy 


(dove   il  nucleo  A(^)  è  una  funzione  integrabile  e  limitata   in  tutta  l'  area   in 
cui  è  definita)  esiste  V operazione  risolvente 


oo 


(2)  B=2 


funzione  trascendente  intera  del  parametro  k,  la  quale  soddisfa  alla  relazione 
(3)  -  E  —  kAB  =  A  ; 


per  tale  operazione  vale  inoltre  il  teorema  :  L'equazione  non  omogenea 


<       ^ 


(4)  f^ix)  —  */   k{xy)  f(y)  dy  —f(x) 


0)  Coofrontare,  per  ee.,  LaleaoO)  Iniroduetion  à  la  ihéorie  dei  équatiom  intégralet.  Pa- 
ni, Hennaun,  1910. 
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che  scriveremo  brevemente  : 

è  possibile  e  determinata,  ammettendo  precisamente,  per  qualunque  valore  del  pa- 
rametro k,  un^iinica  solvaione,  finita  e  continua,  duta  da 

(5)  ff{x)  =f{x)  +  mf{x)  )  =  lk-A\J\x)  ) , 
mentre  Vequazione  omogenea  , 

(6)  9{x)—krk(xy)tp(y)dy  =  0 

(p  —  fcA(<p)  =  0 

non  è  risolubile,  ammettendo  Vunica  soluzione  ^{x)  =  0. 
Similmente,  per  Voperazione  integrale  di  Fredholm 

(7)  A(9)=rA{a^)9(y)<ly 

» 

(dove  il  nucleo  A(xy)  è  una  fanzione  limitata  e  integrabile  in  tatto  il  quadrato 
O^^iT^l  ,  O^y^l)  esistè  la  risolvente  R  =  £fc'*~*  A**,  funzione  meromorfa 
del  parametro  k,  e  vale  il  teorema  :  Per  ogni  valore  del  parametro  kj  che  non 
sia  polo  della  risolvente,  Vequazione  non  omogenea 


(8)  9(^)  —  kf  \{xy)  tfiy)  dy  =f(x) 


fp  —  kA{^)  =^f 


ha  un^unica  soluzione  data  da 


(9)  ^=f+kA(f)  =  U-A-(/) 


e  l'equazione  omogenea 


(10)  f  --  kA(f)  =  0 


non  ammette  altra  soluzione  alV  infuori  di  9  ^  0. 
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Invece,  per  un  valore  k^  del  parametro,  che  sia  polo  della  risolvente,  Vequa- 
ime  omogenea 

(10')  9  — fe,A((p)  =  0 

inmiie  un  numero  finito  di  soluzioni  linearmente  indipendenti  ed  anche  V  equa 
ime  omogenea  associata 

I 

'11)  ?  —  Ai^ACy)  =  tf{y)  —  le  A   k(xy)  ff[x)  dwzz^O 

mmette  lo  stesso  numero  di  soluzioni  linearmente  indipendentir  Inoltre,    sempre 

;fr  t  z=  A;^  ,  Inequazione  non  omogenea  (8)  è  impossibile  o  indeterminata:    la  con- 

éizione  necessaria  e  sufficiente  per  la  possibilità  è    che   la  funzione  f{x\  secondo 

%mhro  deWequazione  stessa,  sia  ortogonale  a  tutte  le  soluzioni  dell'equazione  o- 

*ogen€a  associata  (11),  relativa  allo  stesso  k^, 

Sotto  questa  condizione  la  (8)  ammette  infinite  soluzioni  e  la  differenza  di  due 
^ìunque  di  esse  è  una  soluzione  delVequazione  omogenea  (10'). 

Ora,  riprendendo  questi  teoremi,  mi  sono  proposta  di  risolvete  le  equazioni 
integrali  lineari  di  ordine  wi,  a  coefficienti  numerici 

il2)        *  F^(a>)  =  (a^A^  +  a.A"*"*  +  . .  .  +  a^)  (a>)  =  0 

(13)  F^(o)  =  {a,A-  +  a,  A"^  +  . . .  +  a  J  (o)  =  7 

(dove  A  è  simbolo  di  un'operazione  integrale,  9  una  funzione  data,    a    ed    co 
I  faotioni  incognite,  limitate  e  integrabili  in  un  certo  interyallo)   ed   i  risultati 
ù  qaali  sono  pervenuta  costituiscono  appunto  una  generalizzazione  dei  teoremi* 
enonciati.  Essi  possono  infatti  riassumersi  così  : 

I)  Essendo  A  simbolo  deW  operazione  integrale    di  Volterra,    V  equazione 
^on  omogenea  d'  ordine  m  (13)  è  possibile  e   determinata,    ammette   ptecisamente 

OD 

un'unica  ,olu»ione  data  da  o='^pJ.''g),  i  ««^m  „.  indicando  i  coeffìoienti 


tólo  sviluppo  in  serie  di  potenze  di  x  del  quoziente  — ^ 


posio  F(a?)  =  a^  + 


»i*^'+ +a^ 


i  la   equazione  omogenea  (12)  non  è  risolubile,  ammettendo 


^'ttntca  soluzione  w  ^  0. 

II)  Essendo  A  simbolo  délV operazione  integrale  di  Fredholm,  si  presentano 
^^  casi: 
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a)  ohe  nessuno  dei  numeri  Zi  radici  dell'equazione  algebrica 

(14)  a^z^^  +  a^^,z^'  +  . . .  +  a,  =  0 

sia  polo  della  risolvente  B  ^t  A  ; 

b)  che  alcuni  di  questi  numeri  {uno  almeno)  siano  poli  della  R. 
Nel  caso  a)  l'equazione  non  omogenea  (13)  è  possibile  e  determinata^  ammette 


precisamente  un'unica  soluzione,  data  da  0=.  ^^  |>^A"(a) 


luppo  in  serie  di  potenze  di  x  e  del  quoziente 


n— a 

1 


Pn  coefficienti  dello  svi- 


e  Vequazione  omogenea  (12) 


Y{x)\ 
è  impossibile.  È  ugualmente  impossibile  Vequaaione  omogemed  aBSOciata 

(J  5)  Fx(t)  =  (a^A"  +  a^A'^'^  +  . . .  +  aj  (t)  =  0 

e  l'equazione 

(16)  '  Pi(jr)  =  («oA"*  +  a.À"-'  +  . . . -\- aj  (k)=:1: 

00 

ammette  l'unica  soluzione  ir  ^  ^  i?«A''(  n). 


-  Nel  caso  b)  V equazione  omogenea  (12)  ammette  un  numero  finito  di  soluzioni 
linearmente  indipendenti  ed  anche  l'equazione  omogenea  associata  (15)  ammette  lo 
stesso  numero  di  soluzioìii  linearmente  indipendenti.  In  questo  caso  V  equazionr 
non  omogenea  (13)  è  impossibile  o'  indeterminata:  la  condizione  necessaria  e  suffi- 
dente  per  la  possibilità  è  che  la  funzione  7,  seoondo  membro  dell'equazione  stessa, 
sia  ortogonale  a  tutte  le  soluzioni  dell'equazione  omogenea  associata  (15).  Sotto  questa 
condizione  la  (13)  è  indeterminata,  ammette  cioè  infinite  soluzioni  :  la  differenza 
di  due  qualunque  di  esse  è  una  soluzione  dell'equazione  omogenea  (12). 

Per  giungere  a  questi  risultati  ho  applicati  i  princìpi  che  regolano  il 
calcolo  delle  operazioni  lineari  in  astratto,  in  modo  che  i  risultati  stessi  val- 
gono, con  leggiere  modificazioni  di  forma,  non  solo  per  equazioni  integrali, 
ma  per  una  classe  più  estesa  di  equazioni  funzionali  lineari.  Basandomi  sulle 
proprietà  deìle  operazioni  lineari  definite  in  uno  spazio  lineare  ad  un  numero 
finito  di  dimensioni  (*-)  e  sulle  proprietà  fondamentali  del  calcolo  funzionale,  che 
riguardano  specialmente  la  continuità  delle  opeiazioni funzionali  linea^*i,  deùnite 


(^)  P  ì  u  e  h  e  r  ]  e  e  Arnaldi,   Le  operazioìii  distributivet  B.ologna,  Zanichelli,    1901.  Cft- 
ditoli  I-IV. 
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per  uno  spcusio  funzionale  S  (')  (i  cui  elemeuti  a  sono  funzioni  di  una  variabile 
r,  date  in  un  certo  intervallo)  ho  considerato  due  specie  di  tali  operazioni,  le 
foali  hanno  la  proprietà-  comune  di  ammettere  una  yìqoìy ente  funzione  analitica 
k\  parametro  k,  le  cui  siugolarità  sono  indipendenti  per  posizione  e  per  natura 
Mìa  scelta  delVeVemento  su  cui  si  opera  e  dai  valori  dMa  variabile  x. 
Le  saddette  specie  di  operazioni  sono  appunto  : 

a)  le  operazioni  di  tipo  Volterra  o  di  tipo  V.  (*)  nelle  quali  la  ri- 
sohente  è  trcLScendente  intera  rispetto  al  parametro; 

b)  le  operazioni  di  tipo  Fredholm  o  di   tipo  F.    (^)    che    ammettono 
uà  risolvente  meromorfa  rispetto  al  parametro  h. 

Mediante  semplici  osservazioni  dedotte  dai  i)rincipi  contenuti  nelle  Opere 
citate  sono  pervenuta  ai  risultati  sopra  esposti,  per  quanto  concerne  P  opera- 
none  integrale  di  Volterra  e  il  caso  a)  deiroperazione  integrale  di  Fr.e- 
dholm;  maggiore  sviluppo  invece  ha  richiesto  lo  studio  del  caso  &),  che  co- 
stituisce appnnto  lo  Scopo  precipuo  di  questa  esposizione:  ho  considerato  dap- 
prima equuzioni  vettoriali  che  corrispondono  ad  un'  operazione  lineare  defluita 
in  ano  spazio  lineare  S„  ad  un  numero  finito  di  dimensioni,  poi  equazioni  f un- 
stonali  relative  ad  un'operazione  di  tipo  F,  la  risoluzione  delle  quali  è  ricon- 
dotta,  sotto  determinate  ipotesi,  che  si  verificano  sempre  per  l'operazione  in- 
tegrale di  Fredholm,  alla  risoluzione  di  equazioni  vettoriali  in  ispazi  ad 
an  numero  finito  di  dimensioni  e  di  equazioni  analoghe  a  quella  di  V  o  It  er* 
ra;  infine  ho  applicati  i  risultati  così  ottenuti  alle  equazioni  integrali, 

I.  Cenno  al  caso  in  cui  l'  operazione  A  è  bi  tipo  Volterra. 

1.  Sia  A  simbolo  di  un'operazione  lineare,  univoca,  priva  di  radici,  defl- 
uita per  uno  spazio  funzionale  S  e  che  ammetta  una  risolvente  B  od  Bj^ ,  la 
quale  sia: 

V)  funzione  analitica  del  parametro  k]  ^ 

2^)  tale  che  per  ogni  k  che  non  sia  un  valore  singolare  rappresenti  una 
operazione  lineare  applicabile  a  tutti  gli  elementi  di  S  ; 
3*)  permutabile  con  A  ;  n 

4^)  soddisfacente  in  tutto  S  alla  relazione 

(I)  B  — A;AE  =  A., 

« 
Su  questa  si  possono  fare  le  seguenti  osservazioni  : 

a)  JCa  B  non  ammette  radici  in  S.  Infatti  se  a  fosse  radice  di  B,  quindi 

^^  AE,  sarebbe  per  la  (I),  radice  di  A. 


I 


0  Pincherle,  Appunti  di  Calcolo  funzionale^  Mtnn.  della  R.  Acc.  delle  So.  delVIst    di 
Bologna,  (VI),  T.  Vili,  1910-11,  artic.   I. 

()Pin<^herle,  Memoria  citata,  artic.   III. 
(*)  Idem,  artic.  IV. 
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b)  V  operazione  1  -]-  ^K* ,  per  ogni  li  eh-e  non  nia  valore  singolare  di  I 
non  ammette  radici  in  S.  Essendo  infatti,  por  la  (l),  li;.  =: A(l -f- JtRj,),  nui 
radice  di  1  +  ^i^*  ?  quindi  di  A(l  +  AR^.),  R«irebì)e  radic<4  <li  R,^. 

e)  Per  ogni  A*  che  non  sia  valore  ningolare  dì  H^. ,  non  può  amim^ttere  ra 
dici  Voperazione  1  —  A:A.  Si  pnò  scrivere,  infatti,  la  (l):  li(l  —  kA)  =  A  e  d 
qui  8i  vede  cbe  una  radice  di   1 — AA,  quindi  di  K(l — A-A),  sarebbe  ra^lice  di  A 

d)  J/ operazione  1  -f-  kRf, ,  per  ogni  A*  che  non  sia  valore  singolare  di  K 
rappresenta  Vinrersa  delV operazione  1 — A'A.  Infatti  è,  per  la  (1),  (1 — fcA)(l-f-ikB)='J| 
l'ojjerazione  (1  +  A^Rik)"',  in  tutto  il  campo  di  regolarità  della  B*,  rappresentil 
Pinversa,  univoca,  non  degenere,  dell'operazione  (l  —  fcA)"*  ;  più  generalmente] 
data  una  forma  lineaì^e  in  A 

F^  =  a^A"'  +  a, A"'-*  +  ...  -I-  1  =  (1  —  A-.A^i  ...  (1  —  Jk.A)*** 

(Wlj  J-  . .  .  -|-  w.  =:  m) 

tale  che  i  numeri  A'^  ,  . . .  j  fr, ,  radici  dell'equazione  algebrica 
non  siano  valori  singolari  della  B^ ,  Voperazione 


1 


•  R,,)-*  . . .  (l  -L  fr.R..)"" 


rapprwenta  pure  V  inversa  delV operazione  F^  ed  è  a  sua  volta  univoca,  non  (le- 
gsnere  ed  applicabile  a  tutto  S. 

2.  Da  queste  osBervaftioni  discende  imoriediatamente  ohe  essendo  A  un^ope- 
'  razione  di  tipo  F,  data  in  uno  spazio  funzionale  8,  qualunque  forma .  lineare  «m 
A  rappresenta  in  S  un^operazione  lineare^  priva  di  radici,  onde  Vequazione/vn- 
zionale 

(1)  F^(to))  =  (1  —  A:^  A)**i  • . .  (1  —  A;,Ar'  (w)  =  0 
ammette  in  S  Vunica  soluzione  a>  ^  0  ;  Inequazione  non  omogenea 

(2)  F^(a)  =  (1  -  «r.A)»*' ...  (1  —  k.AT'io)  =*  o 
ammette  in  S  Vuniea  »olveione 


=  (l  +  ft.Kk^)*;  . . .  (l  +  k.Bu.f'io), 
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A«  può   essere  rappretentata  àalVeipreuione 


VJ0 


kce  i   HttHicri  p„  non»  i  coefficienti  dello  sviluppo  in  uerie  di  potetwse    di   x    del 

'  F(.T) 

Questi  risultati  valgono  iu  pai*ticolare  per  Toj^erazioue  integrale  di  V  o  1- 
terra,    che  è  appunto  del  tipo  considerato. 

Valgono  pure  per  nn'opera^ione  A  di  tipo  F  Ui*l  caso,  che  nessuno  dei 
Qwmeri  A?^  .  .  .  A:, ,  radici  deirequazione 


.»(    I 


^'H»-i  ^"'     "1"  •  •  •  ~r  ^0  —  ^^ 


sia  polo   della  K;^. 


11.  Caso  in  cui  la  A  è  un'omografia  in  un  S„. 

3.  Ricordiamo  che  (*)  nn"^ operazione  distributiva  A  entro  uno  spazio  lineare 
ad  un  nvmero  finito  di  dimensioni,  invariante  rispetto  ad  essa,  è  ««'  omografia, 
cioè  è  rappresentahile  per  mezzo  di  una  sostituzione  lineare 

A(a.)  =  (1,1  «^  +  . . .  -f  a,,.  a„  («  =  1 , ») 

e  cfie  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  A  non  sia  degenere  è:  |a,.,|  =}=  0. 
La  risoluzione  delle  equazioni 

.  (1)  F^(a))  =  ((T.,A-  +  a,A"^^  +  . . .  _|-  i)  (w)  zzi  0 

(2)  Fa  (0)  =  («„ A"'  +  t>,A"-'  +  .  . .  +  1  )  (a)  =  ò , 

(che  8i  ])ossono  ohianinre  equazioni  vettoriali  in  S,,)  consiste  nella  determina- 
lioue  dei  coefficienti  che  individuano  gli  elementi  incogniti  a> ,  o  dati  che  siano 
i  coefficienti  di  ' 

(3  =  C^(X.^  4-  •  •  •  +  ^««n  j 


(^)  Pia«herle  •  Auinldi,  Le  operasioni  diaUHhutivt.  Gap.  IV,  N.  76  •  Mf . 
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quelli  della  forma 


¥j,  =  a^A**'  +  a, A"*-* . . .  +  1 


Q  il  determinante  |a^,|. 

Si  possono  considerare  come  casi  particolari  della  (1)  le    equazioni    omt 
genee : 


(3) 


W 


(1  —  A;A)  (co)  =  0  ; 


(1  —  feA)"»(a))  =  0 


e  come  casi  particolari  della  (2)  le  equazioni  non  omogenee  : 


(5) 


A(o)  =  0  ; 


(6) 


A'"(<3)  =  0  ; 


(7) 


(1  — fcA).(o)  =  o; 


(S) 


(1  —  kAy'\a)=:  0. 


4.  La  risoluzione  delle  equazioni  (3)  e  (4)  è  già  contenuta  nel  Cap.  IV 
dell'opera  citata  Le  operazioni  distributive ,  dove  viene  posta  la  questiuoe 
dglla  ricerca  degli  elementi  invarianti  rispetto  ad  un'operazione  A 


(9) 


A(a,)  =  aa  a^  +  . . .  +  «,„  a, 


(i  =  1  ,  2  , . . .  ?  «) 


lineare,  non  degenere  in  un  Sn  (a^ , . , . ,  a„). 

Questa  questione,  che  in  sostanza  coincide  con  la  ricerca  dei  divisori  ele- 
mentari di  Weierstrass  per  la  riduzione  di  una  forma  bilineare  a  forma 
canonica,  si  può  presentare  nei  seguenti  termini:  Tra  le  forme  lineari  di  prin^o 
ordine  in  A,  E  =  A  —  e,  esistono  operazioni  degèneri  in  S„  f  In  risposta  a  tale 
questione  viene  dimostrato  che  affinchè  un  elemento  a>  di  S,, 


«  =  t?^  a;  +  . , .  +  t?n  a, 


èia  invariante  rispetto  ad  A,  soddisfi  cioè  alla  relazione 


A(a))-=  ciù , 


~r»» 
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«Hot  coefficienti  v^ , . . ,  ,v„  devono  soddisfare  al  sistema 

'/'    («11  ~<^)  f^i  +  '"+  «ni  Vn  =  0 


.  a,„  v^-\- ...-{- (a^^  —  o)r„  =  0 


che  quindi  condizione  necesmria  e  sufficiente  affinchè  Voperazìone  K^^ztA — e  8ia 
i^«re  in  S^  ,  é  che  il  numero  e  sia  radice  dclVequazione 


m  = 


a,,  — e 


a 


*ii 


a 


\n 


a 


nn 


=  0, 


Il  guaie  viene  detta  'perciò  eqaazione  fondamentale  dell^ operazione  A.  Da  questa 
mudizione  segue  che  una  potenza  E/  =  (A  —  c)^  non  può  avere  in  8„  una  radice 
fropria  (non  radice  di  E/~^)  se  e  non  è  radice  delVequazione  (11)  e  che  se  questa 
immette  le  radici  c^ ,  c^ , ,  c^    degli    ordini    w^ ,  w^, , ,  u,^    rispettivameip- 

tf,  («j  -\-  n^  -\-  . , .  -i-  %  ==■  n)    lo    spazio    S,»    si    scinde    nella    somma  di   q  spazi 

^*i  ì  S«t  1  '  7  S«g  j  .  .  ad  n^  ,  ?tjj  ,  .  .  .  ,  »,  dimensioni,  ognuno  dei  quali  è  inva- 
mant€  rispetto  ad  A.  Lo  spazio  Su,  contiene  tutte  e  sole  le  radici  di  Bci  =  A — c< 

■ 

k  delle  sue  potenze:  di  esso  si  può  costruire  un  particolare  sistema  fondamentale, 
ti  m  elementi,  linearmente  indipendenti,  si  possono  disporre  yiel  quadro 


i  ^i.i 


(vii) 


-^      (po'  ) 


(12) 


(H,) 


^rt 


(1) 


l«rf» 


(1) 


^'i  ammettono  le  seguenti  proprietà: 

a)  Oli  elementi  di  ogni  linea  orizzontale  dejiniseono   lo    spazio    di    radici 

pr(yprie  della  potenza  di  E    ,  il  cui  esponente  è  uguale  alV  apice  posto   agli   eie- 

e» 

^^ti  della  linea  stessa  ; 

b)  Oli  elementi  di  ogni  colonna  verticale,  detta  colonna  elementare,  sod- 
àitfano  aUe  relazioìii 


(O 


(18) 


'     Mir  =CiV 


AV*)       =     V*)  +  c,V«) 


Ar^,^^ir>     =  7],,/'--'^  f  e,  Y],,<'i^) 


)(  18*  )( 
e    definiacoiio  pertanto    uno    spazio    Bp/^   a  j>„.   dimentwni,    invarUunte    ri*p« 

*  I 

ad  A. 

Si  pvò  dire  così  che  lo  spazio  S  a  sua  volta  è  decomposto  nella  somi 
di  un  numero  finito  di  di  spazi  invarianti  rispetto  ad  A,  Vunó  all'altro  eifitrt 
corrispondenti  alle  diverse  rabici  propizie,  linearmente  indipendenti,  delle  successi 
potenze  di  E  .  Quando  lo  spazio  S„  è  così  decomposto  si  dice    ridotto     a    foni 

cauoniea  ;  allora  la  matrice  delVoperaaione  A  è  così  costituita:  Ui  diagonale  pri 
cipale  è  formata  di  n^  elementi  uguali  a  c^^  di  n,  elementi  uguali  a   c^  ,  ...  di 
elementi  uguali  a  c,^  :  la  destra  è  tutta  di  zeri  e  cosi  la    sinistra,    eccettuata 
parallela  immediatamente  inferiore  che  è  cosHtuitu  di  unità,  e  di  zeri    all'  iniz 
di  ogni  colonna  elementare  dei  corrispondenti  quadri  (H^)  ,  (H^)  ,  ,  .  .  ,  (H./). 

Si  ha  poi  (*)  che  nel  determinante  A(c)  vi  è  un  divisore  elementare,  potenza  i 
e  —  Ci ,  per  ogni  colonna  elementare  del  quadro  (H,),  e  che  l'esponente  di  qiuMo 
uguale  al  numero  di  elementi  della  colonna  stessa. 

Così,  alle  di  colonne  elementari  del  qnadro  (H,)  contenenti  rÌ8i>eiLivamei?l 
Pii  ?  1^*8  ?  ••  *  ?  Pid    ^dementi,  corrispondono  i  d.  divisori  elementari   del  detei 

minante  A(c) 


(e  _  c,)P'i ,  (e  —  c,)P^t ,...,.  (e  —  C^l'^i 
.  {/  =  l,2,...,g). 

5.  In  base  a  questi  risultati  si  piiò  dire  allora  che  i  numeri  invariuntik 
pei  quali  sono  possibili  le  uguaglianze 

(3)  (1  —  A:A)  (ci>)  ::;=  0  ; 

(4)  .  (I— fcAnto)=0 

sono  tutti  e  soli  gli  inversi  dei  numeri    c^  ,  Cg ,  .  .  .  ,  e,    radici   dell'  eqn«zi«"^ 
(11)  fondamentale  di  A,  clie  si  può  scrivere 


(11')  Me)  =  (e  — cg"4(c  —  c/« (e  —  e^)**«  =:  0 


(»'i  +  '«t  +  •  •  •  +  **7  =  ^)  y 


{})  Le  opertufioni  dUtribuiivt,  NotA  III,  pag.  471. 
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I 

tW  A  (lire  le  eoiiazioiìi  (3)  e  (4)  sono  possibili  (amiiaettono   soluzione   ìq    3j 

^  l 

ilio  \ìer  i   valori  <H  k ,  A*,  =:  — ,  radici  dell'eqaazioue  algebrica 

i  U)  S(k)  =  (k  —  k^^ik  —  fc,p  ,  .  . , ,  (fc  —  *,)»«  =  0 

(»i  +  »,  -f  •  •  •  +  »-»  =  ») 

let'iproca  dell'equazione  fondamentale  di  A. 

Precisa  mente  :  V  operazione  (1  —  A-,  A)**  ammette  come  spazio  di   radici   il 
^rrospazio  di   S^^  ,  di  cui  nn  sistema  fondamentale  è  costituito  dagli  elementi 

dHle  prime  m  linee  orizzontali  del  quadro  (H j.  In  ])articolare,  per  m  =  1,  lo 
5|iazio  di  9;adici  dell'  operazione  1  —  fc,A  ha  il  sistema  fondamentale  y/*\,  , 
fV.it. .., 'JQ^*\>/,.;  per  m^^Pi  (p;  massimo  fra  i  numeri  |)„  ,|),, ,...  ,j>.y|)  lo  ^pa- 
lio di  radici  delPoperazione  (1  —  A^A)**  coincide  con  l'intero  spazio  8^  ,  ossia 
liil  —  Àr,A)*"  è  totalmente  degenere  in  S^  . 

^       6.  Data  l'equazione  omofifenea 

^l)  PaM  =  (a,AJ^  +  d^A--»  -L  . . .  _u  1)  (co)  =  0 

siano  i  numeri  z^^z^^ . .  .yZ,  le  radici  deìVequazione  caratteriHtica 

:    ^^^^)  4  A^)  =  ^"  -  «.-1  ^"'-*  +  ...  +  «.«  +  «0  =  « 

e  siano  w^ ,  w, , . . , ,  w,  (iMi  --[-  w,  -r  •  •  •  +  w*,  :=  »m)  rispettivamente  gli  ordini 
di  molteplicità  delle  suddette  radici  :  l'operazione 

Fa  =  (1  —  z,A)'^i{\  -  z^A)  "H^ , . .  . ,  (1  —  2r,A)«« 

Mnuaetterà  radici  soltanto  se  qualcuno  (uno  almeno)  dei  fattori  (1  —  ZtA)^ 
^rà  degenere,  quindi  soltanto  se  uno  almeno  dei  numeri  ar^ ,  i?, , .  • .  yZ,  sarà 
radice  dell'equazione  (14). 

Ricordiamo  ora  il  noto  teorema  sulle  radici  di  un  prodotto  :  Se  du^  ope- 
^(tómi  lineari  sono  permutabili  e  non  hanno  radici  comuni,  lo  spazio  di  radici 
del  loro  prodotto  è  la  somma  degli  spazi  delle  radici  dei  fattori  (*). 

Ciò  posto:  se  alcune  delle  radici  dell'equazione  caratteristica  (15)  sono 
anche  radici  dell'  equazione  (14),   reciproca  dell'  equazione  fondamentale,  se   è 

(')PincheTle  e  Arnaldi,  U  operMi<mi  àùirihutive,  Gap.  Ili  B. 


^ 
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lo  spazio  di  radici  dell'  operazione  F^  è  la  somma  degli  spazi  di  radici  d€ 
operazioni 

(1  -  fc.A)"»» ,  (1  -  À-,A)"^  , . . . ,  (1  -  ^.A)*' 

che  sono  commutabili,  degeneri  di  specie  finita,  senza  radici  comuni;  esso  p< 
tanto  ammette  il  sistema  fondamentale  costituito  dagli  elementi  delle  prime  i 
linee  del  quadro  (H^),  delle  prime  m,  linee  del  quadro  (H,) . . .  'delle  prime  i 
linee  di  (H,). 

Vale  la  pena  di  osservare  che  se.  1n  particolare,  risulta 

■  » 

[Pi  massimo  tra  i  numeri  degli  elementi  delle' colonne  elementari  di  (UJJ  s< 
in  altri  termini,  il  polinomio  f{z)  ammette  come  fattore  il  polinomio 

■ 

m(z)  ={z  —  zyi,...,(z  —  z,) f'^  , 

che  è  il  m.  e.  m.  dei  divisori  elementari  del  determinante  S(z),  l'operazione  F 
ammette  come  spazio  di  radici  l'intero  spazio  S«.  Anzi  l'operazione 

(1  -  k^A.)Pi  , . . . ,  (1  —  h,A)P- 

rappresenta  la  forma  lineare  di  minimo  ordine  in  A,  che  risulti  totalmente 
degenere  in  S„. 

7.  Bicordiamo  che  per  ipotesi  l'operazione  A  non  è  degenere,  cioè  che  non 
è  nullo  il  determinante  \a^,\  relativo  alla  sostituzione  lineare  (9),  che  definisce 
l'operazione  A  ;  allora  la  equazione  nou  omogenea 

(5)  A(o)=:a 

ammette  V  unica  soluzione  o  =:  A'^o),  dove  l'operazione  A**  ^  rappresentata 
dalla  sostituzione  lineare 


\ 


4-         -^  A    01 
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nella  qnale  A„  rappresenta  il  quoziente  dell'elemento  reciproco  di  a^  nel  deter- 
minante |av,|  diviso  per  il  determinante  stesso,  che,  per  ipotesi,  è  diverso  da 
wro. 

Analogamente  l'equazione^  (6)  A''\o)  =  o  ,  ammette  pure  l' unica  soluzione 
Ì3=A-"*("ò). 

Cosi  pure  l'equazione  (2)  FA(o)=a  ammette  l'unica  soluzione  o=(Pa)~'(o) 
Del  caso  in  cui  nessuno  dei  numeri  z^  ^  z^ , . . . ,  z'^  y  radici  dell'equazione  (15)  sia 
radice  dell'  equazione  (14)  S{z)  =  0,  reciproca  della  fondamentale.  In  tal  caso, 
infatti,  l'operazione 

l\  =  (1  -  z.Ari  ,  .  .  .  ,  (1  -  z,Ar' , 

risaltando  prodotto  di  operazioni  non  degeneri,  è  non  degenere. 
Qnesto   vale,  in  particolare,  per  le  equazioni  (7)  e  (8). 
I         Se  invece  qualcuno  dei  numeri  2r^ , . . . ,  2?,  risulta  radice  dell'equazione  (14), 
!  m  altri  termini,  se  i  2  polinomi  f{z)  e  8(z),  quindi  F{x)  e  A(a?)  ammettono  ra- 
dici comani,  se,  ad  es.,  è  2^  =  fc^ , . . . ,  2:^  =  fc, ,  l'operazione 

F^  =  (1  —  z,Af'^  , . . . ,  (1  —  ZiA)"^^ , . . . ,  (1  —  «Ar* 

risalta  degenere  in  S^  ;  abbiamo  già  notato  nel  numero  precedente  quale   ne 
sia  lo  spazio  di  radici.  La  sua  inversa  (Pa)~*  non  è  quindi  applicabile  a  tutto 
S„  e  non  è  univoca  (*),  quindi  l'equazione  (2)  Fj^(o)  =  o  è  impossibile   o   inde- 
terminata. Se  si  riduce  S,,  a  forma  canonica,  se  si  sceglie  in    S^   un    sistema 
tbndamentale  analogo  al  sistema  (12)  del  n.  4,   si  trova  allora  facilmente  che 
la  condizione  neeessaria  e  su^ieiite  affinchè  la  (2)  ammetta  soluzione  è  che  nello 
«oiluppo  di  0  in  funzione  lineare  degli  elementi  del   sistema  fondamentale   scelto 
<*  B« ,  manchino  i  termini  corrispondenti  agli  ultimi  m^  elementi  di  ogni  colonna 
dmentare  del  quadro  (H^),  agli  ultimi  m^  elementi  di  ogni    colonna    del    quadro 
(^y  ,  agli  ultimi  mi  di  (H^).  Sotto  questa  condizione  la    (2)    ammette    infinite 
soluzioni:  due  distinte  di  esse  differiscono  per  una  radice  di  F^. 

8.  JEUassumendo  :  Definita  in  S„  V  operazione  A  distributiva,  univoca,   non 
genere  e  data  una  forma  lineare  in  A 

F^  —  a,A-  +  a,A-i  +  . . .  +  a^-i A  +  1 


0)  L$  operaMÌoni  diiivibutive,  u.  &0-52. 
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ii  considerino  i  due  polinoini 


A{x)  —  (,v  —  efi ,  . .  . ,  (.r  --  ^,)''^  ,  («,  -f  . . .  -f  «,  =  w) 


/*•  membro  deWeqìtazione  fondamentale  di  A,  ed 


F{x)  =  ajv'^'  +  a^x"'-'  +  ...-!-  a,_,iP  +  1  : 


a)  /8«  A(a')  ed  F(ar)  risultano  primi  fra  loro,  Vequazione  non  omogenea 


(2)  F^(a)  =  0 


^  possibile  ed  ammette  Vunica  soluzione 


•       * 


a=JFJ-H(3), 


Tnen^re  Inequazione  omogenea 


(1)  F^(a))  =  0 

non  ammette  in  S„  aZtra  soluzione  alVinfuori  dell'elemento  0. 

b)  /S'è  A(x)  ed  F(x)  ammettono  le  radici  comuni  ^, ,  e., , .  . .  ,  o, ,  se  è 

^(x)  =  (x  —  cfi  , . . . ,  (.r  —  e,)"'  ,...,(«?  —  o,/9 
¥{x)  =i(x  -  cfi  ,...,(x  —  e,)»' .  F,(a-) 

con  à{x)  ed  ¥^{x)  senza 'radici  comuni,  decomposto  S»  nella    somma    di    q   spazi 
S„    , . . . ,  S„  ,  (/i  cui  siano  scelti  i  sistemi  fondamentali  rappresentati  nei  quadri 

(H^) ,  (Hg) , . . . ,  (H^),  risulta  che  l'equazione  omogenea  (1)  ammette  soluzione  in  S«  ; 
propriamente  lo  spazio  di  radici  dell'operazione  F^  ha  per  base  il  sistema  formato 
dagli  elementi  delle  prime  m^  linee  del  quadro  (H^),  dagli  elementi  delle  prime  ^^t 
linee  del  quadro  (H^) , . . .  da  quelli  delle  prime  mi  linee  di  (H.,),  L'equaMone  non 
omogeìiea  (2)  è  in  questo  ca^o  o  impossibile  o  indeterminata:  la  condizione  neces- 
saria e  sufficiente  per  la  possibilità  è  che  nello  sviluppo  di  a ,  [2^  membro  del- 
la (2)]  in  funzione  lineare  degli  elementi  del  sistema  fondamentale  scelto,  man- 
chino i  termini  corrispondenti  agli  ultimi  m^  elementi  d'  ogni  colonna  elementare 
di  (H Jy  agli  ultimi  m^  elementi  d^ogni  colonna  di  (H,) , . . .  a^li  ultimi  mi  agogni 
colonna  di  (H{).  Sotto  questa  condizione  l'equazione  (2)  ammette  infinite  soluzioni' 
due  distinte  di  esse  diffei'iscono  per  una  radice  di  F^. 
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e)  Se,  in  particolare^  F(j?)  ammette  come  fattore  il  m,  e.  m,  dei  divisori 
kmentari  del  determinante  A(a?),  V operazione  F^  è  in  S,,  totalmente  degenere,  ogni 
iemento  di  Sn  ^  ^^^  soluzione  délV equazione  omogenea  (1),  mentre  Vequazione  non 
mogenea   (2),    Fa(o)  =  o,  dove  sia   o  =j=  ^>  ^  impossibile  in  8„. 


IH.  <Ja«o   !>'  CUI  A  È.  DI  TIPO  Fredholm. — Decomposizione  della  F. 

E    Kir)I7ZIONE   DELLE   RELATIVE    EQUAZIONI    Al    CASI    PRECEDENTI. 

9.  Cousideriamo  lo  spazio  lineare  S,  ad  infinite  dìpiensioni,  i  cui  elementi 
SODO  fuDzìoui  di  lina  variabile,  date  in  un  eerto  intervallo  e  in  questo  spazio 
un'operazione  A  di  tipo  F. 

Essendo  k^  polo  della  risolvente  K* ,  .di  ordine  p,  vale  la   decomposizione 

! 
i 

4ove  lì\  è  tale  che  lo  sviluppo  in  seiie  di  potenze  di  k^  —  k^  che  la  rappre- 
senta neir  intorno  del  valore  k^ ,  converge  uniformemente  in  ogni  elemento  a 
di  S  f  Bj  ,  B.^ , . . . ,  B,,  rappresentano  operazioni  lineari  in  S  e  sono  indipen- 
denti da  k. 

Sostituendo  l'espressione  di  K;^  data  dalla  (1)  nella 

CD  •  K  — AAE=iA, 

relazione  caratteristica  per  là  risolvente)  moltiplicando  per  (k^  —  ky  e  passando 
al  limite  per  k  =zk^  ,  si  ha  (per  qualunque  elemento  a  di  S) 

B,(a)  -  A-,  AB,(a)  z=  0 

s 

•ìaìla  quale  risulta  che  il  numero  fc^ ,  polo  della  R,  è  numero  invariante  per  A, 
onde,  ricordando  Fosservazione  e)  del  n.  1  si  può  dire  che  i  numeri  invarianti 
per  nn^operaziane  A  di  tipo  F  sono  tutti  e  soli  i  poli  della  R;t. 
Sostituendo  ancora  la  suddetta  espressione  di  B^  nella 

(3)  '      R,^H,  =  (h-k)H\R\ 

t-'lie  è  pure  una  relazione  caratteristica  per  la  risolvente  (')   ed   applicando   il 


C)  Pi  n'c  berle,  Sulle  operationi  lineari.  Bei^dio.  della  K.  Accad.  dei  Lincei.  Voi.  XXI, 
»«Ti«  V,  2^  Bemestr.  fascio.  9,  1912;  pag.  674.  V.  anche  La  le  eco,  Iniroduction  à  la  Ihéatie 
^  pitoni  intégraìe$,  pag.  43. 
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principio  dì  identità,  si  perviene  alle  a j^aaglianze  : 

b)  BtR\  =  B,\Bt  =  0        ;         (i  =  1 , 2  , . . . ,  j>) 

B  B  B 

ed  indicando  con  Q*  l'operazione  r — ~  +  -; — —^  -f  . . .  -f-         * 


A;, —  A:    '    (A:,  — A:)*    '  '    (^i  —  ^) 


«  y 


<^)  Q,  -  Q,  =  (fe  -  Jc)  Q,Q^ 

d)  B,  =  B,^ 

e)  •  B,  =  B.B,  =  B,B, 


^3 ^1^3  ==  ^3^1  —  ^«* 


/) 


B^  =  B,B^.,  =  B,B/-«  =  B/-^ 


9)  B/=  0 


•  da  queste  si  deducono  varie  proprietà  : 

la  a)  esprime  che  la  R\  è  una  risolvente,  precisamente  è  la  risolvente 
dell'operazione  R'^  ; 

la  b)  esprime  che  la  R'  e  le  B,  sono  ortogonali  (*)  (tali  cioè  che  il  \or<> 
prodotto  è  =  0),  quindi  sono  ortogonali  la  R'  e  la  Q  ; 

la  e)  esprime  che  anche  la  Q^  è  una  risolvente,  precisamente  è  la  ri- 

B         B  B 

solvente  dell'operazione  Qo=r^  +  rl  +  '''  +  7^>  quindi  risulta 

A  =  Ro  =  Qo  +  R'o; 

la  d)  esprime  che  1'  operazione  B^  è  autogena  :  applicata  ad  elementi 
di  S  dà  per  risultati  elementi  di  uno  spazio  S^ ,  evidentemente  lineare,  con- 
tenuto in  S,  per  gli  elementi  del  quale  essa  (quindi  ogni  sua  potenza)  coinciile 
con  l'operazione  identica  ; 

dalla  è)  si  può  dedurre  che  B^  trasforma  S  nel  suddetto  S,  ed  'S^  in  sé; 

la  /)  esprime  che  le  operazioni  B, ,  B^ , . . . ,  Bp  sono  rispettivamente  le 


(^)  Pincherle,  SulU  operwfioni  lintari,  (Nota  cit.). 
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terate  2* ,  3*  ,  . . .  ,|> —  1**^  di  B, ,  quindi  eese,  e  di  consegnenza  V  openunont 


o  —  ®4  _L_  ^2  O-  ^i*  ».  ^1    I    ^t    I  I     ^/  ^ 

trasformano  8  in  S^  ed  applicate  ad  elementi  di  S^  danno  per  risaltati  eie- 
iKDti  di  S^  medesimo;  inoltre  ogni^ elemento  di  S^  risulta  radice  di  R\  es- 
ondo   R'    ortogonale    a    Q  :    segue    che    la    Q    in    S^  non  ha  radici,  essendo 

la  relazione  g)  risulta  in  particolar  modo  signiilcativa  nel  caso  che  *  S^ 
il  riduca  ad  un  numero  finito  n^  di  dimensioni,  come  appunto  accade  per  la 
operazione  integrale  di  F  r  e  d  h  o  1  m.  In  tal  caso  la  Q  sarà  rappi*eseAtabile 
io  Sb,  per  mezzo  di  una  sostituzione  lineare  a  determinante  diverso  da  zero 
e^l  ammetterà  in  Sn,  Punico  numero  invariante  k\  ,  essendo  la  risolvente  di  Q^ 
Fo^Hìraziooe 


k^  —  k^(k^—ky^   •  •  •  ^  (k^  —  ky  ' 

ili^f  ha  l'unico  valore  singolare  k  =  A^,.  In  questa  ipotesf,  che  S»,  sia  ad  un 
numero  finito  di  dimensioni,  si  può  dedurre  dalla  g\  con  facili  considerazioni 
cbe  omettiamo  per  brevità,  che  il  numero  j?,  órdine  di  k^  come  polo  della  Rj^ , 
(  uguale  al  massimo  esponente  dei  divisori  elementari  del  determinante  che  costi- 
kiice  il  1^  membro  della  equazione  fondamentale  di  Q  in  S„,  (*),  ossia  è   uguale 

'  dVesponente  della  minima  potenza  delV operazione  E^^  =  1  —  fc^Q,  che  risulta  to- 
talmente  degenere  in  S„, . 

[        Dalla  decomposizione  della  risolvente  Kj^  in 

r 
I 

B  B  •  B  **""* 

I        «*=  fc7±ifc  +  ìk~^'  +  •  •  •  "  (k,  1  fcf  +  ® * = ^*  +  ^'* 

i 

«ibbiìBimo  dedotto  che  anche  la  A  si  scompone  nella  somma 

i 

A  =  R,  =  Q,  +  R',, 

^ve  Qq  ed  R'^  biinno  per  insolventi  Qj^  ed  R\  e  cbe   corrispondentemente   h> 
^zio  B  si  9eotnpane  nella  somma  di  uno  spazio    S^ ,   generato  daìP  appHca- 
'    ^ìoiie  dì  Q  ad  S  e  di  uno  spazio  residuo  8'  ;  ogni  element-o  di  ^^  è  radice  di 


(^)  Questa  proprietà  è  diDìoetrata,  per  un'operazione  integrale,  da  £.  G  o  u  r  s  a  t,  R0€h§r- 
<^^i  tur  l€$  équaiiouè  intégrahs  linéairei.  Annalea  de  la  Fac.  dea  aoiences  de  l'  Univ.  de  Ton- 
^'^«••;  (2),  t.  10,  1908. 
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R'.  Ora  se  lo  spazio  S^  è  ad  uu  nuiuero  tìnito  n^  di  dimensioni,  appiicand 
la  Q  ad  nn  elemento  a  arbitrario  di  S  sì  ottiene  nn  elemento  a  =  Q(<5)  appa 
tenente  ad  9«, ,  per  il  quale  esìsterà  in  S»,  un  elemento  ed  uno  solo  Oj  ta| 
che  sia  Q(Oj)  =  a  ;  [n.  7J  8i  ha  allora  che  Felemento  o'  =:  a  —  o^  è  radice  <ii  ( 
onde  nn  elemento  o  qualunqìw  di  S  si  può  decomporre^  e  in  un  sol  inodp,  ndi 
somma 

m  m 

con  C3j  elemento  di  S„, ,  quindi  radice  di  R',  e  a'  elemento  di  S'  e  radice   di  Q 

10.  Ora,  più  in  generale,  siano  fr^  ,  ^j , . . . ,  fe,  \x)\\  della  R*  ;    vale    Ja  de 
coiniiosizione 


/ 


R 


A 

i'-L 


1 


l^ii        ,  Bi>, 


k,  —  k     '  '    (A:,  -  kYi 


1        D' 


R'.. 


In  modo  analogo  a  quello  del  numero   precedente    si    giunge   alla    deeo/i)(H)^i 
zione  di  A  nella  somma 


À  =z  Q,  +  Q^  +  .  . .  +  Q,  +  T 


dove 


^v  B^        Bg  ,    Bip, Bti         Bf^  ,    B^/i—i 

^i  —  ""T"  *r  TI"  'T'  '  '  '  -r  TT  —  "li      r*  "TT  "r  •  •  • 


ik,    ■   fc,^   '        '   fc.^       ?t,    •   ;t.«    '        '     fc,*» 


ha  per  risolvente  l'operazione 


Q.w= Jl_+;,-^+...+  »-'- 


*,.  —  l-    '    (A;,.  —  ft)«    '  '     (fc,.  —  ft)'.- 

e  T  ha  per  risolvente  1'  operazione  R\  ?  funzione  analitica  dì  Jk,  regolare  per 
k=:ki  (i  =  1 ,  2  , . . . ,  0  e  per  di  più  Qj ,  Q, ,  . . . ,  Q* ,  T  sono  ortoifonall  A" 
loro  a  due  a  due  ;  conaegueiiteinente  lo  spazio  S  si  scinde  nella  somma  di  ' 
spazi  generati  dall'  applicazione  delle  Qj  ?  Qo  »  •  •  •  ?  Q/  Brd  IS  e  di  uno  spazio  b 
radice  di  ognuna  delle  Q,s  Nel  caso  in  cui  i  primi  l  spazi  risultino  ad  «" 
nnmero  finito  n^ ,  n^ , . . . ,  n,  di  dimensioni  si  ha 
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d  ogni  elemento  a  di  S  è  decomponibile,  e  in  un  sol  modo,  nella  somma 

idvp  a,  si   dirà  la  componente  di  o    in    S,,^. . 

In    S„.  la  Q,  è  un'omografia  non  degenere  che    ammette    fc,    come    unico 
limerò  invariante  ;  l'equazione  fondamentale  di  Q,  in  Sn,  è 

i  divisori  elementari  sono  potenze  di  A'^  —  A%  il  ubassimo   esponente   di   questi 
t  eguale  al  ntimero  Pi ,  ordine  di  ki  come  polo  di  R;^  ;  in   S^^  si  può  scegliere 

la  sistema  fondamentale  di  elementi 

»  ♦ 

Y)     (^)  Yì         0) 


aventi  le  solite  proprietà  ricordate  al    n.    4,    in    modo   cbe    la   componente  o, 
ara  esprimibile  a  -sua  volta  nella  somma 

di 
r=l 

Un  elemento  o,  di  S^^.  è  radice  di  ognuna  delle  Qy  04=*)  e  della  T;  un 
«iemento  q'  di  S'  è  radice  di  tutte  le  Q,  per  cui  sussistono  le  uguaglianze: 


(1)  Q,(o)  =  Q.<o,  +  0,  +  . . .  +  o,  +  . . .  +  0,  +  o')  =  QJi<^i) 

(2)  A(o,)  =  (Q,  +  Q,  +  ...-f  Q,  +  ...  +  Q,  +  T)(a,)  =  QXa,) 
(5)             A(o')  =  (Qc  + +  Q,  +  T)(a')  =  T(o').. 


11.  Data  ora  una  forma  lineare  d'ordine  w  in  A 


Fj,  ==  a.A."  -f  a.A"^'  +  •  •  •  +  ««-.A  +  1 
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(dorè  il  ooefQciente  di  A°  è  supposto  essenzialmente  diverso  da  zero,  qui^ 
si  può,  senza  inconvenienti,  ridurre  all'  unità)  ci  proponiamo  la  ricerca  dei 
elementi  co  e  o  di  S  che  soddisfano  rispettivamente  alle  reJazioni 

(1)  F^(a>)  =  0 

(2)  .F^(o)=ò 

(a  elemento  dato  in  S). 

Essendo  z^^z^^ . , .  yZ,  le  radici  del  polinomio 

f(z)  =  r  +  à,„-,t"-^  +  . . .  H-  «i-^  +  ^  - 
degli  ordini  di  mnltiplicità  m^ ,  w, , . . . ,  tw, ,  si  può  scrivere  la  F^  nella  forra 

Fa  =  (1  —  ^,A)'"*(1  —  «t^f"^ , . . . ,  (1  —  zM''' 

%  si  presentano  due  casi  : 

a)  che  nessuno  dei  numeri  z^^ , . ,  ^z^  sia  polo  della  risolvente  B  di  A 
ì>)    che    alcuni    fra   questi   numeri,    ad    es.  0^  =  /e,  ,  .  .  .  ,  ^r,  =  h  (co 

1  <  i  <  «)  siano  poli  di  E. 

Nel  caso  a)  la  (1)  ammette  in  S  l' unica  soluzione  (o  ^  0  e  la  (2)  V  anici 

soluzione 

(3 = (  1  +  ^,R*,  r^ ,...,(  1  +  K^kH^ò 

rappresentata  anche  dall'espressione 

00 


^=2i^"A"(^) 


dorè  i  numeri  |>„  sono  i  coeflBcienti  dello  sviluppo  in  serie  di  potenze  di  f-  dd 

quoziente    ^,  ,  ;  ciò  è  già  stato  osservato  al  n.  2. 

F(a?) 

Nel  caso  fr)  la  A  ricolta  decompo&ibile  nella  som  ma  (nuJMro  precedente) 

A  =  Q,  +  Q,  +  ...  +  Q,  +  T        / 

e  corrispondenteuìente  lo  spazio  S  si  scinde  in  i  +  1  spazi,  i  primi  ?  dei  <!"*"' 
per  ipotesi  (numero  precedente)  sono  ad  un  numero  ftnìt  >  di  dini«nsioiii  : 


)(  14Ì  )( 

Segue  pure  dal  numero  precedente  che  V  elemento  incognito  (o  si  scinde 
^la  somma 


0)  =  a>4  +  ft>j  -{-...  +  tt)j  +  «>' 


e  similmente 


O  zn:  0^  -j-  Oj  -f-  •  .  .  -|-  Oj  -f-  <3 


Ciò  posto  si  può  dimostrare  che  la  risoluzione  delle  equazioni    (1)   e    (2) 
io  S  si  riconduce  a  quella  delle  equazioni  vettoriali 

(-")  ,  FQ,.(a')rTzo' 

nei  rispettivi  spazi   S„   (problema  trattato  nella  2*  parte)  e  a  quella  delle  equa- 
zioni funzionali 

(1")  Ft((o')  =  0 

\      r)  Fx(a')  =  ó' 

in  S'  [queste  ultime  sono  del  tipo  considerato  nel  caso  a),  poiché  la  T  am- 
mette come  risolvente  la  E\ ,  che  non  ha  come  poli  i  numeri  z^^z^^ , . ,  y  z^. 
La  dimostrazione  si  ottiene  facilmente  tenendo  conto  che  : 


A  =  Q,  +  Q,  +  ...  +  Q,  +  T 

dove  8^^  è  invariante  per  Q^ ,  quindi  per  Pq^  ed  S'  è  invariante  per  T,  quindi 
I      per  Fx,  che  le  Q<  e  la  T  sono  fra. loro  ortogonali,  e  che  è  unica  la   deoom* 


l 


posizione  nlegli  elementi  co,    o,  o. 


•5! 
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Ì2.  Poiché  la  risoluzione  delle  equazioni  (I)  e  (2)  si  riconduce  alla  ris 
luzione  delle  (!')  e  (2')  e  delle  (1")  e  (2"),  conviene  esaminare  particolarmen 
tali  equazioni. 

a)  La  (l'O  Ft(co')  =  (1  —  z[T)'^ì  , . . . ,  (1  —  af,T)'*V)  =  0  amnaette  Poni^ 
soluzione  (d'^0  poiché  la  risolvente  E'  di  'T  non  ammette  come  poli  i  numel 
z^  =  \  ,z^=:\j. .  .yZir=z1ci,  Zi^^  ^  .  • . ,  «,.  [Caso  a),  n.  11], 

P)  L'  operazione  rappresentata  nel  !•  membro  dell'  equazione  (1') ,  ciò 
l'operazione 

« 

Pq,  =  (1  -  «iQ<r*  ...  (1  -  zfy,)"^  .  .   .  (1  -  z.Qf"' , 

m 

in  quanto  Q,  ha  in  S„^.  1'  unico    numero    invariante   Zì  =  Ì(ì  (numero  11)    ani 

mette   in  S„^.  tutte  e  sole  le  radici  del  fattore   (1  —  KQì)^^  ©d    ha    quindi  ùc 

me  spazio  di  radici  [n.  5]  quello,  di  cui  un  sistema  fondamentale   è  costituita 
dagli  elementi  delle  prime  m^  linee  orizzontali  del  quadro  (H^). 

T)  La  (2")  Pt(o')=(1— 2^iTr*  ...  (1  —  z,T)'^io')  =  ?  ammette  in  S'  una 
soluzione  ed  una  sola,  poiché  la  risolvente  R'  di  T  non  ammette  come  poli  i 
numeri  2?^  izz  A;^ , . . . ,  ^r^  =  A;/ ,  Zf^^ ,...,«?,  e  si  ha  [caso  a),   n.   11] 


00  00 


0'  =2  Pn  T"(0')  =2  P"  ^"(«O 


essendo  T(o')  =  A(o')  [n.  10]. 

8)  La  (2')   Fq/o^  =  (1  -  «.Q*r* ....  (1  «.Qir' ...  (1  -  z.q,r-{a,)=a,  può 

in  questo  caso,  risultando  il  fattore  (1  —  «<Q<)""  degenere  in  S„.,   o   non  am- 

mettere  soluzione  in  questo  spazio  b  ammetterne  infinite  [parte  1*  nn.  7,  8]  e 
la  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  la  possibilità  é   che    nello    sviluppo 
di  <5i  in  funzione  lineare  degli  elementi  tj  del  quadro  (H^)  manchino   gli  nltìmi 
nii  elementi  di  ogni  colonna  elementare  del  quadro  stesso. 
Si  conclude  : 

I)  fj'equazione  omogenea  » 

(1)  <  F»  =  0 

nel  caso  tu  cui  le  radici  del  polinomio 

/{«)  =  «"*  + flm-l*"-* +  ...  + «i«  +  «0 


,        )(  W7  )( 

mno  poli  della  R,  ammette  come  spazio  di  radici  quello  determinato  dagli  ele- 
menti delle  prime  m^  linee  del  quadro  (H^),  delle  prime  m^  linee  di  (H^ , . , .  delle 
frime  w»  di  (H,). 

Se,  in  particolare,  risulta  w^  ^1>4 , . . . ,  Wi  !>  j?^ ,  (ricordiamo  che  wi<  è  Por- 
óine  di  multiplicità  di  Zi  in  f{z).  e  Pi  il  massimo  fra  i  numeri  i>,i , . .  . ,  Pi^i.  di 

elementi  delle  d,  colonne  elementari  di  (H,),  il  quale  massimo  è  uguale  all'or- 
dioe  di  Zi  =  ki  come  polo  di  A^)  lo  spazio  di  radici  di  F^    è   l' intero    spazio 

II)  L'equazione  non  omogenea 
(2)  F^(o)  =  ò' 

I 

Q  non  ammette  soluzione,  o  ne  ammette  infinite:  la  condizioue  necessaria  e  suffi- 
tiente  per  la  possibilità  è  che  nello  sviluppo  di  di  componente  di  a  in   S^.  infun- 

rione  lineare  degli  elementi  di  (H,),  siano  nulli  i  coefficieìiti  dei  termini  relativi 
agli  ultimi  m^  elementi  di  ogni  cdlonna  elementare  del  quadro  (H,).  Sotto  questa 
condizione  Pequazione  è  indeterminata:  due  soluzioni  distinte  di  eèsa  differiscono 
fer  una  radice  di  Fk, 

Nel  caso  particolare  in  cui  sia  mi'^Pi  (i  =  1 ,  2  , . . . ,  ^) ,  essendo  questo 
I  spazio  lo  stesso  S„  =  B„   -f- ,...-}-  S^^,  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 

\>er  la  possibilità  della  (2)  è  che  sia  o  =  a'  elemento  di  S';  sotto  questa  con- 
dizione esiste  in  S'  un'unica  radice  della  (2),  data  da 


OD  00 


o'=r^p,A.^{o')=^p^Ar{o) 


,    ed  in  S  infinite  soluzioni  date  da 


•wendo  ìj  un  elemento  arbitrario  di  S„  =:S„  +  . . .  +  S^^, 


IV.  Applicazione  alle  equazioni  integrali. 
Condizione  di  risolubilità. 

13.  In  quanto  precede  si  è  supposta  l'operazione  A  un'operazione  lineare, 
^aindi  tale  anche  la  F^ ,  senza  precisarne  la  natura  ;  ora  vogliamo  considerare 
U  caso  particolare  in  cui  la  A  sia  un'operazione  integrale. 


Si  consideri  adunque  l'operazione  integrale  di  Fredholm 


A{fp)=  A(xv)f{y)dy(') 


a  nucleo  limitato  e  integrabile  ;  tale  operazione  applicata  allo  spazio  8,  i  m 
elementi  sono  funzioni  limitate  e  integrabili  nell'intervallo  0  ...  1,  soddisfa  al 
ipotesi  ammesse  per  l'operazione  A  di  tipo  F,  considerata  nel  Capitolo  II 
poiché  appunto  la  sua  risolvente  B,  che  è  l'operazione  integrale 


B{f)=mxy)f{y)dy 


ha  per  nucleo  la  funzione 

quoziente  di  due  funzioni  D  e  8  trascendenti  intere  rispetto  a  ^,  di  guisa  cb^ 
il  nucleo  medesimo  risulta  funzione  meromorfa  del  parametro  f). 

Similmente,  l'operazione  integrale  A 


)  dx 


^' 


aggiunta  di  A,  ha  per  risolvente  l'operazione  integrale  R  definita  dallo  stesso 
nucleo  R(apy),  nel  quale  i)erò  x  va  considerata  come  variabile  d'integrazione 
ed  y  come  variabile  parametrica. 

I  numeri  invarianti  di  A  e  di  A  sono  tutti  e  soli  i  valori    di   k,  radici 
della  funzione  i{k)  ;  si  può  dire  quindi  che  per  le  equazioni 

(1)  F»  =  0 

(2)  F^(o)  =0 


(*)  Qui,  e  nel  seguito,  ìndicherepio  l'operazione  e  il    relativo    nucleo    con    la  medesiui» 
lettera,  ma  con  caratteri  diversi.    . 

(*)  Confrontare,  per  es.  Laletco,  Introdu4ii<m  eco. 


)(  149  )( 
»me  per  le  '  • 

(!')  Fl(t)  =  0 

:  (2')  Fa(j:)=Ì 

! 

• 

valgono  i  risultati  dei  numeri  precedenti.  In  quest'ultima  parte  vogliamo  ap- 
punto mostrare  come  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  la  possibilità 
della  (2)  nel  caso  b)  ivi  considerato  si  traduca  nella  condizione  che  la  funzione 

0,  2^  membro  della  (2)  sia  ortogonale  a  tutte  le  soluzioni   deW  equazione  omoge- 

m  (V). 

Essendo  dunque  data  la  forma 

F^  =  a,A"'  +  . . .  +a„_,A  +  1  =(1  -«.A)*»  .  .  .  (1  -ar.A)-' 

I 

e  supposto  che  i  numeri  j?^  =  A;^ ,  » . . ,  2^^  =  fc^  (1  -^  I  ^9)  siano  poli  della  B , 
[m  questo  caso  radici  di  S{k)\  il  nucleo  R(a?y  ^  k)  si  decompone  nella  somma 


e  corrispondentemente  l'operazione  A  nella  somma  di  I-f-^  operazioni,  orto- 
gonali 2  a  2, 

A  =  Q,  +  Q,  +  ...  +  Q^  +  T 

dove  la  T  ha  per  nucleo  risoVrute- la  funzione  IiJ,xy',ìc)  meromorfa  rispetto  a 
^1  per  la  qnp^le  i  numeri  ìc^j.^.^ki  non  sono  poli  e  dove  ogni  Q^  ha  per  nu- 
cleo la  funzione  di  Xj  y  .  ' 

(4),  a.(^)=B«^)  +  ...  +  ?i£^ 

ki  kiPi 

6  per  nucleo  risolvente. la  funzione  di  a?,  y,  k 

"T  •  • •  -r 


ki  —  k  (^i  —  fc)i>. 

cioè  la  parte  principale  del  nucleo  risolvente  H(xy }  k)  relativa  al  polo  &^.  Sap- 


)(  160  )(     ' 
piamo  poi  che  le  operazioni  BJ, , . . . ,  B,ji<  le  quali  danno 

e  che  in  questo  caso  sono  le  operazioni  integrali  definite  rispettivamente  da 
nuclei  B<i(a5jf) , . . . ,  B^p,  (ay),  devono  soddisfare  alle  relazioni 

Ba'  =  B,i  ; 

Bfl    =  B,|  Brt  =  Bi,  B,i  ; 

Ba    =  B,i  Ba  =  B^  B.i  =  B  »t  J 

(6) 


Bipt  =B,,  Bjì»,— i=Ba  Bj ,  p,-*^Ba  i>r*  ascendente  di  B^^ 
BPii,  =  0  ; 

siamo  quindi  condotti  ad  esaminare  la  natura  del  nucleo  di  un'operazione  in* 
tegrale  della  forma 

in  cui  le  B  soddisfono  alle  relazioni  (5). 

14.  La  prima  delle  (5)  mostra  che  B^  è  un'operazione  autogena;  conviene 
quindi  esaminare  un  poco  tale  tipo  di  operazioni. 

Per  un'operazione  integrale  Autogena  H  di  nucleo  H(a?y)  sono  dimostrate  Cj 

le  seguenti  proprietà: 
a)  Il  numero 


H{i€x)dx 


detto  traccia  del  nucleo  H(xy\  (che  si  suppone  sempre  limitato    e    integrabile  nei 

quadrato  O^x^l^O^y^l)  è,  per  un'operazione  autogena  un  numero  intero- 

Da  ciò  risulta  che,  affinchè  la  traccia  del  nucleo  di   un'  operazione  au^-^^' 


(*)  Nelle  lezioni  tenute  dal  Prof.  P  i  n  o  h  e  r  1  e  all' Uni veiBÌtà  di  Bologna.  Questo  proprietà 
tono   anohf   etpottei    per   quanto  in  forma  meno  espressiva,  nell'opera  di  T.  tjaloBCO.       , 


)(  l6i  K 

gena  sìa  0  è  necessario  e  sufficiente  che   sia    il   nucleo   stesso   identicamente 

Bullo.       » 

P)  Un'operazione  autogena,  nel  campo  delle  operazioni  a  nucleo  limitato  e 
tiegraìnlCy  ha  per  nucleo  un  polinomio,  della  forma 

m 

H{xy)  =  a,{x)  p^(y)  +  . . .  +  a^{x)  p„(y) 
im  le  funzioni  ai(x)  e  ^y)  soddisfano  alle  relazioni 


ajlt)  m  dt  =  j 


per  r  =  « 

per  r4=*« 


Da  qaeste  relazioni  si  ha  precisamente  che 

H({xx)  dx  =  l[a,(x)  p,(a?)  +  . . .  +  a«(^)  U^)]  dx  =  n 


e  che  le  funzioni  a^  y  . ,  a^  e  così  le  p^ , . . . ,  p„  sono  linearmente  indipendenti. 
Klsolta  pure  dalle  (6)  che  l'operazione  autogena  H  trasforma  lo  spazio  S  nello 
simio  SJjXi  7  •  •  •  ?  «n)?  entro  il  quale  H  è .  l'operazione  identica. 

15.  Vista  la  natura  del  nucleo  dell'operazione  B^  ,  esaminiamo  quello  della 
B,)  e  delle  sue  iterate. 

Per  un'operazione  B,,  che  soddisfi  all'uguaglianza 

4 

dove  la  B^  è  un'operazione  autogena,  quindi  tale  che  il  suo  nucleo  può  rap- 
presentarsi  nella  forma 


«wi 


si  dimostra  (^)  che  il  corrispondente  nucleo  Bjixy)  ò  della  forma 


B,(«y)  =  ^   ^rjOft  «rC^)  Pi (y)    t    {'Or»  coefficienti  numerici). 


9Wl  «-.1 


(0  V«di  opere  citate. 


Segue  che  per  la  prima  iterata  B,*  il  nacleo  è 


n  n 


B,<*>=2  2*'""^*^^'^^ 


r— l         ti.1 


dove 


n 


=2' 


risulta  un  elemento  dell'iterata  seconda  della  matrice  quadrata  )Cr«. 

Analogamente  per  le  iterate  successive,  sicché  infine  per  l'ultima  iterata 
B,«^*  il*  nucleo  è 


n  H 


B.<^>(a5y)=2   2'"''"**  *'^*^  ^^^^ 


r.t         t-.l 


con  o^/*^*>  elemento  dell'iterata  p  —  l*"**  della  matrice  Jo„, 

Si  deduce  da  quanto  precede  che  il  nucleo  deiroperasione 


<»=^+^+-+¥- 


dato  da 


—     „     -j-     — «     ~r-  •  •  •  "T"        — -   - 


risulta  lineare  nelle  a  e  nelle  p,  come  le  funzioni  B  ed  ha  quindi  an'  esprei- 
sione  del  tipo 


M  fi 


(7)  0(«y)  =  2   ^S,iy<^{'!)M) 


yi— i         V— 1 


{g^y  coefficienti  numerici).  Di  qui  si  vede  immediatamente  che  la  Q  trasformft 
S  in  8n{^4  9  •  •  M  ^f>)  ^^  i^  ^n  ^  rappresentata  dalla  sostituzione  lineare  avente 


)(  153  )( 
^r  matrice 


^ii    •    •    •    9ln 

^Jr  — —  C    •        •        •        •        • 


9nl    '    '    *    9< 


nn 


Similmeiite  l'operazione  Q ,  avente  lo  stesso  nncleo  Q(^^)  trasforma  S   in 

^«(^i  9  •  •  •  9  Pf»)  ^^  ^^  questo  spazio  essa  è  rappresentata  dalla   sostituzione   li- 
neare 


tfll    •    •    •   9nl 

vT       ■  ■   \     •         •        •         •         • 
9in    •    •    •    9nn 

aggiunta  della  G* 

Óra  al  nucleo  Qi{xy)  e  quindi  alla  corrispondente  operazione  Q,  si  può  dare 
nD'espressione  piti  semplice. 

Sia  il  nucleo 


•   Q(ajy).=  2   2^**^  ^^"^^^  ^^^*^  ^ 


in  esso  si  ponga 
li  ha 

a 

H 

e  Poperazione  Q  viene  allora  rappresentata  mediante  la  sostitazione  lineare 


^41    •    •    •    ^1 


TOL.  LTin.  sto 


t 


)(  1S4  X 
iove 


a,,  =/«,(<)  A(t)  d<. 


Similmente  per  l'operazione  aggiunta:  ae  in  SJP^  , . . . ,  p J   ai    assame 
nuovo  aiateraa  fondamentale  degli  elementi  Ti  ^  •  •  •  >  Tn    [che    aono   liaearmentj 
indipendenti,  easendo  legati  agli  elementi  %  dalla  sostitazione  lineare  (8),  il  ca 

determinante  |^^,|  è  =|=  0]  si  ha  allora  che  la  Q  in  Sndfi  9  •  •  -  9  Tn)  ^  rappresea 
tata  dalla  soatituzione 


^li  •  •  •  ^«1 
(10) 

«  1 

^In    •    •    •    ^n«« 


Infine  ae  ai  esegaiace  in   S«,(a^ , . . . ,  a^)   la   aoatituzione   lineare    non   de- 
genere 

(11)  7]^  =  ej,^a,  +  ...  +  e^,.a„     ,     {[1.  =  1 ,  2  , .  • . ,  n) 

ed  in  Sn(T| ,  •  •  • ,  Tn)  la 

(12)  V=«Hiiri+.-.  + VTn     »     ([i.  =  l,2,...,n) 

dove  ai  indica  con  trt  l'elemento  reciproco  di  «^,  diviao  per  il  determinante  [e,.,] 
ai  ottiene  il  nucleo  Q(a;y)  aotto  la  forma 


r— 1 


®  la  Q  verrà  rappreaentata  in  8^(7)^  9  •  •  •  9  ^ìn)  dalla  aoatituzione  lineare 

■»  * 
?ii  •  •  •  Jifi 

(13) 

5nl    •    •    •    Jnn 


^- 


love  é 


)(  IM  )( 


r« 


=kw  Ut)  dt 


t  la    Q     verrà    rappresentata    in    S„(X,  ,  .  ,  .  ,    X^)  dalla    sostìtnjsione   li- 

fitare 


«li 


•  •  • 


9«i 


•14) 


?i« 


•      •      • 


inn 


Ora  prendiamo  come  elementi  yj^  j  •  •  •  ^  ''],»  quelli  che  costitaiscono  un  si- 
eterna  fondameli  tale  di  S^  ridotto  a  forma  canonica  (rispetto  alla  Q)  in  modo 
che  si  possano  disporre  nel  quadro 


tj/i'i)    .  .  .  •r]/l'^> 


(H) 


'il         •  •  •  ^l«* 


(confrontare  n.  4)  ;  con  ciò  la  Q  viene   rappresénta»ta   in    ^Jyii  9  •  •  •  9  ^n)   àMtL 
BOBtituzione  lineare 


Q(V*0 


Q(1.<'0 


_1 


(i) 


(«) 


<^ 


(J'r) 


Q(Ti..(P^))=tj>-l)  +  5!^ 


(r  =  l,2,...,d) 
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e  la  Q  vien«  rappresentata  in  S„(X, , . . . ,  X„)  dalla  sostituzione 


1  —  X"> 

Q()v<«)     =^ 


_  X.<'> 


U*') 


1 


qIx/i»^)  )=  x,(i'-i) + h= 


(r  =  l,2,...,d) 


essendo  rispettivamente  gli  elementi 


X,<i'-)(y)  ,  X,(*'-l>(y)  ,.'..,  XW(y)  ,  X/«(») 


corrispondenti  agli  elementi 


V'Ha;) ,  i)r<*>(a')  ,  .  .  .  ,V^'~*^(«)  f  V'^(*)» 


cosi  che  il  nucleo  ù{xy)  viene  rappresentato  da 


(7'")  a(ay)  =  ^l-''^^)  ^^''" ^fy)  +  .  •  •  +  »)r(^^>(a')  X.<%). 


»wl 


N"oti8i  che  ciò  che  abbiamo  detto  per  l'operazione  Q  (e  per  la  Q) ,    vale 
per  ciascuna  delle  operazioni  Q<  che  entrano  a  comporre  la 

A  =  Qj  4- Q,  +  .  . .  +  Q,  +  T. 

Ora,  prima  di  venire  alla  dimostrazione  che  abbiamo   in   vista,   conviene 

•  •  ■  '  ■ 

considerare,  accanto  airoperazione  A,  l'operazione  aggiunta  A. 

Se  nel  nucleo 


A(ajy)  =  ù^icoy)  +  •  • .  +  tti(^)  +  T{xy) 
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si  riguarda  la  y  come  variabile  parametrìca  e  la  a;  come  variabile  di  integra- 
zione, risulta  anche  la  A,  decomposta  nella  somma 

A  =  Q,+Q,+  ...  +  Q,  +  T 

essendo  Q^  9  •  •  •  ,  Q; ,  T  rispettivamente  le  aggiunte  delle  operazioni  Q^ , ... ,  Qj , 
T,  e,  come   queste,  a  2  a  2  ortogonali. 

Corrispondentemente  \o   spazio    S   potrà   anche  considerarsi  decomposto 
nella  somma  degli  l-^-X  spazi 


^• 


°U4   5  •  •  •  >   S,j^   ,    8 


generati  risi^ettivamente  dall'  applicazione  di  Q^ , . . .  ,  Q^ ,  T  ad  S  ;  S^  è  spa- 
zio di  radici  per  ognuna  delle  Q^.  In  Sf,^  l'operazione  Q,  è  definita  dalla  so- 
stituzione 


h. 


(15) 


Q.(X./^Ì  =  X.^^^--V?^ 


{Pir) 


h 


(r  =  1 ,  2  , . . . ,  d.) 


e  gli  elementi  X  si  possono  disporre  nel  quadro 


/ 


(PM<) 


\\i  .  .  .    >^ 


X„<*>       .  .  .     Udi 


,^(«> 


analogo  al  quadro 


1.1 


(J».i) 


... 


T\xdi 


(H,) 


1.i 


(1) 


.     •     . 


'n^di 


<i) 


e  CODD6   questo    dotato    delle   solite    proprietà    ricordate    al    n.    4. 
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T7n  elemento  <3  di  S  può  anche  essere  decomposto,  e  in  an  sol  modo,  nell 
somma  di  I  +  1  elementi  appartenenti  rispettivamente  ad   S„  , . . . ,   B^^ ,  S'. 
Dopo  ciò  risolta  dal  n,  12  che  Vequazione 

'  (1)  F»  =  0 

nel  caso  che  z^  j  .  .  .  ^  z^  radici  del  polinomio  f(z)j  siano  poli  della  B^    ammette 
come  spazio  di  radici  quello,  di  cui  un  sistema  fondamentale  è  costituito    dagli 
elementi  delle  prime  m^  linee  del  quadro  (H^) , . . .  delle  prime  mi  linee  di  (H;>. 
Bisulta  inoltre  che  Vequazione  associata 

(1-)  Fi(«)  =  0 

ammette  come  spazio  di  radici  quello  di  cui  vn  sistema  fondamentale  è  oohtituiio 

dagli  elementi  delle  prime  wi^  lin^e  di  (H^  , . . .  delle  prime  mi  linee  di  (H^)  e  di 
qui  si  ha  che  la  (1)  e  la  {!')  ammettono  lo  stesso  numero  di  soluzioni  linearmente 
indipendenti. 

Possiamo  dire,  in  altri  teiìnini,  che  lo  spazio  di  radici  dell'operazione  Fi 
ammette  il  sistema  fondamentale  di  elementi  : 


\    (1)       \    (2)  \.  (w,) 

(r  =  1 ,  2  , ... ,  d<  ;  i  =  1 ,  2  , ... ,  ly 


Si  ha  poi  dallo  stesso  n.  12  che  la  condizione  necessaria   e  sufficiente  af- 
finchè la 

(2)  '  Fx(o)  =  o 


ammetta  soluzione  in  &  è  che  nello  sviluppo  di   a» ,  componente  di  a  in  8^. ,  t^ 

*  *• 

funziona  lineare  degli  elementi  di  (H,),  siano  nulli  i  coefficienti  dei  termini  reta- 
tivi  agli  ultimi  mi  elementi  di  ogni  colonna  elementare  di  (H,)  e  questo  per  i=h 

^      •      •     •     .      •     V. 

Mostriamo  finalmente  come  qaesta  condizione  equivalga  a  quella  già  enun- 
ciata al  n.  13,  cioè  alla  condizione  che  il  2"  membro  della  (2)  sia  unafunzisne 

0  ortogonale  a  tutte  le  radici  delVequazione  omogenea  (1'),  rappresentate  nel  si- 
stema (16). 


V 


X  1^9  X 

Indicando  in&tti  con  <]<  la  componente  di  o  in  S^  si  avrà 


iPir) 


e  la  condizione  sopra  enunciata  si  esprimerà  mediante  le  ugaaglianze 


(17) 


^irpir  —  ^irpiv— 1  =  .  .  .  —  a^r  p<^— uii+l  =  ^*      (*  —  ^  J  2  ,  ... , 


Essendo  poi  la  <%  non  degenere  in  S^^.,  risulta  che,  posto 


(18) 


Qi(«.)  =  2)^.>4  'nir^'^  +  •••*+  «trl>«r  '^ 


(Ptr) 

ir  J 


r-i 


la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  siano  soddisfatte  le  (17)  è  che 
siano  soddisfatte  le 


(170 


^irpir  —  ^\rpir—l  =  •  .  •  =  <?tr  p,>— mrf+1  =  ^       (*  —  1  7  ^  j  —  >  0 


Ora  si  ha  [n;  10], 


Q,(^)  =  Q.(o,) 


quindi 


(18') 


qXÓ,)  =  Q,(ci)  =  /  fXlxy)  o(y)  iy  = 


*  '  1 


ii  ri  ri 


V 


onde  li  lia,  per  la  (18) 


){  iéo  )( 


=fK 


Cir,  =  l   K^^'^Hy)  o(y)  dy 


^^rp.-...+  l=/^>'(3')^(^)^y 


W=/^^^^'^ 


<'Hy)  o(y)  dy  i 


perciò  le  (170  si  possono  anche  scrivere  nella  forma 


(17")  /  V^)(y)  o(y)  dy=z...  =  L}'^\y)  ci(y)  dy  =  0 


e  qaeste,  dovendo  essere  verificate  per  r  =  l,2,...,di  e  per {  =  1,2,..., 
esprimono  appnnto  l'ortogonalità  di  o  agli  elementi  del  sistema    (16),   quind 

la  condizione  già  enunciata. 

I 

Bologna,  1919. 
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IL  PROBLEMA  BALISTICO  GOL  METODO  PASCAL 


IT  O  T  A 


DSL 


Dott.  MARIO  MEROLA   (a  Napoli) 


(con  tre  tarol©) 


Preliminari  —  Inteso  in  senso  lato  il  problema  halintico  involge  la  conoscenza 
piùo  meno  rig^orosa  del  fenomeno  della  resistenza  dell'arigr,  probU^ma  di  natura 
e>svnzialnìente  fisica  del  quale,  malgrado  gli  sforzi  d'insigni  tisici,  matematici 
etl  artiglieri  da  ì^  e  w  t  o  n  in  poi,  non  abbiamo  che  soluzioni  più  o  menò  incerte. 
Chi  per  poco  si  faccia  a  considerare  le  varie  vicende  che  ha  attraversata 
la  soluzione  del  problema  rileverà  come  l'idea  predominante  di  quasi  tutti  gli 
studiosi  di  Balistica  sia  stata  quella  di  alterare  in  modo  conveniente  la  legge 
effettiva  di  resistenza  dell'aria  sì  da  permettere  la  riduzione  alle  quadrature 
del  problema  del  moto.  In  questo  senso  si  ebbe  soluzione  per  opera  di  O  tto, 
Bashforth,  Zaboudski,Didioned  ancora  altri  insigni  :  lo  stesso 
Slacci  con  l'introduzione  dei  fattori  di  tiro  non  fece  che  supporre  una  parti- 
colare legge  di  resistenza  quadratica. 

E  si  comprende  subito  come  dovesse  essere  imperfetto  un  tale  procedi- 
Dttento  quando  si  pensi  che  V  analicità  della  legge  di  resistenza  non  è  certa- 
mente la  maniera  più  propria  d' interpretare  lo  svolgimento  del  fenomeno  ed 
ancora  laborioso  per  le  difficoltà  analitiche  in  grado  maggiore  o  minore  alle 
<l»»li  quasi  sempre  si  andava  incontro  (metodo  della  serie  eco.). 

Miglior  fortuna  ebbe  finalmente  il  problema  balistico  per  opera  del  nostro 
illustre  Colonnello  Francesco  Siacci  il  quale  prese  dalle  esperienze  so- 
lamente ciò  che  esse  i)otevano  dare,  cioè  quelle  leggi  o  tabelle  numeriche  di 
resistenza  per  un  tipo  speciale  di  projetto  e  la  determinazione  di  quello  spe- 
ciale coefficiente  di  forma  i  che  permettesse  V  applicazione  della  legge  di  resi- 
stenza della  Tavola  Balistica  a  qualsiasi  altro  projetto  considerato,  generaliz. 
valido  contemporaneamente  la  soluzione  razionale  del  problema  col  rendersi 
indipendente  da  questa  o  quella  special  forma   di    resistenza.    E    se   neanche 
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questa,  come  osserva  ginstamente  lo  stresso  Slacci,  non  dà  ancora  la  golii 
zione  rigorosa  purtuttavia  è  da  riguardarsi  come  quella  che  armonizzando 
lati  buoni  di  tutte  le  altre  soluzioni,  razionali  ed  empiriche,  rappresenti  quanta 
di  meglio  si  possa  ottenere  allo  stato  attuale  della  Scienza.  Lo  dimostrano  U 
Tavole  di  tiro  delle  nostre  artiglierie  le  quali  sono  appunto  costruite  col  chs 
sico  metodo  Si  acci. e  rispondono  abbastanza  bene  agli  scopi  delia  pratica 
balistica. 

L'argomento  del  metodo  Slacci  è  la  pseudo-velocità  u  così  definita 

V  cos6 

u  = 

cosy 

ove  6  e  f  rappresentano  rispettivamente  gli  angoli  d'inclinazione  e  di  projezione 
e  V  è  la  velocità  corrispondente  ad  un  punto  qualunque  XY  della  trajettorìa. 
Integrando  le  equazioni  del  moto  messe  sotto  una  forma  speciale  ^on  Tiutn»- 
zione  della  pseudo  velocità,  della  ritardazione 

f(v)  =  -^  F(r) 

ove  6j,  ,  ì  ,  C  ,  F(r)  'ìrojio  rispettivamente  la  densità  halietìca  dell'aria  airaltizza 
y,  il  coefficiente  di  forma,  il  coefficiente  hnlintico  e  hi  funzione  rettintente^  ed  iiilìne 

del  parametro 

S,-F(<;)co86 

Sjj-F(w)coB*y 
essendo  6^  la  densità  balistica  dell^ria  alla  bocca  del  cannone,    giunge  al  si- 


'0 

8  tema 


*««=*«? -irSfi''^"^-''^''') 


X=t!'xfDi»)  — D(V)J 
(')  <!  _       ...  €'.. .X 


T  =  X  tg» -^ 


A(«)  -  A(V)  _  j^^,^ 


2  C08*7  [D(n)  —  D(V) 


\  cosy 


ove  V  è  la  velocità  iniziale  e 


« 


VP»       •      V?x  VP.  V  <?••?) 
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isendo  Pe  j  P«  ?  P*  i  valori  medi  della  funzione  p  tra  i  limiti  d' integrazione 
^  6) ,  (0  ,  0  ,  (0  ,  X)  e  (p^.  p)  quello  fra  i  limiti  (V  ,  u)  della  funzione  (p^-p). 
Le  formule  (I)  sono  quelle  che  risolverebbero  i  problemi  del  tiro  se  fossero 
^osciuti  i  valori  delle  diverse  quantità  p  il  che  importa  ohe  siano  noti  esat- 
kmente  ^li  elementi  nei  punti  stessi  della  trajettoria,  quindi  si  avrebbe  non 
Jtro  che  una  soluzione  illusoria.  La  pratica  insegna  però  che  questi  valori 
K ,  C'r ,  C'i  ,  C'y  sono  poco  diversi  fra  loro  ond'è  che  si  sostituisce  ad  essi 
tu  conveniente  unico  valore  C  detto  coefficiente  balistico  ridotto.  Diverse  con- 
Werazioni  conducono  a  scartare  le  determinazioni  ottenute  per  via"^  di  tjalcolo 
fella  funzione  p  e  del  coefficiente  t;  è  alle  esperienze  che  bisogna  domandare 
b  lejrge  di  una  quantità  dipendente  da  i  e  p  cioè,  come  sogliono  dire  gli  ar- 
tiglieri, la  determinazione  della  chiave  della  Tavola  di  tiro  :  a  tal  uopo  è  stato 
Itdto  il  valore  di  C  che  contiene  il  prodotto  di  «p. 

Il  metodo  Slacci  pur  rappresentando  qualche  cosa  di  più  che  sufficiente 
T  gli  scopi   pratici  non  è  un  metodo  rigoroso  perchè  si  deve  fare  qaelPipotesi 
bitiaria  dell'uguaglianza  e  costanza  dei  coefficienti  balistici  C,  d'altra  parte 
metodo  rigoroso  per  via  puramente  analitica  non  sarebbe  possibile  per   la 
ftou  riducibilità  alle  quadrature  delle  equazioni  del  moto  tranne  in  quei  pochi 
^^\  che  l'esperienza  esclude  possano  rappresentare  in  modo  sufficiente  la  legge 
Wettiva  di  resistenza  dell'  aria.  La  soluzione  rigorosa   del    problema    può,   ciò 
Nn  ostante,  esser  trovata  facendo  ricorso  al  metodo  d^  integrazione  grafica   e 
precisamente  all'  integrafo  per  V  equazione  differenziale   delV  odografo   relativo  al 
worimento  di  un  projetHle  in  un  mezzo  comunque   resistente   ideato   dall'  illustre 
IProf.  E.  Pascal.  Punto  di  partenza  del  metodo  è  la  costruzione  della  curva 
*8priiiiente  la  legge  di  resistenza  del  i)rojetto,  curva    che    verrà    descritta    in 
jbase  esclusivamente  all'andamento  sperimentale  del  fenomeno  escludendo  i)erciò 
^nalsiasi  forma  analitica  più  o  meno  complicata  della   funzione  di  resistenza, 
impostando  cioè  il  problema  nella  sua  realtà  fisica.  In  ciò   il   metodo   ha   dei 
punti  di  contatto  con  quello  di  Slacci  ma  se  ne  discosta  in  seguito  perchè 
roentre  questi  risolve  tutti  i  problemi. del  tiro  nel  modo  come  brevemente  ab- 
biamo accennato  facendo  uso  della  Tavola  Balistica  generale,  il  Pascal    prò: 
cede  invece  per  via  grafica  sfruttando  tutta  una  classe  di  apparati   che   mec- 
canicamente realizzano  le  operazioni  analitiche. 

Scopo  della  presente  monografia  si  è  quello  di  mostrare  appunto  come  si 

^Kevoli  e  dal  punto  di  vista  del  rigore  e  da  quello  della  semplicità  la  soluzione 

<^'-'  problema    balistico    con    1'  uso    del    sopracitato    integrafo   costruendo  una 

!  ^vajettoria  dello  shrapnel  da  75A  —  906,  in  secondo  luogo    accenneremo    come 

ricorrendo  a  questo  metodo  si  possa  compilare  in  modo   semplice   una    Tavola 

I  <^'  Uro  per  una  delle  nostre    artiglierie,    per    esempio  ,    pel    cannone   da    75A 

j  ^od,  906. 


L  Considerazioni  sul  metodo  Pascal.  —  Le  forze  principali   alle  quali   è 
^<^Pgetto  il  movimento  di  un  projetto  nell'  aria  sono  rappresentate  dal  peso  del 
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projetto  e  dalla  componente  della  resistenza  secondo  la  direzione  della  tangent 
alla  trajettoria,in  quanto  alla  coppia  perturbatrice  ed  alla  forza  deviatrice  ess 
sono  molto  piccole  rispetto  alle  prime.  La  com[>oneute  della  forza  devia  tri  11 
secondo  la  perpendicolare  al  piano  verticale  della  tangente  tende  a  spostare  ì 
centro  di  gravità  del  projetto  dalla  parte  cui  questo  rota  dando  origine  allj 
così  detta  derivazione. 

La  balistica  interna  indica  il  modo  relativamente  facile  di  tener  cont^ 
della  derivazione  e  perciò  studieremo  il  moto  del  centro  di  gravità  del  pn^jett^ 
sottoposto  ad  una  forza  tangenziale  (resistenza).  In  siffatta  ipotesi  è  ovvio  4*h< 
la  trajettoria  è  una  curva  piana  giacente  nel  piano  verticale  passante  pe] 
V  asse  del  pronto  allo  sigaro  (piano  di  tiro). 

Considerando  perciò  due  assi  ortogonali  x  ed  y  aventi  l'origine  nel  centr( 
di  volata  della  bocca  da  fuoco  ed  i  sensi  positivi  nelle  direzioni  rispettiva 
del  moto  e  del  senso  contrario  alla  gravità,  se  H  è  la  resistenza  tangenziale, 
p  il  peso  del  projetto,  ricordando  le  notazioni  già  adoperate,  le  equazioni  diffe- 
renziali del  moto  si  scriveranno 

p  ^t?cos6).  o       tì  P  «^(^senO) 

^^-^— ; — ^:=  — licose     ,     — — — ^  =  — BsenO — p 

g         di  ^      g         dt  ^ 


e  introducendo  la  ritardazioue 


m=^ 


e  tenendo  conto  che 


dX  ,  dX 

— -—  =z=  V  C086      ,     —7—  =  V  seno 
dt  '       dt 


dopo  facili  trasformazioni  si  ottiene 


dv   _    \  g 


(II) 


rf6  cos6 


V  db 
gdX  =  —  rdb     ,     gdY  —  —  j?*tge  ^6     ,      gdt  —  — 


cos6 


che  è  il  sistema  di  equazioni  differenziali  fra  gli  elementi  della  trajettoria.  La 
prima  delle  (II)  è  1'  equazione  intrinneca  del  movimento  del  projetto,  o,  t'<»«"^* 
anche  si  dice,  l'equazione  (ìktWodografo  e  la  sua  integrazione  n<m  è  stata  |k»s 
sibilo  eseguire  se  non  alterando  convenientemente  la  legge  di  resistenza  0  nel 
modo  già  visto  adoperato  dal  S  i  a  e  e  i.  Fermiamoci  a  considerare  qiiesta  equa- 
zione.   Per    la    legge    sperimentale    della    resistenza  diretta  sopra  un  projetto 


)(  i«»  X 

oblango  è,  con  le  solite  notazioni 

f{v)=z^JLlY(v)     dove     ¥(v)  =  'krp\v)     ,      C—       ^ 


4  essendo  il  calibro  del  projetto  espresso  in  metri,  X  un  parametro  detto /wn- 
ùone  di  fovìna  e  y'(r)  nna  funzione  esclusiva  della  velocità.   In   quanto   ad   t, 
et)efficiente   di  forma,  esso  è  dato  dal  rapporto  delle  funzioni  di  forma  di   due 
P^ettili  e   nella  pratica  balistica  lo  si  assume  uguale  al  rapporto   della   resi- 
stenza effettivamente  incontrata  dal  projetto  a    quella    che    incontrerebbe    un 
altro  di  ugual  calibro  e  peso  ma  avente  la  forma  tipica    di    quello   impiegato 
\*r  calcolare  la  Tavola  della  funzione  resistenU  per  la  quale  t=l.  Questo  coef- 
iieiente  di  forma  dipende  dalla  forma  del    projetto    ed    ancora    dalla    velocità, 
purtuttavia  essendo  quasi  insensibili  le  variazioni  dovute  a  quest'  ultima  così 
?i  assume  x>€r  i  un  conveniente  valor  medio  costante.  Il  coefficiente  balistico  (J 
può  anche  ritenersi  costante  per  uno  stesso  projetto,  8y  è  quella  che  abbiamo 
chiamata  densità  balistica  dell'  aria  alia  quota  y  e  come  tale   è   variabile   col 

mutare  di  questa.  Dunque  si  vede  che  il  termine   dell'  equazione   dell'  o- 

9 

dografo  non  è  esclusiva  funzione  della  velocità  ma  dipende  ancora  dalle  ordi- 
nate dei  diversi  punti  della  trajettoria  ;  sicché  4ion  si  potrà  ritenere  costante 
òv  se  non  qaando  y  varia  relativamente  poco  tra  l'origine  ed  il  punto  di  caduta, 
cioè  nel  tiro  molto  teso. 

Per  la  costruzione  delle  Tavole  di  tiro    pel  nostro  Hsercito  si  adopera  la 
seguente  formola  empirica  di  Saint  Robert 

8,  =  8,(1  —  0,0^87Y) 

valida  per  altitudini  non  superiori  ai  4000  metri,  della  qual  formola  o  di  una 
relazione  qualunque  sperimentale  tra  Y  e  6y  bisognerà  tener  conto  pel  traccia- 
mento della  curva  di  resistenza. 

Del  metodo  Pascal,  ch'io  tralascio  qui  di  descrivere  insieme  con  l'in- 
tegrafo rimandando  il  lettore  all'opera  dell' A.  «  I  miei  integrafi  per  equazioni 
differenziali  »,  è  stuta  già  fatta  un'applicazione  dal  Capitano  dell'Esercito 
spagQuolo  Sisto  Cam  ara  Tecedor  nella  Memoria  «  Studio  grafico  della 
cttrra  balintica  qualunque  sia  la  legge  di  resistenza  deWaria  »  (*)  ove  mostra 
appunto  un  monogramma  utilissiuìo  per  la  risoluzione  dei  problemi  di  tiro  ri- 
guardanti una  data  trajettoria  ottenuta  col  projetto  P  del  fucile  Mauser, 
trajettoria  che  egli  costruisce  con  l'applicazione  successiva  di  alcuni  metodi  di 
I  integrazione  grafica  (che  sostituiscono  gl'integrafi)  ispirandosi  però  nelle  linee 
generali  al  metodo  Pascal.  Egli  a  tal  uopo  osserva  che  si  semplifica   assai 


(^)  Gioniale  di  Matematiche  di  B  a  1 1  a  g  1  i  n  i ,  y.  54,  1916^  p.  223,  (trad.  di  Mario  Pascal). 
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la  determinazione  della  légge  di  resistenza  perchè  non  c'è  alcun  bisogno  d 
tener  conto  del  coefficiente  balistico  ridotto  C  bastando  per  ogni  projetto  d'ni 
certo  tipo  eseguire  apposite  esperienze  per  disegnare  il  grafico  della  resistenza 

Dal  canto  mio  aggiungo  che,  supposte  realizzate  queste  esperienze,  per  U 
artiglierie  a  tiro  curvo  resterebbero  i3empre  gl'inconvenienti  per  la   variabilità 
delle  densità  balistiche.  Le  esperienze  eseguite  nei   balipedi    non   sono    (né   s' 
potrebbe  pretendere  diversamente)  che  incomplete  in  quanto  esse  ci  forniscono 
la  ritardazione  in  condizioni  ben  diverse  da  quelle  effettive  che  competono  al 
projetto  nei  tiri  di  guerra  ove  esso  non  descrive   quasi    mai    trajettoria    tesa. 
La  correzione  per  P  altitudine  viene  apportata  nel  metodo  Slacci    con  V  in- 
troduzione del  parametro  p  che  contiene  il  fattore  5,,.  Come  si    procederà    nel 
metodo  Pascal!  La  cosa  è  tutt'altro  che  semplice:  da  questo  punto  di  vista 
il  metodo  Pascal  si  presenta  alquanto  prematuro  per  lo  stato  attuale  delle 
esporienze,  pur  essendo  nella  sua  idea  fondamentale  ili  un  rigore  indiscutibile. 
Purtuttavia  è  da  ritenersi  che  la  conoscenza  di  una  legge  sperimentale  di  va- 
riazione delle  densità  balistiche  con  le  quote  sposate  ad  un  ingegnoso    proce 
dimento  analitico  possa  superare  ogni  difficoltà.  In  questo   senso   gli    studiosi 
di  balistica  dovranno  dirigere  i  loro  sforzi. 

La  resistenza  diretta  sopra  un  projetto  oblungo  si    può  mettere    sotto   la 
forma 

A 

K  = lOOOa^X  9'(t?) 

«7 

ove  A  è  il  peso  di  un  metro  cubo  d'aria,  allora  l'esperienza  analogamente  al 
metodo  Slacci  ci  fornirà  una  successione  di  valori  X<p'(tf),  il  termine  corret- 
tore della  resistenza  sperimentale  essendo  incluso  in  A. 

Per  le  considerazioni  che  abbiamo  esposte  esamineremo  il  tiro  di  un  can- 
none da  cajnpagna.  Facendo  a  meno  delle  esperienze  ci  si  può  valere  di  quelle 
per  la  determinazione  della  ¥{v)  e  del  coefficiente  balistico  C  ma  per  tutti  i 
nuovi  tipi  di  projettili  s'intende  che  queste  debbano  eseguirsi,  e  ciò  che  uoi 
diremo  è  perfettamente  applicabile  al  caso  che  si  abbia  a  considerare  il  prodotto 
Xrp\v)  che  ora  è  solamente  funzione  della  velocità  e  della  forma  del  projetto; 
in  altre  parole  le  esperienze  occorrenti  pel  metodo  Pascal  sostituirebbero 
quelle  intese  ad  ottenere  il  prodotto  i'p. 

Le  ordinate  della  curva  di  resistenza  si  otterranno  moltiplicando  il  fattor 

costante  — ~  per  i  diversi  valori  di  F(ì;)  o  altrimenti  il  fattor  costante  — lOOOa 
C^  9 

per  quello  variabile  \f\v). 

Ponendo  nella  prima  delle  (II) 

y  =  —  sene         ,         v  =  e*. 


)(  Ì67  )( 


si  ha  Taltra  equazione 


dy  _       1  —  y* 


dx  (p(x)  —  y 


ove 


(p(a?)  =  — — 


al  è  questa  P  equazione  differenziale  che    viene   integrata    con    V  apparecchio 

Pascal. 

2.  Sulla  compilazione  di  una  Tavola  di  tiro  per  cannone  da  75 A — 906» — 

iQuanzituttò  i>er  ciò  che  riguarda  il  calcolo  delle  perturbazioni  che  avvengono 

Del  moto  del  projetto  tralasceremo  la  considerazione  dell'angolo  di  rilevameìito 

!e  (Iella  derivazione  il  che  equivale  per  quest'ultima  a  trascurare  gli  eff*etti  della 

/orza  deviatrice  che  nasce  dallo  scarto  angolare  dell'  asse    del    projetto    dalla 

liingente  alla  traiettoria.  Lo' studio  della  derivazione  fostitnendo  tutta  una  parte 

'a  sé  del  problema  balistico  si  suole  considerar  diviso  dal  problema  principale 

«lei  moto  di  traslazione  del  juojetto  per  le    notevolissime    semplificazioni    che 

.apporta  nelle  ricerche  anali tielie.  Non  terremo  neanche  conto  delle   deviazioni 

j8ia  laterali  che  in  gittata  subisce  il  proietto  per  effetto  della  rotazione  diurna 

ItWlla  Terra  supposta  sferica  e  della  variabilitìi    dell'  accelerazione    di    gravità 

'«lurante  il  moto. 

Tutti  questi  problemi  vanno  risoluti  con  procedimento  uniforme   in  qual- 
■ 

litiasi  metodo  balistico  e  i  due  ultimi  in    parecchi    casi    sono    addirittura    tra- 
scurati. 

Per  le  ragioni  già  esposte  circa  la  difficoltà  di  tracciare  nel  caso  generale 
la  curva  di  resistenza  prenderemo  in  considerazione  il  caso  somi>Hce  di  un 
tiro  di  un  cannone  da  campagna  da  75A — 906  e  costruiremo  .  la  trajettoria 
'Mio  shrapnel  corrisx)ondente  alle  seguenti  condizioni  iniziali  : 

Velocità  iniz.  m.  s.  510       Elevazione  17°. 

!  I 

I 

I 

Innanzitutto  sarà  opportunp  riassumere  qui  alcuni  dati  piti  importanti 
alativi  a  tale  trajettoria  quali  sono  stati  desunti  dalla  Tavola  di  Tiro  del 
«annone  K  r  u  p  p  pubblicata  per  cura  dell'  Ispettorato  Generale  d'  Artiglieria 

■  ntlPanno  1913,  ciò  perchè  in  ultimo  si  possano  mettere  a  confronto  i  risultati 
I  trovati  con  1'  applicazione  del  metodo  Pascal  con   quelli,   diremo   così   uffì- 

■  «iali,  della  Tavola  di  tiro  ,  osservando  che  i  risultati  forniti  da  questa  non 
,  lianno  né  un  valore  assolutamente  sperimentale  né  un  valore  puramente  teorico. 
:  ^'iò  non  ostante  queste  Tavole  meritano  un  grado  di  fiducia  quasi  illimitato  se 


I 
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si  ha  riguardo  ai  soli  fini  pratici.  Ecco    dunque    le    principali    caratteri stich 
della  trajettoria  : 

Gittata  m.  6000  Velocità  di  caduta  m.  s.  228 

Durata  s.  21,47  ^l^ngolo  di  caduta  26*1' 

Coefficiente  balistico  per  lo  shrapnel  a  60  hm.  0' =  1,345. 

Per  gli  eleihenti  al  vertice  : 


Ascissa    m.     3353 
Velocità  m.s.  263,6 


Ordinata  m.  613 
Durata  s.       10,091. 


Questi  ultimi  sono  stati  ottenuti  con  l'applicazione  delle  formule  del  tir( 
Slacci. 

Bitomiamo  ora  al  metodo  Pascal. 

Scegliendo  come  valor  medio  della  densità  balistica  lungo  la  trajettoria  il 
valore  0,976  che  corrisponde  ad  un'jiltezza  di  poco  superiore  ai  300  m.  si  cai- 


% 


..  .JW 


m    corri- 


cola    -~-  =  0,0809  e  la  segnente  tabella  R  che  dà  i  valori  di 
^9  g 

spondenza  alla  velocità  v  ed  ai  valori  di  x  legati    a    quelli    di    t?    dalla   rela^ 


zione  V  =  e'. 


Tabella  R 


V 

X 

^.,=^« 

V 

X 

510 

6,234 

7,336 

365 

5,897 

3,151 

505 

6,222 

7,190 

345 

5,840 

2,555 

485 

6,183 

6,530 

325 

5,782 

1,953 

465 

6,139 

6,032 

305 

5,718 

1,378 

445  ' 

6,095 

-    6,458 

285 

5,651 

0,953 

425 

6,049 

4,884 

265 

5,577 

0,746 

405 

6,001 

4,320 

245 

5,499 

0,615 

385 

■ 

5,950 

3,737 

228 

5,430 

0,523 

)(  1««  )( 

I 

Qaesta  tabeUa  si  traduce  sai  toglio  di  diserò  nella  curva  rappresentativa 
della  funzione  y  =  ^{x).  Intanto  se  si  assume  come  unità  di  misura  delle 
ascisse  e  delle  ordinate  il  valore  unico  a  =  200  mm.  la  curva  verrebbe  fuori 
del  foglio  di  disegno^  né  è  possibile  adottare  un'  unità  di  misura  più  pìccola 
perchè  dato  1'  andamento  dei  valori  della  ^{x)  ne  risulterebbe  una  curva  che 
integrata  con  l'apparecchio  Pascal  darebbe  luogo  ad  un'altra  di  piccole  di- 
mensioni che  non  è  buona  norma  prendere  a  base  di  ulteriori  processi  grafici*; 
di  piti  per  a  =  200  mm.  occorre  aumentare  l'unità  di  misura  dello  strumento  0 
onde  la  punta  differenziale  possa  seguir  l'andamento  della  curva  di  resistenza 
nei  limiti  che  a  noi  occorrono. 

Per  la  costruzione  della  curva  dell'odografo  si  è  seguito  un  metodo  con- 
forme a  quello  adoperato  dal  G9>pitano  T  e  e  e  d  o  r  che  in  effetti  è  basato  sul 
dispositivo  dell'integratore  P  a  s  e  a  l." 

Nella  Tavola  I  (*)  vedesi  designata  in  00^  la  curva  integrale  della  trasfor- 
mata dell'odografo  riferita  a  due  assi  ortogonali  dei  quali  Lac  è  1'  asse  delle 
ascisse  mentre  quello  delle  ordinate  capita  fuori  del  foglio  di  disegno  a  circa 
un  20  cm.  Questa  odografia  è  caratterizzata  dalla  coppia  di  valori  iniziali 

^^  =  log,510         ,        y,=  — senl7^ 

e  la  curva  di  resistenza  tracciata  BE^  è  corrispondente  di  quella  che  si  sarebbe 
dovuta  disegnare  in  un'affinità  Q  i  cui  assi  sono  quelli  delle  a;  e  la  direzione 

1 
parallela  all'  asse  y  ed  il  cui  rapporto  è  K  =  -  Per  tal  modo  l'equazione  dif- 

ferenziale  dell'odografo  si  scrive   • 

ày,                 4     "  ^* 
(1)  -^±-  = 

àx^  ?W  _  ^ 

2  ^* 

e  l' integrazione  di  questa  equazione  si  effettua  sostituendo  alla  parabola  del- 
l'integrafo l'altra  di  equazione 


1  , 


O  L'nnìtà  di  mìsara  del  modello  esistente  presso  il  gabinetto  di  Analisi  Superiore  della 
R.  Università  di  KapoU  è  di  15  cm. 

P)  I  disegni  riportati  nelle  Tavole  I,  II,  III  sono  stati  ridotti  dagli  originali  nel  rap- 
porto di  4 : 1. 
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che  costraita  in  modello  di  cartone  ci  ha  permesso  tracciare  la  curva  O'O'^  che 
iion  è  la  curva  richiesta  ma  è  l'omologa  di  essa  nell'affinità  Q,  trasformando 
p<'i-(-iò  nella  fi"^  siffatta  curva  si  compirà  l'integrazione  grafica   dcU'eqaazione 

(2)  '^-  '-^' 


die  tp(x)  —  y 

% 
\ 

Per  l' integrazione  della  (1)'  si  è  fatto  uso  della  parabola  ABO  disegnata 
nella  Tavola  I  nella  sua  prima  posizione  e  l'apparecchio  Pascal  disegnerà 
la  trasfonn;ita  0'0'„  qualora  si  s])osti  la  parabola  di  metallo  che  fa  parte  dello 
strumento  parallelamente  al  suo  asse  di  simmetria  finché    il   vertice    venga   a 

distare  dal  lato  destro  dell'  integrafo  per  una  lunghezza  uguale  a   —  (ben  in- 

teso  mai  restando  l'unità  di  misura  dello  strumento  quella  che  è)  ed  in  gene- 

1 
rale    a    -^.  ^li  assi  della  00„  sono  quelli  della  RR„  e  l'unità  di  misura  del 

pari  a  =  200  mm. 

Il  punto  On  corrisponde  al  punto  Si  caduta,  il  punto  V  ove  la  OOn  incontra 
l'asse  X  corrisponde  al  vertice  della  traiettoria,  la  retta  KH  è  un  asse  ausi- 
liario. Come  dalla  Tabella  numerica  Bla  nostra  curva  di  resistenza  comincia 
con  una  vehu-ità  di  m.  s.  510  e  la  scala  delle  inclinazioni  segnata  in  figura  è 
stata  ottenuta  calcolando  i  seni  degli  angoli  corrispondenti  alle  diverse  incli- 
nazioni. Nella  Tavola  II  abbiamo  riportata  la  curva  00^  integrale  della  (2)  e 
che  indirherrmo  con  ''y  z=  Yix), 

S  iven<lo  i  tU'ÌUì  T.ibella   R  ed  assumendo  come  unità  di  misura  delle  or- 

dinareP= — j-  mni,  si  è  costruita  la  curva  di  equazione  v^z=ze^".  Da  una  co- 
struzione che  si  rileva  facilmente  dalla  figura  e  dalla  simiglianza  dei  triangoli 
ELS,  FLS'  si  ricava 


an-?_  pa^ 


L8' 


da  cui 


LS'  = 


^l-f 


Ripetendo  la  costruzione  partemio  successivamente  dai  punti  0^0^  *  >  »  »  si 
otterranno  altrettanti  punti  S\S\  ....  della  curva  di  ordinate 


^2x 


il-f 


K  "1  )( 

miserate  con  l'unità  p.  Ora  z  riguardata  come  funzione  di  y  la  rappresentiamo 
in  altra  parte  del  foglio  di  disegno  assumendo  come  assi  coordinati  delle  y  e 
delie  z  rispettivamente  una  parallela  KH  all'  antico  asse  ^  e  1'  asse  primitivo 
delle  X,  I  punti  PP^Pg  •  •  •  •  della  curva  rappresentativa  si  otterranno  menando 
pei  punti  OO^Oj ....  le  parallele  all'  asse  z  ed  a  partire  dall'  asse  KH  stac- 
cando rispettivamente  su  tali  parallele  i  segmenti  QP  ,  Q^P^*,  Q^P^ . . . .  uguali 

ordinatamente  in  segmenti  LS' ,  L^S'^ ,  ^^\ Questa  curva  così  costruita 

la  indichiamo  per  semplicità  con  l'equazione 

(3)  ^  =  x'(y). 

È  facile  riconoscere  che  integrando  la  (3)  si  ottiene  una  relazione   fra  X 
e  y  si  ha  cioè  l'equazione 

e  l'integrazione  della  curva  PP^  è  stata  eseguita  assumendo  come  polo  il  punto 
y^  situato,  come  si  sa,  sull'asse  delle  ascisse  ^^KH  ed  il  metodo  adop*  rato 
è  qaello  così  detto  2A\9it  curva  integrale,  Lia  ba^e  dHntegrazione  h  8,=P'^D=:20  min. 
Gli  assi  della  curva  integrale  sono  E^K  (asse  gX)  e  K^H^  (asse  y);  per  le  im- 
poste condizioni  iniziali  la  curva  comincerà  dal  punto  Q'^.  Osserviamo  che  la 
unità  di  misura  delle  ascisse  y  è  sempre  a^=:200  mm.,  cnme  «luella  delle  or 

dinate  «  è  la  stessa  di  quella  della  curva  e^  cioè  p^  =:  — ^  mm. 

Do^o  facili  considerazioni  sì  ricava  che  se  Yi  è  l'unità  di  misura  delle  or- 
dinate della  curva  integrale,  un  miMimetro  di  Yi  è  equivalente  a  12,76  metri 
lineari.  Bisogna  notare  che  nel  tracciare  la  curva  integrale  si  possono  com- 
mettere degli  errori  non  trascurabili  dovuti  alle  inclinazioni  dei  singoli  lati  del 
poligono  delle  componenti  radiali,  quindi  occorre  che  il  valore  8  non  sii  troppo 
piccolo  il  che  si  ottiene  opportunamente  disponendo  delle  unità  a^p^Yi  tra  le 
<lQali  sappiamo  esiste  la  relazione 

*  Ti 

Con  un  processo  analogo  a  quello  seguito  per  costruire  la  curva  z=r/^^(jf) 

\  y 

}    ^i  costruisce  la  curva  BB.B, ....  di  ordinate  ■■         ■  misurate  con  l'unità  a. 

AsBuntò  come  asse  delle  u  la  K^H^  e  come  asse  delle  ^X  la  E^  si  è  disc- 

Pata  la  curva  UTJ^XJ^ ....  che  si  ottiene  conducendo  le  OQ'o ,  O^Q', ,  0,Q',.... 
I     paitkllele  alla  retta  K^K,    dai    punti    Q'^, ,  Q\  ,  Q', .  •  •  •    ^'  intersezione    ron    la 
^^^X(y)  menando  le  Q'oU ,  Q^U^ ,  Q'^U^ . . . .  parallele  all'asse  u  e  prendendo 
le  distanze  K,U ,  ìiJJ^ ,  M,U,....  uguali  rispettivamente  alle  LB ,  L^B^ ,  L^, 


l 
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E  facile  accorgersi  che  la  curva  costruita  corrisponde  a 

d{gY)      . 


V  =  ^\0X}= 


d{gX) 


nità  di  misura  delle  <;X,  come  abbiamo  visto,    —3-  eà  inoltre   a^  =  200    mm., 


delle   ascisse   e    ordinate   hanno  il  valore  unico  —3-',  cioè   un   millimetro    rap- 


Assunto  come  polo  K^  e  come  base  d'integrazione  5^  =  200  mm,,  essendo  l'u- 

8 
10 

un  millimetro  della  scala   Yj    ^^l^^ivale  a  12,75  metri  linean.  Abbiamo  così  ot- 
tenuta la  curva  Y  =  ft)(X)  cioè  la  traiettoria  per  la  quale  le   unità   di    misura 

8 
10 
presenta  12,75  m.  lineari. 

Fin  qui  il  metodo  Pascal.  È  d'importanza  capitale  nel  tiro  a  shrapnel 
conoscere  con  esattezza  i  tempi  impiegati  dal  projetto  a  raggiungere  i  diversj 
punti  della  traiettoria  onde  regolare  le  graduazioni  delle  spolette  e  quelle  dei 
correttori  in  maniera  da  ottenere  quei  determinati  intervalli  ed  altezze  di  scop- 
pio. Emerge  quindi  la  necessità  di  costruire  una  curva  dei  tempi  che  fornisca 
il  valore  del  tempo  quando  sìa  noto  uno  degli  elementi  X,  Y,  v,  6.  Da 

dX  .        .     .  ,^         dX 

=  V  cosO      81  ricava      dt  =: 


dt  vcos6 

e  per  la  sostituzione  H  a  y  a  s  h  i 

V  =  &"        ,        y  =  —  sen6  ; 

dX 

dt=z 


stante  le  equazioni 

y  =  F(x)      ,      ^x  =  x(y) 

sarà  t  funzione  di  X  definita  da 

élt  =  f  (X)  dX 
ed  integrando  ed  osservando  che  alla  volata  il  tempo  è  zero, 

T  =  <|.(X). 
Isella  Tavola  III  si  sono  riportate  le  curve 

y  =  ¥(x)    ,    gX  =  x(y)    ,    Y  =  ^X) 
e  disegnata,  valendoci  della  Tabella  B,  la  curva  6^^,  ritenendo  come  unità  ài 
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misura  delle  ordinate  pg  =  10*  e  delle  ascisse  ag  =  200  inni.  In  modo  simile  a 

quello    seguito    per   la   costruzione    delle   curve  RRiR2  •  •  •  •  ^'S'iS'2  •  •  •  •  ^^^^^ 

Tavola  II   s'è  costruita  la  curva  HH^H^ ....  dalla  quale  è  stata  dedotta  l'altra 

yy^Xg  ....   corrispondente  a  d<  =  ^'(X)  e  riferita  agli  assi  QR  (asse  delle  X)  e 

QRj  (asse  delle  Q.  Integrando  la  NN^  si  è  ottenuta  la  curva  T  =  (|>(X)  riferita'^ 

*\  medesimi   assi  della    curva   primitiva,    avendo    scelto   per  polo  il   punto   P 

e  per  base   8^  nz:  50  mm.  Dopo  facili  considerazioni  si  giunge  al   risultato   che 

im  secondo   di  tempo  medio  equivjile  a  mm.  15,692.  Adesso    facciamo    vedere 

come  dato   uno  dei  o  elementi  X,  Y,  v,  6,  T  si  possano  dedurre  tutti  gli  altri 

immediatamente  e  facciamo  in  pari  tempo  il  confronto  fra  i  risultati   ottenuti 

col  metodo  grafico  e  quelli  che  si  deducono  col  metodo  S  i  a  e  e  i. 

1.^  Consideriamo  un  punto  I  della  Y=cù{X)  (Tav.  II)  e  sia  X=:3353  m* 
Condacendo  la  II'  parallela  alla  K^H^  si  ha,  nell'incontro  con  la  scala  delle 
ordinate,  Y  =  614.  Di  più  IM,  incontra  là  ^X  =  x(y)  nel  punto  L,  dell'  asse 
K^K,  tirando  pel  detto  punto  la  parallela  al  primitivo  asse  a?,  cioè  considerando 
lo  stesso  asse  K^K,  si  ha  nell'intersezione  con  la  scala  delle  inclinaaioni  6  =  0. 
Inoltre  conducendo  L^S»  e  S^Z,  rispettivamente  perpendicolare  e  parallela  a 
KjK  si  ba  sulla  scala  delle  velocità  v  =  264.  Per  avere  il  tempo  corrispondente 
consideriamo  la  Tavola  III  in  cui  al  punto  I  corrisponde  il  punto  0^.  Basterà 
condurre  C^C',,  perpendicolare  a  0^0,.  e  dall'  intersezione  T„  con  la  T  =  ^(X) 
menare  la  parallela  all'  asse  QR  per  leggere  immediatamente  sulla  scala  dei 
impi  T  =  10,050. 

2.**  Data  l' inclinazione  in  un  punto  trovare  gli  elementi  X ,  Y ,  t? ,  T. 
Poniamo  6  =  —  26^1'  e  conduciamo  per  la  corrispondente  divisione  della  scala 
delle  inclinazioni  la  parallela  all'asse  K^K  che  incontra  in  0„  e   Q',  rispetti- 
vamente le  curve  y  =  ¥{x) ,  gX  =  y{y).  Menando  O^S,  perpendicolare  a  K^K  e 
dal  punto  S,  d'  intersezione  con  la  curva  v*  =  e**"  la  parallela   alla    medesima 
retta   si    ha  sulla  sc^la  delle  velocità  v  =  228.  Invece    conducendo    da    Q'^   la 
perpendicolare  a  K^K  si  ha  nell'  incontro  T  con  la  trajettoria  il  punto   corri- 
spondente all'  inclinazione  data  ed  essendo  detto    punto    suU'  asse    K^H^   sarà 
V=:0  e  l'ascissa  si  legge  subito:  X  =  5998  m.  Nella  Tavola  III  Ocèil  cor- 
rispondente del  punto  X  considerato,  or  bene  tirando    C^Oo    perpendicolare    a 
KjK  e  dall'  intersezione  T^  con  la  curva  T  =  ^{X)  la  parallela  .alla  medesima 
l^jK  si  legge  sulla  scala  dei  tempi  s.  21,45. 

La  prova  non  poteva  essere  più  soddisfacente.  Le  piccole  differenze  si 
spiegano  quando  si  pensa  che  la  descrizione  della  trajettoria  è  soggetta  ad 
errori  d' interpolazione  nel  metodo  Slacci  e  ad  inevitabili  imprecisioni  gra- 
fiche nel  metodo  Pascal.  Abbiamo  così  per  ogni  trajettoria  tutto  quanto 
poBsa  desiderarsi,  non  come  le  Tavole  di  tiro  numeriche  che  si  limitano  a  dare 
solamente  gli  elementi  al  punto  di  caduta.  Il  metodo  Pascal,  nel  quale  può 
ottenersi  l'approssimazione  che  si  vuole  variando  opportunamente  le  unità  di 
misura  e  le  basi  d' integrazione,  conduce  naturalmente  alla  costruzione  delle 
^A  dette  Tavole  di  tiro  a  trajettorie  grafiche  :    basta    infatti    disegnare    per 
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uYia  data  carica,  per  au  dato  proj.etto  e  per  una  determinata*  quota  della  bat- 
teria il  fascio  di  trajettorie  ottenute  con  la  medesima  V  facendo  variare  gli 
angoli  •  d'elevazione  secondo  le  caratteristiche  della  bocca  da  fuoco.  Pel  cannone 

^a  75A  mod.  906,  dato  1'  angolo  massimo  d'  elevazione  concesso  dall'  affusto, 
bisognerebbe  disegnare  venti  trajettorie  corrispondenti  alla  vel.  iniz.  m.  s.  510. 
Inoltre  la  conoscenza  di  tutti  gli  elementi  del  tiro  desunti  dalle  singole 
trajettorie  nel  modo  visto  renderebbe  agevole  la  costruzione  delle  linee  di 
uguale  graduazione  (luogo  dei  punti  ai  quali' compete  la  medesima  graduazione 
dì  spoletta),  delle  linee  di  uguale  elevazione  (luogo  dei  punti  aventi  uguale 
distanza  corretta  del  Aìt^)  e  così  analogamente  per  tuìti  gli  altri  elementi  cbe 
forniscono  le  tavole  grafiche.  Ancora  si  renderebbero . spediti  e  semplici  tanti 
problemi  nella  pratica  delPartiglieria,  la  ricerca  della  carica  p.  e.  è  immediata 
una  volta  che  si  abbia  sott' occhio  la  scala  delle  energie  cbe  si  può  fiircìlmente 

-costruire;  la  ricerca  délValzo  minimo  e  delleszone  defilate  al  tiro  diventano  cose 
veramente  puerili  quando  sono  disegnate  le  trajettorie,    del    pari    il    compato 
della  variazione  che  subisce  uno  degli  elementi  del  tiro  quando  si  dia  un   in- 
cremento ad  una  qualunque  delle  altre  variabili  ed    in   genere   tutto    quanto 
occorre  per  Vinquadramento  del  ])ersaglio. 

*  Certamente  1'  effettiva  compilazione  di  siffatti  grafici  consiglierebbe  altri 
ripieghi  ed  altre  semplificazioni  alle  quali  non  vogliamo  neanche  accennare  data 
la  natura  della  presente  Nota  ;  gli  artiglieri  sanno  bene  che  una  Tavola  di 
tWo  così  costruita  metterebbe  il  Comandante  di  Batteria  nelle  condizioni  di 
aprire  tempestivamente  il  fuoco  ed  eseguire  le  successive  correzioni  del  tiro 
con  prontezza  meravigliosa  ed  in  pari  tempo  con  una  esattezza  piti  cbe  suffi- 
ciente, dati  ambedue  tanto  indispensabili  pel  tiri  di  guerra. 
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LE  TRASFORMAZIONI  RIRAZIONALI  DELLO  SPAZIO 

DETERMINATE  DALLA  PIÙ  GENERALE  SUPERFICIE 

DEL  QUART'ORDINE  DOTATA  DI  CONICA  DOPPIA 

>  • 

VOTA 


DRLLA 


Dott.  QIOVANNINA  AROLDI  (a  Milano) 


La  determinazione  di  tutti  i  sistemi  omaloidici  dello  spazio,  cui  appartiene 
una  data  superficie  razionale  F,  può  eseguirsi,  con  un  noto  metodo  dovuto  al 
Cremona  (^  partendo  da  una  rappresentazione  piana  di  F  e  facendo  uso  di 
proprietà  delle  trasformazioni  piane  birazionali. 

La  medesima  ricerca  può  però  condursi  anche  per  altre  vie  e  in  partico- 
lare con  un  metodo  che  può  dirsi  direttOj  in  quanto  si  serve  soltanto  delle 
proprietà  della  superficie  F,  senza  far  ricorso  ad  elementi  estranei,  quali  sono 
quelli  or  ora  accennati.  Con  l'applicazione  di  t-ale  metodo  il  profrLoria  (') 


(^)  Qneato  metodo  fa  accennato  dal  Cremona  alla  fine  della  Nota  Ueber  die  Ahbildung 
Ugebraiicher  FlUchen,  Gòtt.  Nachr.  3  maggio  1871^  p.  139,  e  fu  poi  da  lai  sviluppato,  con 
namerose  applicazioni,  nella  riprodnzione  fattane  nel  i^  voi.  dei  Math.  Ann.  (1871),  p.  213 
[v.  Opere  Matematiche  di  L.  Cremona,  t.  Ili,  Milano  (1917)  p.  260],  e  nelle  dne  Note 
Sulle  trasformasioni  razionali  nello  spagioy  Rend.  del  R.  Istituto  lombardo,  serie  II,  voi.  4 
(1871),  p.  269,  315  lOpere,  voi.  Ili,  p.  241,  251J.  Un'esposizione  più  completa,  con  molte  ap- 
plicazioni, fu  dat-a  dal  Cremona  nella  Memoria  Sulle  tra'iformazioni  razionali  nello  epazio,  * 
Annali  di  Hat.,  serie  II,  voi.  5  (1871)  p.  131  lOpore,  voi.  Ili,  p.  298]. 

Il  metodo  del  Cremona  fu  perfezionato  da  R.  S  t  u  r  m  nella  Nota  Ueher  diejenigen  Gre" 
nonascken  VerwandUckaften,  bei  denen  den  Ebenen  de»  einen  Baume»  allgemeine  Flàohen  3  Ordnung 
m  andem  entepreohen  (Jahresbericht  der  deutschen  Math.  Yereinigung.  6d.  14,  1905.  p.  18)  e 
nel  trattato  Die  Lehre  von  den  geometrischen  VerwandUckaften  6d.  4,  Leipzig  1909,  p.  367,  ap- 
plicandolo alla  determinazione  di  tutte  le  trasformazioni  birazionali  generate  da  una  superficie 
del  3*  ordine. 

(*)  Le  trae/ormazioni  razionali  dello  tpazio  determinate  da  una  superficie  generale  di  terz'  or- 
tltM,  JLtti  della  B.  Accademia  di  Torino,  voi.  26  (1890)  p.  275. 
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ha  assegnato  tutte  le  trasformazioni  birazionali  a  cui  conduce  una  data  saper 

ficie  generale  del  3**  ordine  (*). 

Nel  presente  lavoro  determino  e  studio  tutte  le  trasformazioni  birazionali 

a  cui  dà  luogo  la  più  generale  superficie  del  4^  ordine    F*    dotata    di   conica 

doppia,  ricorrendo  ad  un  metodo  diretto,  che  ha  bensì  molte  affinità  con  quello 

del  Loria,  ma  se  ne  scosta  in  qualche  particolare,  valetidosl  più  largamente 

di  ragionamenti  sintetici  ('). 

Dovendo  continuamente  far  uso  delle  proprietà  di    cui    godono    le   cnr^e 

(in  particolare  le  rette)  tracciate  sulla  superficie  F^,    mi    riferirò    sempre^  alla 

Memoria  del  prof.  Berzolari,  Sulla  superficie  del    quarVordine    avente  ma 

conica  doppia  (^)  nella  quale  esse  sono  presentate  nel  modo  più  completo  e  per 

me  più  conveniente. 

1.  Osserviamo  anzitutto  che  in  ogni  trasformazione  bira^ionale  determinata 
da  una  data  superfìcie  del  4^  ordine  F^^  avente  una  conica  doppia  D,  il  piano 
a  di  D  fa  parte  della  Jacobiana  J  del  primo  spazio  £,  perchè  è  luogo  di 
punti  doppi  di. superficie  del  primo  sistema  omaloidico  4>.  In  corrispondenza, 
il  sistema  omaloidico  4>'  del  se(;ondo  spazio  £'  ha  sempre  un  punto  fondamen- 
tale O'  semplice  e  di  semplice  passaggio  per  le  superficie  di  esso.  La  parte 
di  Jacobiana  J'  che  corrisponde  a  D  è  sempre  1'  unica  superficie  K'  di  4>, 
avente  il  punto  doppio  O'.  La  superficie  K'  è  sempre  un  luogo  di  cx3*  coniche 
per  O'. 

2.  Prefissata  una  superficie  F^^^  del  4°  ordine  dotata  di  una  conica  doppia 
D,  si  considerino  le  oo*^  superfìcie  F*  aventi  pure  la  conica  doppia  D.  La  parte 
variabile  delPintersezione  di  F*^  con  una  F*  è  una  curva  C*  di  8*^  ordine,  che 
incontra  I)  in  8  punti.  Le  16  rette  di  F*^  e  quelle  della  F*  sono  tutte  bise- 
canti di  0* ,  carattere  che  permane  anche  quando  questa  si  decompone  io 
parti  e  che  subisce  modificazioni  solo  quando  qualche  retta  di  F^^  venga  a 
farne  parte.  La  C*,  essendo  dotata  di  16  bisecanti,  è  del  genere  5  (*;. 

Per  ottenere  una  trasformazione  (4  ,  8)  occorrerebbe  estrarre  un  sistema 
omaloidico  dal  sistema  oo*^  delle  F*,  tre  superficie  qualunque  del  quale  si 
segano  in  16  punti  variabili  (^).  Ciò  non  è  possibile,    infatti    la   (^   potrebbe 


(^)  Tali  trasformazioni,  all'  iufiiori  di  nna,  erano  già  state  trovate  ^dal  C  rem  oda  noi 
citati  lavori;  y.  pure  i  lavori  ricordati  di  Sturm. 

(^)  Ad  occuparmi  di  questa  questione  sono  stata  incoraggiata  dal  prof.  L  o  r  i  a ,  il  qn&le, 
distratto  da  altri  studi,  non  potè  compiere  la  ricerca  cui  si  accenna  in  nna  nota  del  suo  ci- 
tato lavoro  (v.  nota  pagg.  278*279  del  voi.  26.  Atti  R.  Accad.  Torino). 

(')  Annali  di  Matematica,  Serie  II,  voi.  13  (1885)  p.  81. 

(*)  R.  S  t  n  r  m ,  Ueher  die  Curven  auf  der  allgemeinen  Flàohe  driiter  Ordnungt  Math.  Ann- 
Bd.  21  (1883),  p.  457  (v.  p.  510). 

(^)  La  D  assorbe  infatti  48  delle  intersezioni  di  tre  superficie  F^;  ofr.  No  e  the  r,  SulU 
etirve  multiple  di  euperficie  algebriche,  Ann.  di  Mat.,  Serié^  II,  voi.  5  (1871),  p.  163. 
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rendersi  razionale  in  soli  due  modi  :  1*")  dotandola  di  5  punti  doppi  fissi)  il 
che  si  tradurrebbe  in  5  contatti  di  V  ordine  tra  le  F\  vale  a  dire  in  15  con- 
dizioni, 2^)  dotandola  di  un  punto  triplo  e  di  due  punti  doppi,  il  che  condur- 
rebbe la  P*  a  toccare  in  due  punti  F*^  e  ad  oscularla  in  uno,  riduceudole  ad 
un  sistema  oo^ 

Za  data  F^^  non  conduce  quindi  a  nessuna  trasformazione  (4  ,  8). 

3«  Se  una  trasformazione  (4  ,  7)  esiste,  essa  è  unica,  avendosi  a  conside- 
rare il  solo  caso  in  cui  le  F^  hanno  in  comune  nna  retta  L^o  ^^  ^^'  Queste  F^ 
sono  oo^^  e  tre  qualunque  di  esse  s'incontrano  in  11  punti  variabili.  La  rima- 
nente curva  di  7**  ordine  (che  con  L*^  forma  la  C®)  ha  5  unisecanti,  10  bise- 
canti, ha  la  Jj\  per  trìsecante  ed  è  quindi  (^)  di  genere  3.  Essa  può  rendersi- 
razionale  imponendole  o  tre  punti  doppi,  o  un  punto  triplo.  Kei  V  caso  le  F^ 
si  toecberebbero  in  tre  punti,  costituendo  un  sistema  oc^,  nel  secondo  s'impor- 
rebbero ad  esse  6  condizioni  lineari.  11  contatto  di  second'  ordine  assorbe  9 
delle  11  intersezioni,  quindi  :  le  oo^  sujìerjicie  F*  che  passano  per  una  retta  L*q 
dt  F*^  e  per  un  %uo  punto  O^ ,  e  che  inoltre  la  osculano  in  un  altro  punto  O, , 
formano  un  sistema  omaloidico.  Abbiamo  dunque  nna  trasformazione  (4  ,  7). 

4.  Le  F*  che  abbiano  in  comune  due  rette  sghembe  L(j)  ,  L^.^) ,  di  F*^ , 
formano  un  sistema  lineare  oo''  tre  qualunque  superficie  del  quale  s'incontrano 
in  6  punti  variabili.  La  curva  variabile  di  6^  ordine,  residua  intersezione  di 
due  F* ,  possiede  6  bisecanti,  6  unisecanti,  due  zerosecanti  ed*ha  per  trisecanti 
le  due  rette  L^^)  ,  L^^.  Tale  sestica  è  di  genere  1  e  può  rendersi  razionale  solo 
con  un  punto  doppio  O,  il  che  equivale  ad  un  contatto  in  O  per  tutte  le  F^. 
Tale  contatto  assorbe  4  delle  6  intersezioni  variabili,  e  riduce  a  4  P  infinità 
del  sistema  delle  F^ ,  segue  che  :  tutte  le  superficie  del  quarV  ordine  dotate  di 
una  stessa  conica  doppia  D,  che  passano  per  due  rette  L^^)  ,  L(2)  sghembe  appog- 
giale aUa  conica,  per  un  punto  O^  e  toccano  un  piano  fisso  t  in  un  punto  fi^so 
0, ,  formano  un  sistemai  omaloidico.  S'è  così  trovata  una  trasformazione  (4  ,  6). 

5.  Le  superficie  F^  abbiano  in  comune  nna  conica,  il  che  riduce  di  5  il 
loro  grado  d' infinità  e  di  8  le  intersezioni  variabili  di  tre  F^  La  sestica  in- 
tersezione variabile  di  due  F^  possiede  8  bisecanti  ed  8  unisecanti  ;  è  quindi 
di  genere  2  e  non  si  potrebbe  rendere  razionale  che  con  due  punti  doppi. 

Ma  due  contatti  tra  le  Ff  ne  renderebbero  il  sistema  doppiamente  in- 
finito. 


•^if 


6.  Si  può  anche  supporre,  per  ottenere  una  trasformazione  (4  ,  6)  che  le 


(*)  Sturm,  U  e. 
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P^  fii  tocchino  lungo  una  retta  L\  di  P*q.  Il  loro  sistema  diviene  oo^  Lia  se- 
stica  ^nbb'i  intersezione  variabile  di  due  F*  possiede  5  zerosecanti,  10  bise- 
canti, ha  per  quadrisecante  la  L^^  ed  è  già  razionale;  infine  incontra  le  F^  su 
cui  non  giace,  in  soli  4  punti  varinbUi.  Concludiamo  :  tutte  le  superficie  P^  che 
toccano  una  F\  lungo  una  sua  retta  e  passano  per  tre  suoi  punti  fissi, /^ormano 
un  sistema  omaloidico.  Eisulra  quindi  una  seconda  trasformazione  (4  ,  6). 

7.  Una  rrasfomiazione  (4  ,  5)  non  può  bttenersi  imponendo  alle  F*  di  con- 
tenere tre  rette,  sghembe  prefissate  su  F*^ ,  giacché  in  tal  caso  le  F*  conter- 
r*bbero  nuche  hi  tris»eante  di  tale  terna  di   rette. 

L'insitme  di  una  eoniea  L*^  e  di  una  retta  L*q  situate  su  F*q  e  non  aventi 
in  couìiiiie  nes:sun  {Minto  riduce  a  5  il  grado  d'  infinità  del  sistema  delle  F^, 
tre  qualunque  delle  quali  h.inno  ora  tre  sole  intersezioni  variabili  (*)  perciò  : 
la  triplice  infinità  delle  ftuperficie  di  4°  ordine  con  conica  doppia  D  passantt  per 
un'' altra  conica  l}^  e  per  una  retta  l/^  appoggiate  a  D,  rispettivamente  in  due 
punti  td  in  uno  {ma  sghembi^  fra  loro)  e  per  due  punti  prefissati  0^,0^,  costi- 
tuisce un  sistema  omaloidico.  Abbiamo  trovata  allora,  una  trasformazione  (4  ^  5). 

8.  11  sistema  delle  F^  che  contengono  una  cubica  gobba  di  F^o  ?  ^  6  volte 
infinito;  tre  qualunque  sue  superficie  hanno  5  intersezioni  variabili.  La  curva 
di  6°  ordine,  residua  intersezione  di  due  F*,  che  è  del  genere  1' (perchè  pos- 
sie(ie  5  bisecanti.  10  unisecanti,  1  zerosecante),  diviene  razionale  quando  abbia 
un  |)unto  doppio,  il  quale  assorbi)  4  delle  5  intersezioni  rimaste  e  riduce  a  3 
V  infinità  del  sistema  delle  F*.  Allora  :  le  superficie  del  4^  ordine  che  passano 
per  una  conica  doppia  D  ed  una  cubica  gobba  h\  (appoggiata  in  tre  punti  alla 
conica)  e  toccano  in  nn  punto  dato  O  un  piano  dato  t,  formano  un  sistema  orna- 

« 

loidico.  Ecco  quindi  una  seconda  trasformazione  (4  ,  5). 

9.  Una  retta  di  passaggio  ed  una  di  contatto  (entrambe  su  F^^  e  sghembe 
fra  loro)  non  si  possono  assumere  come  curve  fondamentali  di  un  sistema  oma- 
loidico (4  ,  5),  giacché  ogni  F*  che  le  contenesse,  conterrebbe  pure  le  due  bi- 
secanti di  F^o  della  coppia  assunta. 

Per  ragione  analoga  non  si  può  ottenere  un  sistema  omaloidico  (4  ,  -5) 
imponendo  alle  F^  un  contatto  di  second'ordine  in  tutti  i  punti  di  una  retta. 

Infine,  facendo  passare  le  F*  per  una  cubica  piana  L'^  di  F*^,  si  ottiene 
un  sistema  lineare  oo^  Da  ragionamenti  analoghi  a  quelli  svolti  precedente- 
mente pel  caso  di  una  cubica  gobba,  segue  che  tale  sistema  può  rendersi 
omaloidico  imponendo  alle  F^  un  contatto  in  un  punto  dato,  con  un  piano 
dato.  La  trasformazione  a  cui  condurrebbe  il  sistema  omaloidico  ora  trovato 
rientra  come  caso  particolare  in  quella  già   trovata  giacché  la  cubica  piana 


(^)  Perchè  la  L'^  assorbe  8  delle  16  intersezioni  e  la  L^^  ne  assorbe  cinque. 


.k 
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L\ ,  dovendo  essere  dotata  di  punto  doppio,  è  razionale  e  pnò  qnindi  coiiside 
rarsi  come  an  caso  speciale  di  cubica  gobba. 

i 

10.  Il  passaggio  per  una  qaartica  razionale  ili  F*^  riduci'  a  4  l'infinità  del 
sistema  delle  F*,  e  fa  sì  che  tre  superficie  qualunque  di  enso  abbiano  due 
sole  intersezioni  variabili.  Ciò  rende  |»alese  che  :  qxielld  tra  le  oo*  superficie  co»- 
iiderate,  che  contengono  uno  stesso  punto  O,  formano  un  sistema  omaloidico.  Eì- 
Sttlta  quindi  una  trasformazione  (4  ,  4). 

Se  imponessimo  alle  F^  di  contenere  una  quartica  eUittica  di  F^^'  ^^ 
qaartica.  intersezione  variabile  di  due  superficie  del  sistema  oo*  i^osì  ottenuto, 
potrebbe  rendersi  razionale  solo  imponendole  un  punto  doppio,  il  cbe  ridurrebbe 
a  2  l'infinità  del  sistema  delle  F^ 

Non  si  può  neppure  estrarre  un  sistema  omaloidicp,  facendo  passare  le  F^ 
per  una  quartica  di  prima  specie,  ma  avente  un  punto  doppio,  né  p<^r  una 
delle  oo'  quartiche  piane  di  F^^.  Non  possono  poi  formare  sistema  omaloidico, 
nò  le  oo*  superficie  F^  passanti  per  quattro  rette  sghembe  di  F*^,  né  le  oo* 
passanti  per  una  conica  e  due  ret;te,  né  le  oo'  contenenti  due  coniche  di  F^^ 
senza  punti  comuni,  né  le  oo^  passanti  per  una  cubica  gobba  di  F^^  e  per  una 
fina  zerosecante,  e  neppure  le  cx:»^  F^  passanti  per  una  cubica  piana  di  F*^  ed 
una  sua  retta  cbe  non  la  incontra. 

Per  ottenere  .una  trasformazione  (4  ,  4)  risulta  infine  evidentemente  escluRa 
la  possibilità  di  linee  fondamentali  di  contatto  (% 

11.  Una  quìntica  razionale  di  F^^  non  può  servire  come  linea  fondamentale' 
di  nu  sistema  omaloidico  di  superficie  F^,  perché  essa  equivale  a  11  condi- 
zioni lineari. 

Una  quintica  ellittica  di  F^^  impone  alle  F^  che  la  contengono,  10  condi- 
zioni lineari,  di  più,  tre  qualunque  di  tali  superficie  hanno  proprio  ana  sola 
intersezione  variabile  ;  allora  :  le  superficie  del  4^  ordine  ohe  hanno  in  comune 
vna  conica  doppia  ed  una  quintica  di  genere  1  (appoggiata  in  6  punti  alla  conica) 
^ormano  un  sistema  omaloidico.  Abbiamo   dunque   trovata   una  trasformazione 

(^ ,  3)  e ). 

32.  Per  ottenere  altre  trasformazioni  (4  ,  3)  (*)   rimangono   a   considerare 


(0  Anche  il  solo  contatto  lungo  una  retta,  supposta  già  comune  alle  F^ ,  equivale  già  a 
i  eondizloni  lineari.  ' 

(?)  Trasformazione,  questa,  già  nota:  Cremona,  lavori  citati.  Kend.  del  B.  Istituto 
lomb.  serie  li,  voi.  4»  (1871),  p.  269  [2»,  5)]  ;  Math.  Ann.  Bd.  4  (1871)  p.  213  (v.  p.  225)  ; 
Opere,  voi.  Ili,  p.  246,  271;  Ber  zo  lari,  Z.  o.,  p.  118  (numeri  84  e  35). 

(^)  Si  tralasciano  senz'altro  qnelle  quintiche  composte  ohe  rientrano  come  casi  particolari 
m  quelle  di  genere  1  (perchè  darebbero  luogo  a  trasformazioni  speciali,  comprese  nel  tipo 
generale  considerato). 
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curve  composte  di  5"^  ordine  le  quali,  però,  offrono  complessivamente  allo  F^ 
an  numero  di  condizioni  maggiore  di  10.  Besta  così  esclusa,  riguardo  alle 
trasformazioni  (4  ,  3)  anche  la  possibilità  di  linee  fondamentali  di  contatto. 

Si  ottiene  però  un  sistema  omaioidico  imponendo  alle  F^  il  passaggio  per 
una  quartica  piana  ed  una  retta  di  F^  Ma  così  non  si  ottiene  un  tipo  gene- 
rale di  trasformazione,  giacché  la  quartica  piana,  essendo  dotata  di  due  punti 
doppi,  può  ritenersi  un  caso  speciale  di  quartica  ellittica  gobba  la  quale  ap- 
punto,  con  una  retta  dello  spazio  che  la  incontri  una  sol  volta,  forma  un  caso 
degenere  di  quintica  ellittica. 

I 

13.  Avendo  mano  mano  considerati  tutti  i  casi  possibili,  possiamo  senza 
altro  concludere  che:  Le  imiche  trasformazioni  hirazionali  dello  spazio,  cui  può 
dar  luogo  la  più  generale  huperfide  del  quarVordine  dotata  di  conica  doppia^  sono 
quelle  dei  sette  tipi  qui  trovati  ed  i  casi  particolari  di  esse. 

9 

Ad  esaurire  il  compito  propostoci,  dobbiamo  ora  cercare  ed  esaminare 
quale  sia,  in  ciascuna  di  queste  trasformazioni,  la  specie  del  sistema  omaioi- 
dico nel  2^  spazio,  e  le  superficie  Jacobiane  di  entrambi  i  sistemi. 

Trasformazione  (4  ,  7).  — 14.  Le  4>  (*)  hanno  in  comune:  la  conica  doppia 
D,  una  retta  L^^  di  4>q  ed  un  suo  punto  O^ ,  inoltre  la  osculano  in  un  altro 
suo  punto  O,.  Sia  t  il  piano  tangente  in  O^  comune  a  tutte  le  4>,  (ma  non 
osculato  da  esse). 

Due  qualunque  <^  s'incontrano  ancora  in  una  curva  BP  del  settimo  ordine 
avente  comune  con  D  sette  punti,  con  L*^  tre,  passante  per  O^  e  con  punto 
triplo  Oj.  Alle  rette  di  2'  corrispondono  le  curve  R^  La  trasformazione  inversa 
è  del  7°  grado. 

15.  La  Jacobiana  ti  in  £  è  una  superficie  di  12®  ordine. 

La  quadrica  H  determinata  da  DL'^O^Og  è  luogo  di  oo*  cubiche  T  pas- 
santi per  O^  ed  osculanti  in  O,  le  4>,  appoggiate  ad  L^^  in  due  punti  ed  a  D 
in  tre,  le  quali  non  incontrano  le  4>  in  punti  variabili  ;  essa  è  parte  della  J 
ed  ha  per  corrispondente  una  retta  L^^^  fondamentale  e  tripla  per  le  super- 
ficie or  del  secondo  sistema  omaioidico. 

La  quadrica  E  passante  per  U ,  O^  e  tangente  a  t  in  O,  è  luogo  di  oo^ 
quartiche  q  di  prima  specie  passanti  per  O^  e  per  il  secondo  punto  d'interse- 
zione di  L*o  e  K  (punto  M),  appoggiate  a  D  in  quattro  pu^ti  ed  aventi  punto 
doppio*  in  Oj.  Tali  quartiche  hanno  i)er  coiTispondenti  i  punti  di  una  retta  L'(4) 
fondamentale,  quadrupla  su  ogni  4*^. 


(*)  Indico  con  <t>  le  oo^  saperflcie  F^  formanti  il  sistema  omaioidico  ohe  si  oonsiderft  ^^^ 
V  spazio,  e  con  4^g  una  prefissata  tra  esse. 
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16.  Si  considerino  le  cxd^  coniche  y  ^^^  osculano  in  O,  la  4>q  ,  incontrano 
D  in  due  punti  e  la  retta  L*^  in  uno.»  Una  qualunque  $  ne  contiene  cinque 
poiché  queste  y  sono  la  ulteriore  intersezione  della  4>  considerata  con  la  qua- 
drica  determinata  da  D  ,  O^  e  da  un  qualunque  paio  0^*  ,  o^n  (*)  scelto  fra  le 
10  zerosecanti  di  L*^  della'  superficie  $.  pra,  le  paia  del  tipo  c,j,^ ,  c^„  sono  15, 
ma  a  tre  a  tre  fanno  giungere  alla  medesima  conica  y-  Le  y  hanno  per  corri- 
spondenti i  punti  di  una  quintica  L'^  fondamentale,  doppia  ppr  le  V.  Il  luogo 
di  esse  è  una  superficie  F  del  sesto  ordine  con  punto  doppio  in  Og ,  conte- 
neate  la  conica  D  come  tripla  e  la  L*^  come  retta  doppia.  La  superficie  F 
contiene  poi  come  doppia  Punica  retta  e  che  da  O^  taglia  L^^^  e  D.  Infatti,  se 
indichiamo  con  A  e  B  i  punti  comuni  a  D  ed  a  t,  associando  la  retta  e  con 
ciascuna  delle  due  rette  O.A  ed  0,6  otteniamo  due  distinte  coniche  y*  H  fatto 
poi  d'esservi  due  di  tali  coniche  aventi  una  parte  comune  dice  che  la  quintica 

I  doppia  L'*  di  Ii\  coordinata  alla  F  di  S,  ha  un  punto  doppio  V.  La  superficie 
J  viene  infine  completata  dal  piano  della  conica  D  contato  due  volte.  Esso  è 
coordinato  ad  un  punto  fondamentale  O'  semplice  e  di  semplice  passaggio  per 
le  V. -Dunque  : 

Il  sistema  omaloidieo  corrispondente  ai  piani  di  £,  si  compone  delle  oo^  su- 
perficie W^  del  7*^  ordine  aveìiti  in  comune  una  retta  tripla  L'^g)  ed  una  retta 
quadrupla  L'(^) ,  una  quintica  doppia  L'*^^)  (dotata  di  punto  doppio  Y)  ed  un  punto 
semplice  0\ 

Alle  rette  di  £  corrispondono  in  I'  le  quartiche  razionali  B'^  (intersezioni 
variabili  dì  due  superficie  ^T)  le  quali  incontrano  due  volte  tanto  la  retta 
tripla  L'(3)  che  la  quadrupla  L'(^) ,  sei  volte  la  quintica  doppia  L'^(2)  e  passano 
semplicemente  per  il  punto  O'. 

Queste  condizioni  determinano  appunto  un  sistema  quadruplamente  infi- 
uito  di  quartiche  razionali. 

17.  L'unica  retta  che  da  O^  taglia  L'^  e  B,  giace  sulla  quadrica  H  ed  è 
comune  ad  una  rete  di  superficie  <^.  Una  qualunque  di  quest'ultime  è  segata 
ulteriormente  dalla  H  in  una  conica  y-  Segue  intanto  che  la  quintica  doppia 
Ij'^tg)  e  la  retta  tripla  L^g)  hanno  un  punto  comune.  Eagionamento  analogo  può 
^airsi  riguardo  alla  retta  e  ;  una  qualunque  delle  oo^  4>  che  la  contengono, 
Hega  la  superficie  H^  in  una  cubica  T  degenerata  di  cui  &  parte  o.  Siccome 
poi  la  retta  e  appartiene  a  due  coniche  y?   si  trovano  altri  due. punti  comuni 


(^)  Col  prof.  Ber  Zola  ri  (2.  o.  n.  d)  intenderemo  che  due  rette  della  superficie  formano 
no  pajo  quando  si  secano,  ed  una  coppia  quando  sono  sghembe  fra  loro. 

Parimenti  il  sistema  di  3,  4,  5  rette  della  superficie,  formanti  un  sistema  gobbo  si  dirà 
t«rna,  qwidruplu,  quintupla.  Indicata  poi  con  a  una  qualunque  delle  16  rette  di  una  superficie 
™  e  con  hi  f  h^  t  h.^  ,  h^  f  &5  le  sue  5  secanti,  le  10  zerosecanti  di  a  si  indicheranno  ({.  e.  n.  12) 
^^^  <^ft)  essendo  gli  indici  t,  k  variabili  da  1  a  5,  convenendo  che   la   retta   Oi\    si   appoggi 
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alla  qaintica  ed  alla  retta  tripla  L'^^) ,  non  solo,  ma  si  pub  concladere  che 
qaesti  due  punti  sono  riuniti  in  Y. 

Ciascuna  delle  due  coniche  y  uscenti  dal  punto  M  di  L^^  giace  sulla  qua- 
drica  K  e  fa  parte  di  una  quartica  q  che  si  spezza.  Segue  che  la  quintica 
doppia  L'^(2)  ^  ^^  retta  quadrupla  L'(^)  hanno  in  comune  due  punti  distinti. 

Imaginato  infine  il  piano  MO^O^  e  detti  T  ed  CT  i  due  punti  in  cui  esso 
taglia  la  conica  D,  la  conica  MO^O^TU  appartiene  tanto  alla  quadrica  H^  che! 
alla  E?,  e  ciascuna  delle  co^  ^  che  la^ contengono  sega  le  due  quadriche  ri- 
spettivamente in  una  T  ed  in  una  q  che  si  spezzano  e  la  comprendono  come 
parte.  Concludiamo  che  le  due  rette  fondamentali  dello  spazio  £'  hanno  an 
punto  comune. 


18.  La  Jacobiana  del  sistema  delle  W  è  del  24""  ordine. 

Essa  comprende  una  sol  volta  il  luogo  delle  coniche  uscenti  da  O^  appog- 
giate  in  un  punto  a  ciascuna  delle  due  rette  fondamentali  ed  in  tre  alla  quin- 
tica doppia.  , 

Questa  parte  KE'  di  Jacobiana  coordinata  alla  D  deve  essere  del  7®  ordine, 
passare  3  volte  per  la  L\^  e  quattro  per  la  L'^) ,  contenere  infine  la  L\) 
come  doppia  ed  avere  in  O'  un  punto  doppio.  Essa  è  dunque  l'unica  superficie 
del  sistema  W^  dotata  di  punto  doppio  O'. 

Va  pure  contato  una  sol  volta  nella  J'  il  luogo  delle  corde  di  L'^t,)  ap- 
poggiate ad  L\3).  Esso  è  una  rigata  di  3^  grado  avente  L\^  come  direttrice 
doppia  ed  L'*(j)  come  direttrice  semplice.  Dovendo  poi  contenere  la  ^L'(4)  una 
sol  volta,  segue  che  quest'ultima  è  una  sua  generatrice.  Questa  rigata  è  coor- 
dinata alla  retta  L^^  di  S. 

Va  poi  contato  due  volte  nella  nostra  Ja<;obiana  il  piano  delle  due  rette 
fondamentali,  piano  coordinato  al  punto  fondamentale  semplice  O^.  Esso  in- 
contra le  W^  in  sole  linee  fisse  ed  è,  come  appunto  si  richiede,  incontrato  da 
L'*(g)  in  cinque  punti  situati  tutti  su  tali  linee  fondamentali. 

Figura  infine  quattro  volte,  nella  Jacobiana  delle  W^ ,  la  superficie  cubica 
coordinata  al  punto  O^  del  primo  spazio.  Essa  è  individuata  dal  dover  passare 
una  volta  per  la  L'(3)  e  due  volte  per  la  L\^^  e  contenere  pqi,  come  semplice, 
la  quintica  L'*(j).  Anche  quest'  ultima  superficie,  corrispondente  ad  un  puoto 
fondamentale-  di  £,  non  sega  le  W^  in  linee  variabili. 

* 

•  Trasformazione  (4  ,  6)'.  — 19.  Nella  trasformazione  (4  ,  6)'  le  4>  hanno  in 
comune,  oltre  a  D,  due  rette  sghembe  L^^)  ,  L^j) ,  un  punto  O^ ,  e  toccano  an 
piano  fisso  t  in  un  punto  pure  fisso  O^,  Curve  B  di  £  sono  le  sestiche  gobbe 
per  O^  aventi  in  O,  punto  doppio,  che  secano  L(^)  ,  L^^  in  tre  punti  ciascuna 
e  la  B  in  sei  punti.  Il  sistema  delle  W  è  di  6^  ordine. 

Curve  sostegno  di  una  rete  di  ^  in  S  sono  evidentemente  le  rette  della 
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qnadrica  H*  determinata  d^  D  ,  L(^)  ,  L^  ;  sopra  ogni  $  ne  esistono  due.  Esse 
condacono  ad  una  conica  L'^^  fondamentale,  semplice  per  le  ^\ 

Una  seconda  parte  K*^  della  J  è  la  qnadrica  D  ,  L(j)  ,0^,0^  laogo  di  oo* 
cabicbe  gobb^  F^  per  O^  toccanti  t  in  O^ ,  che  secano  L^^)  in  dae  panti,  L^^) 
I  in  nno  e  D  in  tre.  In  modo  analogo,  una  terza  parte  K^^  ^^^^^  J  è  la  qnadrica 
D ,  L(j)  ,  O^  ,  Og  luogo  di  oo*  cubiche  F,  che  passano  per  O^ ,  toccano  t  in  Oj , 
secano  In^)  in  due  punti,  L(^)  in  uno  e  D  in  tre.  A  queste  due  qnadriche  cor- 
rispondono in  S'  due  rette  fondamentali  e  triple  per  le  W  :  L'(j)  ,  L'^^). 

20.  Sopra  ciascuna  ^  esistono  infine  tre  distinte  coniche  7  le  quali  toc- 
cano r  in  O, ,  s'appoggiano  in  due  punti  a  D  ed  in  un  punto  a  ciascuna  delle 
dae  rette  L^,)  ,  lt^^y  Infatti  ciascuna  7  si  ottiene  da  una  O  segandola  con  la 
qaadrica  determinata  da  O^  ,  D  e  da  due  delle  6  zerosecanti  della  coppia 
L,^,  f  L^2)  formanti  paio.  Tutte  le  6  zerosecanti,  poi,  danno  luogo  a  sei  paia 
che  si  distribuiscono  in  tre  coppie  di  paia  gobbe  fra  loro.  Allora  ciascuna  y 
\  è  tagliata,  oltre  che  dalle  due  rette  assunte,  anche  dalle  altre  sei  rette  della 
quaderna  corrispondente  fra  cui  entra  appunto  il  paio  formato  da  due  di 
qaelle  zerosecanti  e  gobbo  col  primo  considerato. 

Le  00^  coniche  7  possono  determinarsi  così  :  indichiamo  con  M  e  N  i 
punti  in  cni  L(^) ,  L^^y  incontrano  ulteriormente  una  qualunque  delle  00^  4iua- 
driche  Q^  passanti  per  D  e  toccanti  t  in  O,.  Sopra  tale  qnadrica  esiste  una 
sola  e  ben  determinata  conica  7  ed  è  quella  (della  stella  O^)  che  contiene  i 
punti  M  e  ^.  Eeciprocamente,  qualunque  7  determina  una  ed  una  sola  qna- 
drica del  fascio  Q  che  la  contiene.  Sia  I  il  luogo  delle  coniche  7  :  segue  im- 
mediatamente che  le  due  rette  L(^)  ,  L^,)  sono  semplici  per  esso.  I  due  punti 
che  nna  qnadrica  Q  sega  su  L(^)  ed  L(2)  (fuori  di  D)  determinano  con  O^  un 
piano  0^;  di  più,  essi  variano  descrivendo  su  L(^)  ed  L^,)  due  punteggiate 
proiettive,  quindi  il  piano  a^  varia  mantenendosi  tangente  ad  un  cono  quadrico 
W  di  vertice  0,^.  La  superficie  I  si  ha  dunque  come  luogo  delle  coniche  in 
cai  8i  tagliano  le  qnadriche  Q^  del  fascio  e  i  piani  tangenti  di  W^  a  quelle 
^rrispondenti  in  una  proiettività.  Ora,  detti  A  e  B  i  punti  in  cui  t  taglia  D 
si  vede  facilmente  che  vi  è  una  conica  7  la  quale  comprende  come  parte   la 


^tta  OjA ,  ed  un'altra  che  comprende  la  O^B  ;  segue  che  l'insieme  delle  due 

^^tte  OgA  ,   O2B ,  costituisce  pure  una  conica  (ma  non  del  tipo    7)   la   quale 
giace  sulla  nostra  I.  E  il  fascio  Q  ha  appunto  come  curva  base  l'insieme  della 


conica  D  e  delle  due  rette  O^A  ,   O^B. 

Ecco  allora  che  la  corrispondenza  proiettiva  riscontrata  tra  il  fieiscio  di 
qnadriche  Q  ed  i  piani  tangenti  a  W  conduce  (^)  (quando  si  tralasci  il  piano  t) 
^  nna  superficie  del  quarto  ordine  avente  la  conica  doppia  D   e  contenente 


\^)  BerioUri,  l.  e.,  p.  101  (n.  18). 
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la  conica  O^A  ,  O^B.  La  I  è  quindi  nient'altro  che  una  superficie  del  sistenc 
4>.  Di  più  essa  ha  punto  doppio  in  O,  e  ciò  perchè  una  retta  r^  uscente  d 
O2  y  incoi^tra,  fuori  di  O^ ,  la  nostra  I  in  soli  due  punti  ('). 

La  superficie  I  è  Vunica  ^  che  ha  punto  doppio  in  Oj  e  contiene  le  due  reti 

Oj^  ed  Ofi{% 

Osservato  ancora  che  vi  è  una  terza  conica  y  la  quale  si  spezza  nelle  du 
rette  che  escono  da  O^  ed  incontrano  D  e,  rispettivamente,  la  L^^j  o  la  L^j, 
e  che  nessun'  altra  y  degenerata  in  due  rette  è  su  I  ;  e  tenuta  presente  L 
configurazione  delle  otto  rette  di  I  di  cui  si  è  accertata  l'esistenza,  segue  im 
mediatamente  (*)  che  : 

La  superficie  1  ha  in  O,  un  punto  biplanare  di  prima  specie  {cioè  che  abbassa  li 
classe  di  3  unità).  I  due  piani  nodali  in  O^  sono,  il  piano  t  (piano  delle  due  retU 


OjA  ,  OjB)  e  quello  individuato  dalle  altre  due  rette  della  superficie  uscenti  da  O^. 
Il  luogo  dei  punti  corrispondenti  alle  coniche  t  ^  ^^^  cubica  L'^(^)  doppia 
per  tutte  le  4"*^  In  J  va  i)oi  contato  due  volte  il  piano  di  D,  a  cui  è  coordi- 
nato un  punto  fondamentale  semplice  e  di  semplice  passaggio  per  le  %*^. 

21.  La  cubica  doppia  L\)  incontra  in  due  punti  la  conica  L'^^^  corri- 
spondenti alle  Y  spezzate  rispettivamente  in  una  delle  due  rette  O^A  ,  OjB  e 
nella  generatrice  di  H*  (di  sistema  diverso  a  quello  di  L^^y  ,  L(,))  uscente  dal- 
l'altro punto  comune  a  tale  retta  ed  all'iperboloide  H^ 

La  retta  L'^^)  incontra  la  cubica  L'^  in  un  punto  corrispondente  alla  cu- 
bica r^  spezzata  nella  retta  a  che  da  O^  taglia  L^^)  e  D,  e  in   una  conica  y 

1 

appoggiata  ad  a  in  un  punto.  Analogamente  dicasi  per  l'altra  retta  tripla  L'^,). 

Di  più,  le  due  rette  triple  concorrono  in  un  punto  che  è  anche  su  L'^  | 
Tale  punto  di  L'^  corrisponde  alla  7  degenerata  nelle  due  rette  che  da  Oj  ta- 1 
gliano  D  ed  una  delle  'L^^y  ,  L(2).  ^ 

Ed  infine,  ciascuna  delle  due  rette  triple  s'appoggia  in  un  punto  alla  co 
nica  L'/  perchè,  ad  es.,  dal  punto  comune  (fuori  di  D)  alla  quadrica  K*^  ed 
alla  retta  L(j)  esce  una  generatrice  di  H*  che  fa  parte  di  una  F^.  Concludendo: 

Il  sistema  omaloidico  in  2'  consta  delle  cx)^  superficie   ST''  del  sesto  ordine, 
aventi  in  comune  una  conica  semplice  L'^',  un  pufUo  O',   una  cubica  doppia  U  j 
(segante  h'^  in  due  punti)  e  due  rette  triple  L'(j)  ,  L'(,)  appoggiate  daseuna  in  un 
p%into  alla  1/^ ,  le  quali  sHncontrano  in  uno  stesso  punto  della  cubica  ed  hnnno 
poi  comune  con  essa  ancora  un  punto  ciascuna. 


(0  Infatti  i  plani  delle  coniche  y  e  le  qaadriche  Q  determinano  su  r  nna  proiettività. 

(*)  Tali  due  rette  individuano,  infatti,  una  fra  le  00^  snperficie  ^  aventi  punto  doppio 
in  Ojj. 

(^  Gfr.  S  e  g  r  e  ,  Étude  de»  différmte$  $urfa<f>u  du  4^  ordre,  ecc.  Math.  AunaleOi  B4.  2^ 
(1884)  p.  313  (V.  p.  371,  nn.  43,  43). 
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é2%  Alle  rette  éì  £  ocHTiepòndono  in  X'  le  quarticfae  razionali  B^„^ ,  inter- 
sezioni variabili  di  due  ^^ ,  le  quali  passano  per  O',  incontrano  in  due  punti 
tanto  Jj\*  ohe  le  due  rette  L'^^)  ,  L'^,)  e  in  quattro  punti  L'-*. 

li»  *r  è  del  ^O*'  ordine  e  comprende  : 

I)  il  luògo  delle  coniche  per  O'  che  incontrano  due  volte  la  cubica 
doppia  ed  una  sol  volta  la  conica  semplice  e  le  due  rette  fondamentali  triple. 
Questa  saperfloie  è  di  6^  ordine  e  contiene  L'/  come  semplice,  passa  due  volte 
per  £1'^  e  trfe  volte  per  ciascuna  delle  due  rette  L'(^)  ,  L'^,). 

Ha  poi  in  O'  un  punto  doppio.  Yale  a  dire  essa  è  l'unica  ^^^  dotata  di 
pufito  doppio  in  O'.  Questa  superficie  è  coordinata  alla  conica  D; 

II)  il  luogo  delle  rette  che  s'appoggiano  alle  linee  L'^ ,  L'<^)  ,  L\\  Questa 
rigata  ^bba  di  3*  grado  contiene  L'^^)  come  direttrice  doppia;  L'^  ed  L^  come 
direttrici  semplici  ;  contiene  poi  come  generatrice  la  L'(2)  ed  è  coordinata  alla 
retta  fondamentale  L(^)  ; 

III)  un'analoga  rigata  gòbba  di  3^  grado  avente  i^er  direttrice  doppia  la 
L'(,)  e  contenente  come  generatrice  la  h\^y  Le  L'^*  ed  L'^  sono  sue  direttrici 
semplici.  Essa  è  coordinata  alla  retta  fondamentale  L(g)  di  £. 

La  J'  comprende  poi  due  volte  il  piano  delle  due  rette  triple,  coordinato 
al  punto  O^  ;  ed  infine  comprende  tre  volte  la  quadrica  L'^^)  ,  L'(j)  ,  L'^  coordi- 
Qata  al  punto  O^.  QuestHiltime  due  superficie,  coorditiate  a  punti  fondamentali 
del  !•  spazio,  segano  le  W^'  in  sole  linee  fisfee, 

Trorèfoì-mazione  (4  ,  6y\ — 23.  Le  4>^  hanno  ora  in  comune  la  conica  doppia 
fì,  tre  punti  0^,0^,03,  ed  una  retta  L^^  lungo  la  quale  si  toccano.  Le  curve 
razionali  B^^  in  £  sono  sestiche  gobbe  passanti  per  0^,0^,03,  che  incontrano 
D  in  6  punti  ed  L*^  in  quattro. 

Le  W^  sono  di  sesto  ordine.  Sopra  ogni  ^  del  sistema  triplo,  vi  sono  cinque 
rette  appoggiate  ad  L^^  (e  quindi  toccanti  tutte  le  4>),  ciascuna  delle  quali  de- 
termina  una  rete  di  superficie  del  sistema.  In  £'  risulta  quindi  una  semplice 
infinità  di  punti  formanti  una  quintica  L'^  la  quale  è  semplice  per  tutte  le  W^. 
Studiamo  dunque  la  rigata  H,  luogo  delle  tangenti  alle  ^  lungo  una  loro  retta 
comune  e  di  contatto,  che  s'appoggiano  alla  conica  D.  Per  questo,  considerato 
on  punto  P  della  retta  L^^ ,  esiste  un  unico  piano  tangente  in  esso  a  tutte  le 
^  ;  questo  piano  contiene  la  L'^  ed  incontra  poi  la  conica  D  in  un  punto  ;  la 
retta  ehe  da  P  proietta  il  punto  di  D  cosi  trovato,  è  una  generatrice  di^H. 
Considerato  ora  un  punto  P'  della  conica  D,  il  piano  L^^ ,  P'  è  bitàngente  per 
tuttiB  le  $  negli  stessi  due  punti  P^ ,  P^  di  L^^  y  onde  le  due  rette  P'P^ ,  P'P, 
sono  pure  due  generatrici  della  nostra  rigata.  Allora  tra  i  punti  della  retta  L^^ 
^  quelli  della  conica  D  (che  si  segano  in  un  punto,  e  sia  B)  esiste  una  corri- 
Bpohdenza  (2  1)  in  modo,  inoltre,  che  il  punto  B  considerato  come  punto  di  D 
coincide  con  uno  dei  suoi  due  corrispondenti  in  L^^  (^).   Conseguentemente   la 


(i)  Cfr.  Ber-coUri,  l.  e.  p.  95  (n.  18).  " 
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8iii)efticie  H  uou  è  che  uua  rigata  gobba  di  4*  grado  (■)  la  cai   carya    doi>i>ia 
è  composta  della  retta  L*^  e  della  conica  D  ('). 

L'origine  della  superficie  H^  mostra  che  essa  tocca  le  4>  lungo  la  L/. 
Poiché  la  retta  L^^  è  doppia  su  H^,  in  ogni  punto  di  essa  la  superficie  H^  ha 
due  piani  tangenti  ;  ma  uno  è  sempre  fisso  (ed  è  il  piano  di  L^^  e.  delia  tan- 
gente a  D  nel  punto  di  essa  comune  ad  L*^^)  e  l'altro  varia  col  punto  di  con- 
tatto ;  ed  è  appunto  mediante  quest'ultimo  che  avviene  il  contatto  con  le  4>. 
Segue  dunque  che  nella  intersezione  della  H  con  ogni  <l>,  la  L^^  figura  tre 
volte.  Concludendo  : 

Là  parte  H^  di  Jacohiana  delle  ^,  cioè  il  luogo  delle  tangenti  ad  esse  lungo 
una  comune  retta  L^^^  di  contatto^  che  s^appoggiano  alla  conica  D,  f  una  rigata 
gobba  razionale  del  4"*  grado  che  passa  due  volte  per  la  h^^ ,  toccando  lungo  esm 
con  una  falda  tutte  le  <l>,  e  contenente  poi  la  conica  D  come  doppia. 

La  quintina  L',*  è  di  .genere  zero. 


24.  La  qnadrica  K^  passante  per  DL*^  >  O, ,  Og  è  luogo  di  oc*  eubicìie 
gobbe  r^  le  quali  passano  per  Oj ,  O, ,  tagliano  tre  volte  la  D  è  toccano  tutte 
le  ^  in  due  punti  A^  e  A,  della  retta  L*,,,  Essa  fa  parte  della  J  ed  ha  j)er 
corrispondente  in  £'  una  retta  fondamentale  L'(^)  tripla  per  le  <^^. 

Esistono  due  altre  parti,  E^  e  K, ,  di  J,  analoghe  a  questa  :  esse  sono  h 
due  quadriche  DL^^OgO^ ,  DL^^O^Og ,  le  quali  toccano  le  4>  rispettivamente  nelle 
coppie  di  L*o  :  B^  ,  Bg  ;  0^ ,  C^ ,  e  corrispondono  a  due  altre  rette  L'(j)  ,  L\,, 
triple  per  tutte  le  W^.  La  generatrice  (diversa  da  L^^  di  H*,  uscente  da  A^ 
giace  su  K^  e  forma  con  la  conica  di  K^  passante  per  O^OgA,  una  cubica  F, 
alla  quale  corrisponde  un  punto  di  L'(,)  che  è  anche  su  L'*.  Conseguentemente: 
la  quintica  L'/  incontra  in  due  punti  ciascuna  delle  tre  rette  triple. 

Tenuto  presente  che  nel  sistema  4>  vi  sono  oo*  superficie  le  quali  conten- 
gono la  retta  doppia  L^^ ,  osserviamo  che  ciascuna  di  esse  conterrà  le  tre  rette 
a  ,  &  ,  e  che  da  Oj  ,  Og ,  Og  tagliano  L^^  e  D.  Nel  secondo  spazio  è  quindi  in- 
dividuato un  punto  Y  centro  della  stella  di  piani  corrispondente,  il  quale  è 
quintuplo  per  le  ^  giacché  le  E*  provenienti  da  queste  4>  comprendono  sempre 
le  tre  rette  a  yb  y  e  ^  e  due  volte  la  L*^.  Ora  due  qualunque  delle  rette  a^òjC 
giacciono  sopra  4ina  quadrica  E,  (i  =  1 ,  2  ,  3)  e  formano  sempre  con  la  L\  una 
cubica  r^  ;  segue  allora  che  :  le  tre  rette  triple  L'^j)  ,  L\^y  ,  L'^g)  passano  pel  punto 
V.  Ma  la  L*^  è  pure  una  generatrice  della  superficie  H*  (è  quella  generatrice 
di  H*  sovrapposta  alla  L^^  stessa  considerata  come  direttrice),  quindi  anche  la 


(})  E  4*  specie  nella  classificazione  del  Cremona,  Sulle  superficie  gobbe  di  4^  grado. 
Mem.  dell' Accad.  delle  Scienze  di  Bologna.  Serie  2%  t.  8  (1868)  p.  235;  Opere,  toI.  II,  Mi- 
lano 1915,  p.  420. 

(*)  Questo  risnltato  ci  permette  di  enunciare  la  seguente  proprietà:  U  eistemà  omaloidico  4> 
é  tale  che  in  ogni  piano  del  fascio  L^q  giacciono  due  retie  di  due  diverse  superficie  del  sUiema. 
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L'g^  passa  per  il  punto  V,  (e  incontra  così  in  cinque  punti    ciascuno    dei    tre 
piani  del   triedro  L\^^   h\^)'  L'^^j). 

Il  piano  della  conica  D  contato  due  volte,  completa  poi  la  Jacobiana  J  e 
corrìsponcle  ad  un  punto  O'  fondamentale  e  semplice  per  le  W. 

25.  Il  sistema  omaloidico  in  I'  è  costituito  dalle  oo*  superficie  W^  di  6*"  or- 
àine  che  passano  per  tre  rette  triple  concorrenti  in  un  puntò  V  quintuplo  per  le 
^ ,  per  una  quintica  razionale  appoggiata  in  due  punti  a  ciascuna  delle  tre  rette 
triple  e  passante  per  \,  e  per  un  punto  O'. 

Le  oo*  quartiche  R'^*  di  2'  sono  determinate  dal  dover  incontrare  due 
volte  ciascuna  delle  tre  rette  triple,  quattro  volte  la  L'^^^  e  dal  passaggio 
per  O'. 

La  Jacobiana  J'  delle  ^  (di  ordine  20,  contenente  11  volte  ciascuna 
(ielle  tre  rette  L'(^)  ,  L'(^)  ,  L'(3) ,  tre  volte  la  U^  e  due  volte  il  punto  O')  com- 
prende :  • 

Il  luogo  delle  coniche  per  O'  appoggiate  in  un  punto  a  ciascuna  delle  tre 
rette  fondamentali  ed  in  due  alla  L'^^  Questa  superficie  (che  è  di  6*^  ordine  e 
passa  tre  volte  per  ciascuna  delle  tre  rette,  ed  una  sol  volta  per  la  quintica) 
incontra  ciascuna  W^  in  una  curva  variabile,  con  punto  doppio  in  O'  (composta 
di  due  coniche  per  O'),  quindi  ha  in  O'  punto  doppio,  vale  a  dire  essa  è  Vunica 
^'*  avente  punto  doppio  in  0\ 

La  J'  comprende  poi  due  volte  una  rigata  (*)  del  4*  ordine  su  cui  le  tre 
rette  L'(,)  [i  izr  1 , 2 , 3]  sono  doppie  e  la  L'^*  è  semplice.  Questa  superficie  è  il 
cono  che  da  V  proietta  la  L'^^*.  J'  è  poi  esaurita  dai  tre  piani  Ij\^)L\.^)  ,  L'(3)L'(j), 
^'(0^'(?)  1  contati  ciascuno  due  volte,  e  coordinati  ai  tre  punti  O,  [i  =  1,  2,  3]» 

Trasformazione  (4  ,  5)'.  —  26.  Le  4>*  hanno  in  comune,  oltre  alla  conica 
doppia  D,  una  conica  semplice  L\ ,  una  retta  L^^^  sghemba  con  I/^  e  due  punti 
0^ ,  O^.  Curve  B^^  del  primo  spazio  sono  le  quintiche  razionali  appoggiate  ad 
L^o  in  quattro  punti,  ad  L^^  in  tre,  a  D  in  cinque  e  passanti  per  O^  ed  O^.  La 
trasformazione  inversa  è  del  5*  grado. 

Le  rette  che  incontrano  le  tre  linee  D  ,  L*,, ,  L\  generano  una  rigata  H* 
di  4*  grado  e  genere  zero,  sulla  quale  L*^^  e  D  sono  doppie  ed  L*o  è  semplice. 
Bsse  sono  rette  sostegno  di  una  rete  di  ^  ed  ogni  ^  ne  contiene  4  quante 
sippunto  sono  le  sue  rette  appoggiate  contemporaneamente  ad  L^^  (trisecante 
di  ogni  R'o)  e  ad  L*o. 


O  Ad  ogni  puntò  di  L^ ,  semplice  per  le  c^,  corrisponde  una  retta  r',  per  esso  passano 
due  generatrici  di  H  (di  cui  una  è  sempre  L^q)  quindi  la  a'  incontra  L'0^  in  due  punti  (uno 
dei  quali  è  sempre  V)  ;  per  ciascun  punto  di  L^q  ^  poi,  passa  una  cubica  V^  (la  ho  L^^)  una 
cubica  r^  (la  ea  L^^)  ed  una  r3  (la  ah  L'^)  <in1ndi  r^  incontra  una  volta  ciascuna  delle  rette 
^(<)  •  le  incontra  proprio  in  V. 
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F*  «i  tocchino  lungo  ana  retta  L^^  di  F^  Il  loro  sistema  diviene  og^.  La  se- 
stica  gobba  intersezione  variabile  di  due  F*  possiede  5  zerosecanti,  10  bise- 
canti, ha  per  quadrivsecante  la  L^^  ed  è  già  razionale;  infine  incontra  le  F^  su 
cui  non  giace,  in  soli  4  punti  variabili.  Concludiamo  :  tutte  le  superfieie  F*  che 
toccano  una  F*<j  lungo  una  sua  retta  e  passano  per  tre  suoi  punti  fissi,  formano 
un  sistema  omaloidico.  Risulta  quindi  una  seconda  trasformazione  (4  ,  6). 

7.  Una  trasformazione  (4  ,  5)  non  può  ottenersi  imponendo  alle  F*  di  con- 
tenere tre  rette  sghembe  prefissate  su  F*^ ,  giacché  in  tal  caso  le  F*  conter- 
rebbero anche  hi  triS'cante  di  rnle  terna  di  rette,    . 

L'insi»  m<*  di  una  von'usb  h\  e  di  una  retta  L^^,  situate  su  F*^  e  non  aventi 
in  comune  nessun  punti»  riduce  a  5  il  grado  d'  infinità  del  sistema  delle  F^, 
tre  qna]nn()ue  delle  quali  h.inno  ora  tre  sole  intersezioni  variabili  0  perciò: 
la  triplice  infinità  delle  superficie  di  4^  ordine  con  conica  doppia  D  passanti  per 
un'altra  conica  L\  è  per  una  retta  L*^  appoggiate  a  D,  rispettivamente  in  due 
punti  fd  in  uno  {ma  sghembi^  fra  loro)  e  per  due  punti  prefissati  0^,0^,  costi- 
tuisce un  sisteìna  omaloidico.  Abbiamo  trovata  allora,  una  trasformazione  (4 , 5). 

8.  Il  sistema  delle  F^  che  contengono  una  cubica  gobba  di  F*o ,  è  6  volte 
infinito;  tre  qualunque  sue  superficie  hanno  5  intersezioni  variabili.  La  curva 
di  5*  ordine,  residua  intersezione  di  due  F*,  che  è  del  genere  1' (perchè  pos- 
siede 5  bisecanti,  10  unisecanti,  1  zerosecante),  diviene  razionale  quando  abbia 
un  ymnto  doppio,  il  quale  assorbe)  4  delle  5  intersezioni  rimaste  e  riduce  a  3 
l' infinità  del  sistema  delle  F*.  Allora  :  le  superficie  del  4^  ordine  che  passano 
per  una  conica  doppia  D  ed  una  cubica  gobba  L^^  (appoggiata  in  tre  punti  alla 
conica)  e  toccano  in  nn  punto  dato  O  un  piano  dato  t,  formano  uìi  sistema  oma- 
loidico. Ecco  quindi  una  seconda  trasformazione  (4  ,  5). 

9.  Una  retta  di  passaggio  ed  una  di  contatto  (entrambe  su  F^^  e  sghembe 
fra  loro)  non  si  possono  assumere  come  curve  fondamentali  di  un  sistema  oma- 
loidico (4  ,  5),  giacché  ogni  F*  che  le  contenesse,  conterrebbe  pure  le  due  bi- 
secanti di  F\  della  coppia  assunta. 

Per  ragione  analoga  non  si  può  ottenere  un  sistema  omaloidico  (4,-5) 
imponendo  alle  F^  un  contatto  di  second'ordine  in  tutti  i  punti  di   una  retta. 

Infine,  facendo  passare  le  F*  per  una  cubica  piana  L\  di  F*,,,  si  ottiene 
un  sistema  lineare  oo^  Da  ragionamenti  analoghi  a  quelli  svolti  precedente- 
mente pel  caso  di  una  cubica  gobba,  segue  che  tale  sistema  può  rendersi 
omaloidico  imponendo  alle  F^  un  contatto  in  un  punto  dato,  con  un  piano 
dato.  La  trasformazione  a  cui  condurrebbe  il  sistema  omaloidico  ora  trovato 
rientra  come  caso  particolare  in  quella  già    trovata  giacché  la  cubica  piA^^ 


(^)  Perchè  la  L*o  aoiorbe  8  delle  16  intersezioni  e  la  JA^  ne  assorbe  oinqne. 

< 


.* 
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L\y  dovendo  essere  dotata  di  punto  doppio,  è  razionale  e  può  quindi  conside 
rarsi  come  un  caso  speciale  di  cubica  gobba. 

10.  Il  passaggio  per  una  quarticn  razionale  tii  F^^  riduca  a  4  l'infinità  dei 
sistema  delle  F*,  e  fa  sì  che  tre  euperflcie  qualunque  di  esso  abbiano  due 
sole  intersezioni  variabili.  Ciò  rende  palese  cbe  :  quelle  tra  le  oo*  superficie  con' 
siderate,  che  contengono  uno  stesso  punto  O,  formano  un  sistemo  omaloidico,  Bi- 
sulta  quindi  una  trasformazione  (4  ,  4). 

Se  imponessimo  alle  F^  di  contenere  una  quartica  eUittica  <li  F^^ ,  la 
quartica.  intersezione  variabile  di  due  superficie  del  sistema  oo'  così  ottenuto, 
potrebbe  rendersi  razionale  solo  imponendole  un  punto  doppio,  il  cbe  ridurrebbe 
a  2  l'infinità  del  sistema  delle  F^. 

Non  si  può  neppure  estrarre  un  sistema  omaloidicp,  facendo  passare  le  F' 
per  una  quartica  di  prima  specie,  ma  avente  un  punto  doppio,  né  per  una 
delle  cx^'  quartiche  piane  di  F^^.  Non  possono  poi  formare  sistema  omaloidico, 
né  le  oo*  superficie  F*  passanti  per  quattro  rette  sghembe  di  F*^^ ,  né  le  cxj* 
passanti  per  una  conica  e  due  rette,  né  le  oo^  contenenti  due  coniche  di  F*^ 
senza  punti  comuni,  né  le  og^  passanti  per  una  cubica  gobba  di  F^^  e  per  una 
sua  zerosecante,  e  neppure  le  cxd^  F*  i>a!ssanti  per  una  cubica  piana  di  F*^  ed 
una  sua  retta  che  non  la  incontra. 

Per  ottenere  .una  trasformazione  (4  ,  4)  risulta  infine  evidentemente  esclusa 
la  possibilità  di  linee  fondamentali  di  contatto  (% 

11.  Una  quintica  razionale  di  F^^  non  può  servire  come  linea  fondamentale' 
di  un  sistema  omaloidico  di  superficie  F^^  perché  essa  equivale  a  11  condì- 
zioni  lineari. 

Una  quintica  ellittica  di  F^^  impone  alle  F^  che  la  contengono,  10  condi- 
zioni lineari,  di  più,  tre  qualunque  di  tali  superficie  hanno  proprio  una  sola 
intersezione  variabile  ;  allora  :  le  superficie  del  4^  ordine  ohe  hanno  in  comune 
una  conica  doppia  ed  una  quintica  di  genere  1  (appoggiata  in  6  punti  alla  conica) 
^ormano  un  sistema  omaloidico»  Abbiamo  dunque  trovata  una  trasformazione 
(*,3)(*). 

32.  Per  ottenere  altre  trasformazioni  (4  ,  3)  0   rimangono   a   considerare 


(^)  Anche  il  solo  contatto  lungo  una  retta,  supposta  già  comune  alle  F* ,  equivale  già  a 
^  eondiBloni  lineari.  * 

(^  Trasformazionei  questa,  già  nota:  Cremona,  lavori  citati.  Bend.  del  B.  Istituto 
lomb.  serie  li,  voi.  4»  (1871),  p.  269  [2o,  6)];  Math.  Ann.  Bd.  4  (1871)  p.  213  (v.  p.  225)  ; 
9P«re,  voi.  Ili,  p.  246,  271  ;  B  e  r  z  o  1  a  r  i ,  l.  e,  p.  118  (numeri  S4  e  85). 

(^)  Si  tralasciano  senz'altro  quelle  qnintiche  composte  ohe  rientrano  come  casi  particolari 
^u  quelle  di  genere  1  (perchè  darebbero  luogo  a  trasformazioni  speciali,  comprese  nel  tipo 
generale  considerato). 
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curve  composte  di  5^  ordine  le  qiiali,  però,  offrono  complessivamente  alle  F^ 
an  numero  di  condizioni  maggiore  di  10.  Besta  così  esclusa,  riguardo  alle 
trasformazioni  (4  ,  3)  anche  la  possibilità  di  linee  fondamentali  di  contatto. 

Si  ottiene  però  un  sistema  omaloidico  imponendo  alle  F^  il  passaggio  {)er 
una  quartica  piana  ed  una  retta  di  F^^*  ^^^  ^^^^  ^^'^  ^^  ottiene  un  tipo  gene- 
rale di  trasformazione,  giacché  la  quartica  piana,  essendo  dotata  di  due  punti 
doppi,  può  ritenersi  un  caso  speciale  di  quartica  ellittica  gobba  la  quale  ap- 
punto, con  una  retta  dello  spazio  che  la  incontri  una  sol  volta,  forma  un  caso 

degenere  di  quintica  ellittica. 

» 

13.  Avendo  mano  mano  considerati  tutti  i  oasi  possibili,  possiamo  senza 
altro  concludere  che:  Le  uniche  trasformazioni  hirazionali  dello  spaaio,  cui  può 
dar  luogo  la  piò  generale  superficie  del  quarf  ordine  dotata  di  contea  doppia^  sono 
quelle  dei  sette  tipi  qui  trovati  ed  i  casi  particolari  di  esse. 

Ad  esaurire  il  compito  propostoci,  dobbiamo  ora  cercare  ed  esaminare 
quale  sia,  in  ciascuna  di  queste  trasformazioni,  la  specie  del  sistema  omaloi- 
dico nel  2^  spazio,  e  le  superficie  Jacobiane  di  entrambi  i  sistemi. 

Trasformazione  (4  ,  7).  — 14.  Le  4>  (^)  hanno  in  comune  :  la  conica  doppia 
D,  una  retta  L^^  di  4>q  ed  un  suo  punto  O^  ,  inoltre  la  osculano  in  un  altro 
suo  punto  Og.  Sia  x  il  piano  tangente  in  O^  comune  a  tutte  le  4>,  (ma  non 
osculato  da  esse). 

Due  qualunque  4>  s'incontrano  ancora  in  una  curva  B^  del  settitno  ordine 
avente  comune  con  D  sette  punti,  con  L*^  tre,  passante  per  O^  e  con  punto 
triplo  Og.  Alle  rette  di  2'  corrispondono  le  curve  R\  La  trasformazione  inversa 
è  del  V  grado. 

15.  La  Jacobiana  J  in  £  è  una  superficie  di  12**  ordine. 

La  quadrica  H  determinata  da  DL^^O^Og  è  luogo  di  oo*  cubiche  F  pas- 
santi per  Oj  ed  osculanti  in  O,  le  4>,  appoggiate  ad  L*^  in  due  punti  ed  a  D 
in  tre,  le  quali  non  incontrano  le  <I>  in  punti  variabili  ;  essa  è  parte  della  J 
ed  ha  per  corrispondente  una  retta  L'(3)  fondamentale  e  tripla  per  le  super- 
ficie ^  del  secondo  sistema  omaloidico. 

La  quadrica  K  passante  per  D ,  O^  e  tangente  a  i  in  O,  è  luogo  di  oo^ 
quartiche  q  di  prima  specie  passanti  per  O^  e  per  il  secondo  punto  d'interse- 
zione di  JJ-^  e  K  (punto  M),  appoggiate  a  D  in  quattro  puliti  ed  aventi  punto 
doppio*  in  O,.  Tali  quartiche  hanno  i)er  corrispondenti  i  punti  di  una  retta  L^^) 
fondamentale,  quadrupla  su  ogni  W^. 


(^)  Indico  con  4>  le  oo^  superficie  F^  formanti  il  sistema  omaloidico  ohe  si  oonsider*  Q^^ 

» 

1«  spazio,  e  con  ^^  una  prefissata  tra  esse. 
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ì6.  Si  considerino  le  oo^  coniche  t  ^^^  osculano  in  O^  la  <I>o,  incontrano 

D  in  due  punti  e  la  retta  L*^  in  uno.^  Una  qualunque  ^  ne  contiene   cinque 

poiché  queste  7  sono  la  ulteriore  intersezione  della  <I>  considerata  con  la  qua- 

drica  determinata  da  D  ,  O,  e  da  un  qualunque  paio  c^  ,  c^^  (*)  scelto   fra  le 

10  zerosecanti  di  L*^  della*  superfìcie  4>.  pra,  le  paia  del  tipo  c^^  ,  <?«„  sono  15, 

ma  a  tre  a  tre  fanno  giungere  alia  medesima  conica  7.  Le  7  hanno  per  corri* 

!  spendenti  i  punti  di  una  quintica  L''^  fondamentale,  doppia  ppr  le  V^.  Il  luogo 

di  esse  è  dna  superficie  F  del  sesto  ordine  con  punto  doppio    in    Og ,    conte- 

I  nente  la  conica  D  come  tripla  e  la  L*^j  come   retta    doppia.    La    superfìcie    P 

j  contiene  poi  come  doppia  l'unica  retta  e  che  da  O^  taglia  L^^  e  D.  Infatti,  se 

I  indichiamo  con  A  e  B  i  punti  comuni  a  D  ed  a  t,  associando  la  retta  e  con 

i  ciascuna  delle  due  rette  O^A  ed  O^B  otteniamo  due  distinte  coniche  7.  Il  fatto 

|)oi  d'esservi  due  di  tali  coniche  aventi  una  parte  comune  dice  che  la  quintica 

doppia  L'*  di  Ii'j  coordinata  alla  F  di  £,  ha  un  punto  doppio  V.  La  superfìcie 

J  viene  infine  completata  dal  piano  della  conica  D  contato  due  volte.  Esso  è 

coordinato  ad  un  punto  fondamentale  O'  semplice  e  di  seuiplice  passaggio  per 

le  4*^.  «Dunque  : 

Il  sistema  omaloidico  corrispondente  ai  piani  di  S,  si  compone  delle  00^  su- 
perfide  m^  del  7°  ordine  aventi  in  comune  una  retta  tripla  L'^g)  ed  una  retta 
^mdrupla  L'(^) ,  una  quintica  doppia  L''^(j)  {dotata  di  punto  doppio  Y)  ed  un  punto 
semplice  0\ 

Alle  rette  di  I  corrispondono  in  S'  le  qnartiche  razionali  B'^  (intersezioni 
variabili  di  due  superficie  W)  le  quali  incontrano  due  volte  tanto  la  retta 
tripla  L'(3)  che  la  quadrupla  L'(^) ,  sei  volte  la  quintica  doppia  V^(z)  e  passano 
semplicemente  per  il  x)unto  O'. 

Queste  condizioni  determinano  appunto  un  sistema  quadruplamente  infì- 
ulto  di  quartiche  razionali. 

a 

17.  L'unica  retta  che  da  O^  taglia  L^^  e  D,  giace  sulla  quadrica  H  ed  è 
comune  ad  una  rete  di  superficie  4>.  Una  qualunque  di  quest'ultime  è  segata 
nlteriormente  dalla  JB  in  una  conica  7.  Segue  intanto  che  la  quintica  doppia 
L'^i,)  e  la  retta  tripla  L^g)  hanno  un  puuto  comune.  Eagionamento  analogo  può 
^guirsi  riguardo  alla  retta  e  ;  una  qualunque  delle  00^  ^  che  la  contengono, 
t^ga  la  superficie  H^  in  una  cubica  F  degenerata  di  cui  fa  parte  e.  Siccome 
poi  la  retta  e  appartiene  a  due  coniche  7,   si  trovano  altri  due.puuti  comuni 


(0  Gol  prof.  Berzolari  (l.  0.  n.  S)  intenderemo  che  due  rette  della  enperficie  formauo 
^^  pajo  qaaodo  si  Recano,  ed  ima  coppia  qaando  Bono  sghembe  fra  loro. 

Parimenti  il  sistema  di  3,  4,  5  rette  della  superficie,  formanti  un  sistema  gobbo  si  dirà 
ìtna,  quadrupla,  quintupla.  Indicata  poi  con  a  nna  qualunqne  delle  16  rette  di  ana  superficie 
^  e  con  h^  ,  h^  ,  h^  ,  ìf^  i  ìf^  le  sue  5  secanti,  le  10  zerosecanti  di  a  si  indicheranno  ({.  e.  n.  12) 
^^°  ^1  essendo  gli  iodici  i,  k  variabili  da  1  a  5,  convenendo  che    la   retta   0,-%    si    appoggi 
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alla  qaintica  ed  alla  retta  tripla  L'^,) ,  non  solo,  ma  si  pub  concladere  cb 
qaesti  due  pnnti  sono  riuniti  in  Y. 

Ciascuna  delle  due  coniche  y  uscenti  dal  punto  M  di  L^^  gÌA<^  sulla  qua 
drica  E  e  fa  parte  di  una  quartica  q  che  si  spezza.  Segue  che  la  quinticj 
doppia  L'^(2)  ^  ^^  retta  quadrupla  L'^)  hanno  in  comune  due  punti  distinti. 

Imaginato  infine  il  piano  MO^O^  e  detti  T  ed  d  i  due  punti  in  cui  ess^ 
taglia  la  conica  D,  la  conica  MO^O^TU  appartiene  tanto  alla  quadrica  H*  eh 
alla  E^ ,  e  ciascuna  delle  oo^  4>  che  la^ contengono  sega  le  due  quadriche  ri 
spettivamente  in  una  F  ed  in  una  q  che  si  spezzano  e  la  comprendono  com^ 
parte.  Concludiamo  che  le  due  rette  fondamentali  dello  spazio  £'  hanno  ai 
punto  comune. 


18.  La  Jacobiana  del  sistema  delle  W'  è  del  24''  ordine. 

Essa  comprende  una  sol  volta  il  luogo  delle  coniche  uscenti  da  O^  appogi 
giate  in  un  punto  a  ciascuna  delle  due  rette  fondamentali  ed  in  tre  alla  quin^ 
ttca  doppia.  , 

Questa  parte  EE'  di  Jacobiana  coordinata  alla  D  deve  essere  del  7^  ordine^ 
passare  3  volte  per  la  L\^)  e  quattro  per  la  L'^^) ,  contenere  infine  la  L'*(j) 
come  doppia  ed  avere  in  O'  un  punto  doppio.  Essa  è  dunque  l'unica  superficie 
del  sistema  W^  dotata  di  punto  doppio  O'. 

Va  pure  contato  una  sol  volta  nella  J'  il  luogo  delle  corde  di  L'*(j)  ap- 
poggiate ad  L'(3).  Esso  è  una  rigata  di  3**  grado  avente  L\^  come  direttrice 
doppia  ed  L'*(j)  come  direttrice  semplice.  Dovendo  poi  contenere  la  L'^)  una 
sol  volta,  segue  che  quest'ultima  è  una  sua  generatrice.  Questa  rigata  è  coor- 
dinata alla  retta  L^^  di  I.         ' 

Va  i)oi  contato  due  volte  nella  nostra  Jacobiana  il  piano  delle  due  rette 
fondamentali,  piano  coordinato  al  punto  fondamentale  semplice  O^.  Esso  in- 
contra le  U'"''  in  sole  linee  fisse  ed  è,  come  appunto  si  richiede,  incontrato  da 
L'^(2)  ^^  cinque  pnnti  situati  tutti  su  tali  linee  fondamentali. 

Figura  infine  quattro  volte,  nella  Jacobiana  delle  W^ ,  la  superficie  cubica 
coordinata  al  punto  O,  del  primo  spazio.  Essa  è  individuata  dal  dover  passare 
una  volta  per  la  L'^gj  e  due  volte  per  la  L'(^)  e  contenere  pQi,  come  semplice, 
la  quintica  L"^(g).  Anche  quest'  ultima  superficie,  corrispondente  ad  un  punto 
fondamentale  di  I,  non  sega  le  W  in  linee  variabili. 

'  Trasformazione  (4  ,  6)'.  —  19.  Nella  trasformazione  (4  ,  6)'  le  ^  hanno  in 
comune,  oltre  a  D,  due  rette  sghembe  L^^)  ,  L(j) ,  un  punto  O^ ,  e  toccano  uu 
piano  fisso  t  in  un  punto  pure  fisso  Og.  Curve  R  di  2  sono  le  sestiche  gobbe 
per  O^  aventi  in  Oj  punto  doppio,  che  secano  L^^)  ,  L^^  in  tre  punti  ciascuna 
e  la  D  in  sei  punti.  Il  sistema  delle  W  è  di  6^  ordine. 

Curve  sostegno  di  una  rete  di  $  in  £  sono  evidentemente  le  rette  della 
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qnadrica  H*  determinata  d^  D  ,  L(^)  ,  L(^  ;  sopra  ogni  $  ne  esistono  doe.  Esse 
coDdacoDo  ad  una  conica  L'^^  fondamentale,  semplice  per  le  ^*^. 

Una  seconda  parte  K^^  della  J  è  la  quadrica  D  ,  L(^)  ,0^,0^  laogo  di  oo^ 
cubiche  gobb^  T^  per  O^  toccanti  t  in  Og ,  che  secano  L^^)  in  dae  punti,  L(j) 
in  uno  e  D  in  tre.  In  modo  analogo,  una  terza  parte  K\  della  J  è  la  quadrica 
D ,  L(,)  ,  O^  ,  Oj  luogo  di  oo*  cubiche  Fj  che  passano  per  O^ ,  toccano  t  in  O^ , 
secano  L^^)  in  due  punti,  L^)  in  uno  e  D  in  tre.  A  queste  due  quadriche  cor- 
rispondono in  S'  due  rette  fondamentali  e  triple  per  le  ^  :  L'(^j  ,  L\^). 

20.  Sopra  ciascuna  <^  esistono  infine  tre  distinte  coniche  7  le  quali  toc- 
cano t  in  Og ,  s'appoggiano  in  due  punti  a  D  ed  in  un  punto  a  ciascuna  delle 
due  rette  L(,)  ,  L(,).  Infatti  ciascuna  7  si  ottiene  da  una  ^  segandola  con  la 
quadrica  determinata  da  O^  ,  D  e  da  due  delle  6  zerosecanti  della  coppia 
L,j, ,  L(2)  formanti  paio.  Tutte  le  6  zerosecanti,  poi,  danno  luogo  a  sei  paia 
ehe  si  distribuiscono  in  tre  coppie  di  paia  gobbe  fra  loro.  Allora  ciascuna  7 
è  tagliata,  oltre  che  dalle  due  rette  assunte,  anche  dalle  altre  sei  rette  della 
quaderna  corrispondente  fìra  cui  entra  appunto  il  paio  formato  da  due  di 
quelle  zerosecanti  e  gobbo  col  primo  considerato. 

Le  00^  coniche  7  possono  determinarsi  così  :  indichiamo  con  M  e  N  i 
ponti  in  cui  L(^)  ,  L^^)  incontrano  ulteriormente  una  qualunque  delle  00^  4iaa- 
driche  Q^  passanti  per  D  e  toccanti  z  in  O^.  Sopra  tale  quadrica  esiste  una 
^la  e  ben  determinata  conica  7  ed  è  quella  (della  stella  O^)  che  contiene  i 
punti  M  e  !N.  Reciprocamente,  qualunque  7  determina  una  ed  una  sola  qua- 
drica del  fascio  Q  che  la  contiene.  Sia  I  il  luogo  delle  coniche  7  :  segue  im- 
mediatamente che  le  due  rette  L(^)  ,  L^^  sono  semplici  per  esso.  I  due  punti 
<^be  nna  quadrica  Q  sega  su  L(^)  ed  L(g)  (fuori  di  D)  determinano  con  O^  un 
piano  a^;  di  più,  essi  variano  descrivendo  su  L(^)  ed  L^^^  due  punteggiate 
proiettive,  quindi  il  piano  a^  varia  mantenendosi  tangente  ad  un  cono  quadrico 
^*  di  vertice  O,.  La  superficie  I  si  ha  dunque  come  luogo  delle  coniche  in 
cai  si  tagliano  le  quadriche  Q^  del  fascio  e  i  piani  tangenti  di  W^  a  quelle 
corrispondenti  in  una  proiettività.  Ora,  detti  A  e  B  i  punti  in  cui  t  taglia  D 
si  vede  facilmente  che  vi  è  una  conica  7  la  quale  comprende  come  parte   la 


^tta  0,A ,  ed  un'altra  che  comprende  la  OgB  ;  segue  che  l'insieme  delle  due 

f^tte  OgA  ,   O^B ,  costituisce  pure  una  conica  (ma  non  del   tipo    7)   la   quale 
giace  sulla  nostra  I.  E  il  fascio  Q  ha  appunto  come  curva  base  l'insieme  della 


conica  D  e  delle  due  rette  O^A  ,   O^B. 

Ecco  allora  che  la  corrispondenza  proiettiva  riscontrata  tra  il  fascio  di 
quadriche  Q  ed  i  piani  tangenti  a  W  conduce  (^)  (quando  si  tralasci  il  pmno  t) 
^  una  superficie  del  quarto  ordine  avente  la  conica  doppia  D   e  contenente 


\')  BerioUri,  l.  e,  p.  101  (n.  18). 
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la  conica  O^A  ,  O^B.  La  I  è  quindi  nieut'altro  che  una  superficie  dei  sistema 
4>.  Di  più  essa  ha  punto  doppio  in  O,  e  ciò  perchè  una  retta  r,  uscente  da 
Og,  incoi^tra,  fuori  di  O^y  la  nostra  I  in  soli  due  punti  (^). 

La  superficie  I  è  Vunica  4>  che  ha  punto  doppio  in  Oj  e  contiene  le  due  rette 

oIa  ed  Ó^C). 

Osservato  ancora  che  vi  è  una  terza  conica  7  la  quale  si  spezza  nelle  due 
rette  che  escono  da  O^  ed  incontrano  D  e,  rispettivamente,  la  L(^)  o  la  L(,, , 
e  che  nessun'  altra  7  degenerata  in  due  rette  è  sn  I  ;  e  tenuta  presente  la 
configurazione  delle  otto  rette  di  I  di  cui  si  è  accertata  l'esistenza,  segue  im- 
mediatamente (')  che  : 

La  superfiMe  1  ha  in  O,  un  punto  biplanare  di  prima  specie  {cioè  che  abbassa  h 
classe  di  3  unità),  I  due  piani  nodali  in  O,  sono,  il  piano  t  (piano  delle  due  rette 


OgA  j  OjB)  e  quello  individuato  dalle  altre  due  rette  della  superfl^iie  uscenti  da  0,. 
Il  Itiogo  dei  punti  corrispondenti  alle  coniche  7  è  una  cubica  L''(,)  doppia 
per  tutte  le  ***.  In  J  va  i)oi  contato  due  volte  il  piano  di  D,  a  cui  è  coordi- 
nato un  punto  fondamentale  semplice  e  di  semplice  passaggio  per  le  Q*^. 

21.  La  cubica  doppia  L\)  incontra  in  due  punti  la  conica  L'*^,  corri- 
spondenti alle  Y  spezzate  rispettivamente  in  una  delle  due  rette  O^A  ,  OjB  e 
nella  generatrice  di  H^  (di  sistema  diverso  a  quello  di  L^^)  ,  L(,))  uscente  dal- 
l'altro  punto  comune  a  tale  retta  ed  all'iperboloide  H^  I 

La  retta  L'^^)  incontra  la  cubica  L'^  in  un  punto  corrispondente  alla  cn-  j 
bica  r^  spezzata  nella  retta  a  che  da  O^  taglia  L(^)  e  D,  e  in  una  conica  t  | 
appoggiata  ad  a  in  un  punto.  Analogamente  dicasi  per  l'altra  retta  tripla  L',,). , 

Di  piti,  le  due  rette  triple  concorrono  in  un  punto  che  è   anche   su  L''.  ^ 
Tale  punto  di  L'^  corrisponde  alla  7  degenerata  nelle  due  rette  che  da  0^  ta- 
glìano  D  ed  una  delle  L(,)  ,  It^^y 

Ed  infine,  ciascuna  delle  due  rette  triple  s'appoggia  in  un  punto  alla  co 
nica  L'/  perchè,  ad  es.,  dal  punto  comune  (fuori  di  D)  alla  quadrica  K*^  ed 
alla  retta  L(j)  esce  una  generatrice  di  H*  che  fa  parte  di  una  F^.  Concludendo: 

Il  sistema  otnaloidico  in  2'  consta  delle  00^  superficie  4'**  del  sesto  ordine, 
aventi  in  comune  una  conica  semplice  h'^^  un  puwto  0\  una  cubica  doppia  L' 
{segante  L'/  in  due  punti)  e  due  rette  triple  L'(j)  ,  L'(,)  appoggiate  ciascuna  in  un 
punto  alla  là^  9  le  quali  sHncontrano  in  uno  stesso  punto  della  cubica  ed  hanno 
poi  comune  con  essa  ancora  un  punto  ciascuna. 


(^)  Infatti  i  piani  delle  coniche  y  e  le  qnadriohe  Q  delerminano  sa  r  nna  proiettiviti« 
O  Tali  due  rette  individuano,  infatti,  una  £ra  le  00^  superficie  ^  aventi  punto  doppio 

in  Og. 

(3)  Cfr.    S  e  g  r  e  ,    Étude  de»  différente$  $urfa<f>u  du  4*  ordre,  ecc.    Math.  Annalen,  B4.  2^ 

(1884)  p.  313  (T.  p.  371,  nn.  43,  43). 
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62%  Alle  rettie  éì  £  coiTispòndono  in  £'  le  quarti cbe  razionali  B^/ ,  inter- 
sezioni variabili  di  dae  V*^,  le  quali  paesano  per  O',  incontrano  in  due  punti 
Vanto  JJ^  ohe  le  due  rette  L'^,)  ,  L'(,)  e  in  quattro  punti  L'^ 

La  J'  è  del  20^  ordine  'e  comprende  : 

I)  il  luogo  delle  coniche  per  O'  che  incontrano  due  volte  la  cubica 
doppia  ed  una  sol  volta  la  conica  semplice  e  le  due  rette  fondamentali  triple. 
Questa  saperflcie  è  di  6"^  ordine  e  contiene  L'^*  come  semplice,  passa  due  volte 
per  IP  e  trfe  volte  J)er  ciascuna  delle  due  rette  L'(^)  ,  L'(,). 

Ha  poi  in  O'  un  punto  doppio.  Yale  a  dire  essa  è  l'unica  4!*^  dotata  di 
punto  doppio  in  O'.  Questa  saperflcie  è  coordinata  alla  conica  D; 

II)  il  luogo  delle  rette  che  s'appoggiano  alle  linee  L'"^ ,  h\^^  ,  L'^*.  Questa 
rigata  gobba  di  3*  grado  contiene  L'^,)  come  direttrice  doppia;  L'/  ed  L'^  come 
direttrici  semplici  ;  contiene  poi  come  generatrice  la  L'(2)  ed  è  coordinata  alla 
retta  fondamentale  L(j)  ; 

III)  un'analoga  rigata  gòbba  di  3^  grado  avente  per  direttrice  doppia  la 
L'(,)  e  contenente  come  generatrice  la  L'(j).  Le  V^  ed  L''*  sono  sue  direttrici 
semplici.  Essa  è  coordinata  alla  retta  fondamentale  L(2)  di  £. 

La  J'  comprende  poi  due  volte  il  piano  delle  due  rette  triple,  coordinato 
al  punto  O^  ;  ed  infine  comprende  ti^  volte  la  quadrica  h\^)  ,  L'(j)  ,  L'^  coordi- 
nata al  punto  Og.  Quest'ultime  due  superficie,  coorditiate  a  punti  fondamentali 
del  I*  spazio,  segano  le  4'**^  in  sole  linee  fisBe. 

Trasformazione  (4  ,  6)*^ — ^.  Le  4>^  hanno  ora  in  comune  la  conica  doppia 
D,  tre  punti  0^,02,03,  ed  una  retta  L*^  lungo  la  quale  si  toccano.  Le  curve 
razionali  B^^  in  £  sono  sesticbe  gobbe  passanti  per  0^,03,03,  che  incontrano 
D  in  6  punti  ed  L^^  in  quattro. 

Le  m^  sono  di  sesto  oinline.  Sopra  ogni  4>  del  sistema  triplo,  vi  sono  cinque 
rette  appoggiate  ad  L^^  (e  quindi  tocciinti  tutte  le  O),  ciascuna  delle  quali  de- 
termina  una  rete  di  superficie  del  sistema.  In  £'  risulta  quindi  una  semplice 
infinità  di  punti  formanti  una  quintica  L'^  la  quale  è  semplice  per  tutte  le  ^. 
Btttdiamo  dunque  la  rigata  H,  luogo  delle  tangenti  alle  ^  lungo  una  loro  retta 
comune  e  di  contatto,  che  s'appoggiano  alla  conica  D.  Per  questo,  considerato 
un  punto  P  della  retta  L*^ ,  esiste  un  unico  piano  tangente  in  esso  a  tutte  le 
^  *,  questo  piano  contiene  la  L^^  ed  incontra  poi  la  conica  D  in  un  punto  ;  la 
retta  che  da  P  proietta  il  punto  di  D  così  trovato,  è  una  generatrice  di^H. 
Considerato  ora  un  punto  P'  della  conica  D,  il  piano  L^^ ,  P'  è  bitàngente  per 
tuttiB  le  $  negli  stessi  due  punti  P^ ,  P^  di  L^ ,  onde  le  due  rett^  P'P^ ,  PT^ 
Bono  pure  due  generatrici  della  nostra  rigata.  Allora  tra  i  punti  della  retta  L^^ 
^  quelli  della  conica  D  (che  si  segano  in  un  punto,  e  sia  B)  esiste  una  corri- 
spondenza (2  1)  in  modo,  inoltre,  che  il  puntò  B  considerato  come  punto  di  D 
coincide  con  uno  dei  suoi  due  corrispondenti  in  L^^  (^).   Conseguentemente   la 


(1)  Cfr.  Berso  lari,  I.  e.  p.  95  (n.  18).  ' 
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superficie  H  uou  è  che  uua  rigata  gobba  di  4*  grado  (^)  la  cai  curva  doppia 
è  composta  della  retta  L^^  e  della  conica  D  (% 

L'origine  della  superficie  H^  mostra  che  essa  tocca  le  ^  lungo  la  L^\ 
Poiché  la  retta  L^^  è  doppia  su  H^,  in  ogni  punto  di  essa  la  superficie  H^  ba 
due  piani  tangenti  ;  ma  uno  è  sempre  fisso  (ed  è  il  piano  di  L^^  e.  della  tan- 
gente a  D  nel  punto  di  essa  comune  ad  L^^^)  e  l'altro  varia  col  punto  di  con- 
tatto; ed  è  appunto  mediante  quest'ultimo  che  avviene  il  contatto  con  le  4^. 
Segue  dunque  che  nella  intersezione  della  H  con  ogni  4>,  la  L^^  figura  tre 
volte.  Concludendo  : 

Là  parte  H*  di  Jacohiana  delle  4>,  cioè  il  luogo  delle  tangenti  ad  esse  lungo 
ufM  comune  retta  h^  di  contatto,  che  s^appoggiano  alla  coniiM  D,  è  una  rigata 
gobba  razionale  del  4'*  grado  che  pojtsa  due  volte  per  la  L*^ ,  toccando  lungo  esm 
con  una  falda  tutte  le  4>,  e  contenente  poi  la  conica  D  come  doppia. 

La  quintina  L'^*^  è  di  .genere  zero. 


24.  La  qnadrìca  K^  passante  per  DL*^  j  O, ,  O3  è  luogo  di  oc*  cubiche 
gobbe  r^  le  quali  passano  per  0^,03,  tagliano  tre  volte  la  D  è  toccano  tutte 
le  4>  in  due  punti  A^  e  Aj  della  retta  L*^,.  Essa  fa  parte  della  J  ed  ha  per 
corrispondente  in  E'  una  retta  fondamentale  L'(,)  tripla  per  le  ^^\ 

Esistono  due  altre  parti,  K^  e  K3,  di  J,  analoghe  a  questa:  esse  sono  le 
due  quadriche  DL^^OgO^ ,  DL^^O^O^ ,  le  quali  toccano  le  4>  rispettivamente  nelle 
coppie  di  L^Q  :  B^  ,  Bj  ;  O^  ,  O^ ,  e  corrispondono  a  due  altre  rette  L'(,)  ,  L\.f 
triple  per  tutte  le  W^.  La  generatrice  (diversa  da  L'^  di  H*,  uscente  da  A, 
giace  su  Kj  e  forma  con  la  conica  di  K^  passante  per  OgO^Ag  una  cubica  l\ 
alla  quale  corrisponde  un  punto  di  L\^)  che  è  anche  su  L'*.  Conseguentemente: 
la  quintica  L'/  incontra  in  due  punti  ciascuna  delle  tre  rette  triple. 

Tenuto  presente  che  nel  sistema  4>  vi  sono  00*  superficie  le  quali  conten- 
gono la  retta  doppia  L^^ ,  osserviamo  che  ciascuna  di  esse  conterrà  le  tre  rette 
a  yb  j  e  che  da  O,  ,  Oj ,  O3  tagliano  L^^  e  D.  Nel  secondo  spazio  è  quindi  in- 
dividuato un  punto  Y  centro  della  stella  di  piani  corrispondente,  il  quale  è 
quintuplo  per  le  V*  giacché  le  E*  provenienti  da  queste  4>  comprendono  sempre 
le  tre  rette  a  ,  ft  ,  e ,  e  due  volte  la  L*^.  Ora  due  qualunque  delle  rette  a,  6, e 
giacciono  sopra  orna  quadrica  K^  ({  =  1 ,  2  ,  3)  e  formano  sempre  con  la  L\  una 
cubica  r,  ;  segue  allora  che  :  le  tre  rette  triple  L'^j)  ,  L\^^  ,  L'^g)  passano  pel  punto 
V.  Ma  la  L*^  è  pure  una  generatrice  della  superficie  H*  (è  quella  generatrice 
di  H*  sovrapposta  alla  L^^,  stessa  considerata  come  direttrice),  quindi  anche  la 


(1)  E  4*  specie  nella  classificazione  del  Cremona,  Sulle  superficie  gobbe  di  4^  grado. 
Mem.  delPAccad.  delle  Scienze  di  Bologna.  Serie  2%  t.  8  (1868)  p.  2Sb;  Opere,  voi.  II,  Mi- 
lano 1915,  p.  420. 

(*)  Questo  risultato  ci  permette  di  enunciare  la  seguente  proprietà:  H  sUtemà  omaloidico  <I> 
é  tale  eke  in  ogni  piano  del  faeoio  L^q  ifi^icciono  due  rette  di  due  diverse  superficie  del  sistema. 
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V^  passa  per  il  punto  V,  (e  incontra  così  in  cinque  punti    ciascuno    dei    tre 
piani  del  triedro  li\^)   \j\^)   L'^yj). 

Il  piano  della  conica  D  contato  due  volte,  completa  poi  la  Jacobiana  J  e 
corrisponde  ad  un  punto  O'  fondamentale  e  semplice  per  le  V*. 

25.  11  sistema  omaloidico  in  2'  è  costituito  dalle  oo^  superficie  W^  di  6*"  or- 
dine che  paesano  per  tre  rette  triple  concorrenti  in  un  puntò  V  quintuplo  per  le 
V^ ,  per  una  quintica  razionale  appoggiata  in  due  punti  a  ciascuna  delle  tre  rette 
triple  e  passante  per  ^,  e  per  un  punto  O'. 

Le  oo^  quartiche  R\^  di  2'  sono  determinate  dal  dover  incontrare  due 
volte  ciascuna  delle  tre  rette  triple,  quattro  volte  la  L'^,^  e  dal  passaggio 
per  O'. 

La  Jacobiana  J'  delle  V®  (di  ordine  20,  contenente  11  volte  ciascuna 
(Ielle  tre  rette  L\^)  ,  L'^^)  >  L'(3) ,  tre  volte  la  L'^^^  e  due  volte  il  punto  O')  com- 
prende :    '  • 

n  luogo  delle  coniche  per  O'  appoggiate  in  un  punto  a  ciascuna  delle  tre 
rette  fondamentali  ed  in  due  alla  L'/.  Questa  superficie  (cbe  è  di  6**  ordine  e 
passa  tre  volte  per  ciascuna  delle  tre  rette,  ed  una  sol  volta  per  la  quintica) 
incontra  ciascuna  W^  in  una  curva  variabile,  con  punto  doppio  in  O'  (composta 
di  due  coniche  per  O'),  quindi  ha  in  O'  punto  doppio,  vale  a  dire  essa  è  Vunica 
^^  avente  punto  doppio  in  0\ 

La  J'  comprende  poi  due  volte  una  rigata  (*)  del  4®  ordine  su  cui  le  tre 
rette  L'(,)  [i  =  1 , 2 , 3]  sono  doppie  e  la  L'^,*  è  semplice.  Questa  superficie  è  il 
coDo  che  da  V  proietta  la  L'^^*.  J'  è  poi  esaurita  dai  tre  piani  L'(j)L'(3) ,  L'(3)L'(j), 
L'(^^L'(,) ,  contati  ciascuno  due  volte,  e  coordinati  ai  tre  punti  O,  [i  =z  1,  2,  3]» 

i 

Trasformazione  {4  ,  5)'.  —  26.  Le  4>*  hanno  in  comune,  oltre  alla  conica 
doppia  D,  una  conica  semplice  h\ ,  una  retta  L*^  sghemba  con  L^^  e  due  punti 
^i  )  ^r  Curve  B,\  del  primo  spazio  sono  le  quintiche  razionali  appoggiate  ad 
L^o  in  quattro  punti,  ad  L^^  in  tre,  a  D  in  cinque  e  passanti  per  O^  ed  O^.  La 
trasformazione  inversa  è  del  5**  grado. 

Le  rette  che  incontrano  le  tre  linee  D  ,  L*^ ,  L\  generano  una  rigata  H* 
dì  4®  grado  e  genere  zero,  sulla  quale  L*^  e  D  sono  doppie  ed  L*^  è  semplice. 
Esse  sono  rette  sostegno  di  una  rete  dì  ^  ed  ogni  4>  ne  contiene  4  quante 
appunto  sono  le  sue  rette  appoggiate  contemporaneamente  ad  L^^  (trisecante 
di  ogni  R^o)  e  ad  L*o. 


0  Ad  ogni  punto  di  L^ ,  semplice  per  le  4»;  corrisponde  una  retta  r\  per  esso  passano 
due  generatrici  di  H  (di  cui  una  è  sempre  L^q)  quindi  la  a'  incontra  L'0^  in  due  punti  (uno 
dei  quali  è  sempre  V)  ;  per  ciascun  punto  di  L*q,  poi,  passa  una  cubica  F^  (la  (e  L^^)  una 
cnbica  r,  (la  ca  L^*)  ed  una  T,  (la  ab  L*o)  quindi  r'  incontra  una  volta  ciascuna  delle  rette 
^\i)  «  le  incontra  proprio  in  V. 


I  punti  di  li  coordinati  a  queste  rette  generano  una  quartica  ragionale  LV' 
fondamentale  e  semplice  per  le  W^. 

La  conica  D  con  L^o  ed  i  due  punti  O^  ,  O^  determinano  una  quadrica  K' 
su  cui  esiste  un  fascio  di  cubiche  gobbe  passanti  per  0|  ,  Oj ,  e  per  le  dne 
intersezioni  di  L'o  ^on  situate  su  D  ;  tali  cubiche  incontrano  in  tre  punti  la  co- 
nica D  ed  in  due  la  retta  L^o-  ^^^  ciascupa  di  esse  pa^sa  una  r^te  di  4>;  sopra 
ogni  O  esiste  una  di  queste  cubiche,  intersezione  di  e^sa.cpn  la  qqadri- 
caK*. 

(Jonsegueuteraeute  il  luogo  corrispondente  è  una  rette  I^tV  tripla  su  tutte 
le  **^ 

Le  due  coniche  D  ,  L^o  9  <'ol  punto  O^  detennipaup  una  quadrica.  I\  lupgo 
di  00^  coniche  passanti  per  O^  e  per  il  punto  comune  ad  L^  ed  V^  non  eit^uato 
su  D.  Ciascuna  di  queste  coniche  seca  in  due  punti  sia  h\  che  D  ;  incontra 
dunque  le  <l>  su  cui  non  giace  in  soli  pupti  fìssi.  Sopra  ogni  ^  giace  ai^a  sola 
di  tali  coniche  ;  alla  superfìcie  V^  è  quindi  coordinata  una  retta  L\^)  doppia 
su  tutte  le  WK  Analogamente,  la  quadrica  1\  determinata  da  D  L^o  O^  »  ^ 
coordinata  ad  una  seconda  retta  L\^  doppia  per  tutte  le  W^, 

La  Jaoobiana  J  comprende  la  rigata  razionaU  di  4^  grado,  luogo  deUe  rette 
appoggiate  a  D ,  L^o  9  L%  9  coordinata  aUa  LV  ;  ^<>^  quadrica  D  L^o  0|  O^ 
coordinata  alla  LV  ;  le  qujS^driche  D  li%(0^ ,  O,)  coordinate  aUe  L\^)  ,  L'^,)  ;  ed 
infine  il  piano  della  conica  D  contato  due  volte,  coordinato  od  un  puntò  O'  tem- 
plioìe  e  di  semplice  passaggio  per  le  ^. 

Su  J  la  D  è  settupla^  L%  ed  L^  sono  triple,  O^  ed  O,  sono  punti  doppi. 


27.  La  retta  che  da  ,0,  taglia  L^  e  D  incontra  in  un  punto  una  delle 
coniche  generatrici  di  P^  e  forma  con  essa  una  delle  cubiche  generatrici  di  K^ 

Segue  che  la  L'(^)  taglia  in  un  punto  la  LV  9  ^  lo  stesso  accade  [ier  la  L^,) 

Invece  L\^^  ed  L\g)  sono  sghembe  fra  loro. 

Dal  punto  comune  ad  I^  ed  L^o  partono  due  rette  di  I'^  che  stanno  pure 
in  H*  e  formano  parte  di  una  conica  (generatrice  di  P^)  spezzata. 

Analogamente  accade  su  I\  per  le  due  rette  uscenti  dal  punto  comune  ad 
1\  ed  a  L^Q  non  situato  su  D. 

Da  ciascuno  dei  due  punti  comuni  (fuori  della  conica  D)  ad  L^  e  K,  esce 
una  tetta  di  K  che  è  generatrice  di  H*  e  forma  parte  di  una  delle  oc*  cubiche 
di  cui  K  è  luogo.  Concludiamo  dunque  che  la  quartica  fondamentale  LV  ^^ 
sistema  ^^  incontra  in  due  punti  distinti  ciascuna  delle  tre  rette  fondamentali 
dello  stesso  spaaio. 

28.  In  S'  dunque,  il  sistema  omaloidico  m^  consta  delle  00^  superficie  del 
ò'^  ordiniB  dotata  di  uno»  retta,  tripla  LV  ^  di  dfe^  rette  doppie  Ia\^)^^  1ì\^^  sghemba 
fra  loro  ma  segata  entrambe  dalla  prima,  e  passanti  per  uu  punto*  O'   edi  t*»* 


)(  y»^  )( 

quariica  razionale  èemplioe  LV  appoggiata  in  ine  punti  a  cìmcu$m  delle  tre  rsiter 

Le  BV  passano  per  O',  tagliimo  quattro  volte  la  LV  j  e  due  volte  ciaseuua 
delle  tre  r^t^e  fuqdaineQbali.  La  J'  (super4cie  di  ordiiie  16,  passante  il  volte 
per  LV  >  7  volte  per  L^^)  ed  L'(,) ,  3  volte  per  LV  ed.  avente  un  punto  doppio 
lu  0')  compireqde  : 

I).  il  Ipogo  delle  coniche  per  O'  appoggiate  in  due  punti  ad  LV  ^  in 
UDO  a  ciascuna  delle  trA  rette  fondamentali,  coordinato  alla  conica  D.  Questa 
saperficie,  del  5*"  ordine,  (su  cui  LV  ^  tripla^  1j\^)  ,  L'(,)  ed  O'  sono  doppi,  ed 
LV  è  semplice),  è  l'unica  W^  dotata  di  punto  doppio  in  O'; 

II)  il  luogo  delle  rette  ohe  s'appoggiano  ad  LV  ?  L'(j)  ,  h\^) ,  coordinato 
alla  L^o  di,  S.  Q^esta  rigf^ta  razionale  di  4**  grado  contiene  come  dopine  le  tre 
rotte  fomtamentaii  di  .£'  e  passa  semplicemente  per:  la.  LV  ; 

ìli)  il  luogo  delle  corde  di  LV  appoggiate  ad  LVy  coordinato  alla  retta 
L'o  di  S.  Questa  rigata  è  di  3^  grado,  ha  per  retta  doppia  la  direttrice  L'o^  ^ 
coDtiene  semplicemente  LV-  1^  <lue  rette  L'(^)  ,  L'(2>  sono  due  sue  generatrici. 
Nella  Jaoobiana.  J' fignmno  poi  due  volte  ciascuno  dei  due  piani  LV(L'(^),L^(2)), 
corrispondenti  ai  punti  O^  ,  O^  di  2L  Questi  due  piani  segano  le  ^  in  sole 
linee  fisse. 


Trasformazione  (4  ,  5)".— 29.  Nella  trasformazione  (4  ,  5/'  le  ^*  hanno  in 
eoiDone  la  conica  doppia  D,  una  cubica  (')  L%  e  toccano  un  piano  dato  t  in 
QQ  punto,  pure  dato  O. 

Le  oo^  qninticvbe  razionali  K^  con  punto  doppio  O,  hanno  comuni  cinque 
punti  tanto  con  D  che  con  L^o  ]  ^sse  appartengono  tutte  alla  famiglia  (^)  delle 
qnÌQtiche  gobbe  di  genere  1.  (con  cinque  punti  -doppi  apparenti)  le  quali  pos- 
sono possedere  un  punto  doppio  effettivo. 

Il  sisteiaa  ^  è  del  5"  ordine. 

La  Qorda  di  L^^  situata  su  ogni  4>  determina  una  rete  di  superficie  del  si* 
eterna.  Di  tali  rette  ne  esistono  oo^  :  quelle  che  individuano  la  quadrica  H' 
^pttite  di  J)  pasaaDte  per  I/o  ^^j  coordinata  ad  una  retta  LV  fondamentale, 
semplice  per  le  V*.- 

Esistopo  oo^  coniche  F  tangenti  in  O  a  t,  seganti  I/o  e  I)  in  due  punti, 
le  quali  pure  incontrano  le  O  su  cui  non  giacciono,  in  soli  punti  fissi. 

Sopra  ogni  O  ne  esistono  5,  tante,  cioè,  quante  sono  le  quadruple  di 
2^'  specie  ottenibili  dalla  quintupla  delle  zeroeexsanti  di  L'o  ;  quadruple  che,  si 
v^  faeihueate,  sono  in  cm*rispondenea  bianivoea  con  le  coniche  F  di  una  4». 


(^)  Qaesta  cnbioa  nel  omo  generale  (quello  qai  studiato)  è  gobba,  ma  in  partieotare,  pitò 
*Q<:he  essere  nna  cubica  piana  areute  in  comune  con  D   nn   punto   semplice  ed   uno  doppio. 

V.   D.   ».  ^  ' 

(*)  Bersolari,  i.  e,  p.  IH  (n.  SI). 
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I  punti  di  £'  coordinati  alle  oo^T  formano  una  qiiintica  L'*^  doppia  su  tutte  le 
^.  Pel  punto  O  escono  tre  rette  appoggiate  contemixiraneamente  ad  L^o  e  D  ; 
due  qualunque  di  esse  formano  una  conica  F,  perciò  esse  corrisipondono  ad  uno 
stésso  punto  T  della  quintica  L'%  triplo  per  essa;  di  più,  esse  sono  doppie 
per  la  superficie  K,  luogo  delle  F. 

La  seconda  parte  di  J,  coordinata  alla  L'^  è  una  superficie  K  di  8^  m-dine 
e  razionale,  contenente  h\  come  linea  doppia,  la  conica  D  come  quadrupla,  ed 
avente  il  punto  quadruplo  O,  dal  quale  escono  tre  rette  doppie. 

La  J  è  completata  dal  piano  di  D,  contato  due  volte,  coordinato  ad  un 
punto  O'  semplice  per  tutte  le  W^. 

Tenuto  infine  presente  che  esistono  due  coniche  F  spezzate  che  compren- 
dono come  parte  due  distinte  generatrici  di  H^  (e  sono,  detti  A  e  B  i  punti  co- 
muni a  T  e  D,  le  due  coniche  formate  dà  una  delle  due  rette  OA  ,  GB,  e  daUa 
corrispondente  corda  di  L\  uscente  dal  punto  di  H  comune,  rispettivamente, 
a  ciascuna  di  esse)  concludiamo  : 

Il  sistema  omaloidico  W^  è  formato  dalle  oo^  superfi^cie  di  5**  ordine  dotate  di 
quintica  doppia  L V  >  razionale  con  punto  triplo  T  (che  è  triplo  anche  per  le  W\ 
passanti  inoltre  per  una  corda  L'o^  della  quintica  e  per  un  punto  0\ 


30.  La  J'  (di  16^  ordine)  passante  sette  volte  per  L'o* ,  tre  per  LV  «  ^lue 
per  il"\)unto  O',  comprende  : 

I)  il  luogo  delle  coniche  per  O'  appoggiate  in  quattro  punti  ad  L^*  ed 
in  uno'  ad  LV  ?  coordinato  alla  conica  D.  Esso  è  di  5**  ordine,  contiene  due 
volte  la  L'o*  ed  il  punto  O',  ed  una  sol  volta  l^  LV  >  cioè  esso  è  l'unica'  4'* 
dotata  di  punto  doppio  in  O'; 

II)  il  luogo  delle  corde  di  L'^  appoggiate  ad  LV  ?  coordinato  alla  L%  di  S. 
Eigata  pure  di  5^  ordine,  di  genere  zero,  contenente  (^)  una  curva  doppia  di 
6**  ordine  degenerata  nella  quintica  LV  (curva  gobba  di  5**  ordine  con  punto 

■ 

triplo  e  tre  punti  doppi  apparenti)  e  nella  retta  L'o*  avente  due  punti  comun^ 
con  la  LV. 

La  J'  comprende  infine  tre  volte  la  quadrica  che  corrisponde  al  punto  0 
di  £,  e  non  incontra  le  9^^  che  in  curva  fondamentale. 

Tale  quadrica  è  il  cono  <5he  da  T  proietta  LV« 


Trasformazioìie  {4  ,  4).  —  31.  Le  superficie  del  sistema  4>* ,  in  quest'unica 
trasformazione  (4  ,  4),  hanno  in  comune,  oltre  alla  conica  doppia  D,  una  quai- 
tica  gobba  razionale  L^o  (secante  D  in  4  punti)  ed  un  punto  O. 


(')  Tipo  VI  di  S  e  h  w  a  r  z  ,   Ueber  die  geradlinigm  Flachen  funften  Oradeèy  Creile,  Bd.  67 
(1867)  p.  23 /p.  37)  ;  GeBamm.  Abh.,  Bd.  2,  Berlin  1890,  p.  40. 
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Le  oc*  ,  R*o  del  primo  spazio  souo  di  4**  ordine,  iucoutraao^ L*o  iu  0  punti 
e  D  in  4  ;  giacciono  quindi  (^)  tutte  sull'unica  quadrica  passante  per  L% ,  ap- 
partengono cioè  al  sistema  coniugato  a  quello  di  L*©.  —  La  trasformazione  in- 
versa è  di  4"  grado. 

Le  4  rette  di  ogni  ^*  (formanti  una  quadrupla  di  1^  specie)  che  bisecano 
L^  incontrano  tutte  le  $  su  cui  non  giacciono  in  soli  punti  fissi. 

Il  loro  luogo  è  una  rigata  razionale  H^  di  6^  grado,  avente  la  quartica 
doppia  L^  e  la  conica  tripla  D.  Essa  è  coordinata  ad  una  quartica  LV  razio- 
nale fon«lamentale  e  semplice  per  le  W^ ,  la  quale  incontra  in  6  punti  le  oo^ 
curve  razionali  RV  ^^  2'. 

Sopra  ciascuna  ^*  esistono  due  coniche  T^  ,  F.^  passanti  per  O,  seganti  D 
in  due  punti  ed  L^o  in  tre,  le  quali  si  determinano  come  quelle  due  coniche 
della  4>^  ,  appartenenti  a  sistemi  diversi  e  non  coniugati  f  )  le  quali  hanno  per  se- 
canti  comuni  le  rette  della  quadrupla  di  r  specie  delle  zerosecanii  di  L*o  e  per 
vrosecanti  comuni  quelle  della  quadrupla  ad  essa  coniugata. 

Per  ognuna  di  queste  coniche  F  passa  una  rete  di  4>.  Il  loro  luogo  K  fa 
quindi  parte  della  Jacobiana  J,  ed  è  l'unica  superficie  del  sistema  $.  che  ha 
in  0  punto  doppio.  Essa  è  poi  coordinata  ad  una  curva  del  2^  ordine  D' 
doppia  per  le  V*. 

La  J  è  infine  esaurita  jdal  piano  della  conica  D  contato  due  volte,  coor- 
dinato ad  un  punto  fondamentale  O'  del  2*^  spazio.  Possiamo  senz'altro  conclu- 
dere che  il  sistema  omaloidico  del  2^  spazio  è  affatto  analogo  a  quella  del  pì'imo 
itpazio  (% 

Trasformazione  [4  ,  5).  —  32.  In  quest'  unica  trasformazione  (4  ,  3)  le  $* 
hanno  in  comune,  oltre  alla  conica  doppia  D,  una  quintica  L^^  di  genere  1, 
appoggiata  a  D  in  5  punti.  Le  or^  curve  razionali  di  £  sono  cubiche  gobbe 
R\  appoggiate  a  D  in  tre  ed  ad  L*^  in  5  punti.  Le  V  sono  di  3*  ordine. 

Sopra  ciascuna  4>  vi  sono  5  rette  (le  bisecanti  di  L^^)  che  incontrano  tutte 
le  4>  su  cui  non  giacciono  in  soli  punti  fissi.  Il  luogo  di  tutte  le  oo^  rette 
analoghe  è  una  rigata  ellittica  di  10*  ordine  avente  1)  come  linea  quintupla  ed 
L^i  come  tripla  ;  essa  è  coordinata  ad  una  quintica  gobba  di  genere  1  :  L'^*^ , 
implico  per  tutte  le  W^.  La  J  è  poi  esaurita  dal  piano  di  D  contato  2  volte, 
coordinato  ad  un  punto  O'  fondamentale  e  semplice  per  le  ^. 

Le  superficie  cubiche  ^  passano  tutte  per  un  punto  O'  ed  una  quintica  L'^ 
ellittica. 


0)  Ber  solari^  l  e,  p.  113  (n.  30)« 
(h  Berso  lari,  {.  e,  p.  98  (n.  15). 

C)  Il  fatto  d'essere  i  sistemi  omaloidioi  in  2  e  S'  identici  fra  loro;  era  prevedibile,  giac- 
ché vedemmo,  nella  prima  parte  del  presente  lavoro^  esistere  una  $olà  trasformazione  (i  ,  4). 


X  1»2  )( 

Le  oc*  curve  RV  sono  quarticbe  razionali  i^er  O',  appoggiate  in  10  puut 
ad  L'^^  Alla  conica  D,  corrisi)oncle  in  1'  il  luogo  K  delle  coniche  per  O'  ch< 
secano  in  5  punti  la  L\^.  La  superficie  K'  è  proprio  l'unica  9^  avente  in  O 
punto  doppio*  La  parte  di  Jacobiana  J'  coordinata  alla  quintina  L^^  del  prime 
spazio  è  una  rigata  gobba  H'  (luogo  delle  trisecanti  di  L^)  di  ^^  grado  avente 
la  L'^^  per  curva  doppia. 


PREMIO  SENSALES 

La  E.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  di  Palermo  ha  messo  a  con- 
corso il  seguente  cerna  di  fondazione  Sensales,  per  il  triennio  1921-23  ^  col 
premio  indivisibile  di  L.  21300: 

Portare  un  contributo  ai  metodi  generali  di  approssimazione,  con  particolare 
riguardo  allo  studio  quantitativo  e  qualitativo  delle  soluziani  di  classi  di  equazioni 
differenzì4ili  ordinarie  e  a  derivate  par  Adii. 

Termine:  31  Dicembre  1923.  I  lavori  devono  essere  inediti,  non  presentaci 
ad  altri  concorsi  a  premi^  e  scritti  in  italiano  o  in  latino. 


EBRATA  CORRIGE 


4 

A  p.  64,  riga  SI  (  Memoria   di  T  n  m  m  a  r  e  11  o  )    il  omo  XIY,  B^C,  va 
corretto  in  B^C^ ,  e  a  riga  22  il  caso  XYII,  2fi,0,  va  corretto  in  2B,G,. 
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DIMOSTRAZIONE  VETTORIALE  DI  ALCUNI  TEOREMI 

DI  KASNER 


VOTA 


DI 


CLARA  ABBONDATI  a  (Napoli) 


In  alcune  Memorie  pubblicate  nel  1906  e  1907  il  Sig.  K  a  8  n  e  r  (^)  ha  di- 
mostrato alcuni  elegantissimi  teoremi  sulle  traiettorie  nei  problemi  dinamici  del 
piano  e  dello  spazio,  ^e  dimostrazioni  del  K  a  s  n  e  r ,  esclusivamente  fondate 
sai  metodi  cartesiani,  non  sono  semplici.  Già  il  G  e  s  à  r  o  (')  in  nna  breve 
Nota,  accennò  alla  possibilità  di  una  grande  semplificazione  nelle  dimostrazioni 
del  K  a  8  n  e  r ,  valendosi  dei  metodi  della  Geometria  intrinseca. 

ScojK)  di  questa  breve  Nota  è  di  dare  delle  semplici  dimostrazioni  vetto- 
riali dei  più  importanti  risnltati  del  K  a  s  n  e  r.   ' 


1.  Cominciamo  dal  caso  del  moto  in  un  piano  e  premettiamo  la  risoluzione 


(^)  Edw.  Kasn^r,  The  trajectaries  of  Dynamioa  [Trans.  Amerioan  Matfaein.  Society,  v.  7, 
pp.  401 — 424,  1906];  Dynamieal  trajeetoriee:  the  motion  of  a  paritele  in  an  arhitrary  F^eld  of  Force, 
UWd.  V.  8,  pp.  136-168,  1907]. 

(^)  E.  Cesàro,  Sopra  alcune  propnetà  delle  traiettorie  in  ttn  dato  campo  di  forge ,  [Read, 
^oc.  Se.  fis.  •  mat.  di  Napoli,  voi.  XI,  (3),  1905,  p.  424—427]. 
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del  i)roblema  di  trovare  la  parabola  osculatrice  ad  una  data  curva  piaua  7  in 
un  suo  punto  P  ('). 

Siano  t  ed  n  due  vettori  unitari  rispettivamente  paralleli  alla  tangente  ed 
alla  normale  in  P  e  sia  scelto  il  senso  delle  rotazioni  positive  in  ^uisa  die, 
col  noto  operatore  t,  sia  : 

(1)  n  =  it 


Diciamo  poi  11  il  vettore  unitario  parallelo  alPasse  della  richiesta  parabola. 
I  • 


e  sia  : 


(2)  t  X  II  ==  coscp        ,        Il  X  n  =  seny. 
Allora  sarà  : 

(2')  •  U^e'^ì 

ove  €**P  è  il  noto  operatore  che  applicato  ad  un  vettore  parallelo  al  piano  della 
curva  lo  fa  rotare  dell'angolo  di  9  radianti. 

Inoltre  sia  V  il  vertice,  F  il  fuoco,  O'  il  punto  d'incontro  dell'asse  con  la 
direttrice,  p  il  parametro  della  parabola.  Potremo  scrivere  l'  equazione  della 
l)arabola  nella  forma  vettoriale  : 

(3)  \(P  —  F)  X  U  +  j>f  =  (P  —  Ff. 

Esprimeremo  che  tale  p^irabpla  è  osculatrice  in  P  alla  data  curva  if»  de- 
rivando la  (3)  tre  volte  successivamente  rispetto  all'  arco  «,  e  supponendo  che 
le  derivate  di  P  siano  le  stesse  di  quelle  ricavp-tè  pensando  P  funzione  del- 
l'arco 8  della  curva  7. 

Tenendo  quindi  presente  che  per  formule  notissime  : 


dP_  ^_*|_A    .     il  — _A 

dff  ^      d**       ds  ~'  0      '      ds-  "^         ù 


> 


p  essendo  il  raggio  di  curvatura  di  7  in  P,  dalla  (3)  con  successive  derivazioni 


(^)  La  semplice  costruzione  data  dal  Koenigs  INouvelles  Annaìes  de  Maihém.  s.  2,  t.  20f 
pp.  11-12  (1881)],  esige  la  conoscenza  della  tangente  in  P  alla  curva  luogo  dei  punti  medi 
delle  corde  parallele  alla  tangente  in  P  alla  curva  data. 
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otteniamo  : 

(4)  •  J(P  —  F)  X  U  +!»(  t  X  U  =  (P  —  F)  X  t 

(5)  p(t  X  a)*  +  )(P  —  F)  X  u  -i-p\n  xu=:p  +  {P  —  F)xn 


(6)    2ptxu .  nxu+p'(txu)*+txu .  nxu—  )  (P— F)xu+j>  \  — --  = 

r 


,      (P— F)xt 

=P :: 


/Ir 

dove  con  o'  si  è  indicata  la   — r-. 

(h 

Da  fliieflt'ultima  si  ricava,  per  la  (4)  e  le  (2) 
(7)  p'  =  3  ctg^ . 

« 

Esseudo  nota  la  curva  y  «  quindi  p  e  p',  la  (7)  ci  fa  conoscere  l'angolo  f, 

I    cioè  la  direzione  delPasse  della  parabola.  Resta  a  conoscere' il  modulo  di  (P — F) 

I 

'    e  il  parametro  p. 

'^  Sapendo  che  la  tangente  s' inclina  ugualmente  sul  vettore  P  —  Fé   sul- 

!    l'asse,  per   la  (3)  e  (5)  si  ha:     ' 

■ 

(8)  mod(P  —  F)  =  a?  =  -|-  seny.    . 

2 

■ 

Ed  infine  dalla  (3):    ^ 

(9)  P  =  9  sen^f. 

^ 

Dunque  le  equazioni  (7),  (8),  (9)  ci  faranno    conoscere    tutti    gli    elementi 
(Iella  parabola  osculatrice. 

Così  nel  caso  che  la  curva  y  sia  un  cerchio  : 

p  =  cost     ;     p'  =  0     ;     ctg^  =  0     ;     tp  =  90**  ; 


^  =  Y     ;    P=P' 


3.  Ciò  iK)Sto  consideriamo  il  moto  di  un  punto  P  (di  massa  1)  in  un  piano 


■      ^      )(  1«6  )( 

m 

quando    è    80|;;getto    ad    una    forza    di    vettore  f  funzione  del  solo  punto  P. 
Sì  ha: 


dv   .    ,     v^ 


t  ed  n  essendo  vettori  unitari  risi)ettivaniente  paralleli  alla  tangente   ed    alla 
normale  in  P  alla  traiettoria. 
Ne  segue  : 


dv 
di 

dv     da             dv 

... -—  ...  V  --— 

ds     di             du 

fxn      — . 

P 

'  1  dv^ 
~2   dg 

Eliminiamo  v  fra  queste  due  equazioni.  Avremo  : 


t?*  =  pf  xn 


2fx  t  =— -  (pf  X  n)  =  f/fx  n  +  p-j-  X  n  +  pf  x 


ds    ^  ds  '  ds 


La  forza  f  dipende  solo  da  P  quindi  : 


df         df    dP         . 

z=  al 


,    ds        dP    d% 


dove  si  è  accennata  con  a  Pomograiia  vettoriale 


df 


d¥' 


Quindi  : 


3f  X  t  =  p'f  X  n  +  pn  X  at. 


Supposto  : 


n  X  at  r|r:  0 
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ricaTiamo  il  valore  di 


(10)  p^Jf^xt^p'fxn 


nxat 

0 

La  (10)  tiene  luogo  dell'equazione  differenziale  della  traiettoria  nel  sistema 


I    cartesiano. 


3.   Dimostriamo  ora  i  teoremi  del  K  a  s  n  e  r. 

T£OR£HA  .1. — Il  luogo  dei  fuochi  delle  parabole  osculatrici  nel  punto  dato  P 
alle  traiettorie  ottenute  tenendo  fissa  la  tangente  Pt  e  facendo  variate  la  grandezza 
della  velocità,  è  un  ceì'chio  o  una  retta,  passanti  per  il  punto  P. 

Infotti  per  una  data  parabola  osculatrice  la  (10)  in  virtù  della  (7)   ci  dà: 

■    fxt  — ctgcpfxn 

p  =  3 ^4 • 


Se  e*^  è  V  operatore  clie  applicato  a  un  vettore  parallelo    al    piano   della 
curva  lo  fa  rotare  di  un  angolo  tp,  si  ha  : 

!  c*9(F  —  P)  =  —  j:t 

x^        T^  m4      ^        tei-  3fxtsen«  —  fxncoscp      .   . 

P  —  Fz=  dPe-*^  t  =-  p  f-*^  t  sen®  zz=z 1 1-  e-^"^  t 

Póniamo  : 

3  fxn  3  fxt       , 

4  n  X  at  '         4  n  X  at 

Allora  : 
(11  )  P  —  P  =  (2&  sentp  —  2a  cos^p)  «-*>  t  = 

=  W(6-^9  _  e»<?)  e-»9 1  —  a(e*'?  +  6-»*?)  e-^^  t  =  —  (at  +  bn)  —  e"^"^  (at  —  bn). 
I  Sia  O  il  punto  tale  ctie  : 

'.  (12)  P  — 0  =  — (flt  +  6n). 

Sottraendo  dalla  (12)  la  (11) 
ì  F  —  O  =  e-»*'P  {at  —  bn),  . 
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Di  qui  8Ì  deduce  : 

\ 

mod  (F  —  O)  =  mod  (at  —  bn)  =  mod  (P  —  O)  =  costante. 

Quindi  il  punto  F  descriverà  un  cerchio  di  centro  O,  passante  per  P. 
Tale  (cerchio  dicesi  cerchio  focale  corrispondente  al  punto    P    e   alla  dire- 
zione  della  velocità  in  P. 

Se  / 


f  =  cost. 


(caso  dei   gravi)  sarà: 


azzzO. 


Allora  : 


fxt 

p'  =  3  s =  3  ctg^  =  cost. 


E  siccome  : 


P  —  F  =  .r  C-"?  t 


il  punto  P  descriverà  una  retta. 

Teorema  IJ. — La  tangente  t  alla  traiettoria  biseca  Vangalo  che  la  tangente 
al  cerchio  focale  in  P  forma  con  la  direzione  della  forza. 

Se  OD  è  l'angolo  che  t  forma  con  O  —  P,  basta  provare  che  l'angolo  di  n 
ed  f  è  anche  uguale  ad  (o.  Ciò  risulta  evidente  dal  fatto  che  : 

1//.      T>x       3  modf  ^,^       T^v      *       3  fxn 

mod  (O  —  P)  1= j         •         (O  ~  P)  X  t  = T  ; 

^  ^       4  n  X  at         '         ^  ^  4  n  X  at  ' 

e  quindi  che  : 

(O  —  P)  X  t  _  fxn 

mod  (O  —  P)  ~  mod  f  * 

TeobiìIma  111.  —  Il  luògo  degli  oc^  centri  dei  cerchi  focali  ottenuti  tenendo 
fisso  il  punto  e  facendo  variare  la  tangente  t  è  una  conica  avente  uno  deifnach^ 
nel  dato  punto^  P. 

Infatti  se  : 


.  1 


)(  1»»  )( 


l»er  la  (12)  si  avrà  : 


(0 


-  P)  X  af  =.- nx«t  X  ^'«*  +-^'«''^  = 


e  ponendo 


=I7^xW««+/.«-h 


K  = 


4n  X  «t 


otterremo 


(O— P)xaf=K 


/,/,  (t  X  at  4-  n  X  an)  +/,*n  x  at  +/,'t  X  «n 


Sia  inoltre  : 


f  =  ff=/,n-/,t 


e 


a'  =  fa. 


Allora  : 


(O— P)  X  a'f=K 


-/i/8(nxa't--txa'n)+/,*nxa'n-/,«txa't 


Ma 


n  X  a't  =  tn  X  ia't  ==  t  X  «t , 


quindi  : 


(O— P)Xa'f=K 


— /i/2(*x«*+wxan)+/i*txan+/j*nx«t 


E  ancora: 


(O  —  P)  X  (af  +  aT)  =  Kf  (2n^X  at  +  t  X  an  —  n  X  at). 
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Di  qui  8Ì  deduce  : 

mod  (F  —  O)  =  mod  (at  —  frn)  =  mod  (P  —  O)  =  costante. 

Quindi  il  punto  F  descriverà  un  cerchio  di  centro  O,  passante  per  P. 
Tale  O/erchio  dicesi  cerchio  focale  corrispondente  al  punto    P   e   alla  dire- 
zione  della  velocità  in  P. 

Se  / 


f  =  cosL 


(caso  dei  gravi)  sarà: 


a  =  0. 


Allora  : 


p'  =  3  f—^  =  ^  ^fcg?  =  cost. 


E  siccome  : 


P  —  F  =  ^  er'"?  t 


il  punto  P  descriverà  una  retta. 

Teorema  li. — La  tangente  t  alla  traiettoria  biseca  l'angolo  che  la  tangente 
al  cerchio  focale  in  P  forma  con  la  direzione  della  forza. 

Se  (0  è  l'angolo  che  t  forma  con  O  —  P,  basta  provare  che  l'angolo  di  n 
ed  f  è  anche  uguale  ad  (o.  Ciò  risulta  evidente  dal  fatto  che  : 

3  modf  ^      3  fxn 

mod  (O  —  r)-—^ 5         ;         (Q  —  P)  x  t  =  -  ,  5 

e  quindi  che  : 

(0~-P)xt      fxn 

mod  (O  --  P)  ~  mod  f  ' 

TeobDMA  ih.  —  Il  luògo  degli  00*  centri  dei  cerchi  focali  ottenuti  tenendo 
Ji$80  il  punto  e  facendo  variare  la  tangente  t  è  una  conica  avente  uno  deifuoch^ 
nel  dato  punto^  P. 

Infatti  se  : 


)(  1»»  x 


I>er  la  (12)  si  avrà  : 


n     D^^     *     3(fxn)t  +  (fxt)n      ,-  .  ,   i 


F#f-(/««H/.-)^ 


e  ponendo 


Kz= 


4n  X  at 


,  otterremo  : 


(O—  P)Xaf=K 


A  fi  (t  X  at  4-  n  X  an)  +/j*n  X  at  +//t  X  an 


Sia  inoltre  : 


f  =  tf=/,n  -/,t 


a'  =  ta. 


Allora  : 


(O— P)Xa'f=K 


— /i/,(nxa't-txa'n)+/i*nxa'n— //txa't 


Ma 


n  X  a't  =  tn  X  «a't  =  t  X  «t , 


quindi  : 


(O— P)XaT=K 


— /i/«(*xa*+nxan)+/i'*xan+/2'nx«* 


£  ancora  : 


(O  —  P)  X  (af  +  a'f)  =  Kf  (2n^X  at  +  t  X  art  —  n  X  at). 
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L'espressione  : 


n  X  at  —  t  X  an 


non  varia  qualunque  siano  i  vettori  ortogonali  net;  diciamola  — i»,  cioè 

(O  -  P)  X  (af  4-  aT)  -  I  f*  =  7  -^. 
^  /VI         '2  4  n  X  at 


Poniamo  : 


u  = 


mod(af+aT) 


3f 


mmodf 


5      P  =  7 


2mod(af+aT)     '      e         mod(af  +  aT)' 


Siccome 


^  /^       r.v       3   mod  f 

mod  (o  -  P)  =  j  jj3^ 


risulta  : 


(O  — P)XU+jy_  1 

mod  (O  —  P)     ~  e 

■*-  •    fc 

che  è  l'equazione  di  una  conica  avente  come  fuoco  P,  come  parametro  p,  come 
eccentricità  e^  e  uno  de^li  assi  parallelo  ad  u. 
Se  a  è  una  dilatazione 


m  =  0 


e  quindi 


(P  — P)x(af+aT)  =  ^r. 


Considero  per  P  un  vettore  parallelo  ad  af  +  aT  e  da  O  la  normale. 
Si  vede  che  : 


ir 

^  ^       ^  mod  (af  +  aT)  mod  (af  +  aT) 


=  cost. 


onde  il  luogo  è  una  retta  normale  aU  af  +  aT. 
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Se 


«t  mod  f  =3=  mod  (af  -\~  «T) 


la  ooHÙfa  è  una  paraJ>oUi 

Se 


af+aT  =  0 


si  ha: 


2at  X  n  =  —  nt        ,        mod  (O  —  P)  =  cost. , 
e  perciò  la  contea  è  un  eerehio.  Tutti  i  cerchi  focali  avranno  il  medesimo  raggio* 

4.  Il  cerehie  iperoioulatore.  —  Consideriamo  il  cerchio  di  centro  O  e  raggio 
r,  saràt 

(P  — 0)*  =  r*. 

Afflachè  edso  risulti  iperosculatore  ad  una  data  traiettoria^  in  P,  debbono 
essere  soddisfatte  le  equazioni  :  ^ 

<P  — O)xt  =  0; 

(f  —  O)  X  n  =  -  p  5 

0 

% 

—  p' =  t  X  n^(P--0)x  —  =  0. 

P 

t>alla  (10)  risolta  : 
(13)  p  =  S  '^*       • 


n  X  ai 


Noti  P  e  t  si  trova  p  ;  quindi  esiste  uìia  traiettoria  unica  ohe  in  P  ha  und 
^ptrosoulazione. 

Yogliamo  trovare  il  luogo  dei  centri  O  dei  cerchi  ottenuti  facendo  va- 
riare t  Poiohò  : 


^      ^        -.  O  — P  .  i{0—P) 

p  p 
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Bostituendo  nella  (13).  si  ha  : 


(U) 


(O  —  P)  X  a 


<(0-P) 


+  3f -X  (O  —  P)  =  0. 


Questa  è  l'eqaazione  di  una  conica  passante  per  P,  la  cui  tangente  in  P 
soddisfa  all'equazione  : 

3iTx(0  — P)  =  0, 

perciò  è  diretta  secondo  f. 

Se  f  deriva  4^  un  potenziale,  a  è  una  dilatazione  e  la  conica  è  an'  ip^r- 
bole  equilatera  i  cai  assintoti  sono  paralleli  alle  direzioni  unite  di  a.  Infatti 
gli  assintoti  debbono  soddisfare  alla  : 


(O  —  P)  X  a 


•(O-P) 


=  0  =  t  (O  —  P)  X  a(0  —  P) , 


che  è  certamente  soddisfatta  se  (O  —  P)  è  una  direzione  unita  di  a. 
Essendo  : 

ai  =  I  X  aì.i  +  j  X  al.]  =  j  x  aj.l  —  1  x  aj.j  =  t j  X  taj.i  —  i  i  X  taj.j  = 

=  — ixa'j.l— jxa'iJ, 


si  lia: 


ai  =  —  a'J         e        a]  =  a1. 


Se  quindi  : 


U  =  ttj  +  ti j         e         u'  =  te J  —  t(jl  ; 


risulta  : 


aU  =  at*  J  -f-  aU  j  =  —  te^a'j  +  u^a'ì  =  —  a'u'. 


Cioè: 


aU  +  a'u'  =  0. 


5,  Vogliamo  trovare  nello  spazioJ'cqnazione  differenziale  delle  traiettorie 


J 
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descritte  da  un  poDto  P  (di  massa  1)  quando  è   sottoposto    ad    una  forza   di 
vettore  F  fnnsione  solo  della  posizione  di  P. 
Si  ha  : 


da  cui  : 


_       .       1  «fr* 


(15) 


«« 


Fx  n  = 

P 

Indichiamo  con  b  un  vettore  unitario  parallelo   alla   binormale    e    quindi 
perpendicolare  a  t  e  n.  Siccome  F  si  trova  nel  piano  osculatore,  si  ha 

F  X  b  =  0. 

Derivando  rispetto  all'arco  s  : 

■-         X   .    ^to        .-       ^ 
b  X  at  +  -T-  X  F  =  0, 

m 
\ 

ove 


dF 
dP 


Per  le  formale  di  F  r  e  n  e  t  : 


iTt       n  dn  t       b  db       n 

"— ^  ^^—  ,^,„„    •    .^,^_^,  ■  -  ■  _^^  ^^^,  „^  _      •    _^_^^    ■■  ,_^ 

di         p.*      ds  p         t'       ds         X 

m 

m 

in  cui  p  è  il  raggio  di  curvatura  e  t  il  raggio  di  torsione,  si  ha: 


Fxn  /        . 
=  —  b  X  at 
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c  qaesta  esprime  che  dati  F  ,  t  e  quindi  n 

Fxn 

(16)  T  =  —  r 5:  =  COSt, 

b  X  at 

Sicché  le  traiettorie  ottenute  tenendo  fisso  il  punto  T  e  Ut,  direzione  della 
velocità  in  P,  hanno  la  stessa  torsione» 

Eliminando  v  tra  le  (15)  otteniamo  per  1'  equazione  differenziale  richiesta 
delle  traiettorie  :' 

_3Fxt  — pTxn 

^  n  X  at 

6.  Dimostriamo  alcune  proprietà  delle  traiettorie  nello  spazio.  Immaginiamo 
collegata  con  la  curva  traiettoria  di  P  rigidamente  la  terna  t ,  n  ,  b  e  consi- 
deriamo il  moto  di  questa*  terna  quando  P  si  sposta  sulla  traiettoria  con  ve* 
ocità  V  all'istante  t.  Come  sappiamo  il  moto  di  qualsiasi  sistema  rigido  equi- 
vale  sempre  ad  un  moto  elicoidale  ;  vogliamo  trovare  V  asse  di  questo  moto 
elicoidale.  Perciò  diciamo  Q  il  vettore  incognito  della  velocità  angolare.  Per 
formule  note  di  Cinematica  si  ha  : 

dt  9       ' 

Qnindi  : 


(17)  QAt  =  t>| 


Similmente  : 


(18)  Qf\b=v^ 


Da  queste  ultime  si  deduce  : 


Qxn  =  o 


cioè  l'asse  del  moto  elicoidale  è  normale  ad  n  e  quindi  complanare  con  b  e  t, 
Poniamo  perciò  : 

0  =  mb  +  pt 


Dalle  (17)  e  (18)  ricavando  i  valori  di  m  e  p  si  ha  : 


«HM)- 


Con  aio  resta  determinata  la  direzione  dell'  asse  del   moto   elicoidale.   Bi- 
sogna  determinarne  an  punto  :  sia  B. 

Per  la  formula  fondamentale  di  Cinematica,  essendo  P  l'origine,  si  ha: 

p'  +  0  A  (B  —  P)  =  «t  +  fi  A  (R  —  P)- 

Essa  deve  risaltare  parallela  ad  fi,  quindi  : 

(19)  i?t  -f  Q  /\  (R  —  P)  =  *Q 


dove  h  è  per  ora  un  numero  arbitrario.  Di  qui,  moltiplicando  scalarmente  per 
n,  risalta  : 


cioè  questi  tre  vettori  sono  complanari. 

Se  B  è  il  punto  d'incontro  a  distanza  p^  da  P,  posto  : 


B-P  =  P,n, 


sottitaendo  nella  (1 9)  avremo  : 


**+(7''-t*)apì"=*(v-''t)" 


M» 


bAn  =  *       ;       tAn  =  ^ 


} 


^  )(  2P«  X 

quindi  uguagliando  i  coefficienti  di  t  e  b  ai  ha: 


da  cui; 


Sicché  le  coordinate  X  ,  Y  ,  Z  di  un  punto  variabile    dell'asse    del    moto 
elicoidale  rispetto  agli  assi  t ,  n  ,  b ,  sono  : 

Bliminando  v  •  p  : 

—  T»  -^ 
_  Z  ^  tXZ 


Y(X*  +  Z*)  -f  tXZ  =  0 


che  è  l'equazione  di  un  cilindroide.  Possiamo  dire  perciò  che  facendo  variare 
la  dire»ione  della  veloeità  in  P  gli  mmì  dei  moti   elicoidali   descrivono   un  eilin 
droide. 


»• 


7.  Le  sfere  osculatrici. — Se  C  è  il  centro  di  una  sfera  e  P  un  quo'  punto 
sarà: 


requaeione  della  sfera. 

Affinchè  essa  risulti  osculatrice  in  P  a  una  traiettoria  deriviamo  tre  volt^ 


)(  2tìt  K 

sueeessÌTamente  rispetto  «II*aFoo  «.  Avremo: 


(P  — O)xt  =  0; 


(20)  (P_0)XB  =  — p; 


(P 


-^)x(-7-t)  +  p-^ 


(21)  (P  —  C)  X  b  =  tp' 

Ora  ricordiamo  i'eqaazione  differenasiale  delle  traiettorie  : 

3F  X  t  =  p'F  X  n  +  pn  X  at 

e  moltiplichiamola  per  t.  Per  le  (20)  e  (21)  si  ha: 

3t(F  X  t)  =  (P  —  C)  X  JF  X  nb  —  T  n  X  at-n^. 
Poiiiamo  : 

Fxn-b  — tnxat-n  =  u 

che  è  i^n  vettore  contenrito  nel  piano  n  ,  b.  Allora  : 

(P  —  C)  X  U  =  3t  F  X  t  =  cost. 

Sicché  il  luogo  dei  centri  delle  sfere  osculatrioi  alle  traiettorie  paesanti  per 
P  e  aventi  in  P  la  eteesa  direzione  iniziaie  è  una  retta  normale  al  vettore  Uè 
La  parte  che  essa  stacca  su  li  sarà  : 

Fxt 

O  — 8  =  3tL^. 

modu 

i.  facciamo  Variare  nel  dato  punto  la  direzione  iniziale  e  consideriamo  le 
traiettorie  che  hanno,  come  si  è  dimostrato,  nel  punto  la  stessa  torsione*  Dico 
che  le  loro  direzioni  iniziali  formano  un  cono  quadratico* 


e 
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Infatti 


i-  —  _  *^x<^*  _  _  bxat-Fxn 

T  ~       Fxn  ~~      (F><1i)* 


Or* 


(F  X  n)«  =  (F  A  t^ 


bxaVFxn  =  (b  /\n)x(at/\F)  =  ^ìxat/\f.  • 

Qaindi  :  i 

^~  (F  ^  t)«  • 

Ba  cui  : 

t(tXatAF)  =  (FAV 

che  rappresenta  un  cono  di  2°  grado.  Tale  cono  contiene  la  forza,  perchè  l'equa- 
zione  viene  identicamente  soddisfatta  per  F  =  t.  Variando  t  avremo  un  fascio 
di  coni  il  cui  asse  è  la  P  F. 


mmà^mmi^A 
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SULLA  TEORIA  DEI  VORTICI 


NOTA 


DI 


LETIZIA  DEL  VECCHIO  (a  Napoli) 


Il  Prof.  Stekloffin  una  Memoria  0  ha  risolto  alcune  questioni  sui 
vortici  con  metodo  assai  complicato,  perchè  fondato  sulP  uso  delle  coordinate 
cartesiane.  Nella  presente  Nota  si  è  cercato  di  sostituire,  ai  metodi  usati  da 
Stekloff,  il  calcolo  vettoriale. 

NelF  applicazione  del  problema  generale  al  caso  di  un  vaso  cilindrico  di 
rivoluzione,  si  è  pervenuti  a  consegueiize  molto  diverse  dar  quelle  dedotte  da 
Stekloff,  perchè  l'equazione  a  cui  deve  soddisfare  il  vortice  assegnato, 
nella  ìfornaa  che  ne  dà  Stekloff,  è  incompleta,  mancandovi  due  termini. — 
Si  mostrerà  a  suo  luogo,  nello  sviluppo  di  questa  Nota,  coinè,  ..completando 
l'equazione  suindicata,  cadano  i  risultati  piuttosto  semplici  a  cui  Stekloff 
perviene  e  come  il  problema  assuma  uHa  molto  maggiore  complessità. 

§  1.  Problema  generale  della  teoria  dei  vortici.  Applicazione  al  ca^so  di  un, 
vaso  cilindrico  di  rivoluzione  in  cui  le  linee  verticali  sono  cerchi  sitìiati  in  piani 
perpendicolari  alVasse, 

Supponiamo  che  un  liquido  incompressibile  rietnpia  intéramente  un  reci- 
piente chiuso  solido  che  immaginiamo  far  parte  di  un  sistema  invariabile  (A)* 

11  movimento  di  tale  sistema  al  tempo  t  si  compone  di  un  moto  istan- 
taneo di  traslazione,  definito  dal  movimento  di  un  punto  O  e  da  un  movimento 
istantaneo  di  rotazione  del  corpo  intorno  ad  un  asse  uscente  dallo  stesso  punto* 

Sia  Vq  il  vettore  della  velocità  di  traslazione  del  corpo;  e  co  il  vettore  rappre- 
sentativo della  velocità  angolare  del  corpo:  questi  due  vettori,  dati  in  fitnzione 
del  tempo,  determinano  completamente  il  movimento  del  vaso.  —  Chiamiamo  V 


(*)  W.  8tekloff,^ur  la  théorie  dea  tourbillons  [Annales  de  la  Facnltó   des  Sciences  do 
Toulousé,  V.  10,  pp.  271-334  (1904)]. 
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il  vettore  della  velocità  di  un  punto  P  del  liquitlo  e  fi   il    vortice  ;    avremo  : 

(1)  .fl  =  rotv 

t 

ed  essendo  il  liquido  incompressibile,  sarà  : 

(2)  divv  —  0. 

Sia  o  la  superficie  del  vaso  ed  n  un  vettore  unitario,  normale  a  o  e  volto 
verso  l'interno.  La  velocità  V  del  liquido  deve  soddisfare  sii  o  alla  condizione 
che  le  componenti,  secondo  la  normale  n,  della  velocità  di  ogni  punto  della 
parete  e  di  quella  del  punto  corrispondente  del  liquido  devono  essere  uguali. 
Si  ha  così  l'equazione  : 

(3)  'vxn  =  y(P,<)  Bu(o), 

avendo  posto  : 


'f(P,0=^ 


V.  +  co  A  (P  -  O) 


xn. 


Nel  caso  particolare  dì  un  vaso  fisso,  si  avrà:  (0  =  0,  ¥^^  =  0  e  quindi: 
^(P  ,  ^)z=0  e  però  l'equazione  (3)  diviene:  Yxn  =  0  su  (o). 

Il  problema  generale  della  teoria  dei  vortici  : 

dato  in  ogni  punto  del  fluido  e  per  ogni  t  la  rotazione,  cioè  il  valore  di  il 
in  nn  certo  istaìite  in  funzione  del  ininto  P,  dedurne  la  velocità  V  del  punto,  è 
risolto  nel  caso  di  un  liquido  indefinito  e  nel  caso  di  un  vaso  chiuso  fisso; 
ma  le  formule  risolutive  esigono  la  conoscenza  della  velocità  alle  pareti  del 
vaso,  che  non  è  data,  e  quindi  esse  non  rappresentano,  propriamente  parlando, 
la  soluzione  del  problema. 

Vediamo  di  ovviare  a  ciò.  *" 

Ossei  vianu)  prima,  i)eiò.  che  il  voiticc  ÌÌ  de\\'ssere  assegnato  in  modo  da 
verificare  l'equazione  fondamentale  delPidrodiiramica  : 

1-+^ "—"••■-«  .' • 

essendo  P  la  pressione  e  U  il  potenziale  delle  forze  che  agiscono  sui  punti  del 
liquido. 

-  Osserviamo  ora  die  : 
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e  sostituiamo  t^le  valore  nell'equazione  precedente.  Avremo  : 


Sy        dfv 

"T 


■Si     '    dF 


V  — v,---(oA(P-0) 


=  grad(U  —  P). 


Ma: 


dy 

1f 


=  ('^)v  +  aAv  = 


-  gradv'  -i-Q  /\\ 


e  inoltre  : 


pad 


V  X  k  +  (0  A(P -  «)|]  =  fe if(^o-1-  »  A(P  -o)j  + 


+  fc 


(▼o  +  »A 


(P-O) 


dP 


v=  (^  -  "  a)(vo  +  «>  a  (P-0))  -0.  Av= 


L'equazione  fondamentale  dell'idrodinamica  prenderà  così  la  forma 

I 

A  (to  +  ««>  A  (P  - 1»)  -  «  A  V  =  grad{U  -  P) 


il 


che  può  mettersi  anche  sotto  la  forma  : 


(4) 


ÈL 

òt 


+  QA 


v-v„-a)A(P-t>) 


(0 


A  V  =  grad  T 


avendo  ]  tosto  : 


(4') 


T  =  U  —  P  —  iv'  +  vx(v„  +  (o  A.(P— 0)j. 


Prendendo  il  rotore  di  ambo  i  membri,  si  avrà  : 


rot 


il 
dt 


+  rot   S2  AJv-Vo-a)A(JP-0)j 


—  rot  (tì>  A  V)  =  0. 
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Applicando  ]a  forinola  del  rotore  di  un  prodotto  vettoriale  e  osservando 
che  il  liquido  è  incompressibile  e  che  il  vettore  co  non  dipende  dal  punto  P, 
l'equazione  precedente  diviene  : 


Sy     ,    dQ 

rot  -r—  + 


dt 


dP 


T  —  V. 


a>A(P-0) 


dY 


=  '^(Q-<^)-(^^Q 


ovvero,  invertendo  i  simboli  rot  e 


St  ' 


(5) 


dQ        dQ 

'df'^lP 


(0 


A  (P  -  o)  -  V, 


=  -^{Q-<^)-i^  /\Q. 


Scelto,  dunque  il  vettore  Q  in  modo  da  soddisfare  quest'equaz  ione,  la  de- 
terminazione della  velocità  v  si  riconduce  allMntegrazione  delle  equazioni  (1) 
e  (2)  insieme  alla  condizione  ai  limiti  (3). 

Supponiamo  anzitutto  che  Q  soddisfi  in  ogni  punto  di  o   alla  condizione 


(6) 


fì  X  n  =  0. 


Poniamo  ora  : 


(7) 


V  =  grad<I>  -[7  rotpW 


essendo  4>  un  numero  e  w  un  vettore  funzioni  del  punto  P,  che  si  tratta  a  p 
punto  di  determinare. 

Sostituiamo  questo  valore  di  v  nella  (1).  Avremo  : 


(8) 


Q  z=z  rot  rotpW. 


Ma  : 


rot  rotpW  =  grad  div  w  —  Aw. 


e  siccome  vi  è  ancora  delParbitrario,  imponiamo  ancora  la  condizione:  div  w=:0. 
La  (8)  si  trasformerà  in  Aw  =  —  Q. 
Una  sohizione  di  quest'equazione  è,  per  il  teorema  di  Poisson: 


(80 


1  r^'  ^  / 


indicando  con  r'  la  distanza  del  punto  P  da  un  punto  P'  variabile  nello  spazio 
limitato  dalla  superficie  chiusa  o,  con  fì'  il  valore  di  fi  nel  punto  P',  con  dr^ 
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relemento  variabile  di  volume  che  circonda  il  punto  P'.  Il   vettore  w,  cosi  de- 
terminato, soddisfa  alla  condizione  div  w  =  0. 
Infatti  : 


tenendo  conto  della  relazione  supposta  (6). 
Ponendo  dunque  : 


(8") 


8  — 


4ic 


rot, 


./f .., 


avremo  : 


(9) 


V  =  grad<I>  -f  8. 


Resta  a  determinare  4>.^  Sostituendo  (9)  in  (2),  si  ha  : 


(10)- 


A*  =  0 


e  la  condizione  (3)  diviene  : 


grad  ^  X  n  =: 


Vo  +  c«>A(P-o) 


xn— Sxn 


che,  ponendo  : 


/= 


v„+«)A(JP-o) 


xn  —  8xn 


diviene  : 


(11) 


dn 


=/. 


Dunque  il  problema  della  ricerca  della  funzione  ^  equivale  al   problema 
cosidetto  di  Leumann  per  il  campo  di  t. 

Perchè  un  tal  problema  sia  possibile  occorre  che  si  abbia  : 


(12) 


jfdozzzO 


e  questa  condizione  è  effettivamente  soddisfatta,  come  si  può  verificare  tenendo 
presente  Pespressione  di  /. 
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Determinati  dunque  4>  e  w,  la  (7)  ci  dà  il  valore  di  V. 
Supponiamo  ora  clie  la  condizione  (6)  non  sia  più  verificata. 
Chiamiamo  V^  una  funzione  qualsiasi  del  punto  P,  di  cui  esista  il  rotore, 
e  poniamo  : 

(13)  a  =^  rotv  —  rotv^ 

Scegliamo  poi  la  funzione  v^ ,  arbitraria,  in  modo  che  si  abbia: 

(14)  a  X  n  -z=  0. , 
Introduciamo  una  nuova  funzione  incognita  V  tale  che  : 

(15)  ^  V  =  V  +  V,.' 

Le  equazioni  per  determinale  la  nuova  incognita  saranno: 

(16)  ai=:rot\t, 

(17)  .  divV  +  H  =  0         dove  H=:divv, 

(18)  V  X  n  +  (1.  =  0        essendo        [i  =  v^  x  n  —  y. 

L'equazione  (16)  è  della  stessa  forma  della  (1),  ma  qui  a  oltre  a  soddi- 
sfare la  condizione  evidente:  diva=rO  soddisfa  anche  all'altra  a  x  n  ^=:  0 
su  (o). 

Dunque  ci  siamo  ricondotti  al  problema  precedente. 

Possiamo  allora  porre  anche  qui  : 

(19)  V  =  Sj  +  grad  4> , 


dove: 


(20) 


1        .      r  rot  v'      , 

^1  =  1^  ^«^p  j— 7"-  ^'  • 


Sostituendo  (19)  in  (17),  si  trova:  A*  +  H  =  ^  «  ponendo: 


^  =  (^  +  -^f^dx'=:(Ì^E. 


l'equazione  precedente  diviene  : 

(21)  AQ  =  0  nell'interno  di  (o). 
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La  condizione  (18)  si  modifica  così  :  ' 


dQ    .    dU 


oppure . 

dQ 

(22)  -3^  =f 


dn 


avendo  posto  : 


Il  problema  è  così  ricondotto  alla  risoluzione  del  solito  problema  di  Neu- 
m  a  n  n  ,  per  la  determinazione  della  sola  funzione  incognita  Q  ;  risoluzione 
possibile  perchè  la  derivata  normale  della  Q  soddisfa  all'equazione: 


lfdo.=  0. 


Determinata  la  funzione  Q,  avremo  : 


(23) 


*  =  17  -'/-^  "'■  +  ^  «-"/^  ■"■  +  «""Q  +  ^'.- 


La  funzione  v  è  perfettamente  determinata  da  quest'equazione,  malgrado 
Tarbìtrarietà  della  funzione  Vj ,  poiché  le  equazioni  (1),  (2),  (3)  non  ammettono 
che  una  sola  soluzione. 

Applichiamo  ora  il  problema  generale  al  caso  di  un  v^aso  cilindrico  di  ri- 
voluzione in  cui  le  linee  vortical^  sieuo  cerchi  situati  in  piani  perpendicolari 
all'asse. 

Non  essendo  soddisfatta  la  condizione  Q  x  n  =  0  poniamo  la  funzione 
incognita  :  t 

(24)  V  =  V  +  V, 

essendo  v^  un- vettore^  determinato  dall'equazione  t 

(rot  V  — •  rot  Vj)  X  n  =a  0 

a  cui  si  può  soddisfare  facendo  : 


(26)  Ù  =  rot  V,. 
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Potendo  scegliere  a  piacere  le  prime  due  componenti  di  v, ,  supponiamole 
nulle  ;  chiamata  x  ^^  terza  componente,  l'equazione  precedente  diviene  : 

da  cui,  integrando,  troviamo  : 


(26)  X  =  ìQ  X  dP 


x=fo 


cio^  determiniamo  la  terza  componente  di  v^. 

La  (24)  allora  dà  rot.Y  1=  0  la  quale  mostra  che  V  è  il  gradiente  di  una 
certa  funzione  4>,  ossia  : 

(27)  V  =  grad*. 
L'equazione  (2)  diviene  : 

(28)  A4>  -t-  -^  =  0  in  (t) 

e  la  (3): 

(29)  ___|-^5j_^  =  0  in  («). 

0 

La  (28)  si  può  facilmente  ricondurie  alla  forma   piti    semplice  :    AQ,  =  0 
ponendo  : 


*  =  ^'  +  ir/  -^^•'*^'  =  Qt  +  Ri. 


osservando  che,  per  il  teorema  di  P  o  i  s  s  o  n  1 

AR  =  —  div  v,. 

La  ricerca  di  4>  dipende,  quindi,  dalla  risoluzione  del  probleiha  diNeu- 
to  a  n  n.  Determinatala,  si  ha  : 

(30)  V  =  grad4>  +  v,. 

Ciò  posto,  consideriatno  il  cilindro  di  rivoluzione  avente  R  per  raggio  e 


21  per  altezza.  Se  P  è  qq  paoto  quaUiasi  del  liquido  ed   O    il    punto    medio 
dell'asse  del  cilindro,  serveDdoei  di  coordinate  cilindriche  poniamo  : 

(31)  P  — 0  =  pe<«S  +  «k. 
Sia,   poi,  il  vortice  SI  dato  dalla  formula  : 

(32)  U  —  (ùi  e'"  a 

eBRendo  oi  funzione  cbe  dipende  da  2,  t,  p  e  non  da  &. 

Si   riconosce  snbito  cbe  in  questo  caso  le  linee  vorticali  sono  cerchi  e  che 
li  vortice   soddisfa  alla  condizione  div  ìì  ^  0. 

Tenendo  presente  la  (26),  avremo  : 

^^^■fV  =  -\Le">AxàY  =  —  k/o>  dp 
e  quindi   per  la  (30)  : 

(33)  V  =  grad*  —  k/wdp. 

La  4>  può  determinarsi  tenendo  pi^esente  che  deve  soddisfìire  l'equazions 
i28),  che  però  trasformeremo  in  coordinate  cilindriche.. 

L'espressione  di  À4>  in  coordinate  ortogonali  curvilinee  è  : 

A*  -  J_[  J_/'A  ^\  _L  ±.iE.  ii  ì  -L         1 
rispetto  cioè  ad  nna  forma  quadratica  differenziale  del  tipo  : 

il  cui  discriminante  sia  a. 
Nel  caso  nostro  sarà  : 

p    5p   +5p'  "'"p'   Bff  +5«* 
e  quindi  la  (28)  diviene  : 

1  a*  ,  a'*  ,  a'*  1    ,  a'*  i 


(34) 

p   ap    '  ap'    '  oO''  p' 


1      a'*  1      (Siù 

I*         ox'     p        j  óz 
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La  condizione  (29)  si  trasforma  in  : 


gracl4> 


—  kfax^p-To-coACP- 


O) 


xn  =  0. 


Supponiamo  : 

(0  =  (1)  +  iq)  a  +  rk  -,  v^  =  (fio  +  ng  a  +  w^k 

e  sviluppiamo  l'equazione  precedente. 

Essa  dà  luogo  a  due  equazioni    che    si    ottengono    considerando,    per   la 

04 

prima,  i  punti  della  superficie  convessa,  per  la  seconda  i  punti  delle  basi  in- 
feriore e  superióre  del  cilindro  (a;  =  +  /). 

l^el  primo  caso  la  n  risulta  normale  a  k  ;  avremo  quindi  : 


grad<t>  X  n  =  Vo  X  n  +  (tì  /\  (P  —  O)  X 11 


che,  semplificata,  dà 


(35) 


=  (^0  H~  ^5)  ^'^^^  +  (^0  —  ^P)  sen6. 


Nel  secondo  caso  invece  la  n  è  parallela  a  k,  e  quindi  normale  agli  altri 
vettori  unitarii  a  e  fa;  avremo  quindi: 


r   r      • 

grad4>  X  n  =    k  (ùdp  -|-  V^  +  ««>  A  (^  —  O) 


xn 


cioè,  sviluppando  e  riducendo  : 


(36) 


=/o)Jp  4-  ?^o  —  P(^  ^^^^  —  P  senG). 


Trasformeremo  ora  in  coordinate  semipolari  l' equazione  (5)  a  cui  deve 
soddisfare  w. 

Osserviamo  prima  che  il  vettore  v  in  coordinate  semipolarì  sarà  dato  ila 

Tenendo  presente  questo  valore,  determinando  le  componenti  degli  altri 
vettori  che  figurano  in  (5),  sostituendoli  in  questa  equazione  e  semplificando, 
si  giungerà  ad  un'equazione  della  forma  : 


(37) 


Sie'*  a  +  Te*»  a  +  Ek  r:;  0 
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dove  : 


S 


5fo  d^l  d(ù  (tì 


et 


da  (8^       f  ^\        0)  a«4>  , 


4-  <g  <*os6  — 2?  sen0)(p-^ z  -^— ì  + 


-  (2,  co«e  -  q  sen0)(  _  ^^  ^  _  _ j  _  -^(t^oCOsO  +  ven6)  - 1.^  — 


d;r 


-^  (p  sene  +  ,CO80)^-  -^  +  ^  -^)  +  -p-  ^^^  , 


T=: 


(O 


^C  j)  cosO  -f-  q  8eu6)  -| 


0)     c<l> 

7^  To'" 


'P 


ofi  r^; 


de 


co  a^o 

"4 («oSenO  —  t7.c*o80)  -|-  -x-ò-  (  p  cosO  —  g  senO) 

p  .    op' 


a*4> 


1  a* 


p  \ae  ap      p   ae 


(^  s<»ii6  +  ^cosG) , 


a>    a^4>        ,        ^  ,        -, 


/  a^4>     po) 


-/- 


r7p  )  (p  C086  —  g  senO)  — 


1     d''4> 


p  aoa^ 


(i>  sene  +  q  cosO)  -  r\^-^  -j— 


d(j]. 


Perchè  la  (37)  sìa  soddisfatta  occorre  che  si  abbia  separatamente:  8  =  0, 

T=:0,    R=:0. 

La  complessità  di  queste  tre  equazioni  non  rende  agevole  la  prosecuzione 
dello  studio  del  problema.  Tale  complessità  non  risulta  nella  Memoria  del 
Prof.  Stekloff,  avendo  egli  trascurato  due  termini  nell'equazione  fonda- 
mentale deir  idrodinamica  a  cui  dev€  soddisfare  il  vettore  Q.  Cadono,  perciò, 
tutte  Ve  conclusioni  a  cui  egli  giunge  nelP  applicazione  del  problema  generale 
della  teoria  dei  vortici  al  caso  di  un  vaso  cilindrico  di  rivoluzione,  in  cui  le 
linee  vorticali  sono  cerchi  situati  in  piani  perpendicolari  all'asse.  • 


§  2.  Determinazione  del  movimento  di  un  liquido  incompressibile,  contenuto 
in  un  vaso  di  forma  qualsiasi,  supponendo  le  linee  vorticali  delle  rette.  Caso  in 
cui  il  vaso  sia  un  ellissoide  e  le  molecole  del  liquido  si  attirino  secondo  la  legge 
^i  Ifewton. 
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Premettiamo  allo  stadio  del  problema  propostoci  l'osservazione  seguente  : 

Conoscendo  una  soluzione  particolare  T^  dell'  equazione  Q  =  rot  v,  il  pro- 
blema generale  della  teorìa  dei  vortici  si  riduce  alla  determinazione  di  una 
sola  funzione  <E>. 

Infatti,  in  tale  ipotesi,  posto  v==V  +  Vj,  si  ha:  fi  =  rotV+rotV4  cioè: 
rot.T  =  0  che  ci  esprime  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  poiché  V  sia 
il  gradiente  di  una  funzione  4>,  cioè  si  abbia  V  =  grad4>. 

Le  altre  condizioni  a  cui  deve  soddisfare  il  vettore  v  : 


div  V  =  0  ,  V  X  n  = 


T,  +  i^/\(F-0) 


xn 


ponendovi  : 


V  =  grad<i>  +v  , 


divengono  : 


div  grad<t>  -|-  div  v^  =  0 


ossia  : 


A4>  +  div  Tj  =:  0        e         grad4>  xn  = 


v,  +  «  A  (P  —  o) 


X  n  —  Vi  X  n. 


Determinata  la  <E>  mediante  queste  due  equazioni,  basta  porre  v=::grad.4>-f  t, 
perchè  il  problema  sia  risblto. 

Applicando    quest'osservazione    al    problema    che    ci    occupa,    poniamo.: 

Scegliendo  v^  in  modo  che  le  sue  componenti  u^  ,  v^  ,  w^  siano  date  dalle 
formule  :  . 

in  cui,  per  V  ipotesi  che  le  linee  vorticali  sono  rette,  bisogna  supporre  Q^ , 
Q,  ,  Q^  funzioni  della  sola  t. 

È  facile  verificare  che  il  valore  da  noi  scelto  per  v^  è  una  soluzione  par- 
ticolare dell'equazione  fi  =  rot  v. 

Il  problema,  per  quanto  abbiamo  accennato,  si  riduce  a  determinare  una 
funzione  $  che  soddisfi  alle  condizioni: 


(1) 


A<>  +  div  T^  =  0 


nelPinterno  di  (o) 


(») 


a4> 


Vo  +  (oA(P-0) 


X  n  —  v^  X  n 


su  (a). 
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Supponendo  che  il  vortice  Q  si  scelga  in  modo  da  soddisfare  l'equazione: 


(3) 


dQ        dQ 


▼  ~  V,  -  (0  A  (P  -  O) 


dy 


Ora,  poiché  abbiamo  supposto  che  Tj  soddisfi  l'equazione:  Q  =  rot  y,  cioè 
possa  rappresentare  la  velocità  di  un  liquido  incompressibile,  si  avrà  div  Vj=0 
e  quindi  la  (1)  diviene  : 


(4) 


A4>  =  0 


nell'interno  di  (o). 


La  (2)  x>oi  può  scriversi  ; 


(5) 


grad<>  r-  Vq  —  (0  /\  (P  —  O)  —  v^ 


xn  =  o. 


su  (o). 


La  condizione  (3)  a  cui  deve  soddisfare  Q,  .ricordando  che  questo  dipende 
solo  da  t  e  quindi  non  è  funzione  del  punto  F,  si  può  scrivere  : 

^®  +  » /\  Q  =  4i- (2  —  «>)• 


dt 


> 


Poniamo  ora  in  quest'equazione  :  v  =  V  +  v^  =  grad  4>  +  v^. 
Si  avrà  : 


dQ  _  ^(grad<i>  +  Vj) 


dt 


dP 


(Q  —  (tì)  —  (0  /\  Q. 


Applicando  la  formula  del  gradiente  di  un  prodotto    scalare,    osservando 
che  Q  non  dipende  da  P,  l'equazione  precedente  si  trasformerà  nell'altra  : 


(6) 


grad 


grad4>  X  (fi  —  a>) 


^2     . 


dP 


(Q  —  (0). 


La  soluzione  del  problema  è  così  ricondotta  a  determinare  una  funzione  ^ 
del  punto  P  e  del  tempo  tj  e  una  funzione  Q-  non  dipendente  che  da  f,  uie- 
diante  le  equazioni  (4),  (5),  (6). 

Supponiamo  ora,  in  particolare,  che  la  superficie  del  vaso  sia  un  ellissoide 
avente  per  semiassi  a,  b,  e.  ^ 

Sia: 

^-L^-L^  — 1 

a*  "•"  &»  "^  e»  ~ 


la  saa  equazione. 


1 
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Tediamo  come  si  trasforma  l'equazione  (6)  in  coordinate  cartesiane. 
Ghiamiaroo  u^  ,  v^  ,  tv^  le  componenti  di  V^  e  j? ,  g ,  r  quelle   di    o)  ;    siano 
a,  p,  Y  i  coseni  direttori  della  normale  alla  superficie  data. 
Sarà  : 

x^  y_ 


m'H^ìH^)'  '   }i^)'+ 


f)Hf 


Z 

T 


m)*+(^)"+W' 


La  (5)  diviene  : 


+  K  +  ^-J!^  — i?^  —  fig^)  ^  +  (n  +  py  —  «^  —  ^jy)^- 

Cerchiamo  adesso  di  soddisfare  ^all'equazione  (4)  di  Laplace  con  una  <t 
della  forma  : 

(8)     2<i>  =  Xx  +  (ly  +  v^  -I-  flj^j-^  +  (Tj^y*  +  «33^'  +  2a^^xy  +  2a^^xz  +  2fl^^c 

in  cui  tutti  i  coefficienti  sono  funzioni  incogfnite  della    sola    variabile    ^    che 
vogliamo  determinare.  Sostituendo  ndla  (4)  talje  espressione,  si  trova  : 

^11  +  ^«  +  ^88  =  ^• 

Otteniamo  così  una  prima  condizione  a  cui  debbono  soddisfare  i  coeffi- 
cienti. 

Per  trovare  altre  relazioni  che,  con  la  precedente,  valgano  a  determinarli, 
ricaviamo  dalla  (8)  le  derivate  i)arziali  di  4>  rispetto  ad  oj,  y,  ;?,  e  sostituiamo 
questi  valori  in  (7);  espa  diviene; 


+(T-«.)»4+(f-».)i+(f-.ìi=«. 


2  Ve 


)(  2à3  X 
Poiché  questa  deve  verificarsi  identicamente,  si  avrà  : 


(9) 


*U  =  0        ,        «2i  =  0        >        «SS  =  ^ 


(10)< 


1  f(a*— &')— Q,a*  •  «(&*— e*)— Q.6*  g(c'— a*)— fl,c* 

1  **i« — "?i —         b^-ìt-a^         ^    ^ —  ^ —        (^  I  b^ 


J  ^13 ^31 


a*+e* 


X=2w,     ,     \L=2v^     ,     v=2w, 


Possiamo  considerare  le  quantità  a.,^  (1,^  =  1  ,2,3)  come  le  componenti 
(li  un'omogiafìa  a  (dilatazione)  e  se  osserviamo  che  il  vettore  di  componenti  X, 
[i,  V  è  uguale  al  doppio  della  velocità  v^^ ,  Tespressione  per  4>  può  anche  scri- 
versi : 


(1 1)  2<Ì>:=:2V.X(P— 0)+(P— 0)xa(P— 0)= 


2v,+a(P-.0) 


X(P— O). 


Sostituendo  tale  valore  nell'espressione  della  velocità,  avremo  : 


V  =  -  grad 


2V,  +  a(P  -  O) 


X(P-0)+Vi 


che,  sviluppata,  darà  : 


-^ 


d(2t»j)  ^„  ,  ,  d(P— 0)„     ,  ,d(P— O)   ,„     ^,.,  ,  da(P— O) 


dP 


dP+ft 


dP 


2r,+fc 


dP 


-a(P— 0)4-fc 


dP 


(P-O) 


+▼.- 


Ma  Vr.  non.  dipende  da  P  e  in  generale  : 


d(ax) 
"dP" 


a 


_ /da 
~  \dP 


da 

dp"'^' 


quindi  : 


y=\+^<^(f 


^^  +  I(*'If^^-^>)^~^)  +  ^' 


da 


=  ^0  + 2  «  +  *-^(P  -  O)  (P  -O)  +  V,. 


Ponendo  i 


p 


=K«+ 


(2a 
dP 


(P 


-o.) 
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essendo  ^  una  nuova  omografia,  la  formala  che  dà  la    velocità    diviene    final 
mente  : 


(12) 


V  =  To  +  T,  +  P{P-0). 


Supponiamo  ora  che  le  parti  del  liquido  si  attirino   secondo  la   legge  di 
Newton.  La  funzione  potenziale  U  sarà  della  forma  : 


(13) 
essendo  : 


U  =  A,  —  (P  —  O)  X  T(P  —  O)  ^ 


Ao  =  i:F'U 


oo 


du 


^W^+u) 


Y  =  ^»^I,8 


(8  +  u)-' 


du. 


0 


0 


Il  8'  che  figura  nelle  espressioDÌ  di  A^  e  ^  rappresenta  l'omografia  la  cui 
inversa  è  tale  che: 

(M  —  O)  X  S-*(M  —  O)  zz:  1 

sia  l'equazione  vettoriale  dell'ellissoide. 
È  evidente  allora  che  : 

8i  =  aH    ,     8j=:6«j     ,     8k  =  o«k 

essendo  a,  by  e  i  semiassi  dell'ellissoide. 

Oiò  posto,  vediamo  come  si  trasforma  l'equazione  : 


av 
dt 


+  Q/\ 


V  —  Vo  —  (0  A  (P  -  O) 


—  (0  /\  V  =  grad  T 


dove  : 


v 


•  2     ^ 


Vxfv,  +  a)/\(P-0)j 


^Risolvendola  rispetto  a  grad  n,  si  ha  : 


(14) 


grad7c=gradU — h  -j^  t^+fc 


dP 


dP 


Vo+a>A(P-0) 


+ 


d\(a 


+*• 


A(P  -  o)) 


dP 


V-To-<0/\(P-0) 


-H-A»- 


'.     • 
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Sosti tuiamoyi  per  U  e  v  i  valori  dati  rispettivamente  da  (13)  e  (12),    os 
servando  cFie  : 

grad  U  =  irrad  A^  —  xi^  —  ^^)         essendo         5^  =z  7  +  fc  -—  (P  —  O)  ; 

M'Ir 


,  dY-  ,dY, 


dP 


dF 


Vo  +  Vi  +  P(P  -  O) 


+  u 


d^ 


dP 


v,  +  n+p(P-0) 


|(P  -  O) 


grstd 


Txk  +  <«A(P-<») 


dy 


rfv. 


=  *TJB-^o  +  fc^»A(P-0)  + 


dP 


dP 


+ 1* |p  h  +  •"./\  (P  -  O)]  (P  -  O)  +  -  0)  A  [t,+  t."  -f  P(P  -  O) 


La  (14)  diverrà  : 


\  dy 

f      grad  ic  =  grad  A^  —  /(P  —  ^)  —  ^^ 


n  +  V,  +  p(p  -  o) 


-(' 


# 


</p 


T.  +  Vo+P(P-0) 


(P  -  O)  +  A- 


dy. 


dP 


T,  +  a)A(P-0) 


+ 


^dP 


T, -I- io  A  (P  —  O) 


(P  -  O) 


5t„     ap(p-o) 


St 


Bt 


-QAJT.-rP(P-0)j  +  fiA 


(D 


A  (P  -  Q) 


+  '«A 


Voi-T,  +  p(P-0) 


-  to  A 


^. -f  T.  +  P(P  -  O) 


che  può  anche  scriversi': 


(?radic  =  gradA,  _  x(P  —  O)  -  A:(Ì^  + 


dP(P  — O) 
dP 


)(T.+P(P-0)a>A(P-0))  - 


dt 


ap(p  —  o) 


-  Q  A  k  +  P(P  -  o)j  +  a  A  (<«  A  (P  -  o))- 
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Ponìaiuo  ora  : 


b  =  —  a  A  V,  +  grad  A, 


dt 


e: 


o(P„0)=-x(P-0)-fc|4^  +  '^^^-''^ 


dP 


dF 


j(T.+p(P-o)-(«(A(r-o)j  — 


ap(P^o) 

dt 


-iìf\^{p.-0)-\-Qf\L  f\  (P-0)j. 


L'espressione  di  grad  tc  diverrà  : 


(15) 


gradir  =  b  +  a(P  —  O) 


essendo  b  un  vettore  e  o  un\)mograÌìa  (dilatazione). 

Cerchiamo  ora  di  integrare  quest'equazione.  Moltiplicando  ambo  i  meinbii 
per  <iP,  arrenio  : 

gradw  xdP  zzizbxdP  -\-  o(P  —  O)  X  cfP  =  dn. 

Ora  è  noto  che  : 


o(P  --  O)  X  (P  —  O) 


=  o(P  —  O)  X  (2P  +  (P  —  O)  X  odF  = 


=  2o(P  —  O)  X  dP 


poiché  a  è  una  dilatazione. 

Sostituendo  nell'equazione  precedente  : 


dn  =  bxdF'\--d 


a(P  —  O)  X  (P  ~  O) 


XdP 
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(la  cui,  integmudo  : 


7C  =  b  X  (P  ~  O)  +  ^  o(P  -  O)  X  (P  -  O)  +.  y(0 

essendo  f  un^i  funzione  arbitraria  del  tempo. 

Cerchiauìo  ora  la  risultante  delle  forze  delia  pressione    del   liquido   sulla 
parete  del   vaso.  Si  ha  :  ^ 

R  —  /  gmàn-dz  =/o(P  —  0)-(?t+/brfr  =  o/(P  —  0)dt  +  /b  dz  =  hi  di 


avendo  osservato  cbe  : 


o/(  P  —  O)  rft  =  0 


poiché  il  centro  delPellissoide  coincide  ron  il  centro  di  massa. 

Ohianiiamo  invece  M  la  somma  dei  momenti  delle  forze  e  di  pressione  in 
tutti  i  punti  della  parete  del  vaso.  È  noto  che  : 


dz~ 


:=,hp  _  O)  /\  ;cn  do  =mP  —  O)  /\  n  do  zm/rot  Lp  —  O) 

=  JTCrotiV  —  0)dz  +/gr^d  ic  /\  (P  -  0)'dz. 


Ma  rot  (P  —  O)  =  0  e  gradic  =  o(P  —  O)  +  b,  quindi  : 
M  =/cj(P  -V-  O;  /\  (F  —  0)fh  f  b  /\  /(P  —  0)dT  = /a(P  —  O)  A  (^  —  0)<it. 


Ciò  posto,  possiamo  riassumere  i  risultati  ottenuti  dicendo  : 

Il  movimento  di  un  liquido  incompressibile  di  densità  1,  che-  riempie  una 
cavità  di  forma  ellissoidale  di  'un  corpo  solido^  nélVipotesi  che  le  linee  vorticali 
siano  rette  e  che  le  molecole  del  liquido  si  attirino  secondo  la  legge  di  Newton, 
sì  riduce  alla  determinazione  di  tre  quantità  incognite,  Q ,  y,) ,  (o  che  si  possono 
ottenere  mediante  Vintegrazione  deWequazione  (6),  in  cui  si  sia  sostituito  per  4>  t7 
valore  dato  da  {lì)  e  di  altre  due  equazioni  che  si  otterranno  considerando  il  mo- 

9 

vimento  del  corpo  solido.  Trovati  questi  tre  valori,  la  formula  (12)  ci  farà  cono- 
scere la  velocità  del  liquido. 


)(  28«  )( 

Le  forme  cartesiane  delle  due  equazioni  che  si  ottengono  considerando  il 
movimento  del  corpo  solido,  sono  le  seguenti  : 

d  /ST\  ST  ^T        '^     ,    _ 

-9V-  +  -R..  +  X 


dt  \5Mq  /  dii^  Sw^^ 

d  /aT\        aT      -  ai  ,  „  ■,  „ 
&t\èw^)       a»,     '' èv^  \ 


d  { dT\  -- 


ax        aT        aT        aT 
dt\dpj      «à^-^^a^  ■'"**'a^~*17 


,    ^  /^T\        aT        aT   ,     aT         ^T   ,  ,,   ,  „ 
d  /aTV  '     aT        aT  ,  ,  aT        aT  ,  „  ,  ^, 


dt\Sr  J         "du^  "dv^  Sp  h 

dove  T  è  la  forza  viva  del  corpo  cbe  supponiamo  soggetto  a  forze  di  cui  di- 
ciamo X ,  Y  ,  Z  le  comi)onenti  e  L  ,  M  ,  N  le  componènti  del  momento  secondo 
i  tre  assi  R^ ,  R^ ,  R.  ;  M^p ,  M^ ,  M,  rappresentano  le  componenti  della  pres- 
sione del  liquido  sulle  pareti  del  vaso,  e  del  momento  di  questa  pressione. 


TEMA  DI  OONCOKSO 

proposto  dalla  R.  Accademib.  delle  scienze  fisiche  e  matematichie  di  Na|X)li. 

Completare  almeno  in  qualche  parU  la  teoria  delle  funzioni  sigma  abeliane 
di  genere  superiore  a  tre  a  simiglianza  di  quanto  fu  già  fatto  per  quelle  di 
genere  tre. 

Premio  L.  600  —  Scadenza  31  maggio  1922. 
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SULLA  SECONDA  POLARE  MISTA  DEI  PUNTI  CICLICI 

DI  U2J  PIAlSrO  RISPETTO  A  UN  SISTEMA  DI  RETTE 

NOTA  II 

DI 

QIOVAN  BATTISTA  ZECCA  (a  Bologna) 


In  una  prima  Nota  su  questo  argomento  (')  bo  considerato  i  sistemi  di  n  rette 
rispetto  ai  quali  la  seconda  polare  mista  dei  punti  ciclici  del  piano  è  inde  ter* 
niÌData.  Ora  mi  propongo  di  esaminare  dae  nuovi  casi:  quello  in  cai  la  detta 
]>o]are  ha  tutti  i  suoi  i)unti  a  distanza  infinita  e  quello' in  cui  le  rette  del 
sistema  formano  incontrandosi  un  poligono  regolare. 

1. — Ci  limiteremo  ai  sistemi  formanti  totalità  reali,  cioè  dati  in  coordinate 
cartesiane  ortogonali  da  un'  equazione  intera  F  =  0  a  coefficienti  reali. 
Poicbè  il  x>rimo  membro  dell'  equazióne  della  polare  si  può  scrivere 

a«F     a'F 

che  indicheremo  al  solito  con  ^^(F),  il  problema  è  algebricamente  ridotto  alla 
determinazione  di  un  prodi. Uo  reale  di  n  fattori  lineari  in  a;,y,  tali  che  A^F) 
risulti  eguale  ad  unsi  costanti'  diversa  da  zero. 

Posto  F  =:  PjPg .  . . .  P„  duvc  Pi  è  una  funzione  del  tipo  ax  -{-hy  -\-c  (esr 
sendo  a  e  6  non  siniu  t.uieamente  nulli)  supponiamo  che  si  abbia  l'identità 

A,(F)=K     ,  (K=)=0) 

escludendo  per  ora  il  valore  2  di  n. 

Osserviamo  che  le  rette  P,  =  0  nono  necesHur la  mente  distinte  e  che  due  di 
c««e  non  possono  essere  parallele  (*). 


(*)  Giom.  di  Batt.y  v.  47,  1909,  p.  29J». 

(^  Chiamandosi  parallele  unulie  due  rette  ìmniaKinarie  se  il  loro  punto  d' incontro  è  sulla 
retU.  all'infinito. 


/ 
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E  infatti  se  poniamo  F  =  U„  -f-  Un-i  +  •  •  •  ?  essendo  U»  olDogeaea  e  di 
grado  i  nelle  variabili,  per  t]>2  si  deve  avere  A/U,)  =  0.  Dunque  (v-  Nota 
citata)  le  rette  date  da  U„x=0  sonò  reali  e  formano  un  fascio  regolare  cioè 
concorrono  in  un  punto  (che  qui  è  l'origine  delle  coordinate)  e  dividono  qua- 
lunque circonferenza  avente  il  centro  in.  quel  punto  in  2n  parti  uguali. 

-Le  n  rette  date  da  F  =  0  devono  avere  gli  stessi  punti  alF  infinito  delle 
rette  date  da  U„  =.  0,  il  che  basta  a  dimostrare  l'assunto. 

Con  ciò  resta  anche  dimostrato  che  le  rette  P,  =  0  sono  tutte  reali. 

E  infatti  se  il  sistema  contenesse  una  retta  immaginaria,  questa  avrebbe 
il  suo  unico  punto  reale  all'  infinito,  in  comune  con  la  sua  coniugata  pare  ap- 
partenente al  sistema.  Ma  allora  due  rette  del  sistema  avrebbero  lo  stesso  punto 
all'  infinito.  ' 

Osserviauìo  che  Pente  geometrico  F  =  0  non  può  avere  un  punto  di  mul- 
ti plicità  superiore  a  2.  In  caso  diverso  con  una  trasformazione  di  coordinate 
(le  .trasfornuizioni  ortogonali  lasciano  invariato  il  A^)  potremmo  portare  l'orìgine 
degli  assi  in  un  tale  punto:  ma  aitom  il  minimo  indice  delle  nuove  U  sarebbe 
maggiore  di  2  e  la  somma  delle  loro  derivate  seconde  rispettò  ad  a;  e  ad  j^ 
non  potrebbe  essere  una  costante  diversa  da  zero. 

Prendiamo  ora  l'origine  dello   coordinale   nel    punto   comune  a   due    rette 

180^ 

del  sistema  F  =  0  che  formino  fra  loro  l'angolo  . 

u 

Avreuio,  indicando  con  F'  e  U',  le  trasformate  di  F  ed  U, 

essendo  U'^^O  l'equazione  di  quella  coppia  di  rette. 

E  evidente  che  U',  dovrà  dividere  tutte  le  U',  ;    ma   ciò   non  è  possibile 
se  U'j  non  è  identicamente  nullo  per  2  <di  <Cn.  Infatti  due  rette  del  sistema 

1  QQO 

U',  =  0 ,  che  è  un  fascio  regolare,  avrebbero   per   angolo  che   è   minore 

n 

180°  ^ 

di  — : —  (angolo  acuto  di  due  rette  consecutive  del  fascio  stesso).  Sarà   allora 
t 

F' =z  U'«  +  TJ',  =  U  VQ  +  1) 

essendo  Q  -(    1  =  0  un  sistema  di  n  —  2  rette   parallele   alle  rette  distinte    e 
concorrenti  Q  i=:  0  ,  il  che  è  evidentemente  impossibile  per  n>3  (3). 

^Dunque  il  problema  proposto  non  Ita  soluzione  per  n  >  3. 

Per  n  =  2  soddisfa  al  problema  qualunque  coppia  di  rette  reali  non  per- 
pendicolarf  fra  dì  loro  e  per  n=z  3  «7  gruppo  delle  rette'  dei  lati   di   qualunque     , 
triangolo  equilatero  come  si  verifica  immediatamente  per  via  diretta. 

N.B.  Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  gli  assintoti  della  curva  reale 


(*)  E  iufattì  le  coordiuate  di  un  punto  comune  a  una  retta    del   sistema  Q  =  0  e  ad  nua 
retta  del  sistema  Q  -f-  1  =  0  non  parallela  alla  prima,  dovrebbero  rendere  Q  +  ^  —  Q  rsO. 
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di  3"  ordine  f  =2  i)  formino,  tagliandosi,  un  triangolo  equilatero  è  che  la   somma 

ay   .  ay 

T-r-  -f-  -r-x  **^  **^^  costante  diversa  da  zero. 

Infatti  si  può  porre  /=  R-S-T  +  U  ,  essendo  R=zO,S  =  0,T  =  0,U  —  0 
rispettivamente  gli  assintoti  e  la  retta  satellite  della  retta  all'infinito.  La  fun- 
zione /  ha  lo  stesso  A,  della  funzione  B.8.T:  da  ciò  segue  immediatamente  la 
proprietà  enunciata. 

2. — Se  ^=0  è  l'equazione  in  coordinate  cartesiane  ortogonali  delle  rette 
dei  lati  di  un  poligono  regolare  di  n  vertici,  sappiamp  che  \{f)  è  una  costante 
per  n=3.  Vediamo  ora  quale  forma  assume  il  Aj'per  n>3. 

Indichiamo  con  P^P^ . . .  Pn  i  vertici  del  poligono,  con  A^- ,  A, , . . .  i  punti 
'  medi  dei  lati  P^Pj ,  P^Pg , . . . ,  con  S  il  sistema  delle  n  rette  dei  lati.  Sieno  O 
il  centro  ed  a  l'apotèma  del  poligono. 

Preudiamo  O  per  origine  delle  coordinate  e  per  avsse  delle  ar^OA^:  ponia- 
mo al  solito  X'{-  iy  =  z  ,  X  —  iy  =  z\ 

dzdz' 

daino  ruotare  gli  assi  di  un  angolo  positivo  o  negativo   che   sia  un    multiplo 

di .   Infatti  ciò  equivale  a  moltiplicare  z  e  z'  per  una  radice  ennesima  del- 

n 

l'unità. 

Sia  M(x  ,  y)  un  punto  qualunque  di  una  delle  rette  del  sistema  S,  che 
tocchi  la  circonferenza  (O ,  a)  nel  punto  A;^. 

Facciamo  ruotare  gli  assi  intorno  ad  O  finché  la  direzione  positiva  del- 
l'asse delle  X  venga  a  passare  per  A;^. . 

Se  jp*  è  la  potenza  di  M  rispetto  alla  circonferenza ,  le  nuove  coordinate 
di  M  sono  rispettivamente  «©+!>.  Avremo  allora: 

(1)  (^  +  iyr  +  (0?  -  iyr  -  )(a  4-  ipT  +  (a  -  ipr\  =  0 


Sarà  Aj(/')  =  4  -57^.  Osserviamo  che  la  somma  z^  -j-  z'""  non  varia  se  fac- 


essendo  p  =  l^^a?*  -}-  y*  —  «'• 

Abbiamo  così  l'equazione  del  gruppo  delle  n  rette  di  S,  che  si  può  porr« 
sotto  la  forma: 


(2) 


2  (2^)  ^'"''•(-  ^^'  -  2  (2^•K"•(^'  -  '^'  -  ^*)' = ^  ' 


al  variare  di  i  da  0  ad  -  per  n  pari  e   da  0  ad  — - —  per  n  dispari. 

Z  2 


Se  poniamo  V  =  z''+  z""  ,  V  =  (a  +  t^zz'  —  a')"  +  («  —  i\zz^^--a*r > 
la  (1)  si  scrive 

u— v  =  o. 


] 


)(  2S2  )( 

U  =  0  rappresenta  le  n  rette  di  un  fascio  regolare  di 'centro  O,  avente 
])er  asse  di  simmetrìa  Passe  delle  x,  mentre  ¥  =  0  fornisce  cerchi  di  cen- 
tro O  passanti  per  i  punti  d'incontro  di  un  lato  qualunque  del  poligono  con 
le  rette  del  fa<*cio  U  =  0;  da  ciò  risulta  che  se  si  iK>ne  in  V,  a' =  £  ,  l'equa- 
zione V($)=:0  ha  le  radici  positive  e  distinte  che  sono  le  misure  dei  quadrati 
dei  raggi  dei  detti  cerchi. 

U         71  —    1  * 

Il  numero  di  questi  è  ~  o  — - —  secondo  che  n  è  pari  o  dispari.  Ora  Aj(r) 
è  identicamente  zero:  sa^'à  dunque  A^(U  —  V),  a  meno  della  costante  —  4,  eguale 

fi  H 

Se  n  è  pari,  V  è  di  grado  -  in  £.  L'  equazione  V  =  0  ha  -  radici   reali 

positive  conteuate  nt'gli  intervalli  di    quelle    della    precedente:    l'equazione 

dV  di    dV\ 

4--7-  =  0  avrà  in  più  la  radice  zero:  finalmente  l'equazione   -rr-  14-^  1  =^ 


di 


avrà  -  —  1  radici  reali,  positive  e  distinte. 

Dunque  per  n  pari  la  T  polare  mista  dei  punti  ciclici  del  piano  rispetto  al 

sistema  S  delle    rette   dei    lati  di  un  poligono  regolare   di  n  vertici  si  .compone 

n 
di  —  —  1  cerchi  distinti  aventi  per  centro  comune  il  centro  del  poligono  e  per  qua- 

d  1  dY\ 
drati  dei  raggi  le  radici,  tutte  positive^  delV  equazione  ^7\i-;i]=^0  essendo^  a 

di\   di  } 

n 
H 

meno  di  costante,  V  =  ^^  (q  •)  ^***''*'(**'*  —  ^)S  dove  a  è  Vapotema  del  poligono, 

immO 

Per  n  dispari  si  giunge  ad  analogo  risultato  :  la  sommatoria  è  estesa  da 

n  —  1  ^ 

0  ad  — - — .    In   questo   caso   però   alla    curva  di   ordine  n  —  3   formata   da- 

^ 3 

gli  — - —  cerchi    bisogna   evidentemente   aggiungere   la   retta   all'  infinito  del 

piano. 

Bologna,  Gennaio  1920. 
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SISTEMI  COMPLETI  DI  EQUAZIONI  LINEARI 
A  DERIVATE  PARZIALI  DI  SECONDO  ORDINE 

VOTA 

DELLA 

D.p  ANDREINA  CHIARIA  (a  Qenova) 


1.  Il  Prof.  Pascal,  in  una  sua  Nota  (%  considerò  degli  speciali  sistemi  : 


(1) 


F»»  = 


_      5*/ 


«n 


hh 


dXk  dxi 


+2 


5/ 


hkr 


dx, 


=  0 


r,^ 


n    Iti  \r 


di  equazioni  a  derivate  parziali  del  2"^  ordine,  e  data  per  essi  una  definizione  di 
ti9tema  completo  analoga  a  quella  data  da  CI  e  b  8  e  h  per  i  sistemi  del  1^  or- 
dine, indicò  la  via  da  seguire  per  rendere  completo  un  dato  sistema.  Per  inte- 
grare poi  il  sistema  considerò  quello  di  equazioni  ai  differenziali  totali  del  2* 
ordine  collegato  al  dato  e,  seguendo  il  metodo  di  integrazione  da  lai  già  espo- 
sto in  altra  Memoria  (*),  riuscì  così  a  determinare  gli  integrali. 

Or»,  partendo  sempre  da  un  sistema  di  equazioni  a  derivate  parziali  del 
2  ordine  completo  secondo  la  definizione  del  Pascal,  dove  cioè  si  hanno 
le  derivate  seconde  rispetto  a  tutte  le  variabili  ìt^  ,  ìf^  ,....,  a?,»  ®  ^^  derivate 
prime  soltanto  rispetto  alle  Xn^^^^ ,....,  a:„ ,  cioè  rispetto  alle  m  variabili  x 
che  sono  considerate  funzioni  delle  rimanenti  n  —  w,  e  dove  sono  verificate  le 
[relazioni  :  [h  yj  ,  k  y  r]=:0   per    /*  , ^'  ,  A:  =:  1  ,  2  ,  .  .  .  .  ,  n  ;  r  =  1  ,  2  ,....,  tn 


(})  E.  Pascal,  S^pra  certi  aitlemi  di  equazioni  a  derivate  parziali  lineari  omogenee  di  2^  or- 
Jine,  Rend.  Ist.  Lomb.,  (2),  v.  34,  1901. 

P)  E.  Pascal,  Grundlagen  fiir  eine  Theorie  der  Sytteine  t^ialer  differentialfleickungen  2*^ 
Orin.,  Math.  Ann.,  t.  LIV,   l»Ol. 


X  2  )( 

e  la  disuguaglianza:  (n  —  tw)*^3m  +  l,  sono  arrivata  ad  ottenere  gli  m  in- 
tegrali trovati  dal  Prof.  Pascal,  senza  passare  attraverso  al  sistema  di  equa- 
zioni ai  differenziali  totali  del  2»  ordine,  ma  integrando  invece  direttamente  il 
dato  sistema.  Ecco  ciò  che  mi  propongo  di  esporre  in  questa  Nota. 

Consideriamo    il    sistema    (1) ,    che ,    indicando    con   /;,j     la    -r — ^ —  e 

df 

con  fr  la   -r-^  si  può  scrivere 


m 


(1)  Ffc^  =/^»  +    2  Xì,j,rfn-m+r  =  0. 


«wi 


Introduciamo  le  nuove  variabili  indipendenti  p^^n-m-^i  ?  ••••  ?  Pn-fn,n-m-|-i  >  — • 

Pn-m,n    pOUCndO 


Dalla  f(x^ ,  a?j , .  . . . ,  x„,^  ,  ay^-^+j ,....,  a?„)  =  0  sì  hanno  le 


m 


(2)  fr+^f„^+,.Pr,n-M^  =  0  (r=l,2,....,«-m) 


<— 1 


mentre  sussistono  poi  anche  le 


w— m 


(3)  dx^^^,=^  Ph,n-^-\-»  dXf,.  («  =  1,2, ,m) 


h^ml 


Differenziando  le  (2)  si  ha 


il  '  n  m  m 


^  fri  àXi+  ^      ^  Pr,n'-m+ifn-m-^M,i  ^^1+  ^  /n-m+t  <ÌPr,«-tH+«=0 


i.i  S^l  S.Ì 


che  si  possono  anche  scrivere 


u—m  m  «— m  m 

<.!  >»1  t— 1  s— 1 


){  3  )( 
e  per  le  (3) 

•""■*  tn         w  ■  MI  n  '  ni        tit 

1-1  y-^1  A.i  i^l  MmA 


tn  m         n—m  tn 


i-.i  f-.l         A.l  «.i 


ovvero  con  un  cambiamento  di  indici 


XI  /w  "h  ^^/i-,n-tn+>l^t,n-m+i+^V  Pr,n--m+«/n-m+«,iH~ 


j-l  •-! 


m  m  m 


+  ^     ^  Pr.n-m-^-t  Pi, n^m+j/n^m+sj  ^t+  ^  fn-^m+s  <2pr,«-m+f=<>- 


i-l        *-l  »-l 


\ 


Per  le  (1)  queste  diventano 


n—m         fu  tn  m 


—    ^\     ^j  ^rtfc/«-m+*  ~r  ^^      ^^  Xr,n-m4i,fc  J><,n-m4-j/n-in+fc+ 


t»l        A.l  i-^        A«l 


fit  m 


"r   Xv      ^V  ■^«--m+«,t,*l'r,n-m+f/ii— «H-*    I 


r. 
m  m  m 

/»1         ««i         A-.1 


4"^/n-»i+«  <^r,n-m+» 0  , 


1 


){ i  )( 

che,  operando  alcuni  cambiamenti  di  indici  e  raccogliendo,  diventano 


m  n — m  t» 


A.l  i-,l  s—i 


m  m 


+  ^V     ^.  Pr,«-m+«  J>»',n-fii+i  X^-m+t,«-m+i,fc k^i/n-m+fc=^- 


J^ì         s^l 


Queste  equazioni  saranno  certamente  soddisfatte  se  si   annullano   separa 
temente  i  coeflBcienti  delle /^_^4.;^.  Si  ottengono  cosi  le  m(n  —  m)  equazioni: 


n— m  IH 


(4)  dp^,„-^+A=^^|X^,i,fc+  ^  (X^,n-m+«,kP<,n-m+t+XH-m+«,t,fcl>r,fi-m+t)+ 


t\.l  «.1 


m  m 


."VV^Y  l?        (»'  =  1»2, ,n  — fw; 


>^I        fa-1 


Queste  equazioni  con  le  (3)  formano  un  sistema  di  m{n — tw)+w=ni(n — m-\-l] 

equazioni  di  diflferenziali  totali  di  1**  ordine   fra   le   variabili   x^ ,  ar^ ,..  ..,!•„ , 

l'i.w-m+i , . .  . .  ^p„-„i,n  cbe  sono  in  numero  di  n  -j-  w(w  —  w);  esso  si  può  quindi 
trasformare  in  un  sistema  di  n  —  m  equazioni  a  derivate  parziali  del  1*  ordine 


♦t— m         m  m 


_     5/ 

--r 


Yi{/)  =  -^^  "^^^     ^^l^'-i».''  "I"^^i  (^,w-m+t,kl>i,«-m+«  +  Xn-m+*,t,*l'r,«-m+a)  + 


» 


wj  tu  fu 


J-l         «-I  /-l 


Le    espressioni    fra    le    graflfe    non    sono  altro  che  le  X'^^  del  Prof.  Pa- 
scal (^)  ;  si  potrà  quindi  scrivere 


n    tn  JH  IH 


,5)  v^)=^+2  2  ^■-^£^+2'-'-^' 5^=»- 


(*)  E.  Pascal,  loc.  di.  in  nota  (*}. 


)(  6  )( 

Ee8ta  ora  a  dimostrare  che  questo  sistema  è  completo,  perchè  allora  am- 
metterà in{n  —  ut  4- 1)  integrali  che  saranno  funzioni  dèlie  x  e  delle  p,  e  se  fra 
q.aesti  si  eliminano  le  p,  resteranno  m  equazioni  nelle  o?^ ,:...,  a?^  che  rappre- 
senteranno gli  m  integrali  del  sistema  (1). 

A  ciò  fare  indichiamo  con  F^  l'operazione 


W  41      tH  IH 


le  condizioni  affinchè  il  sistema  (5)  sia  completo  sono  espresse  da 


F,Y,-F,Y,  =  0. 


Ora  le  espressioni 


Fil>k,«-iii+i  ^fcP<,n-m+/ 


sono  identicamente  nulle.  Eestano  quindi  soltanto  le  relazioni  del  tipo 

che  si  trasformano  nelle 

[t  ,  ^  ,  fc  ',  r]  =  0 , 

che  sono  verificate  perchè  il  sistema  (1)  è  aympleto. 

2.  Il  caso  n  qualunque  ed  m  =  1,  pur  essendo  compreso  nel  caso  generale, 
Bi  può  trattare  a  parte  in  modo  più  semplice. 
Il  sistema  (1)  prende  la  forma 

Il   numero    n   delle    variabili   x   dovendo    soddisfare   alla   disuguaglianza 
\n  —  m)*  :^  3w  +  1?  dovrà  essere  :  n  :>  3. 
Introduciamo  le 

^    _^n    _  f  ^         _     ^n      _         /«-l 


* 


)(  6  )( 
e  differenziando  abbiamo 


/«  ^frk  ^k  —  frZ^fi 


dxi 


nk  "•*'fc 


il— 1  k^\ 


Sostituendo  i  valori  dati  daHe  (6)  si  ottiene 


n 


(7)  dp,  =2  ^>-''  ^^^  •+  Pr   2  ^"*  ^*  ' 


A.1  k«J 


ma 


n-l 


(8)  £^n  =  2  -P*  *^^*  ' 


A.1 


qnindi  le  (7)  diventano 


»i— i 


(9)  dp, 3=2  (X^^  'i-X„j,Pr  +  XmPK  +  X^n  Ì>r  P*)  dX^' 


iua 


Le  (9)  con  la  (8)  formano  un  sistema  di  n  equazioni  ai  differenziali  totali 
del  1**  ordine  nelle  2n  —  1  variabili  indipendenti  a?^ ,  ìTj  ,....,«;„?  Pi  >•••  •  ìPn-^ 

Esso  è  equivalente  al  sistema  di  n  —  1  equazioni  a  derivate  parziali  del 
1®  ordine 


n-l 

(10)       Y,(/)  =^  +2  (^^'A  +  X"*  Pr  +  ^nrP,  +  X,,  p,  p,)  ^  +  p,  ^  ==  0. 


Si  può  subito  vedere  che  questo  sistema  è  completo;  se  fra  i  suoi  n  in- 
tegrali si  eliminano  le  n  —  1,  p  si  ottiene  una  relazione  fra  le  x  che  è  Tinte- 
graie  del  sistema  (6). 

Risolvendo  con  questo  metodo  il  caso  particolare  n  =  3  ,  w  =  1,  giàreso 


-      K  7  )( 
completo  col  metodo  dì  Pascal,  si  arriva  al  sistema 


un  =  ^M^a + 2X«  p,+X3,  f\)  ^+(X.,+X.,  2>,+X„  p,+X33  p.  p,)  ^  + 
Y.(/)=  v^+(X..+X-o,4-X,.».4-X^  j).  pJ-3^+(X^4-2X„«.+X^o»J  4^ 


àf-+(X«+X«2>.+X„i,.+X„l).p,)^+(X«+2X«p.+X„i>V  ^  + 


5/ 


Si  verìfica  facilmente  che  le  condizioni  affinchè  questo  sistema  sia  com- 
pleto coincidono  con  le  condizioni  trovate  dal  Pascal. 

3.  La  definizione  di  sistema  completo  data  dal  Pascal  ha  carattere  par- 
ticolare perchè  è  fondata  su  certe  relazioni  lineari  che  devono  esistere  fra  i 
coefficienti  delle  equazioni  del  sistema.  Essa  è  però  l'estensione  della  nota  de- 
finazione  dei  sistemi  completi  di  1**  ordine. 

Il  Prof.  Burgatti  (*),  dopo  aver  fatto  questa  osservazione,  dà  una  de- 
finizione generale  di  sistema  completo  fondandosi  sul  teorema  generale  di 
C  a  Q  e  h  y  relativo  all'esistenza  degli  integrali  delle  equazioni  differenziali,  teo- 
rema che  pone  le  condizioni  che  valgono  ad  individuare  una  soluzione  di  un 
sistema  di  equazioni  differenziali;  il  Burgatti  definisce  completo  un  si- 
J^tema  tale  che  :  le  condizioni  iniziali  abbiano  la  maggiore  arbitrarietà  possibile. 

Questa  definizione  vale  per  sistemi  lineari  e  non  lineari.  Si  vede  quindi 
(-'be  per  avere  le  condizioni  perchè  un  sistema  sia  completo  bisognerà  scrivere 
le  condizioni  affinchè  si  possano  determinare  univocamente  le  derivate  succes- 
sive della  soluzione,  mediante  le  equazioni  del  sistema  e  le  condizioni  iniziali. 

Si  può  vedere  come  partendo  dalla  definizione  di  sistema  completo  di 
fiurgatti  ed  applicandola  al  sistema  (1)  considerato  dal  Pascal,  si  arrivi 
alle  stesse  condizioni  [h  jj  y  k  ,  r]  =  0  trovate  da  questo  Autore. 

Consideriamo  il  sistema  (1);  le  condizioni   iniziali   di   Cauchy   saranno 

•  e/  „  • 

^='f(a?, , ^  a-J  ,  ^  =  ^(d?j , ,  xj  per  x^  =  x^\ 

Bobbianio  porre  la  coudizione  che  si  possano    ottenere    univocamente    le 


y*)  P.  Burgatti,   Sopra  certi  sistèmi  completi  di  equazioni  a  dtricale  parziali  di   ^^    e   di 
''  ordine.  Rend.  R.  Ist.  Lornb.,  (2),  v.  XXXVIII,   1905. 


.       )(  8  )( 

derivate  terze  di  uoa  soluzione  mediante  le  condizioni  iniziali  e   le  equazioni 
del  sistema;  ora  se  consideriamo  due  equazioni  del  sistema 


F..  = 


_     ay 


m 


^/ 


hk 


Sxj^  Sx^ 


F,»  = 


d*/ 


m 


dXj  SXi 


+2 


X. 


^/  ,  _ 


=  0 


n— w 


<»1 


+• 


vediamo  come  la 


sy 


5j?;^  5iCj  ^ìt^ 


si  possa  ottenere  tanto    derivando    la    prima   ri 


spetto  ad  x^ ,  quanto  la  seconda  rispetto  ad  x^,  ;  uguagliando  le  due  espressioni, 
si  avrà 


m 


2^ 


m 


à*f 


'hk9 


gy        'V ^  f[7_ 


5^7, 


m 


+2 


ax 


hht 


5/ 


m 


«.1 


dxj      Sx„,^. 


«-il 


dX 


jft» 


dxf^     Bxn^„^ 


5/ 

— —  =0. 


Aggiungendo  e  togliendo  i  termini 


m 


m 


Sf 


m 


m 


2^**' 2^^'"-"+"'  ^^— j-  -^x,».  _2)x», 


n — »n4-«»'' 


5/ 


do?. 


«~i  f^-i 


si  ottiene 


m 


m 


«_1  r»i 


^/ 


057. 


«■—m-}-» 


m 


2 


s— 1 


X 


^ 


m 


+2 


■AfW— Xrt4-«i^ 


5/ 


do? 


r»l 


rt— m-j-ry 


+ 


TX 


2 


t^ì 


Sf 


m 


5a?„^+,[\    ^.Tj. 


^^hk,  ^^Jks   \      , 


^a?, 


X  ^  (^jAr  -^/i,>i— >«i-}-»M        -^;.Ar  -^j,»i— »f-}-r,r) 


=  0 


T^Bisl 


K  9  X 

ossia 


m 


«-1  «.1  •»-«+• 


^Basendo  le  F  uguali  a  zero,  dovrà  aversi 


(11)  [h  ^j  ,h  ,  H]  =  0. 


d*f 

La  stessa  -r — r — ^ —  si  può  ancora  ottenere  derivando  rispetto  ad   %   la 
cXii^  vXj  dXj^ 

Fyi,  =  0.  Eseguendo  calcoli  analoghi  ai  precedenti  si  otterrà  la  condizione 


(13)  [*  ,Ì  ,  ^  ,  «]  =  0. 

« 

Affinchè  il  sistema  (1)  sia  completo  dovranno  dunque  essere  verificate 
tutte  le  (11)  e  (12>  che  non  sono  che  le  stesse  relazioni  trovate  dnl  Prof.  Pa- 
scal. 

Il  Prof.  Boggio  in  tre^suoi  lavori  (*)  confiderò  un  caso  piil  generale, 
cioè  due  equazioni  lineari  a  derivate  parziali  a  due  o  più  variabili  di  ordine 
qualunque  e  di  cui  una  omogenea  e  trovò  che  la  condizione  necessaria  e  sui  ' 
tìcìente  perchè  esse  abbiano  una  soluzione  comune  è  che  sia 


D,*  =  0 


•Bsendo  il  sistema  del  tipo 


Se  si  cerca  di  applicare  la  definizione  ed  il  metodo  del  B  u  r  g  a  1 1  i  per 
trovate  la  condizione  affinchè  il  sistema  sia  comjdeto  ed   ammetta   quindi    un 


{*)  T.  B  o  ggì  o  f  MuMioni  cùmuni  a  due  equagioni  lineari  a  derivate  pargiali  con  due  varia^ 
Vili  indipendenti,  R«nd.  R.  Ào«.  dei  Lincei,  (5),  r.  XI/ 1902;  SuWintegraeione  di  alcune  equm- 
gioni  lineari  alle  derivate  parMiali,  Ann.  di  mat.,  (8),  v.  Vili,  1904;  Sulle  iolueioni  eomuni  a  due 
equanoni  lineari  a  dentate  pareiali,  Atti  R.  Itt.  Veneto,  y.  LXVIII,  1909. 


)(  10  X 

integrale,  si  vede  subito  che  non  soltanto  si  giunge  allo  stesso  risultato,  ma 
si  segue  anche  lo  stesso  procedimento.  Infatti  si  dovrebbero,  secondo  il  B  n  r- 
gatti,  determinare  le  derivate  della  soluzione  da  un  certo  ordine  in  poi, 
mediante  le  equazioni  del  sistema  e  le  loro  derivate  ed  è  appunto  cosi  che  fece 
il  Boggio,  il  quale  dimostrò  come  si  possano  esprimere  le  m -|- n  derivate 
d'ordine  m  +  ?i  —  1  della  funzione  x  in  funzione  delle  derivate  d'ordine  infe- 
riore. 

Si  vede  quindi  che  partendo  dalla  definizione  generale  del  sistema  com- 
pleto data  dal  Burgatti,  si  può  arrivare  alle  stesse  conchiusioni  trovate 
dal  Pascal  e  dal  Boggio. 


CONCORSO  AL  PREMIO  TENORE 

PER  LE  SCIENZE  MATEMATICHE 

BANDITO  DALL'ACCADEMIA  PONTANIANA  DI  NAPOLI 

Esporre  i  più  recenti  progressi  delle  ricerche  sulle  equazioni  alle  deri 
vate  parziali  di  2.°  ordine^  apportando  qualche  contribuzione  o  almeno 
qualche  perfezionamento  a  tale*  teoria. 

Premio:  L.  446.25  —  Termine  :  31  Marzo  1922. 
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RELAZIONI  TRA  I  SIMROLI  DEL  PASCAL 

K  I  SIMBOLI  DELL'AMALDI  NELLA  TEOEIA  DELLE  DERIVATE 
DI  ORDINE  SUPERIORE  DELLE  FUNZIONI  COMPOSTE 

NOTA 

DSL 

Dottor  GIUSEPPE  USAI  (a  Milano) 


II  Professor  Ernesto  Pascal  in  nna  sua  magistrale  ed  interessantiS' 
sima  Memoria  (^)  la  quale  ci  offre  la  risoluzione  completa  di  un  argomento  già 
da  lui  iniziato  con  una  collana  di  preziose  Note  negli  anni  1900-909  ('),  ebbe 

cam[K)  di  far  uso  di  certe  espressioni  simboliche  u*  V*  |  >  S^**^--  i  le  quali 
io,  in  questo  breve  urticolo  e  per  consiglio  dell'  Illustre  Autore,  intendo  stu- 
diare nei   raffronti  di  altre  formazioni   H*^"  '"*    che  compaiono  in  due  Note  re- 

i  •  «  •  ■  Vb|^ 

centi  e  pregevoli  del  Prof.  Ugo  Arnaldi  (')  riguardanti  lo  studio  delle  deri- 
vate di  ordine  superiore. 

La  questione  principale  in  analogia  a  quanto  avviene  di  solito  in  argo- 
menti algebrici  trattati  con  pluralità  di  modi  e  per  quanto  si  riferisce  alle 
relazioni  tra  le  varie  specie  di  simboli,  dipende  dalla  determinazione  effettiva 
che  ora  io  fò,  di  certi  fattori  numerici  la  cui  importanza  nel  caso  in  questione 
è  pur  messa  in  luce  dall»  stesso  Arnaldi  {*). 

2.  Se  /  è  ima  funzione  di  x^  . . . .  x^  e  queste  di  y^ . . .  •  y»  il  P  a  8  e  a  1  ci 


(0  £.  Pascal,  La  teoria  delle  forme  differenziali  di  ordine  e  grado  qualunque.  Memorie 
fi.  Acc.  Lincei,  s.  5*,  CI.  di  se.  fis.,  niat.  e  nat.,  voi.  VII!  (1909-10). 

(^  Si  possono  esaminare  al  rigaardo  i  Rendiconti  Ist.  Lombardo,  anni  suddetti,  i  Ren- 
diconti dell'Accademia  dei  Lincei  per  V  annata  1903  e  gli  Atti  del  IV  Congresao  Internazio- 
nals  dei  Matematici  (Roma,  1908^. 

(')  U.  Arnaldi.  Sulle  derivate  successive  delle  funzioni  composte  di  quante  si  vogliono  variabili. 
Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo,  1917. 

U.  Arnaldi.  Forme  isobariche  e  cambiamenti  di  variàbile.  Giornale  di  Matematica  di  Bat- 
taglini  (1918). 

{*)  Si  yeda  il  richiauio  (^)  dt^Ila  seconda  Nota. 


)(  12  )( 


dà  questa  formula  (^) 


w 


6  in  cui  il  simbolo 


(Ji  •  •  •  •  Jm\ 
Al  •  •  •  •  ^r) 


m 


rappresenta  una  certa  somma  di  prodotti  di  derivate  delle   x   rispetto   alle  y 
simmetrica  rispetto  alle  h  ed  alle  j. 

V  Arnaldi    invece   fa  precedere  le  sue  derivate  dal  fattore  di  Arbo- 
g  a  s  t  (^)  e  stabilisce  la  seguente  espressione  :  0 

1  a»i+«2+  — •+»ny 


« J  «,  I «ni  dy^'i  dy^^ dy/»» 

—  2 ■ 1 —  H»i»«i»  ••••>•*» 

aj  a,  ! aj  dx^^i  Sx^^ dx^"^      «*'«• «« 

dove  la  sommatoria  è  da  estendersi  a  tutti  i  possibili  sistemi  di  n  numeri  in- 
teri positivi  o  in  parte  nulli  verificanti  ie  disuguaglianze 

0  <  a,  -f  a^  + +  a«  <  «i  +  «,  f +  «n 

i  valori  8  essendo  prefissati  pare  in  numeri  interi  positivi  o  aulli  e  le  II  fun- 
zioni razionali  intere  delle  x  rispetto  alle  y. 

Per  poter  identificare  le  due  formule  occorre  supporre  prima  di  tutto 

ove  «f ,....,  «„  indichino  rispettivamente  l'ordine  di  moltii'lìcttà  delle  y^  .  >-  ^y^ 
nel  prodotto  y     . , .  .y      e  dopo  di  ciò  è  bene  osservare  che  nella  formula  di 

Pascal  il  termine 

3"/ 


dx^    ....   dxs 


(1  <  m^  r) 


compare  un  numero  di  volte  dato  da  -r-p :— r ,  essendo  t^ ,  *, ,  . . . . ,  t«  ri- 

spettivamente  il  numero  degli  elementi  che  nel  prodotto   x. x.     sono  u- 

guali  a  x^  ^  x^  j . . . .  ^  Xn  e  il  suo  coefficiente  sarà 


^^  (Ji jm\ 


Nella  formula  di  A  m  a  1  d  i  invece  il  termine  in  questione   compare   una 


(5)  Memoria  citata,  pag.  17. 
(*)  Du  oaloul  det  dér%vaiion$,  Art.  I,  f  IL 

C)  Formula  (3)  della  prima  Nota  •  io  cui  si  è  fatto  m  ^^  n  •  per  uniformità  cou  quella 
P  a  6  e  a  1  si  è  sostituito  aUa  «  la  /  e  alle  •  le  y. 


)(  13  )( 
sola  volta  in  corrispondenza  al  caso 

«!  +  ««  + +  ««  =  >» 

in  cui  le  a  indicando  l'ordine  di  moltiplicità  delle  x. x^  nella  x x. 

Terranno  ad  avere  gli  stessi  valori  delle  i   di  sopra  :  il    coefficiente    relativo, 
poi  è 

e  semplificando  si  pnò  scrivere 


'»'(v".'-'.'.'t:)=v 


(2)  m ir* •;"')  =  «4  !  «• 9j  H'i'*»'—'*'^ 


2 


1  ^  w  ^  r         r  =1  «^  4"  *2  +  •  •  •  •  +  *«         w  =  a^  +  *i  +  ••••+  *n 

tale  relazione  lega,  come  si  vede,  i  numeri  del  Pascal  e  dell'Arnaldi 
nel  caso  di  funzioni  composte  con  lo  stesso  numero  n  di  variabili  inteimedìe 
e  (li  variabili  indipendenti  ed  è  importante  a  rilevarsi  che  fissati  al  primo 
m  rubro  i  numeri  ^'  ed  ft  e  quindi  anche  m  ed  r  le  «  e  le  a  che  compaiono  al 
secondo  membro  rappresentano  rispettivamente  cogli  indici  relativi,  gli  ordini 
di  moltiplicità  dei  numeri  1,  2, . . . . ,  n  nei  due  gruppi  ^^ . . . .  ^^  ; j\  .  . .  ,j^. 

3.  Volendo  stabilire  un  caso  pratico,  supposto  n  =  3  si  noti  che   nell'  e- 

spressione   ^   ^  J  ^ —  il  coefficiente  di    r — —-j  è  coli' A  m  a  I  d  i  ^  '  ^  ,  ^  .  H^'io  ? 
oy^  dy^  dy^  Sx^  ax^  1  !  2  !  0  ! 

3  !  *    /  1    2    2  \ 
mentre  invece  col   Pascal      ^  '  ^  i  a  il  i    i  "o    q)   ^^^^    ugnagliando    e    ridu- 

cendo  : 


<i'accordo  colla  (2)  che  in  tal  caso  diventa  : 


"(i!;'ì;!»)=^'""«- 


Facendo  uso  poi  degli  ingegnosissimi  algoritmi  di  Pascal  e  di  Arnaldi 


X  u  )( 


troviamo  rispettivamente  : 


1,2,2  \_J_ 
,1 , 1 ,  2  ,  3  j  ~  3  ! 


^y*  5y,  %3  ^     5y,5y,  Sy^  dy,  "^     ay,ay,  ay,  ay,  + 


+  2  i^&V  4- 2  ^  ^  ^ -1- 4  Ì!f»- ^  !fi.  4.  4  i!f!_  !^  ^ 
^yt^Vz^yJ   ^    Sy^'Sy^  Sy^  "^     ay.ay.dy,  ay,  "T-      dy^dy^dy^   dy 

+  4_^Ì^  d^       d^a^a^       j^ 

^y.^y,  dy,  ay,  "^  "  ay^»  ay,  Sy^  "^     ay.ay, 


^«   ^*»  4-  4    ^**»    ^""t   ^'t 


^^3    ^y^  ^Vi^ya  hi   ^Vi 


(•)  h:;;;; 


a'xj  aa;,  aa^j    ,  2   a*a!,  f^  ^  ,  2   ^*^t  ^  ^  , 


.^i*  ^y,  ^y. 


^Vi^yi^yi  ^y,        ^y^^yz^Vi  ^y» 


+ 


a*x,  /aar^  \'      a'Xj  aa;,  ax 


^Vt^yX^yi  I 


+ 


Sy*^yt  %a 


+  2 


^*j*„    5a7.   dx. 


^Vi^y^^Vi  ^y. 


+-2 


d'x,    8x,   9x^ 


^i^y,  ^y*  ^y^ 


^y,^y3  ^yi  %i     ^yi*  ^ys  ^y»        ^yi^y2  ^y»  ^yi        ^yi^s  ^y*  ^yi 


4.  La  formuhi  (1)  del  P  a  s  e  a  I  ha  una  portata    maggiore    di    quella   g:iàj 
prima  supposta  <5Ì«è  essa  vale  anche  quando  le   funzioni    intermedie    sono   in 
numero  diverso  di  quelle  indi|)endeuti  :  in  generale  se  /  è  funzione  di  jr^.-.^rt 
e  queste  di  y^ y^,  (p  =h  n)  la  formula  Arnaldi  in  tal  caso  diventa  : 


«, 


«pi  ay/i 


. . .  ^yp»p 


I 


1 


a^  !.....  a„  !   Qx^ da;^*»»      «4,. ...,*». 


ove  prefissati  i  valori  di  8  la  sommatoria  è  da  intendersi  ai  sistemi  di  n  uu- 
meri  interi  positivi  o  in  parte  nulli  verificanti  le 

0  <  a,  + +  à^  ^  «i  + +  «p. 


(^)  In  tale  eRpresaione,  il  fattore  di  Arbogast  si  elimina  con   Perdine   di  moltiplicii^ 
dei  termini:  cot)  il  primo  ad  esempio  dorrebbe  essere: 


1        »  Ò^gj  ò^t  òg» 
2!1!1!      ÒVi^òy^òVt 


coli  via. 


X  15  X 
Bagìonando  come  prima  perveniamo  alla  : 


'(t.;;:;t)='. 


(3)  mì\i^ ,!  =  «,! «p!    H*«'-'*P 

1  -^  w  ^  r         rizz  «^  -|-  . , . .  -f-  «p         HI  =  a^,  -|-  .  . . .  -|-  *n 

b  quale  stabilisce  il  passaggio  tra  i  numeri  Pascal  e  Arnaldi  per  le 
funzioni  di  n  intermedie  le  quali  siano  funzioni  alla  loro  volta  di  p  variabili  y 
ed  in  tale  relazione  la  quale  per  p=^n  coincide  colla  precedente  le  «^ ,....,  «p 
indicano  l'ordine  di  moltiplicità  dei  numeri  1 ,  2  , . . . ,  p  nel  gruppo  j^ , . . .  ,i«. 

5.  È  inte]:essante  la  verifica  in  un  caso  concreto,  ad  esettipio  per  una  fun- 
zione delle  x^.  j^^jX^jX^  essendo  queste  funzioni  delle  y^ ,  y,. 
In  tale  ipotesi  la  formula  del  P  a  s  e  a  1  ci  dà  : 

».  A  4  4 

ww,  ~  ^5:^1,1,2)  +^  2é^^,  U'1,2) + 


!  ii-l     k-l    ir-ì 

onde  STìIappando  e  tenendo  conto  della  simmetria  dei  simboli  : 


4-^ 
'^  dx 


Li  M\  ,  2  -^/ 1'2  U  2  Jl-i  1'^  V-4-2  -^(  ^'*  U 

*W,V  dx,dxXl,l,2)  ^     dx^dxXl,l,2)^     dx,dx\l,l,2)^ 


^/ 2,2  \  JVL/ 2,3  \  JVW  M  \    ,   ^y/ 3,3  \ 

^  air/Vi,i,2;  ^    ajf.a4i,i,2J  "*"    3x,dx\i,i,2)  "^  avu,i,2/  ^ 


+  2 


d*f 


dxjdx 


/  3,4  \     ^/  4,4  \     _ay /i,i,i\  ay  /i,i,2\  , 


■     a«,» Mi.i»2/  "•"    a»j»  dx,\,i,i,2J  "f"    a«,»  aa!j\,i,i,2;  ■*" 


//2,2,2\  ay  /2,2,3\  ay  /2,2,4\       _ay_/3,3,i\ 

j,»\i,i  ,2 j  "^    dx,»  d4i,  1 ,2 j  "^    a V  aoPiU  ,1,2;  ^    dx*  axAi,i,2; 


-4-  3  _JV_(i,s,2\     _ay /3,3,3\       _ay_/$,3,4\       _ay_/4,4,i\ 
^    dx* a4i,i,2J ■+■  ax,»\i,i,2J ■+" "^  ax,» axAi,i,2J "^ "*  a*/ a«Ai,i,2/ "^ 


dx 


ay_/4,4,2\       _ay_/4',4,3\     _ay /4,4,4\  ,  fi__^!^/i,2,3\ 
/  a4i,i,2;  "^  *  a»/  a4i,i,2;  "^  a*/\i,i,2;  "^''ax.ax.ax,  11,1,2;"^ 


+  6  _J^_(^^A  4.  6  _J*f_(^M\    ,    .        SY      /2,3.4\ 

^   aa:,aa?,aar^Vi,i,av     5xjair,airAi,i,2/ "•"    a^.a^ja*^  \i,i,2; 


)(  1«  )( 

e  P  A  m  a  1  d  i  : 


dy   _  1  5«i-i-«f+«s+«4/ 


-2!1!  èy^'^òy^  a,  !  a,  !  a,  !  a,  !  dx.^'i  dxJ^  dxJ^  dx,''^      «i'«^'«s'«4 

*  Z  «f  4 


0<aj +  «,  +  ««  + «4  <3 


e  svilupi)ando  : 


1  ^y     _   ^/   H«"     4-Ì^H»"      4--^H*"      -ui^II*"      -;- 

211!  dy*dy^~dx^       *'••*'•"'"  ^x^   "♦•♦••'•"'"  dar,      ••••*••  "^  dar^   "•'O*'»."'" 

4-J-^TT»'     a-J!Ln**     -lJVLtt»*     O-Ì-ÌZh»"     j. 

"*■  2 1  dx*    -•'•*  '  ax,aa-,    ••*•*•  "•"  Sx^Bx^    ••'■••' "^ 2 !  ax,*    *•?'•••  "^ 


■^  ax,ax,    *•""«  "^  2 1  ax/    »••"'''  ~f"  3 1  ax.^»    ''•'<••»  "f"  2  !  ax,»  ax,    *•«•••» 


I    1      ^y     tt'"      i.i.-jy_n'"     4-J_-J^n»"     4- 

'  2  !  ax,«  ax,    »■<'•*•<'  "^  2  !  ax,«  ax,    *•••*•*  "^  2  •  ax,*  ax,    •■«""•  "•" 


_LÌ.iyn''*   I  1   ^y  h'"   I  j    ^/  H«'  , 

"'"  3  !  ax/     »■'•••*  "•"  2  !  èx^dx^     <"«•••"'  "*"  2  !  dn*  dx^     *'*'••'  "^ 

,  1  ^/.  n*"  4--L_jy_H''  ^j-iy^T*-  4- 

"^  2  !  dx*  ax,      ••«■'•»  "^  2  !  dx*  ax,     *■'■*••  " '    3  !  dx^     •-**•  "^ 


I  1    ^y  „«i    I  1    gy  „*■'    Lj__iy_H'"  4. 

"*" 2 !  dx* ax,    ••»•*■*  "^ 2 !  ax/ ax,    ••*">•» ^ 2 •  dx* ax,    ••*•*•* "*" 


I  1    ^y  Ht-i    ,i.iyn«"  4__jy_H'"  ^ 

"^ 2  !  dx* ax,    •■••''«  "^ 3 !  dx*    *'''•■»  "*"  dx^dx^dx^    «•••'•» "^ 

1     ^y    n«-*    I     ^y    „»'    ,_jy_n'" 

"^axjaxjax,    "'••■' "^  axjax.ax,    •"•«•' "^  ax,ax,ax,    "'*■♦"■ 


)(  17  )( 


Identificando  risultano  quindi  le  seguenti'  relazioni  : 
1,1,2)  ="  ^^♦'••'"''    (1,1,2)  =^^*'*"'"    (1,1,2)  "'^^•'••-    (1,1,2)=^^ 


eiOiOii 


^1,1,2;~~       *•••*••      \l, 1,2/ ~      '■'••••      \l,l,2/ "*•»•'••     \1,1,2J  ~      *'"••' 
,1,1,2;~      «■*•";•      \1,1,2J  "■     <""'••      \,1,1,2J  ~     *•"*'*    ■  Vl,l,2/  ""     •••*» 


,1,1,2/  —      ••••'■'      \l,l,2, 


JM,3\_  ..,  /1,1,4\_  M  /2,2,1\           M  /2,2,2\_     M 

il,  1,2/ ~  »•«•'•''  \l,l,2J  ~  »■«•••'  \l,l,2/ "■     '■*••••  Vl,l,2J  ~     •'«•••• 

/2,2,3\  _.  _«,i  /2,2,4\_  ,.1  /3,3,1\_     „i  /3,3,2\  _     .,t 

\l,l,2J  —  "••••'•«  "^^1,1,2;  ""<"»•»•'  \1,1,2J  ~"  ■"'••■*••  '*\1,1,2J  ""••"■* 

■ 

;      /3,3,3\_  .,i  /3,3,4\_  ...  /4,4,1\_     .,i  /4,4,2\           ,,. 

t     1.1, 1,2 j  ~  »•«•»••  \i,i,2/ ~  <"«•»■'  \i,i,2/ ~  ^•<"*'*  \i,i.'; '"••*•••* 


3(M,3\_      ...  /4,4,4\_     ,.i        ,/l%3\_     ...  /1.2.4\_     ,.. 

\1,1, 2/ ~  ■"•■••••«      \1,1,2/ ~  ^""••''      \1,1,2J  ~      '•'•"•      \1,1,2J  ~~     ••*••■' 

j/l'3.*\  _  xi«.«        J2,3,4\_„... 
\l,l,2/  ~  ■"'••■*■•      \l,l,2/  ""     ••*■*•' 

• 

le  quali  tutte  come  sì  può  veder  facilmente  si  accordano  colla  (3). 

6.  Ci  redta  a  determinare  per  ultimo  la  relazione  tra  i  simboli  H  e  i  sim- 
boli 8^'"^  ...j^  che  il  Pascal  usa  per  esprimere  il    differenziale    r"^   di    una 


,     *  TtL.   LIX, 


i  18  )( 
funzione  di  n  variabili  .r^ ,....,  x,  e  ciò  mediante  la  :  (•) 


r  j....fi 


(*) 


'^■=2 .2 


r»( 


Si  può  al  riguardo  fare  uso  di  una  formula  pure  del  Pascal  nell'ipo- 
tesi che  le  .r  siano  funzioni  delle  n  variabili  indipendenti  y,  ,  y,  ,....,  yn 
per  cui  : 


»%v..j.^  2  (';■'•?)  '^n.  • . . .  rfy... 


Aj.  •  ■ .  Af. 


k       4     •     •     •     *        l'i 


il  sommatoria  essendo  esteso  a  tutti   i    sistemi    che    si    hanno    col    dare    alle 
h^  .  .  ,  .h^  tutti  i  valori  da  1  a  «. 

Sostituendo  in  questa  la  relazione  nota 


'  *  *  \         1 

)i    *   •    •   'Jrn\  ^ 


m  ! 


f    "1  •  ''2 


<X|tt2**  ■  *'/! 


Wl  z=:  ttj  -f-  •  •  •  •  +  *n 


r  —  »j  -[-  ....  -j-  #„ 


avremo  l'espressione  cercata  : 

(5)      i^H....u  =  ir  2  '.!•  •  •  •  ".. ! H*^;::.:: '^y*. •  •  •  •  '^•v*- 

Al  •  •  •  .A}-  « 

nella  quale  il  sommatorio  rispetto  alle  h  ha  il  significato  già  detto  e  per  ogni 
sistema  di  valori  7t^  ....  ^^  le  /^^  ....  «„  indicano  la  moltiplicità  degli  iDdici 
1 ,....,  n  mentre  le  a^  .  .  .  .  a„  indipendenti  dalle  h  hanno  il  medesimo  signi- 

fleato  per  le  ^^ j„,. 

Non  è  di  minor  interesse  quest'altro  procedimento  in  cui  si  fa  uso  diretto 


(*)  Formula  (3)  pag.  6. 
(*0)  P*|f.  30  \  9. 


)(  19  )( 

della     formala    Arnaldi.    Supposto    come    al    solito    r  =  «^ -|" + 'h    si 

scriva  la  : 

5y/i , .  . .  5y„***     "      a^  ! .  .  .  .  a„  !  a^r^*! aa?„«»»      «i»   •«'»* 


MoltiplichiaiDO  ambo  i  membri  di  quésta  relazione  per  dy^'^ dy^'"*^ 

come  se  le  y  fossero  variabili  indipendenti  e  formiamo  il  sommatorio  dei  ter- 
mini che  si  hanno  dando  alle  8^  .  .  ,  ,  «^  tutti  i  possibili  valori  interi  positivi 
0  nulli   per   cui  «^  +  ....  +  *n  =  '• 

Allora   il  primo  membro  dà  il  differenziale  r""'  di  /  e  si  avrà  : 

dy=       7       7      '  ,  — ^-  H'i -  •»  dy'i dy„'- 

^^    ^   «1 1 «ni  dar,»" aar„«"      «••-*" 


la  quale  si    paò  considerare  la  formula  AniaLdi  pei  differenziali. 
Avremo  quindi  per  la  (4)  : 


1^.  .  .  .•! 


^    ^    dx,  ....d.T,    ^^''•''i--'»'  — 


...  ^1  Jm 


=   >       >     -^ ~ :—  H'i--*^  dy'i dy^^"^ 


'^ •••**>  Wi'«'*n 


e  basta  ora  ripetere  un  ragionamento  già  fatto. 

11  termine    -z 5 —  che  al  primo  membro  compare   col   coefSciente 

OXz     .     ...    OXi 


!1LÌ 5w.     . 

V.    *    ....     v^   • 


in  cui  le  i  indicano  la  moltiplicità  di  1 ,  2  ,....,  n  fra  le  ^'^ . . . .  j^ ,  ha  il  suo 
corrispondente  al  secondo  membro  col  coefficiente 


OC^  I  .  .  .  .  (X 
#4^.  ..fn 


] 


)(  520  K    _ 

quando  sia: 

ot.  — j—  •  • . .  — |-  01,1  rn  m 

e  le  a  assamano  gli  stessi  valori  delle  i. 
Perciò  : 

w  !  8<'-)^*i...  im  =  TI   «,!....  «J  H'i  •••  *-  dy^'i  ....  dy/- 

•  « 

il    Bommatorio    esteso    come    si    è    detto   -a    tutti    i     possibili     valori     di    s 
per    cui  : 

*l    I    •  •  •  •  "r  *n  -—  ^ 

e  tale  espressione  .come  è  facile    a    vedersi  ,    si    accorda    perfettamente    col- 
la (5). 


1  . 
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LE~  CONGRUENZE  DI  HENRI  DUPORT 


NOTA 


DI 


SANTI  RICCA  (a  Messina) 


È  noto  che  Henri  Duport,  occupandosi  della  rappresentazione  delle 
quantità  immaginarie  mediante  elementi  geometrici  (^),  è  pervenuto  ad  una 
classe  di  congruenze  di  rette  soddisfacenti  a  due  particolari  condizioni. 

L'A.  parte  da  una  curva  piana 

(1)  /(a^,3^)  =  0 

in  coordinate  ortogonali  e  considerando  un  punto,  immaginario  (a-fiP,  p-j'^Q) 
ap]iartenente  alla  curva,  e  perciò  soddisfacente  alla  relazione 

/(a  +  tP  ,  p  +  iQ)=z=0 

separa  le  parti  reali  dalle  immaginarie    e    perviene    così    ad    equazioni    della 

forma 

(  F(a  ,  p  ,  P  ,  Q)  =  0 

(2)  J 

(  <I»(a  ,  p  ,  P  ,  Q)  =  0. 

La  congruenza  che  in  qnesto  modo  ha  origine  viene  descritto  dalla  retta 

x  =  a,-\-  Qz 

(3)  { 

y  =  p  —  P« 


(>)  Ouport,    Sur   «tu   mode  partionlifr  de  reprétentation  dt»  imaginMrté,  Ann.  d»   1' £«. 
nomuUe  Sóp.,  (2),  t.  9,  1880,  p.  318. 


1 
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in  cui,  per  le  relazioni  (2),  soltanto    due   dei    quattro    parametri    a  ,  p  ,  P  ,  Q 
sono  arbitrari.  Su  tale  congruenza  l'A.  ha  poi  dimostrato  due  proprietà: 

I)  Il  prodotto  delle  dUtanze  dei  fuochi  A  y  A'  di  un    àuo    raggio    da  un 
piano  fliso  è  costante. 

IT)  Le'  tracce  dei  piani  tangenti  nei  detti  fuochi  alla   superficie  focale  »m 
quel  piano  fisso  sono  ortogonali. 

Ha  anche  annunciato  che  1'  una  e  V  altra  superOcie  focale  soddisfano  h1 
l'equazione  differenziale  del  2®  ordine 


d«*  d*z 


_  I   OH   Y  _ 
\dxdy) 


(S)'+(l)'f 


dai»    df        \dxdy)  (;p«  —  If 

Lo  scopo  del  presente  lavoro  è  la  formazione  diretta  di  tutte  le  con- 
gruenze soddisfacenti  alle  condizioni  I),  II)  sviluppando  a  fondo  le  proprietà 
ed  i  cal(!Oli  relativi  in  modo  da  pervenire  direttamente  all'equazione  differen- 
ziale annunziata  dall' A.  Inoltre  ho  proceduto  2\Vinxiersione  del  teorema  deli'A. 
dimostrando  cioè  che  la  costruzione  contenuta  nelle  (1),  (2),  (3)  comprende 
tutti  i  casi  di  congruenze  rettilinee  soddisfacenti  alle  condizioni  I),  II). 

1.  Assumiamo  una  superficie  S  ed  in  un  suo  punto  generico  A  coniidn- 
riamo  un  triedro  mobile  trirettangolo  tale  che  uno  spigolo  (X, ,  T, ,  Z,)  coin- 
cida colla  normale  alla  8upei:^cie,  e  gli  altri  due  (Y^  ,  Y^  ,  Z^)  ,  (X,  ,  Y, .  Z,) 
giacciano  sul  piano  tangent'C'nel  punto  considerato  ed  abbiano  due  direzioni 
arbitrarie.  —  Senza  ledere  la  generalità  possiamo  supporre  che  lo  8pig(»lo 
(Xj  ,  Yj  ,  Z^)  coincida  con  il. raggio  della  congruenza.  In  tali  condizioni  un  «no 
punto  (a?^  ,  y^  ,  z^  sarà  dato  da 

e  le  analoghe  in  y^  e  z^. 

Ricordiamo  qui  le  formole  di  Darboux 

^*=ex.+Tix,        .      -^ = 5.X.  +  YJ.X, 


(«) 


§  =  rX.-3X,  ^=:r.X,-g.X, 

§  =  -rX,+j,X.  ^  =  -..X.+j,.X, 

^  =  «X,  -  j,X,  ^  ^  ?,x.  -,.x. 


X  2S  X 


e  quelle  di  Codazzi 


dp    dj»,  _ 


-^i=«»"i-9. 


dv         Su 


H       di. 


(6) 


I 

I 


dq        dq,  _ 


dv 

dr 


- -dir = *"^' ~ '■'^ 


5k) 
dv 


Su       ^        ^* 


dv         Sh 


yni  -  ii'i  +  S9,  —  «5,  =  0. 


^ 


•J.  Dovendo  lo  spigolo  (X^  ,  Y^ ,  Z,)  essere  tangente  alPaltra  snperOcie  fo- 
S'  in  (a?^  ,  y^  ,  z^)  dovrà  essere 


II. 


x^  —  X 


du 


dx. 


Vi  —  y 

du 


z^  —  z 


dv  dv 

Dalla  (4),   tenendo  conto  delle  (5)  si  ha 

dx.         l  d\ 

du 


du 


dj^ 

dv 


=  0. 


a,r  =  (^  +  «  )  X.-+  (rX  +  T1)X,  -  q\  X, 


\* 


\ 


.'    \m  (7)  sì   può  dunque  scrivere 
XX. 


XY, 


xz, 


i5)x.+(rX  +  t))X,-9X  X,     (1^  +«)Y,+(rX  +  fùY-qX  Y,      (|^  +e)z,+(rX  +  Tf))Z,-3X  Z, 

|+S.)x.+(r,X+,Y,,)X-ftXX,     ^^^+4,)Y,+(r,X+if),)Y,-«,XY,      ^^^+5^jz,+(r,X+if),)Z,-.i/,XZ3 


=0 


che  si  può  scrivere 


X,         Y, 


Z. 


z. 


z. 


-  +  5 


-  +  5 


rX  +  if)  fiX-l-Tii 


-gX 


-,.x 


=  0 


Il  primo  deterninaate  easendo  ugnale  ad  1  ai  ha 


—  9iiry^  +  •»!)  +  «(»•,>'  +  iJi)  =  0 


—  24  — 


donde 


(9) 


9ìt  —  g.ì 


Sostituendo  a  X  il  ano  valore  nella  (4) 


«*•!    —    ffl»' 


e  sìihilmeDte 


1     1     ^'t 


Per  la  prima  proprietà  della  nostra  confcruenza,   prendendo   senza  ledere 
la  generalità,  la  costante  :=  1  e  per  piano  Asso  il  piano  z  =  0  si  ba 


(10) 


zie 


«^1  —  9ir    7 


3.  Siano  X', ,  Y'j ,  Z\  i  coseni  direttori  del  piano  tangente  in  P'  alla  S'f 
essi  saranno  proporzionali  ai  minori  della  matrioe 


du 


du 


Zi 
du 


Tenendo  conto  delle  (8)  ed  essendo  p  un  fattore  di  proporzionalità 


PX',= 


z. 


[^  +  5)y,  +  (rX  +  Ti)T.  -  «XT,  {^  +  {)z,  +  (rX  +  yi)Z.  -  «XZ, 


donde 


(11) 


pX',  x=  gXX,  +  (rX  +  Y))X,. 


Formule  analoghe  si  hanno  per  T',  e  Z',. 
I  due  piani 


(X-«)X,  4.(Y-y)T,  +(Z-*)Z,  =0 


(X  -  «,)X'3  +  (T  -  y,)T',  4-  (Z  -  t,)Z\  =  0 
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;I ,  Y ,  Z    SÒDO    coordinate    correnti    di  ,pnnto)    tangenti    rispettiTamente    in 
(jr ,  y  ,  «)  alla  S  ed  in  (x,  ,  y,  ,  z^)  alla  S',  segano  il  piano  xy  seeondo  le   r«tt« 

X3X  +Y,Y  -xX,  -yY,  -zZ,  =0 
X'jX  +  Y',Y  -  ar,X',~-  y.Y',-  «.Z',=  0 

ehe  per  essere  ortogonali  danno 


X^',  +  Y,Y'3  =  0. 
Dando  ad  X',  e  Y',  i  loro  valori  (11)  sì  ha 
(12)  •  -  9XZ,Z,  +  (f  X  +  fÙO-  -  ZV  =  0 


della  quale 


Tld  -  Z»3) 


r(l  -  ZV  -  9Z,Z,* 


Confrontando  colla  (9) 

(13)  (\r  —  7ir,){l  -  ZV  -  Z^j^grri,  -  «.Y))  =  0. 

4.  Vogliamo  eliminare  r  ed  r^  dulie  (LO)  e    (13).    A    tal    uopo    risolviamo 
questa  rispetto  r^  e  si  ba 


-  Z,Z,(9T],  -  9,Yi)  +  ti,r(l  —  Z*,) 


1  ^/i  rj» 


fìd  —  zv 


che  Bo^titaito  nella  (10)  dà 


M\Z 


^^^  -  ^V zWi 

-gZ,Z,H-r(l-ZV    V 


donde 


(14)  r-  ..^        „-,. 


_  Tjd  -  Z»3)Z,g  +  qZ,Z;{^  —  1) 
-  (1  -  Z»  )(a«  -  1) 


Similmente  si  ottiene 


(15^  ^  _  Tl.(l  -  ZyZ^ar  +  g,Z,Z3(^  -  1) 

^    '  •-  (1_Z«3)(«»-1) 


TOL,   UX. 


^ 
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Deriviamo  la  (14)  rispetto  a  v  e  la  (12)  rispetto  ad  « 


» 

1  -  7.\Y{^  -  \f  ~  =  |»)Z.(1  -  Z%)  -^-  -f-  Ti^(l  -  ZV  ^  + 


(St) 


dq 


(16)     { 


+  ^z.(i  -  zg  -^  -  2.Z,  Z,Yi  -^  +  z,z,(»*  -  D-g^  ^- 

■ 

-!-  2«Z.Z,«  -|^  +  9Z3(««  -  1)^  +  q74z'-  1)  ^{(l-ZVi*'-!)- 


—  2 


Ti«Z,(l-Z\)  +  gZ,Z3(«*-l) 


«(i-z'.o4^-z,(«*-i)^^' 


5» 


ar 


(1  -  z',)V- 1)'--^  =  Jtì.z,(i  -  7A)-|^  +  ^ì«<1t2^*3)^  ^ 


^1 


.5Z, 


h. 


+  «Z.(J-ZV)  -5^  -  2^Z.Z37i.:^  +  "ZM^'  -  1)  ^  + 


dii 


du 


Bu 


(17) 


2^ZA5,  -^  -i-  ^.ZJ.-^-  1)^  +  i,,Z,{^^-  1)^)  (1-ZV{^-^1) 


2 


V  'y  i^t 


Tj.^z.(i  -  z*3)  -f  qy.,zy  -- 1) 


*('-^'3)|^-^=-'*-^) 


Sottraendo  la  (17)  dalla  (16) 


(1  -z%)V-i) 


5r  ^r 


dv  du 


=-Z.a-l-Z»)(l-Z«,)'(i,^-r,Ajj.,(,_z.^)V-l)(7,%-T,.^V 


ar     '*  a«  / 


Tenendo  conto  delle  (5)  e  (6) 


{z*  —  1)«{1  —  Z»,  — 


—  «Z,(l  ■ 
J-  Z,Z,(1 


z«3-z%z'3)(pg. 
-  Z«3)V  -  n\r 

-  Z'3)(?«  -  1  )(r/>. 
-Z«3)V-l)(</rj. 


jp,«)  =  Z»,(l  +  ;j»)(l  -  Z'3)«(€»).  -  {,ij)  - 
Yir.)  +  «Z.(l  -  Z«3)V*  -  l)(5,r  -  €r,)  + 
r.p)  J-  Z,Z3(l  -  Z«,)(«'  -  l)»(rg,  -r,9)' 


)(  27  )( 
Sontituendo  ad  r  ed  ì\  i  U)r<)  valori  tratti  dalle  (14).  e  (15)  »i  ha 

■18)  (pq^-  p^q)(z*  —  D»  _  (CT„  -  c,YiK  1  -  Z^'  =  0. 

E'iuazìone  a  cui  deve  soddisfa n*  la  siipeiticie  S  considerata. 

5.  Se  consideriamo  la  8  riferita  ad  un  sistema  di  assi  cartesiani  ortogo- 
nali, la  (18)  potrà  méttersi  sotto  altra  foriua.  Sia  z  =^f(x  ,  y)  l'equazione  di  S; 
p.g,  r  ,  «  ^  t  ci  ìndìcliino  rispettiVainente  le  derivate  parsiali  secondo  la  no- 
tazione di   M  o  n  g  e  si  ha 

z. 


«       (/l+|,«  +  5« 


osservando  che  nella  (18) 


■ 

k  indicando  la  curva  totale)  e  che  nelle  nuove  condizioni 

rt  —  «' 
~  (1 .+  P'  -f  «•)* 

I 

;  la  (18)  diventa 

■ 


(19)  rt  —  s' 


(«*  —  1)*  ' 


L'equazione  (19)  è  annunziata  dal  D  u  p  o  r  t  in  un  suo  opuscolo  (% 

6.  Teorema  d'inversione.  Kel  procedimento  seguito  l'equazione  (10)  si 
presenta  come  coudizione  necessaria  per  una  superfìcie  affinchè  si  possa  assu- 

inere  come  focale  per  una  congruenza  di  D  u  p  o  r  t.  Dobbiamo  dimostrare  che 

« 

tale  condizione  è  sufficiente.  Per  tanto  osserviamo  che  introducendo  in  qual- 
siasi modo  il  triedro  mobile,  col  metodo  di  D  a  r  b  o  u  x ,  la  (19)  prende  la 
forma  (18)  e  tale  forma  si  conserva  facendo  subire  al  detto  triedro  una  qua- 
lunque rotazione  attorno  allo  spigolo  (Xg ,  Y^ ,  Zg).  Siamo  perciò  condotti  a 
vedere  se  esiste  una  conveniente  rotazione  per  la  quale  lo  spigolo  (X^ ,  Y^ ,  Z^) 
Jesorive  una  congruenza  di  D  u  p  o  r  t. 

Se  con  Q)  indichiamo  l'angolo  di  rotazione  di  tale  triedro  le  funzioni  fon- 
<lamentali  che  definiscono  la  superficie  S 


HDaport,  Me9  rwK&roh99  mathématique$,  Nizza,  Impr linerie  da  Sud-Eet,  1919. 
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diventano  rispettivamente 


cos(i>4  -|-  sen(07) 

/  — 8ona>$-f-  cosoDT] 

sentùq  -{-  ooscoj? 

cosctìg  +  senwp 


r  + 


'du' 


co8(oj^  +  sen(tì"i(jj 

— seii(tì£j-j-  costì)t]^ 

8en(tìgj4"  cos(tì|)^ 


»•.+ 


~d7 


e  le  equazioni  fondamept^li  (10)  e  (13)  o  ciò  che  è  lo  stesso  (14)  e  (15)  i»ren 
dono  la  forma 


(20) 


Su 


-f-  r  = 


U-zV(^-i)L 


z(l — Z*3)( — seD(o£-|-('osù)T))(co8tt)Z^-|-8eno)Zj)4- 


-]-Zj[s^ — l)(co8(05r — sen(op)( — 8enft)Z^-(-c<>8a)Zj) 


(21) 


dv 


+  r,= 


(1-ZV(;^-1) 


2(1 — Z*3)(-^8eii(oSj+co8'rjj)(co8ù)Z^-}-8en(oZj)-|- 


-\-ZJ^s^  —l)(coi^<tìq^ — senaypj)( — sencoZ^+costóZj) 


cioè  si  trasformano  in  un  sistema  di  equazioni  differenziali  nella  funzione  in- 
cognita 0). 

Inversamente  per  una  soluzione  co  di  questo  sistema  lo  spig^olo 
(22)       coscùX^  +  senctìXg     ,     coscoY^  +  sencoY^     ,     cosa>Z^  -j-  sencoZ^ 

descrive  una  congruenza  del  tiix)  considerato. 

Dobbiamo  quindi  vedere  se  il  sistema  (20),  (21)  ammette  soluzione. 

Se  calcoliamo  le  condizioni  d'  integrabilità  per  il  sistema  (20).  (21),  tro- 
viamo che  queste  sono  identicamente  soddisfatte  e  quindi  il  si$%tema  è  illimi- 
tatamente integrabile.  Abbiamo  «juindi  infinite  soluzioni  dipendenti  da  una 
costante  arbitraria  ;  e  risulta  cosi  : 

Ogni  superficie  èoddhfacentc  alV  equazione  differenziale  (19)  si  può  conside- 
rare in  infiniti  modi  come  superficie  focale  di  una  congruenza  Duport 


7.  Infine  mostriamo  che  la  costruzione  contenuta  nelle   (1),  (2ì ,  (3)  com- 
prende tutti  i  ca«i  di  congruenze  rettilinee  soddisfacenti  alle  condizioni  1),  H!- 


)(  29  )( 


Infatti   poniamo 


(23) 


x(QO»(ùZ^  -f-  seno^Zg)  —  ^^(coscoX^  -|-  8enft)Xg) 

cos(i>Z^  +  seiKoZ, 


P=i  — 


coRcoYj  +  seiictìY, 
coscoZ^  -|-  seuctìZ^ 


(24) 


P  = 


Q 


y(co8tóZj  +  sentóZg)  —  «(coscoY^  -j-  sencoYj) 

coiscoZ^  +  seucoZ^ 

co8(tìXj  -|-  senctìXg 
cosctìZ^  +  senwZg  ' 


Le  ('23)   e   C^^)  definiscono  a  e  P  come  funzioni  di  p  e  Q. 


Vogliamo  calcolare 


da  3P 


da 
dQ 


gP 
5Q- 


Vediamo  subito  che 


da    3Q    ,     da    dQ 


(25) 


da 

Su    Sv 

d»     dtt 

dp 

dQ    dp 

dQ    dp 

dtt    Sv 

So     Su 

5P 

dP   dQ 

d«     dt) 

dP    dQ 

Sv     Su 

5?  - 

dQ    dp 

SQ  dp 

d«     dr 

So     Su 

da    dp 

Sol    dp 

da 

Su    Sr 

dt>     dtt 

dQ 

dQ    dp 

dQ    dp 

Su    Sv 

Se    Su 

dP    dp 

dP    dp 

dP 

dtt    Sv 

Sv     Su 

dQ 

SQ   dp 

dQ    dp 

du    dv 


dv     du 


t> 


)(  se  )( 

Derivando  le  (23)  e  (24)  direttamente  rinpetto  ad  «  e  v  abbiamo 

/  diù\ 

[r  4-  "5~)^8  +  (cosco^  —  8ena)p)( —  X^  senio  +  X^  cosw) 


^P 


Su 

(ir 

(coeioZ.  —  BenoftZJ* 

/            diù\ 

{i\  +  -^l^s  +  (coBtùq^ — 8ena)pj)(--  X^  sena)  -1-  X^  cosw) 

dv 

(co8a>Z  +  senwZ  )* 

/           dìù\ 

[r  -\-  -^j^a  +  (aoBiùq  —  senctìp) ( —  Y^  seno)  +  Yj  cos«) 

dn 

(cosa>Zj  -|-  senwZj)* 
Ir^  -p  -ò— )Y,  +  (cosctì^j — 8entt)pJ( —  Yj  senco  +  Y^  cosw) 

da 

5« 


ev 
1 


(cosctìZ^-j-s^nwZ,)* 


Sa 


de       (co8CtìZ^+**^'^^2l,)* 


(coso>Z^  +  senwZj)* 

r  +  -T— ) 

— 0(co8a)g — 8enQ>p)( — 8entì)Yj4- cosai  Y,) 

/       a<i) 

— 5^  semo-j-T],  co8a>)(co8a)Z,  +  8ena)Zj) — ^*(*'i+-p— 


— 2;(co8a>g^ — 8eno)pj)( — senwY^-f  coswYj) 


ap_ 1 

du       (co8CtìZ^+sena)Z^' 


— i  8onc«)-|-7]  co8a))(co8<tìZ4+8ena)Z,) — z\r~\- 


) 


— z(iìo%(Aq — 8ena)p)( — sencoX^+coswXji 


ap_ 1 

dv       (cosioZ^+sencoZ,)' 


— Sj8en(o-|-7]iC080))(co8a)Z^+8enctìZj)  -zi  r^-|- 


do 

dv 


— ir(co8o>9^ — sena)p)(— sencoXi+coswX,) 


per  le  quali  le  (25)  diventano 

da^_X^T^-ì) 
ap  -  ^Y/  +  X,« 

da  z(l  —  Zj^ 


dP  _  z{l-  Z,') 
dp  ■ 

dP 


%  ' 


e  danno 


da 


dQ 


da 


«%*  +  X,» 

X,Y,(ig«-l) 


dQ 


ap 


che  definiscono  a  -f-  f*P  funzione  della  variabile  complessa  p  ~|-  ìQ 
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SVILUPPABILI  CON  ASSEGNATO  CONO  DIRETTORE 
LE  CUI  GENERATRICI  STANNO  IN  PIANI  ASSEGNATI 


H  O  T  A 


DI 


FILIPPO  8IBIRANI  (a  Pavia) 

9 


1.  Sia  U(t)  un  vettore  funzione  di  un  parametro  <,  per  cui  u/\ll'4=^; 
la  retta  Oli,  ove  O  è  un  punto  fisso,  descrive  un  cono  F.  Noi  ci  proponiamo 
«li  determinare  tutte  le  sviluppabili  che  hanno  T  per  cono  direttore  e  ciascuna 
g^eneratriee  giacente  in  uno  dei  piani  di  un  sistema  semplicemente  infinito  as- 
segnato. È  chiaro  che  il  sistema  di  piani  non  può  essere  del  tutto  arbitrario, 
giacché  occorrerà  si  possa  stabilire  una  corrispondenza  fra  le  generatrici  di  T 
ed  i  piani  del  sistema  in  guisa  che  piano  e  generatrice  corrispondenti  siano 
paralleli. 

Se  (jf  è  il  parametro  che  serve  ad  individuare  i  piani  del  dato  sistema,  e 
h{q)  è  un  vettore  normale  al  piano  individuato  da  9,  se  da  : 

(1)  h{q)XU(t)  =  0 

rimane  definito  q  quale  funzione  di  t,  allora  si  può  ritenere  h  funzione  di  tj 
in  modo  che  per  uno  stesso  valore  di  t  si  hanno  un  piano  ed  una  generatrice 
di  r  paralleli. 

Supporremo  nel  seguito  fatta  questa  determinazione  di  q  in  funzione  di  t; 
se  la  (1)  non  definisse  q  in  funzione  di  t,  non  esisterebbe  nessuna  sviluppabile 
soddisfacente  alle  volute  condizioni  (^). 

Distingueremo  quattro  casi,  a  seconda  che  gli  00^  piani  formano  fascio,  o 
inviluppano  un  cono,  0  un  cilindro,  o  una  sviluppabile  con  spigolo  di  regresso 
non  riducentesi  ad  un  punto. 


(i)  e.  Barali-Forti  ha  risolato  il  problema  di  determinare  tutte  le  svilappabili  che 
hanno  no  determinato  cono  direttore  nella  Nota  «  Bigate  tvilappahili  con  a$$egnato  cono  direi- 
iort  0  con  ataegnata  direttHce  ».  Atti  del  R.  Istituto  Veneto.  Tomo  LXXVTI  (1917-18). 


)(  32  X 

2.  Il  sìstepa  di  piani  formi  nn  fascio,  il  cai  sostegno  abbia  la  direziona 
del.  vettore  unitario  fisso  k  e  contenga  il  punto  A.  Ad  ogni  generatrice  Ou{t 
corrisponde,  il  piano  del  fascio  che  contiene  la  retta  Au(t), 

La  rigata  descritta  da: 

Q  =  A  +  r(u  —  u  X  k-k)  +  wu , 

ove  w  è  un  parametro  ed  r  una  funzione  di  t,  ha  per  cono   direttore  F  e  le 
sue  generatrici  giacciono  nei  piani  assegnati  ;  essa  è  sviluppabile  se  : 

)r\u  —  u  X  k-k)  +  **("'  —  u'  X  k.k)(  X  u  /\  u'  =  0 ,  {') 
cioè  se  :  rll'  X  k  +  r'u  X  k  =  0,  dii^ui,  integrando,  e    denotando    cqp    e   una 

0 


costante  arbitraria  :  r  = 


uxk' 


Dunque  tutte  le  sviluppabili  cercate  sono  descritte  da: 


Q  =  AH .-(u  —  uxk-k)  +  wu, 

'  u  X  k  '  '        ' 

oioè  sono  lo  stesso  cono  F  con  i  vertici  in  un  punto  qualunque  del  sostegno 
del  fascio  di  piani. 

5.  Il  sistema  di  piani  inviluppi  un  cono  £  di  vertice  A;  sia  V(0  un  vet- 
tore nella  direzione  delle  generatrici  del  cono.  Dovrà  esseie  y  /\  v'  X  U  =  0, 
giacché  T  /\  v'  è  normale  al  piano  tangente  a  £  lungo  Ay. 

La  rigata  descritta  da  : 

(2)  Q  =  A  +  ry  +  jryu 

ha  per  cono  direttore  F  e  le  sue   generatrici    giacciono   nei    piani    assegnati; 
essa  è  sviluppabile  se  : 

(3)  (ry)'  X  U  /\  U'  =  0  , 

ossia  se  :  r'v'  x  U  /\  u'  +  ry  X  U  /\  u'  =  0,    da    cui    integrando    e    denotando 


(1)  V«di  ad  es.  C.  B  ur'al  i  -  F  ort  i ,  Oeometria  analitico-proiettiva,  Torino,  Petrini  1W2; 
i  187. 


r 
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con  e  una  costante  arbitraria  : 


xuAu'  ^^ 


r  =  ce 


xnA^' 


Quindi  tutte  le  sviluppabili  cercate  sono  descritte  da  : 

fv'xnA^' 


ri 


di 


Si  suppone  implicitamente  che  V  non  siu  parallelo  ad  U;  se  ciò  avvenisse, 
l>asta  cambiare  nella  (2)  V  in  v'.  *• 

Se  poniamo  : 


-ì: 


VxuAu'^^ 


•     B=:A  +  ce    >x«Axi'     v 
il  piano  per  B  tangente  alla  sviluppabile  è  descritto  dal  panto  M  per  cui: 

(M  —  B)  X  B'  A  "  =  ^• 

Per  avere  lo  spigolo  di  regresso  bisogna  associare  a   quest'equazione   le 
«lue  che  si  deducono  derivandola  successivamente  rapporto  a  t  : 

(M  —  B)  X  (B'  A  "'  +  ^"  A  ")  ~^ 

I  * 

I 

(M  —  B)  ><  (B'  /\  u"  +  2B"  A  "'  +  B"'  A  ")  =  15'  X  I^"  A  "5 

■ 

!  qiperò  lo  spigolo  di  regresso  è  descritto  dal  punto  (*): 

^  B'  X  U  /\  U" 
Sostituendo  a  B  la  sua  espressione  si  ha  : 

/VxuAii' 

M = A + ce-ì^^^^^'''  [v  -  t><«A";;t;at;;><u+t;><uau;.tat;;><u  „  _ 

'  [       yxuAu'-y'xu"A"+vx"A"  •▼><"  A"  J 


i})  Dato  il  Bistema  di  equazioni  zxa4  =  m^,ZXa2  =  m2;ZXa3  =  fn3  ove  z  è  an 
Tettoie  incognito,  a^  ,  aj  ,  as  tre  vettori  dati  pei  quali  è  a^  /\  aj  X  as  ={=  0  ,  m^  ,  nt^  ,  nts  tr6 
numeri  dati,  si  ha: 

^  _  ffljag  A  ag  +  wgaa  A  ^t  +  '^z^i  A  ag 

%  A  a,  X  ag 

^'ella  risoluzione  del  sistema  del  testo  bisogna  tener  presente  che  per  la  (3)  è  B'x  u  A  *'  =  ^ 
e  quindi  B"  x  u  A  il'  +  B'  x  U  A  il"  «=  0.  • 

▼OL.  ux.  6 
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4.  Il  sistema  di  piani  inviluppi  un  cilindro  di  cni  P(<)  descrive  una  si 
zione  retta  ;  sia  k  un  vettore  unitario  fisso  nella  direzione  delle  generatrici  de 
cilindro.  Dovrà  essere  :  k  /\  P'  X  U  =  0. 

La  rigata  Q  =r  P  -|-  >*(*)k  +  ^<^U  ha  per  cono  direttore  F  e  ha  le  generatri<^l 
nei  piani  assegnati  ;  essa  è  sviluppabile  se  : 

(P'  +  r'k)  X  U  /\  U'  =  0  , 


da  cui  integrando.: 


j  k  X  u  A  « 


Le  rigate  cercate  sono  descritte  da  : 


j  k  X  u  /\  u'        ' 


Per  avere  lo  spigolo  di  regresso  usiamo  dello  stesso  metodo  usato  sopra: 
eseguendo  i  calcoli  abbiamo  che  esso  è  descritto  da  : 

jkxuAu'        '  kxuAu'P'A"xu"— P'xuAu'-k/Xuxu" 

5.  Il  sistema  di  piani  inviluppi  una  sviluppabile  il  cui  spigolo  di  regresso 
X  è  descritto  da  F{t)  ;  dovrà  essere  :  P'  A  P"  X  U  =  0. 

La  rigata  descritta  da  :  Q  =  P  -|-  r{t)  P'  -f-  tvu  ha  per  cono  direttore  F ,« 
le  generatrici  giacciono  nei  piaui  assegnati. 

Essa  è  .sviluppabile  se  : 

(4)  .  5  P'(l  +  r')  +  rP"^  X  U  A  U'  =  0. 

Se  P'  X  U  A  U'  =  0,  la  sviluppabile  è  quella  che  ha  per  direttrice  l» 
curva  X. 

Se  P'  X  u  A  u'  +  0  ,  P"  X  u  A  u'  =  ^  è  r  =  C'-'t  e  le  sviluppabili  sono 
descritte  dal  punto  : 

(5)  Q  =  pj^{c  —  t)F'  +  wu. 
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Se  P'  X  U  /\  U'  4r  0  ,  P"  X  U  /\  u'  4=  0,  dalla  (3)  si  deduce  integrando  : 


,6) 


ri 


P'xuAn' 


di 


P'xuAu' 


dt 


e  ie  sviluppabili  sono  descritte  da 


>0 


Q  =:  P    f  e 


JP': 


P'xuAn' 


di 


€ 


-/e-'  P'xuAii'      di 


-4 


P'  -h  t^U. 


^ 


Se  la  rigata  è  la  (5),  lo  spigolo  di  regresso  è  descritto  dal  punto  : 

P"  A  P"'  "x  u 

M^=  P  +  (e  >  -  t)  P'  ~  \,,/\        .      "  fu. 
'   ^  ^  P"  X  u  /\  u' 

Se  la  rigata  è  la  (7),  lo  spigolo  di  regresso  è  descritto  dal  puuto  : 
-  r  -t-  rr-  -1-     p„  ^  „  y^  y„.p,  x  u  /\  u'  —  P"  X  U  A  «'P'  X  U  A  «" 


DT$  r  deve  essere  aostitaita  dall'  espressione  (6). 

6.  I  piani  del  sistema  possono  essere  dati  in  modo  da  non  occorrere  di 
trovare  lo  spigolo  di  regresso  della  loro  sviluppabile.  Ad  es.  siano  U  e  y  due 
rettori  funzioni  dell'  arco  %  di  una  linea  X  descritta  da  P(«)  colla  condizione 
I  /\  V  4=  0  ;  i  piani  del  sistema  siano  i  piani  per  P,P-}-u,P  +  y;  il  cono 
direttore  sia  quello  descritto  dalla  retta  Ou.  La  rigata  descritta  da  : 


(8) 


Q  =  P  +  ry  4-  M?u 


ha  per  cono  direttore  l'assegnato  cono  e  le  generatrici  stanno  negli  assegnati 
piani.  Essa  è  sviluppabile  se  : 


JP'  +  (ry)'(xuAu'  =  0, 


cioè  se  : 


r'y  X  u  /\  U'  +  rv'  X  u  /\  U'  4-  P'  X  u  /\  u'  =  0. 


Se  V  X  U  A  U'  4=  0,  è  : 


VxuAn' 


_  -    ;  ▼  xu A«' 


"hi 


1AJ!:Ì 


P'x 


v  X  u  /\  u' 


d% 


)(  36  )( 

P'xuAu' 

Se  y  X  U  A  U'  =  0  ,  t'  X  u  A  U'  4=  0,  v'ha  l'unico  v<ilore  r  = . ^ 

che  è  nullo  se  P'xu/\u'  =  0;  in  questo  caso  la  sviluppabile  ha  per  àiret 
trice  la  X.  Se  y'  x  U  /\  u'  =  0  ,  P'  x  U  /\  u'  =  0  ,  V  x  U  /\  u'  4=  0^  è  r=i  col 
stante. 

Mettendo  nella  (8)  al  posto  di  r  le  espressioni  precedenti  si .  hanno  li 
sviluppabili  cercate. 

Come  casi  particolari,  se  y=:t,U=:n,  la  sviluppabile  è  descritta  da 
Q=:P-f-(c  —  9)t-{-wn  le  cui  direttrici  sono  le  evolventi  di  X;  se  v  =  t| 
U  =  b,  la  sviluppabile  è  descritta  dal  punto  Q  =  P-[-(c  —  «)t  +  ^b?  che  h^ 
le^stesse  direttrici  delle  precedenti  sviluppabili;  se  y=i:b  ;u=t^  la  svilapj 
pabile  è  descritta  da  :  Q  =:  P  +  cb  -[-  wt  ;  se  v  =  b  ,  U  rzi  n,  la  sviluppabile  ì 


uppabiU 


descritta  da  :  Q  =:  P  +  f e  +  /—  dsm  ~{-wn  -,  se  y  =  n  ,  u  =  b,  la  svil 

t       b 

è  descritta  da  :  Q  z=  P  +  pn  -f-  «cb,  cioè  è  la  sviluppabile  polare;  se  U  = 


la 


sviluppabile  è  descritta  da  :  Q  i=  P  -I-  e  -; v  +  to\ ì. 


Pavia,  21  dicembre  1920. 
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QUELQUES  REMAROUES  SUR  LES  SYSTÈMES  POLAIRES 


PAR 


NILOS    SAKELLARIOU   (à    Athónes) 


§  1.  Dans  line  l^ote  intitulée  «8t(r  lesformes  hiUnéaires»  et  insérée  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  Grece  (I,  1,  p.  81)  j'ai  établi  le  théorème 
snivaut  : 

1.   «  SI  dans  la  projectivité  (p(u ,  v)  on  donne  les  plans  hi,  {datis  ^)  ^  =  1,  2, 
3,  4,  et  leurs  pólès  tc^  (dans  x),  il  suffit  de  connaitre  trois  projectivités  conjuguées 
ì  à  fp(u  ,  v)  de  la  forme: 


f{x,y)  =  SX„<*)  p„<^Kw)  g„<»>(y)         (  J  Z  ì;  g)  3)  , 


X„  constante, 


pour  déterminer  par  une  constrtietion  un  système  polaire  de  pentaèdres^ 


o/*>  a/*>  a,'*)  «,(»)  a 


K    h    h    K    6<*> 


par  rapport  à  f(x ,  y),  et  le  póle  iu  du  pian  a  (dans  x)  par  rapport  à  f(u  ,v)», 

§  2.  Far  ce  théorème    nons  avons    immédiatement  la   solutiou    des    deux 
problèmes  suivants  : 

li.  «  Si  dans  in  projectivité  f(UyV)  on  connait  les  platis  polaires  h^  de  quatre 
points  Zf^  et  une  projectivité  de  la  forme: 

» 
/  (a? ,  y)  =  S  X^  Pn(x)  qjy) 

conjKpwée  à  cp(w ,  v\  on  demande  de  tronver  le  pian  v  (dans  (|)),  qui  correspond  à 
<<»  autrt  pian  quelconque  u  (dans  x)  de  manière  que  u  ,  v  forment  un  couple  an- 
'"^ulani  la  forme  ^(u  ,  t?)  ». 
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III.  «  EtanU  donne»  de  plant  h^  et  leuts  fòle»  «;,  par  rapport  à  f(u  ,  r)  et 
de  troie  prcjectivitée: 

déterminer  la  projeotivité  (p(u,v)>^. 

§  3.  Gomme  ou'sait,  od  emploie  beaaeoup  de  méthodes  pour  la  coostruc- 
tìon  d'  une  surface  du  2®  ordre  par  un  nombre  suffisant  de  ses  points.  Si 
nous  connaissoDS  9  de  ses  points  et  soient  : 


A,(ii)  =  2  A^,  «,  (1  =  1,2,. ..,9) 


ud 


ses  équatìons  et  qae  nous  supposons  de  plus  que  AjQ(n)  soit  aussi    un    antre 
l)0iut  de  la  8urfia.ce,  nous  aurons  : 


iO 


(1)  2^^'W=o 


»wl 


ou  : 

4  !• 


n->l  r— 5 


De  cette  demière  équation  on  voit  (*)  qu'il  y  a  un  système  polaire  ^{u ,  m) 
dans  Pespace  qui  a  le  tetraèdre  A^A^AjA^  comme  tetraèdre  polaire  et  AjA^.-.A,^ 
comme  hexaèdre  conjugué  (*). 

La  connaissahce  de  ce  système  polaire  f(u,u)  conduit  à  la  construction 
de  la  snrface  mentionnée  par  9  de  ses  points  donnés.  En  effet,  à  cause  (2), 
le  póle  du  pian  A^A^Ag  ^  A^  par  rapport  à  f{u ,  u)  est  situé  sur  le  pian  con- 
jugué A^AgA^^  ^  A^gjo  et  l'intersection  de  ce  pian  avec  le  rayon  A^A^^  =:  A^^, 
détermine  le  point  A^^  de  la  surface  cherchée. 

En  appliquant  les  propositions  précédentes  nous  pouvons  construire  le 
pòle  du  pian  A^^ ,  si  on  connait  le  système  f(u ,  u)  par  son  tetraèdre  polaire 
AjAjAgA^  et  les  projectivités  conjuguées  /,  que  nous  devons  déterminer  par 
les  donnés  A^  de  la  surface  ;  et  par  suite  la  construction  de  cette  surface  se 


(*)  Rosane»,  Journal  de  Creile,  Bd.  88,^  p.  248;  Bd.  90;  Zur  Theorie  der  redproken  Ver- 
wandUchaftenf  p.  306. 

R  e  y  e,  Journal  de  Creile,  Bd.  77,  Ueber  PolfUnfeoke  und  PoUeoheeoke,  p.  270;  Geomirii 
der  Lage,  II.  Abth.,  p.  273. 

(*)    P.    Serret,    Geometrie  de  direction,  pp.  440-5. 


rédiiit  à  la  détermination  des  projectivités  /  coDJuguéee  à  f{u ,  m)  par  les  poìnte 
donnea  de  la  suviìice. 

■|  4,  Voici  line  autre  manière  pour  déterminer  ane  projectivité  ip(u  ,  u}par 
SOI)  tetraèdri  polnìre  et  troìb  coa|)les  de  plana  conjiigiiéa,  basée  sur  le  tbéorèmd 
saivant  : 

IV.   «  Si 


K  K  *s  ^. 

fui  mi  Kjfsfèmf  polaire  de  tetraidres  d'une  projectirilé  y(«  ,  v)  et  X'  ,  jj,'  j  X"  ,  [j."  ; 
>■"' ,  jt'"  trois  couplet  de  plans  ooujugués  pnr  rapport  à  f{u  ,  v\  on  peut  déterminer 
eette  projeoticité  d'une  seule  maniire  »'. 

Comme  un  eait,  il  j  a  oc'  de  projectivités  pour  lenqtit^lles  (3)  est  nnconple 
ile  tetraèdrt;s  polaire:^.  En  désignaDt  pHr  : 

A*(w)  =  0         ,         B^[v)  =  0,  {k  =  1,  2,  3,  4) 

A^  ^  a,  a„,  a„         ,         B,  ^  b,  b„  b^ 

{Jelmn  est  une  permutation  des  1,  2,  3,  4) , 

ks  éqiiations  dea  sommfts  de»  (3),  ou  a  que  cbaque  projectivité  de  celai  poar 
laquelle  (3)  est  un  système  polaire  et  X'  ,  [i'  un  oonpie  de  plaos  conjngaés, 
se  représente  par  l'éqiiation  : 

tandis  que  : 

Par  l'élimination  d'un  deB  kp,  par  exemple  da  ft, ,  on  obtient: 

^kJ  A„(«)  B^r)  A.(X')  B,(tfc')  -  A,(ii)  B,(«)  A^X')  B.([i')  1  =  0, 

ot  A;„  sont  dea  coustantes  arbltraires.  Pour  fr,  =  1  ,  ife,  ^  0  ,  *;,  ^  0  ,  oh  a  la 
forme  :  "*  ■  - 

(4)  ■  A,(m}  B,(r)  A,(X')  B.(ti')  —  A,{«)  B/P)  A,(X')  B/ji')  =  0 , 


et  aìnsi  de  saite  : 

(5)  A,(«)  B,(r)  A,(X')  B,(ji')  -  A.(«)  B»  A,{X')  B,(n')  =  0  , 

(6)  A3(«)  B^{v)  A,(X')  B,({t')  -  A ,(«)  B/  r)  AglX')  Bjdi')  =  0. 

Chacune  de  ces  projectivitós  définie  par  ses  éléments  de  couples  de  points. 
Oes  points  de  (4)  sont  situés  sur  les  arétes  A^A^  ,  B^B^  dea  (3)  et  forment  une 
sèrie  de  poiuts  harmonique  avec  les  sommets  A^  ,  A^  resp.  B^  ,  B^,  D'  aiitre 
part,  les  mémes  points  sont  sitoés  harmoi)iquement  avec  les  points  d^  inter- 
section  des  plans  X',  ji'  et  des  arétes  A^A^  resp.  B^B^ ,  c'est-à-dire  avec  les 
points  AjA^X' ,  BjB^jjl',  parce  que  ces  plans  sont,  par  hypothèse,  conjugaés  de 
la  projectivitó  considérée. 

Immaginons-nous  inaintenant  un  pian  arbitraire  X  (dans  x).  Le  pdle  de  ce 
pian  par  rapport  à  la  projectivité  (é)  est  situé  sur  la  sèrie  de  points  B^  ,  B^, 
B^B^|jl',  de  sorte  que,  si  Pon  pose  u  =  v  ,  A^A^AgA^  sera  un  tetraèdre   iK)laire 
du  système  polaire  (p(w ,  «*)  ;  la  section  A^A^X  et  le  pòle  du  pian  X  seront   iin\ 
couple  de  points  situè  sur  l!involution  des  : 

-^1  >  -^2  j  A^A^X  ,  A^A^ji . 

En  connaissant  le  point  A^A^X ,  on  peut  trouver  par  une  construetiou 
Pèlèment  qui  lui  correspond  sur  B^B^  par  la  projectivité  : 

(A,  ,  A,A,X'  ,  A,  ,  A,A,X  ,  .  .  .)  A  (B,  ,  B,B,,i.'  ,  B,  ,  .  .  .). 

D'une  manière  analogue  on^trouve  les  pòles  du  méme  pian  X  par  rapport 
aux  projectivitès  (5)  ,  (6).  Ces  points  se  trouvent  resp.  sur  les  rayons  B^B^ . 
BgB^.  Ainsì  par  les  trois  pòles,  trouvès,  du  pian  X  on  a  le  pian  (i^  conjugué 
à  X  par  rapport  à  toutes  les  projectivitès  pour  lesquelles  (3)  est  un  systèuie 
polaire  de  tetraédres  et  X' ,  (i'  des  plans  conjugués.  Considérons  maintenant 
Pensemble  des  projectivitès  pour  lesquelles  (3)  est  un  système  polaire  et  X" , 
(jl"  ,  des  plans  conjugués. 

Par  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  précède  on  trouve  un  pian  ^ 
coi\juguè  à  )  par  rapport -à  cet  ensemble  de  projectivitès,  ainsi  qu' un  aiitre 
pian  m  conjugué  à  X  par  rapport  à  Pensemble  de  projectivitès  auxquelles  cor- 
respond le  couple  X'"  ,  [jl'"  de  plans  conjugués.  L'intersection  des  plans  |tj , 
H'g  ?  tS  détermine  le  pòle  du  pian  X  par  rapport  à  la  projectivité  cherchée,  qni, 
à  cause  de  Phypothèse  IV,  appartient  à  chacun  de  trois  ensembles  des  projec- 
tivitès, que  nous  avons  employèeg. 

►» 

§  5.  Dans  le  cas  où  la  projectivité  cherchée  est  une   surface  ^J  :=  0  de 

la  deuxième  classe,  au  còte  du  système  (3)  on  a  le  tetraèdre  polaire  : 
(3')  a^  a,  à,  a^ 


)(  4Ì    )( 

<hi  systèine  polaire  (p(u ,  u),  L'équation  de  cliaque  snrface,  qui  a  (3')  corame  te 
traèdre  polaire  et  X'  ,  |i.'  coni  me  plans  coujugués  est  de  la  forme  (')  : 


ou 


croù  l'on  obtient 


^Jc^Ap(n)'  =  0, 


p«i 


2^pAp(X')  Ap{(t')  =  0, 


2' 


0^1 


A,(X')  /V^di')  A»*  —  A,(X')  A,(|t')  A»^ 


=  0. 


En  connaissant  le  tetraèdre  (3').  on  troave  le  pòle  d'un  des  plans  donnea 
k'  ,  X"  ,  y^ ,  par  exemple  da  X'"  sur  |i."' ,  en  dét^errainant  deux  de  ses  plans 
conjugués  {i/"  ,  jig'"  par  rai>port  aux  ensembles  des  sarfacea  de  la  deuxième 
classe  à  chacnne  «leaquelles  correspoud  resp.  le  couple  X'  ,  |i'  ;  X"  ,  (i"  de  plans 
coiìjugaés.  L'intersection  dea  plans  |i./"  ,  ^tj'"  ,  |i.'"  est  le  pòle  demandé,  et  le 
syatème  polaire  (pu^  est  déterminé  par  son  tetraèdre  polaire  (*)  et  par  ses  éié- 
ments  réciproques  X'"  ,  (jl/"  ,  (i,'"  ,  jjl'". 

§  6.  Nous  appellons  tetraèdre  polaire  d'un  système  polaire  le  tetraèdre  dont 
chaque  de  ses  sommets  est  le  pòle  de  sa  face  opposée,  et  dans  lequel  aont 
eoDJuguées  deux  à  deux  lea  faces,  les  sommets,  et  les  arréts,  qui  se  eoupent, 
et  de  plus  ses  arréts  opposéea  forment   trois  couples  de  polaires  reciproqius. 

Soient  deux  tetraèdres  (aystèmes  de  4  plans) 


(7) 


a^  a,  a,  a^  (daiis  l'espace  x) 


KhKK  e  » 


y) 


et  une  forjne  bilinéaire  quaternaire 


f  (^y  y)=^^iK  ^i  Vk  —^v-n  Pn  W  q.  (y)      {h^=- 1,2,3,4). 


O  Clebsch,  Vorlesungen  llber  Geometrie,  Bd.  2,  p.   140 
(*)  Reye,  loc.  cit.,  p.  273. 
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)(  i2  )( 

§  7.  Nons  disons  que  ce  couple  (7)  forme  un  système  polaire  de  tetraèdres 
par  rapport  à  /,  si  les  couples  des  soinmets  et  des  plans 

<^iki  7  ^m  {iklm  est  une  permatation  des  1,2,3,4) 

sont  conjugués,  c'està-dire,  si  les*  a,,  a;^,  a,  ,  et   6„^    annulent  /    et  colle-eì    se 
mèts  sous  la  forme. 


où  il  y  a: 


«I  (^)  =2  «/.  ^i  ,    h  {y)  =2  hi  yi  (i  =  1,  2,  3,  4). 


Nous  considérons  comme  i)0ints  correspondants  des  tetraèdrcs  (7;  les  a,^, 
hhm  j  ^^  ^iki  a  comme  pian  polaire  (est  le  i)òle  du)  b^ ,  et  réciproquement  si 
^iki  ''^  hhm  (nous  désiguons  la  correapondance  jìar  lè  signe  r^\  le  point  aj^n  est 
le  pòle  (a  comme  pian,  polaire)  da  b^.  Aiusl  nous  avons  la  correspondauce 
suivaqt  des  ìsommets  : 


«l23~^24> 

et  la  correspondauce  des  rayons  réciproques  polaires  : 


«it  ~  ^34  y 


de  plus  nons  avons  poirr  les  faces: 


«3  ~  *4  » 


§  SI  Si  la  forme  bilinéaire  quaternaire: 


^  K  ^')  =^^ih  ^i  n  {iy  *  =  1,  2,  3, 4) 


est  conjuguée  par  rapport  à  /,  il  y  a  : 


2  *'*  *«*  =  ^' 


et  à  cause  de: 


f  (^,  y)=2  (Pi  «H  ^*i  +  •  •  •  •)  ^i 


Vk 


•» 


)(  43  )( 


nous  aurons: 


^PjG(aj,bj)  =  0  0  =  1,2,3,4), 

c'est-à-dire    les    coiiples  Gj  ,    hj  anuuieiit  C,  et  si  troia,  dea  conples  aj ,    Bj  an- 

nnlent  C^  le  quatrième  Pannule  aussi. 

I 

§  9.  Nous  désignons  par  P,  Q  resp.  les  sections  des  plans  p^J  Pg  =  0,  et 
5j ,  92  =  0,'  et  nous  iinagiguons  les  plaus  qui  passent  par  P,  Q  resp.  et  par 
les  pbìnts  a.;^, ,  (^'am*  Ainsi  nous  avons  la  disposition  des  faisceaux  projectifs 
de  plans  par  P,  Q  resp.  de  uiunière  qu'on  a  la  correspondance  : 

Gonsidérons  maintenant  les  plans  P  a^A, ,  Q  3^^^^  où  les  conples  a,,  5^  ; 
hi  ^\'f  ^M  h  annnllent  C,  comnie  plans  correspondauts  d'une  projectivité 
/j,^,  et  nous  avons  la  correspondance  suivante:. 

P  aài  ~  Q  BiM , 
I  et  par  suite  : 


Iaprès  une  comparaison  des  f  et  f^^^.  Ainsi  on  obtient  une  involution  (système 
polaire)  dans  y  dans  laquelle  Q  est  le  rayon  doublé,  et  le  point  hif^i  correspond 
an  pian  ft^ ,  parco  qu'au  pian  Q  ftj^  correspond  le  Q^.j^^^?  et  si  cesci  sont 
connus  et  la  disposition  correspondante  des  ilei  ,  ikniy  la  correspondance  des 

l>oint8  est  déterminée  et  nous  pouvons  avoir  que  : 

> 

■ 

■    OQ  bien  que  C^y  (b^)  est  le  p61e  (le  pian  polaire)  du  pian  b^  (du  point  bi^i), 
Alors,  le  tetraèdre    b^  b^  b^  D^    est  un  tetraèdro  polaire    dans  le  système 
polaire  Q. 

'  §  10.  De  ce  qui  precède  on  a  le  résultat  suivant  : 

«Sì  les  tetrctèdrea 

a^  a^  a^  a^     (dans  x) 

h  h  ^3  '^4  (^a^s  y) 


H  44  )( 
forment  un  sygtème  polaire  de  tetraèdres  par  rapport  à 


f  (^y  y^=2  ^"  -''-  ^^^  ^"^  ^^^ 


d€  manière  qu'au  point  a^^i  correspond  le  pian  b^ ,  ci  réciproquement,  le 
teiraédre  b^  b^^  b.^  b^  est  un  tetraèdre  polaire  du  système  poluire  Q  {q^ ,  g,  =  0) 
(d^Tis  y)  ». 

§  11.  Noiis  dési^nons  cornine  pentaédrc  d'un  systeme  polaire  un  pentaèdre 
^1  ^2  ^3  ^4  ^5  (système  de  cinq  plans),  si  aux  sommets  a.^^  correspondent  coinme 
rayons  conjugués  les  a^  a„  {i  k  l  m  n  est  une  perniutation  des  1,  2,  3,  4,  5),  e'est- 
àdìre,  si  les  dix  arréts  du  pentaèdre  sont  resp.  conjugués  des  dix  sommets 
opposés. 

■ 

Soient  deux  pentaédres 

!^i  ^2  ^'3  ^4  ^5  {^^^^  Pespace  x) 
^1  ^i  ^  ^  *5  (     *  »  3^) 

§  12.  Nous  disons  que  ces  pentaédres  forment  un  systènie  polaire  de.  pen 
taèdres  par  rapport  à  /  (ir,  y)  : 


/  (^j  y)  =2  «.A  ^i  y*  =2  i^n  Pn  W  ^n  (y), 


i,fc=l 


si  les  points    a.jk,    correspondent  aux  rayons  )&„„, ,    et    nous    désignons    coinnie 
poìnts  correspondants  dans  ce  système  les 

«•Ai  »      hmn  (i    <;    *   <  fl' 

Ainsi  nous  avons   la   correspondance    suivante   des   sommets  des  pentaé- 
dres : 


«123   ~  ^345  J 


Kéciproquement,  si  les  sommets    a,;^^    correspondent  aux  5,^„  nona  disons 
que  le  point  aif,i  a  comme   rayon    conjugué  la  droite  6^„.  D'une  manière  ana- 


X  45  )( 

logue  on  a  la  correspondance  des  points  a,*?  ,  «,„„,  dans  le  tetraèdro  polaire 
^i  ^2  ^3  ^4  ?  ®^  récipioqiieinent,  dans  ce  «as  noùs  disons  que  le  point  a^^i  a 
coniiue  rayon  conjugué  Ja  droite  a^n- 

§  13.  Considérons  maintenatìt  le  plana  par  le  rayon  F^p^y  j?^  =  0, 
Q  ^=F  ^j ,  q^=zOj  qui  passent  |)ar  les  points  correspondants  ci/j^/ ,  5,„j„,  et  par 
suite   nons  avous  la  correspoudanee  des  plans  de  la  projeetivité  : 

tandis  que  les  plans  tti  ^  a^^ ,  Ui  avec  les  5„, ,  b^  annulent  la  forme  /  ^e  manière 
que  /'  se  nìette  sous  la  forme  : 


/  =2  px  a\  {^)  h  (y). 


Si   la  forme 


T  («>  ^')  =2  *'*  ^^'  ^*  ^^'   fc  =  1,  2,  3,  4) 


est  conjuguée  à  /,  il  y  «nra  : 


2  ^'^  ^'^ =2  ^•''  ^  ^''■'"  '  ^^^  ~  ^    ^•^*  ^  ^'  ^'  ^'  *'  ^^' 


Nons  considérons  la  projeetivité    dans   laquelle  les  conples  des  plans  qui 
annnlent  f  (w,  r)  correspondent  deux  à  deux  de  manière  qu'il  y  ait: 

P  ttiM  ~  Q  bi^i , 

et  soit  désignée  par  f^^^,  Par  la  comparaison  des  éléments  correspondants  des 
iìexìx  faisceaux  P,  Q  on  aura: 

c'est-à-dire    une    involution    (système    polaire)    Q    (dans  y),    où   on    a   la    cor- 
respon  dance 


hhi  "^  ^ 


tmn  j 


)(  4«  )( 

■ 

et  par  suite  aiix  points  bif^i  correspondent  conime  rayons  conjugués  les 
droites  ò„„, ,  et  le  pentaèdro  h^  b^  b^  b^  b^  est  polaire  par  rapport  au  systeme 
poladre  Q. 

§  14.  Alors  nous  avous  le  résultat  suivant  : 

a,    «2    «3    «4    »5 

K  h  \  K  h  m 

est  VÌI  Hygtème  polaire  de  peniaèdres  par  rapport  à  f=^  aj^  a?,  yf^  et  y  (i«,t?)=Sa,jk  «.  r* 
est  ooHJugtiée  à  f,  le  pentaèdre  b^  b^  b^  b^  b^  («^  a^  a^  a^  a^)  est  ini  péntaèdre  polaire 
du  système  polaire  Q^q^,  ^2  =  ^  (^^Pìì  p^^^^O)». 


\ 


K*^  ){ 


NUOVO  METODO  PER  LA  CLASSIFICAZIONE  DELLE  CURVE 

SITUATE  SOPRA  SUPERFICIE  CURICHE 


DI 


MARGHERITA  PIAZZOLLA-BELOCH  (a  Palermo) 


lie  curve  algebriche  situate  sopra  una  superfìcie  generale  del  3*  ordine 
sono  state  studiate  da  Cremona  {%  S  t  u  r  m  (^)  e  più  recentemente  da 
R  o  li  n  i^y  e  classificate  sotto  diversi  punti  di  vista. 

Per  determinare  tutti  i  tipi  di  curve  di  un  dato  ordine  ?i,  si  può  seguire 
anche  il  seguente  procedimento,  in  cui  mi  limiterò  allo  studio  delle  curve  al- 
gebric^he  d'ordine  n,  prive  di  singolarità, '^isituate  so|>ra  una  superficie  generale 
del   3**  ordine. 

■ 

^ormole  fondamentali. — Data  sopra  una  super^cie  generale  del  3®  ordine  F' 
una  curva  algebrica  C*  d'ordine  n ,  priva  di  singolarità,  indichiamo  con  g„-i , 

!  ^n-e  j  •  -  -  '  y  92  i  9i  1  Slo  ^^  numero  delle  rette  della  sui)erficie  che  segano  la 
curva  C"  rispettivamente  in  n  —  1  ,  n  —  2  ,  .  .  .  .  ,  2  ,  1  ,  0  punti.  Osserviamo 
che  per  le  curve  di  uno  stesso  tipo  questi  numeri  dovranno   essere   costanti, 

I  poicliè  oltre  che  per  l'ordine  n  e  il  genere  p  le  curve  situate  sopra  una  su- 
perfìcie cubica  si  distinguono  per  il  diverso  modo  di  comportarsi  rispetto  alle 
rette  della  superficie. 

,  Siano    A, ,  Aj ,  A3 ,  A, ,  A, ,  Ag  ;  B, ,  Bj ,  Bg ,  B, ,  B5 .  B,  ;  0^,  ,  0,3 ,  0,, ,  C,, , 

C',«  ,  «23  »  ^24  »  ^25  J  ^26  '  ^34  ?  ^^35  >  ^36  j  ^\^  j  ^46  »  ^56  ^^  27  TCttc  dclla  superficic,  che 
seghino  la  curva  C**  rispettivamente  in  a^ .  a^ ,....,  a^  ;  b^  jb^  ,..,.  y  b^]  c^^y 
e  »••••?  ^'i6  POfiti  5  (dove  le  12  retre  A  e  B  formaqo  una  bisentupla  ;  le  rette 
Aj  e  B;t  si  segano  se  i'^Jc;  le  rette  A  sono  tra  loro  sghembe,  e  così  le  rette 
B  ;  due  rette  C,;^  si  segano  se  non  hanno  indice  comune  ;  una  retta  0,^  sega 
inoltre  le  rette  A< ,  Aj^ ,  B,  ,  B^). 

Ciò  posto,  considerando  i  45  piani   tritangenti  {*)  della  superficie  cubica  F', 


(1)  Cremona,  Mémoire  de  Geometrie  pure  sur  les  surfacee  du  iraieièiiM  ordre.  (Journal 
fìir  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  68,  1868;  Opere  T.  III). 

(')  R.  Sturm  ,  SynlKetxBche   Unterauchungen  uber  FUichen  dritter  Ordnung,  (Leipzig,  1867)* 

(3)  R  o  h  n  ,  Die  Raumcurven  uuf  den  Flàchen  driiier  Ordnung.  (Berichte  Ùber  die  Verhand- 
luDgen  der  K.  Sachs.  Qesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  Bd.  46,  1894). 

{*)  Cremona,  loc,  oìt.,  $  115. 


#Jl 


si  iianno  evidentemente  le  relazioni  : 

I 

(  <'„-fc3,+c^=M,  c„+c^+c^=«,  c,;+c„+c^~n,  c„+Ca.4-c«=«,  ««  +-<'«+<'«='' 


da  cui 


(3) 


l»t  +  ««  =  *3  +  C„  =  K-\-  «.«  =  *5  +  ««  =  *«  +  "«• 

«"i  +  ".,  =  fc.  +  c«  =  ^  +  "«  ==  ^  4-  "«  =  t»,  +  c« 

*1  +  ".3  —  K-\-  «2U  =  ^+"34- 
^  +  C„  =  fc,  +  C,,  =  63  +  C„  r 

K  +  <'l5  =  ^  +  «»  —  *3  +  «'35  = 
*.  +  «16  =  ^  4-  ««  =  '•s  +  «36  - 


*5+«35 
h  +  «45 
^+«45 
^  +  «46 


6«  +  «36 
«'«  +  «46 
^  +  «56 
*5  +  «« 


*  ed  altre  perfettamente  analoghe  tra  le  «•  e  le  e. 

Dalle  (3)  esprimendo  Cj^  ,  c^  ,....,  c^g  in  funzione  di  c„ ,  c^j ,  e,, ,  «,5 , '« • 
e  di  b^,b^,b^,b^,b^,  b^  si  ricava 


e 


83 


*.  — ^  +  ««  =  *i  — ^s  +  ^ts 


«M  =  6,  —  64  +  C„  =Z  ft,  —  6,  +  «M 


"•» 


6. — 


c«  =  6,  — 


'ai 


c.  =  6.  — 


(3') 


'34 


«35 


'36 


'45 


'46 


=  6. — 


*5  +  «« 
^  -t-    «.» 

K  +  «« 

ft5+«13 
^  +  «13 


=  ft. 


=  &. 


—  6.   — 


=  b. 


K  +  «15 
*«  +  «16 
*3  +  «14 
*3  +  «15 
^3  +  «.« 


=  J'l-65  +  «14  =  ^  — *!  +  «« 
=  \  —  K-\-  «14  =  ^  —  *4  +  «16 
=  *1  —  *6  +  «15  =  *1  —  h  +  «16 


){  49  )( 
Dalle  (1)  segue  ancora 

«t+*3— »3+*i  y  ««+*4=«4+*»  »  «3+^5— «s-i-^n  '  «4^-^,=«6^-^ 

e  dalle  (1)  e  (2) 

(5)  2rt  +  S*  +  Se  =  9»     ,     Se  =  5n  f  ) 

ile  sommatone  essendo  estese  rispettivamente  a  tutte  le  a ,  6  e  e)  e  per  con- 
seguenza 

(5')  Sa  -\-lb  =  in. 

S apponiamo  ora  clie  A^  sia  la  retta  della  sn perfide  che  seghi  la  cnrva  C** 
nel   massimo  numero  di  punti,  e  poniamo 

(6)  a^=:n—  a. 
Sostituendo  nel  primo  gruppo  delle  formole  (1)  si  trova 

« 

Oli   anche 
da  cui 


^12  ^  <*  y  ^13  ^  <*  y  ^14  ^  «  »  ^15  ^  «  y  ^la  ^  « 


'  (^)  Le  (5)  Begaono  anche  dal  fatto  che  le  27  rette  costituiscono  la  totale  intersezioni 
della  superficie  cnhica  con  una  snpcrfioie  del  9^  ordine,  e  le  15  rette  C  costituiscono  la  to- 
tale intersezione  di  essa  con  una  superfìcie  del  5*^  ordine.  (Cfr.  S  al  m  o  n  ,  Philoa,  TranaacHonSj 
1860,  p.  229;  C  1  e  b  s  e  h  ,   Creile' s  Journal,  Bd.  58). 

TOL.    LIX,  7 


)(  èo  )( 


è  supponendo  e,,  c$  c^^  <  e,,  <  e,,  :$  c,g 


(») 


^16  ^  <^15  ^  «14  ^  «13  ^  «1,  <  a 


Inoltre  sostituendo /nel  primo  gruppo  delle    forinole    (4)    e    nelle    (3')  ad 
^lìKf^iyKyhiK  ^  valori  dati  dalle  (6)  e  (7')  si  trova 


a^  =  n  —  b^  —  0,, 


a^  =  n^b^  —  0^ 


(9)     {a^z=Ln  —  \  —  c,, 


a^  =  n  —  \  —  e,^ 


%=n  —  \  —  c^^ 


(10) 


j    «M  —  ^ 

«+««  +  «« 

«M—  ^ 

«  +  ««  +  «i4 

c»— ^ 

«  +  c^  -f-  C,j 

««.=*. 

a  +  c«  4-  ",« 

«34  —  K 
"it  —  K 

«  +  ««  +  «i4 

«  +  ««  +  «« 

"»  — *1 

—  «  +  ««+  «4« 

<'«—*, 

a  +  «i4  +  «i» 

"«—  *. 

«  +  «14  +  «.. 

«66  =  *1  —  «+<'«  +  «« 

E    ponendo  nella  (6')  in  luogo  di  ò, ,  fr,  ,\,b^,i^  ;  a^ ,  a^ ,  a, ,  a^ ,  «^ ,  a,  - 
loro  valori  (7'),  (6)  e  (d),  e  risolvendo  rispetto  a  6^ ,  risulta 


(11) 


fw2 


+  « 


e  sostituendo  nelle  (9)  e  (10)  si  giunge  Me  forinole  fondamentali  (dove  nelle  (III) 
sono  riprodotte  la  (11)  e  le  (7^) 


e,,) — a — e. 


e,  A — a — e,. 


'é-M 


(II) 


4,=a— e, 
(Ili)  ■)  frj=a— e, 

6,-=a— 0, 


«a=  2("~  2  "")  +""+"" 
«0=  2("~2  °")+°"+''" 


Le  (I),   (II)  e  (ITI)  esprimono  tutte  le  a,  6    e   e    in    funzione    di    a    e    di 
«  '  ''ij  I  "    j  c,5 ,  c„  ,   e    siccome   devono    dare  dei  Valori  ÌHteri  ,    dovrà    essere 

«  diipart  ((«  »  è  dispari 

Poìcliè  abbiamo  supposto  A,  la  retta  della  superflcie  che  se^^a  la  curva  C" 


.  )(  52  )( 
nel  massimo  numero  di  punti,  dalle  (I),  (II)  e  (III)  segne 


2 


r«r8 


c^r—2c^^-'2c^^:^2ai—n 


6 


2 


r==^ 


^^r—2c^^ 


n 


^c^-2c^^. 


n 


r„2 
6 


12)  ]2^..-2c-,,<n  (13) 


2"- 

6 
6 

2"-- 
2''-- 


.2a — w 


•2ei-2<^i5 


2a — n 


2Cj2 — 2c,g 


2a — n 


sc.s-sc.; 


.2a— » 


r«2 


r=-2 


n 


r.^ 


2 


rr^2 


C.r— 


2«'.,-2c.e 


2a — n 


6 


e 


2 


r— 2 


^V— 2^ifi 


n 


2 

I     r-_2 

I 

1 

i       6 

12"-- 

1       (7»m2 


2Ci3— 2<e; 


.2a — « 


2e.,-2c,, 


2a — w 


6 


2 


r^i 


c^r — 2o^^ — 2(?^g^2a — n 


^<^ir—^^i—2c^^:^2fx—n 


fovsZ 


da  cai 


(15) 


3  ^^c^^  <  5h. 


r.-e 


Inoltre  dalla  prima, delle  (14) 


x.^ir^^«— » 


r.2 


c,25^2a— tf 


(^^)    '!  c,3:^2a— » 


c^^$^2a— u 


<'i6>2a-» 


6 


4a 


2^1- + ^ 


r-2 


)(  53  )( 
e    per   la  (15)  ei  ha 


(16) 


2n 


I 


I 


2n 
o&sla   a  non  può  superare  il  massimo  intero   contenuto  in    -;— . 

ó 

Fissare  P  ordine  n  della  cuiva  (.'**  e  supposto  che  questa  abbia  a^z=in — a 
paliti  in  comune  con  una  retta  A^  della  superfìcie  e  i\^ ,  c^^ ,  c^^ ,  c^^ ,  c^^  punti  in  co- 
mune ron  le  rette  G^^ ,  O^, ,  C^^ ,  C^^ ,  C\g  seganti  A^;  le  formole  (I),  (II)  e(lll)  danno 
il    iiiiniero  dei  punti  d'incontro  della  curva  rispettivamente  con  tutte  le  altre 
r^-tte  della  superficie,  espresso  in  funzione  di  h,  a  e  di  c^., ,  e,,, ,  c^^ ,  c^^ ,  c^^  che  de- 
vono  soddisfare  alle  condizioni  (12),  (13)  e  (14)  e  |)er  conseguenza  alle  (15)  e  (16), 
se   vogliamo  che  A^  sia  la  retta  della  sui)ertìcìe  segante  la  curva  nel  iDassimò 
numero  di  punti. 

Si  tratta  quindi,  dato  l'ordine  «,  di  determinare    per    ogni    valore    di    a 

1,  e  miuore  del  massimo  intero  contenuto  in  ^j    dei     sistemi     di    valori 


( 


s 


^i2  j  ^13  >  ^i4  »  ^15  »  ^16  soddisfacenti  alle  condizioni  (12),  (13),  (l4),  (15)  e  tali  che  %^Cj^ 

sia  pari   per  n  pari,  e  dispari  per  n  dispari,  sistemi  ad  ognuno  dei  quali  cor- 
risponderà per  le  (I),  (II)  e  (III)  un»  ti]>o  di  curve  C". 

Per  evitare  che  le  (I),  (II)  e  (Ill)f  per  un  ordine  n  dato  e  un  dato  valore 
di  a,  ripetano  più  volte  uno  stesso  tipo,  converrà  supporre  h^  (che  è  ^  a^ 
maggiore  di  tutti  i  rimanenti  numeri  a ,  />  e  e  (od  al  più  uguale),  ossia  h^<f^j 
b^  ^  «3  ,  . . ,  h^  ^  «6 .  />!  >  <?23 .  . . .  ^1  ^  Cr^  ossia  per  le  (I),  (II)  e  (III) 


6 


(17)      ^gjr— <?,g^2a  ,   ^c?,,— <^3^2a  ,   2^*'*~^i»^^^  '   ^^j.-gis^Sa  , 


r«2  r..-2  r^t  rr=.2 


2 


«!'— "le^^a 


r-^^ 


da  cui 


(19)  22c.r 


;5a 


K  54X 


ossia  ^^€^r  non  può  superare  il  massimo  intero  contenuto  in  —  (•). 


r^2 


Applicazioni  —  I  Caso  :  a  =  1.  Curve  d^ ordine  n,  seganti  una  retta  della 
superficie  in  ii  —  1  punti  (curve  evidentemente  razionali). 
Distinguiamo  i  casi  :  n  pari  e  n  dispari. 


n  pari  (a  :=  1).  Per  le  formole  (18),  ricordando  che       t  c^^  deve  essere 


pari  (poiché  n  è  ])ari)  il  solo  sistema  di  valori  possibili  per  c^^ ,  c^^ ,  c^^  ,  c^^ ,  c„ .  è 


^12  —  ^is  —  ^14  —  ^li  '—  ^i6    -  ^^    »   1  ^^ 


0,^  =  0). 


ir 


r— J 


Sostituendo  nelle  (I),  (II)  e  (III) 


tfjzizn— 1   ,  a.;—a^=a,=a^=a^=-—l  ,  /^=-4-l  ,  b^b^=b^=b^^b^=:l 


n 


ossia 


^,.-1  =  1  ,  ^n  ,    =1  j  g„  =^10  ;"  g„      z=5  j  g^  =  5  ,  g^  =  5. 

2-+*  1 


1-1 


Fer  nn  dato  ordine  n  (pari)  vi  è  sopra  F^  un  sol  tipo  di  curve  algèbriche 
d^ ordine  n,  prive  di  singolarità,  seganti  una  retta  della- superficie  in  n — 1  punti; 

n 
esse  sono  di  genere  zero  e  segano  inoltre  una  retta  dalla  superficie  in  ^+1  P^^ 

n                                   n 
ti,  10  rette  in  ~  punti,  5  rette  in 1    punti,  5  rette    tu    un  puntOj    e  non 

li  Jj 

segano    le    rimanenti    5    rette  delle  superficie  (gn-i  =  1  ,  <;„      =  1  ,  ^n  =  ^^  ' 

gn     =  o  ,  ^i  =  5  ,  <7o  =  5)  C). 


(^)  Rainuientiamo  ohe  aucbe  lo  Stnrm  giunge  alle  disuguaglianze  (14),  (16),  (18)  e  (IB) 
per  ultra  via  {ho.  cit.f  pag.  483,  463,  462). 
O  Cfr.  &)  turni,  loc,  cit.,  pag.  477. 


K  55  )( 


n  dispari  (ar^il).  Per  le    forinole    (18),    tenendo    presente    che    ^  c^ 


r«8 


•leve  essere  dispari  (poiché  n  è  dispari),  il  solo  sistema  di  vÀlori  possibili  per 


6 


^12  =  1     J    «13  =  ^U  =  ^i5  =  ^i«  =  ^    J    (2^^'*~^f 


rb.2 


Sostituendo  nelle  (I),  (II)  e  (III) 

n~\-\  n  — 1 

^«8 ^M ^» ^28 "~2  '      ^W ^» ^38 ^^5^ ^*« ^^ ~"2 

ossia 

SS  2 

Per  un  é?a<o  ordine  n  (dispari)  vi  è  sopra  F^  un  sol  tipo  di   curve  algebri- 
che d^ordine  n,  prive  di  singolarità,  seganti   una  retta  della  superficie  in  n  —  I 

n  -f- 1 
punti:  esse  sono  di  genere  zero  e  segano  inoltre  5  rette  della  superficie  t/^  — - — 

n  —  1  n  —  3 

punti,  10  l'ette  in  — - —  punti,  una  retta   in  — ^ —  punti j  5  rette  in  un  punto,  è 

non  segano  ie  rimanenti  5  rette  della  superficie  J^^-i  =  1  >  9n+i  =^  5  ,  g„^^  1=  10  , 

2 

II  Caso:  a=z2.  Curve  d^ordine  n,  seganti  una  retta  della  superficie  in  n  —  2 
punti  (curve  iperellittiche). 

Le  (18)  e  (19)  danno  per  a  =  2 

6 


{*)  Cfr.  Sturili;  loc,  cit,,  pag.  477. 


r 


X  48  )( 


si  hanno  evidentemente  le  relazioni  : 


/  <'«+<'34+C5«=«,  tf„4-Cjs4+Cjg=«,  c„^-c„-l-c„~n,  ".s+c^-f-c^^n,  c,^  -\-c„-\-e^=n 

(2)jc«+C35+c«=n,  C,3+C„+C„=»,  <.^^4-c^+C3„=H,  C„+<5„+C,,=:»,  C„+C„+C35=« 
"is+Cae+C^^^»,  «,3+C«M-C«— »>  «44+««+''3&==«.  «.5+<'j6+034=«'  «w+Ca+^M^* 

da  cui 

*.  +  «It  —  *8  +  C„  =  **  +  C,4  =  ^  +  "u  =  ft,  +  e.. 


(3) 


*i  +  "„  =  h  +  On  =  K  +  <'u  =  K  +  ««  =  *6  +  «M 

*1  ^-  "13  =  K  +  «2.  =  ^  +  <'34  =  *5  +  «35  =  *6  +  «3. 
^  +  «M  =  **  4-  «14  =  *,  +  C^  =  65  +  C«  =  fte  +  C« 

*i  +  ".5  =  *«  +  «85  =  ^3  -t-  «ai  =  ^  +  «44  =  *«  +  «M 
*.  +  «16  =  *»  +  ««  =  '•s  +  «3,  =  ^4  +  «46  =  *S  +  «56 

ed  altre  perfettamente  analoghe  tra  le  a  e  le  e. 

Dalle  (3)  esprimendo  c^  ,  ("n  ,.•••,  c^  in  funzione  di  e,, ,  c^j ,  e,, ,  Cjj ,  <*,, 
e  di  b^,bj,b^,b^,b^,  6,  si  ricava 


«a  =  ''i  —  *3  +  ««  =  h  —  b,-i-c 


13 


(3') 


««  =  *•-*«  +  ««  =  *.  —  *t  +  «44 
««  =  ^  —  *5  +  «»t  =  K—K  +  «15 

«j«  =  *i  —  ««G  -t  ««  =  K  —  bt  +  C,g 

«34  =  *1  —  ^  +  ««  =  ^  —  *8  +  «u 
«35  =  *4  —  *5  +  «43  ~  *1  —  *S  +  «45 
«36  =  ''l  —  *6  +  «43  =  *4  —  ''3  +  «.« 
«45  =  *4  —  *5  +  «14  —  K  —  K-\-  «15 
«46  =  ^  —  *«  +  «14  =  *1  —  *4  +  «1. 

«6«  =  *i  —  *e  +  «15  =  K  —  \  +  «1« 


)(  4»  K 
Dalle  (1)  segue  ancora 

e  dalle  (1)  e  (2) 

(5)  la-{-lb  +  lc  =  9n     ,     Ec  =  5n  0 

«le  somuiatorie  essendo  estese  rispettivainente  a  tutte  le  a ,  6  e  e)  e  per  con- 
se^enza 

(5')  la +  11)  — in. 

Supponiamo  ora  cbe  A^  sia  la  retta  della  superficie  che  seghi  la  curva  C" 
nel   massimo  numero  di  punti,  e  poniamo 

(6)  a^:=n—  a. 
Sostituendo  nel  primo  gruppo  delle  forraole  (1)  si  trova 

od   anche 

« 

(7')  t^irra— c^g  ,  b^=a—c^^  ;  6^=a— e,,  ,  b^=ci—c,^  ,  b^=a.—c^^ 

da  cui 


^18  ^  a  >  ^13  ^  a  »  ^*i4  ^  a  ,  c,,  ^  a  ,  c,,  ^  a 


'  (^)  Le  (5)  segnono  anche  dal  fatto  che  le  27  rette  costì tnÌRcooo  Ili  totale  iutersezion* 
della  Riiperficie  cubica  con  una  superficie  del  9^  ordine,  e  le  15  rette  C  costituiscono  la  to- 
tale intertezione  di  essa  con  una  superfìcie  del  5^  ordine.  (Cfr.  S  a  I  ni  o  n  ,  Philos,  TransacHonSj 
1860,  p.  229;  ClebBch,   Crelle'a  Journal,  Bd.  5R). 


)(  èo  )( 


fe  supponendo  c^^:^c^^^c^^^c^^:^c^^ 


m 


'46  ^  ^If,  ^  ^14  "^  ^IS  -^  ^U  -^  * 


Inoltre  sostituendo  r nel  primo  gruppo  delle    formole    (4)    e    nelle    (3')   ad 
^i^KiK^KyhyK  ^  ^^lori  dati  dalle  (6)  e  (7^  si  trova 

«M  =  ^  —  «  +  ««  +  0« 

«té  =  *i  —  *  +  «tó  +  «U 


a,  =  n  —  fc,  —  c„ 


«3  =  «  —  *É  —  «« 


(9)     {a^  =  n  —  b^  —  o^^ 


«6  =  «  —  *i  —  «« 


««  =  «  —  ^  —  «« 


(10) 


«ts  =  *i  —  «  +  ««  4-  e, 


ift 


«M  =  *i  —  a  +  ««  +  «, 


iC 


«»  =  ^  —  «  +  ««  +  «« 
«3.  — *!—«  +  <'«+«« 


««  =  *i  —  a  +  «14  +  «« 


««  =  *i  —  *  +  «14  +   «I. 

«sa  =  *i  —  «  +  «.5  +  «1. 


E    ponendo  nella  (5')  in  luogo  di  ò, ,  Ò3 ,  fr^ ,  fi, ,  fi^  ;  a^ ,  a, ,  a, ,  a^  ,  a, ,  a,  - 
loro  valori  (7'))  (6)  e  (9),  e  risolvendo  rispetto  a  b^ ,  risulta 


(11) 


•      6 
fw2 


+  « 


e  sostituendo  nelle  (9)  e  (10)  si  giunge  siìe  formole  fondmnentali  (dove  nelle  (III) 
tono  riprodotte  la  (11)  e  le  (7')) 


X  «1  X 


6 


r^Jt 


6 


6 


i.zzn — a 


■F^  «+2  "'^ 


'«=^""2"" 


r— I 


r— t 


6 


rmJi 


— a — e 


11 


'2ft" 


6 


— a — e 


13 


6 


_«       {")< 


■a — e 


14 


— a — e 


15 


— a — e 


16 


6 


Cw 


'36" 


^'" 


2 


—    >    0 


^r 


r—S 


ft 
6 


r-8 


6 


'«=K"~2'" 


+".,+«, 


4-C„+<! 


i4 


+C«+«15 


+««+  C„ 


*i=2{''~2*''7''"* 


+«13+C.« 


*,=«— c„ 


(III) 


+<'43^-|-«15 


6,=a 


— 0 


u 


ft,=« 


— c 


14 


\—a 


— 0 


+^18+^16  I  ò,=a-( 


15 


'16 


+<'14+^I5 


+^14+^16 


+^15+^W 


Le  (I),  (II)  e  (III)  esprimono  tutte  le  a,  ò    e   o   in   funzione    di    a    e    di 
^8  j  ^13  >  ^14  >  ^15  ?  <^i«  j   ®   siccome   devono    dare  dei  valori  interi ,    dovrà    essere 

6  >  6  « 

»  +  \^c^^  [e  n —  ^  v)  P?*">  ^®®'*  ^^K  ^^*'*  ewcre  pari  ie   n   è  pari, 


«  dMpari  ««  »  é  dinari 

Poicbè  abbiamo  supposto  A^  la  retta  della  superficie  che  se^a  la  curva  Q** 


.  )(  52  )( 
nel  massimo  numero  di  punti,  dalle  (I),  (II)  e  (III)  segue 


2 


r=2 


^jr" 


2e 


.2-2c,3^2a— n 


2 


c,.— 2cv„ — 2c..^2a — n 


ir 12        — 14 


2 


^ir  — Ì^'^,2<« 


r.-2 


6 


2 


r^2 


^i~2e,3— 2o,,: 


2a — n 


r._=2 


2c.-2c„: 


.2a — n 


2c.3-2c„: 


2a— n 


(12)  <2<'ì^-2"m<«  (13) 


r  -2 


r-^ 


6 


2"<— 2c.r,<» 


r^2 


^c.r— 2c,e^n 


r^,2 
6 

2''"-" 

r— 2 


*^^13        ^'^Ift' 


2a— ?i 


2^13-20,,: 


2a — rt 


r_2 


<        6 


1    o,^ 


9/»  9/j  : 


2a— ?i 


6 


2<^ir— 2o,— 2(^,,$^2a— M 


r— 2 
6 


^<'i—2c,—2c,^^2a—n 


r-^ 


da  cui 


(15) 


6 


3^c^^^  5;i. 


'•--« 


Inoltre  dalla  prima, delle  (14) 


2 


C,  S^4:(3L — H 


04^5^2a— H 


c,,^2a — w 


«i«^2a— n 


r-$ 


)(  63  )(  ■  • 

e  per  la  (15)  eì  ha 

2n 

(16)  OL^  — 

2n 
ossìa   OL  non  può  superare  il  magaimo  intero  contenuto  in   — . 

Fissata  r  ordine  n  della  curva  C**  e  supposto  che  questa  abbia  a^^=zn — a 
punti  in  comune  con  una  retta  A^  della  superficie  e  e^^ ,  c^^ ,  c^^ ,  c^^ ,  e^^  punti  in  co- 
mune con  le  rette  0^^  »  ^^is  >  ^u  »  ^15  ?  ^'le  seganti  A^;  le  formole  (I),  (II)  e(III)  danno 
il  numero  dei  punti  d' incontro  della  curva  rispettivamente  con  tutte  le  altre 
rette  della  superficie,  espresso  in  funzione  di  »,  a  e  di  Cj., ,  c^.^ ,  c^^ ,  c^^ ,  c^^  che  de- 
vono soddisfare  alle  condizioni  (12),  (13)  e  (14)  e  per  conseguenza  alle  (15)  e  (16), 
8e  vogliamo  che  Aj  sia  la  retta  della  sui>ertìcie  segante  la  curva  nel  liìassimò 
nnraero  di  punti. 

Si  tratta  quindi,  dato  l'ordine  n,  di  determinare    per    ogni    valore    di    a 


2n^ 


1,  e  minore  del  massimo  intero  contenuto  in  —  )    dei     sistemi     di    valori 

^12  ?  ^13  y  ^14  J  ^15  '  ^16  soddisfacenti  alle  condizioni  (12),  (13),  (l4),  (15)  e  tali  che  ^  c^^ 

sia  pari   per  n  pari,  e  dispari  per  n  dispari,  sistemi  ad  ognuno  dei  quali  cor- 
risponderà per  le  (I),  (II)  e  (III)  un.  tipo  di  curve  G". 

Per  evitare  che  le  (I),  (II)  e  (III)^  per  un  ordine  n  dato  e  un  dato  valore 
di  a,  ripetano  più  volte  uno  stesso  tipo,  converrà  supporre  b^  (che  è  ^  a^) 
maggiore  di  tutti  i  rimanenti  numeri  a,  6  e  e  (od  al  più  uguale),  ossia  h^a^^ 
^i  ^  ^'3  »  •  •  '  ^1  ^  ^fi  ?  '^  ^  ^23 ^i  ^  ^56  ^^'^sia  per  le  (I),  (II)  e  (III) 

e  6  «  6  ^ 


r«2  7--.^  »--_2  r^2 


r=mA 


da  cui 


6 


(19)  22 


Cj^  <  5a 


r^? 


1 


ossia 


2 


r^2 


)(  54  X 


€^r  non  può  superare  il  massimo  intero  contenuto  in  —  (•). 


Applicazioni  —  I  Caso  :  a  =  1.  Curve  d^ ordine  n,  seganti  una  retta  della 
superficie  in  w  —  1  punti  (curve  evidentemente  razionali). 
Distinguiamo  i  casi  :  n  pari  e  n  dispari. 

6 

n  pari  (a  :=  1).  Per  le  formole  (18),  ricordando  che      >  c^^  deve  essere 


TimS 


pari  (poiché  n  è  pari)  il  solo  sistema  di  valori  possibili  per  c^^ ,  c^^ ,  c^^ ,  o,^ ,  0,^ .  è 


^12  ^J»  ^14  ^ib  '—  ^16 


^    '   \^''i^  =  ^)' 


r-l 


Sostituendo  nelle  (I),  (II)  e  (III) 


n  n 

iii=n—\   ,  à^—a^=a^=a^=a^=-'-l  ,  h—-^-\-l  ,  b^^b^=b^=b^—b^— 


n 

C^ ^X4 •  •  •  •   =^5fi ^ 


ossia 


gn-i  =  1     ,    ^n^     =  1    ,    fl'n    =  10    ,^  ^„  =  5    j    g^  =  5    ,    Q^  =  5, 


1"* 


Per  ww  dei^o  ordine  n  (pari)  vi  è  sopra  F^  un  sol  tipo  di  curve   algebriche 
d^ ordine  n,  price  di  singolarità,  seganti  una  retta  della-  superficie  in  n — 1  punti; 

n 

esse  sono  di  genere  zero  e  segano  inoltre  una  retta  d^illa  superfi>cie  in  -+1  !>«'* 

n                                   n 
ti,  10  rette  in  -  punti,  5  rette  in 1   punti,  6  rette    tu    un   punto^    e   non 

segano    le    rimanenti    5    rette  della  superfi>cie  (g^x-i  =  1  j  i7n      =  1  >  ì^h  =  1^  ♦ 


-2-* 


=  5  ,  ^,  =  5  ,  g,  =  ò)  (\ 


(")  Raniiiieutiamo  ohe  anohe  lo  Stnrm  giunge  alle  dinugnaglianze  (li),  (16),  (18)  e  (19^ 
per  altra  via  {loc.  cit.,  pag.  483,  463,  462). 
C)  Cfr.  Sturui,  loo,  cit,,  pag.  477. 


)(  55  )( 


6 


»  dispari  (a  =  l).  Per  le    forinole    (18),    tenendo    presente    che     ^  c^^ 
deve  essere  dispari  (poiché  n  è  dispari),  il  solo  sistema  dì  valori  possibili  per 

^i2  =  l     '     ^,8  =  ^i4  =  ^i5  =  ^i6  =  0    >    f2^ir=l| 

Sostituendo  nelle  (I),  (li)  e  (III) 

^ — 3"  ^ — 1  w-f-1 

n-\-\  »  — 1 

^«8 ^84 ^»— ^28 2  '      ^^ ^^ ^^ ^** ^^ ^^ 2 

ossia 

i  i  i 

Per  un  dato  ordine  n  (dispari)  vi  è  sopra  F*  un  sol  tipo  di   curve  algebri- 
che (bordine  n,  prive  di  singolarità,  seganti   una  retta  della  superficie  in  n  —  1 

n  +  1 
^mti:  esse  sono  di  genere  zero  e  segano  inoltre  5  rette  della  superficie  in  — - — 

punti,  10  rette  in  — - —  punti,  una  retta   in  — ^ —  punti^  5  rette  in  un  punto,  e 
non  segano  le  rimanenti  5  rette  della  superficie  J^g^-^  =  1  ,  gn+i  ==^  ^  j  9n-i  =  10  , 

9n::t  =  ^  j9ì=^j9o=^)V)' 

I         2 

! 
i 

« 

II  COrSo:  a=2.  Curve  d'ordine  n,  seganti  una  retta  della  superficie  in  n  —  2 
punti  (curve  iperellittiche). 

Le  (18)  e  (19)  danno  per  a  =  2 


«<2 


r— « 


(*)  Cfr.  Storni,  loc»  di,,  pag.  477. 


X  56  )( 

Teneudo  presente  che    ^^  c^^  deve  essere  pari  se  n  è  pari ,  e  dispari  se 

n  è  dispari,  si  vede  che  i  soli  sistemi  di  valori  possibili  per  e^^ ,  c^^ ,  €^^  ,  c^^ ,  c^f , 
soddisfacenti  alle  dette  condizioni  sono 

6  6 

npari  ,   ^^  c^^  pari  n  dinari  ,  ^^  c,^  dispari 

r^t  r— 2 

1)  c,,=z2  ,  c,3=ie,,=c,,=::(j,,— 0  1)  e^—c^—c^—c^^=c,^=l 

3)  c^—c^^—l ,  C^,=(J,5=(J,,=0  3)  c^^—1 ,  c,3— 0,  — c,^=:c,e=« 

Applicando    le    fornjole  (1)  (II)  (III)  ai  diversi   casi  enumerati   si   trovano 
i  seguenti  tipi  di  curve: 
a)  n  pari 

1)  <',s=2,  c,3=c,,=c,,=c,,— o(  2^1"=^  1 5  (ti=n—2  ,  «,=^-3  ,  a,=a,i^a,=a,:=:'^À 

i 

______    _♦*    1 

^84 ^85—^86 ^45 ^4« ^M 2~" 


ossia 


-g"'"*  "2"*  "2"^ 

Eicorrendo  quindi  alla  rappresentazione   piana   of)pure   applicando  la  for- 
mola  data  dallo  S  t  u  r  ni,  loc.  cit.  ])ag.  470,  si  trova  il  genere  p   della   curva 

»  = 3 

^        2 

%=2   '   ^*~2  '  ^t=^=^=^5=l  1  K=^  y  <^«3=^24=^25=<^34=<'35=^4*^2  ' 

_       _       _       _**        1 

^M ^fl6 ^46 ^M 2 


)(  57  )( 
asìa 


g,,-2=l  ,  g„=S  ,  </n  _j=8  ,  g^~ì  ,  g^z=S  ,  ^o=l. 


Inoltre  si  trova  facilmente,  come  sopra 


n 


3'  'it='^i3=^  .  <'i4=<'.5=<'.6=0'  I  ^''i'^^^  )  '  «i=«— 2  ,  a,=<»3=^— 2  , 


r— 2 


?t  n 


^M ^25 ^26 ^34 ^86 ^36 O  '  ^45 ^46 ^56 


2  '      46  46         '56         2 


ossia 


2  2  2^2*  ^ 

Inoltre  si   ha  -  ^ 


oj^sia 


^^_ji=:l      ,     Pn.    — 1     ,    &«=10     ,    </,.        =6     ,     </8=6     ,     ^0=^* 


— h>  —  — —^ 

2^  2  2 

Inoltre  si  ha 

VOL.  LIX.  8 


)(  tó  )( 

$)  n  diipari 


6 


1)  ««=«à»=<'i*=<'«=«i6=l>  (  2""—^  )  '  ^^1=^-^  »  «t=«3=»*=«5=««  -^  . 


r        ♦* — 1       L         L         I.        r         L         «  * 1 

*i=-n—  ,  0,=0j=64=65=6.=l  ,  Ctt=»M=  r. . .  =05,=- 


O  7       Z  9  4  0  0         —    7-»         "84  '  •   '  -  -55  2 


ossia 


% 


2 


Inoltre  si  ha 

»  — 1 
1>  =  — 5—' 


2)  ^il=^18=^i4=l   7   ^15=«16=^J   2^*^^^  )  '  ^i=^^^   ?  ^«=»3=«4=^Y-  ' 


fwS 


n— 1  n-fl     ,,,,,,,      o  w+i 


n — 1  ,         n — 3 


ossia 


2  2  2 

Inoltre  si  trova 

n  — 3 
^  2 


8)  c^,=l  ,  c,^c,^=c,,=ù,,=oi  2^1»^=*^  1  5  «i=s»~2  ,  a, 


rwf 


n— 3    ,      n+3     ,      ^     *      *      ^      •      „. 


^«— <lU=^a=^M=-2~"  '  ^«~^»~  *  •  •  =  «56  =  -g- 


X  69  )( 

2  2  2  2  2 

Inoltre  ai  ha 

n  —  5 

Qaindì  riassumendo  e  ordinando  secondo  i  valori  decrescenti  del  genere, 
possiamo  concludere  : 

I^er  un  dato  ordine  n  (pari)  vi  sono  sopra  F,  i  seguenti  4  tipi  di  curve 
algebriche  d^ordine  n,  prive  di  singolarità,  seganti  una  retta  della  superficie  in 
n  —  2  punti  (•)  : 

n 

I)  Curva  d^ordine  n  (pari  ':^  4)  e  genere  p  =  - "1,    avente    in    comune 

n  n 

coft  una  retta  di  F*  n  —  2  punti,  con  8  rette   -  punti,  con  8  rette  - —  1  puntiy 

eon,   una  retta  2  punti,  con  8  rette  un  punto,  e  non  segante   la   rimanente  retta 
della  superficie  {g„^  =  i  ^  g^  =  8  j  g^^  z=S  y  g^  =  l  ,  g^  =  S  ,  g^=  1). 

n 

II)  Curva  d^ ordine  n  (pari  ^  6)  e  gencì'e  p  =  ~  —  2,   avente   in  comune 


\      con   una  retta  della  superficie  n  —  2  punti^  con  2  rette  ~  + 1  puntiy  con  6  rette 

n  n  n 

—  punti,  con  6  rette  -  —  1  punti,  cmi  2  rette 2  punti,  con  3  rette  2  punti, 

con  4  rette  un  punto,  e  non  segante  le  rima/nenti  3  rette  della  superficie  (^^^=1, 
gn_^  =2  y  g^  =  6  ,  gn_  =  6  ,  p„      =2  y  g^=:3  y  g^  =  i  ,  gQ  =  3). 

!  n 

!  Ili)  Curva  d^ordine  n  (  pari  ^  6)  e  genere  i>  =  x  —  3,  avente  in  comune 

I  2 

I  n  n 

j         con  una  retta  di  ¥^  n  —  2  punti,  con  5  rette   ^r  +  1  punti^  con  10  rette  -  —  1 

I  '  2  i2 

n 
\         punti,  con  una  retta   -  —  3  punti,  con  5  rette  2  punti,   e  non  segante  le   5  ri- 

z 

manenti  rette  della  superficie  (|/„_,=1 ,  g^    =5  ,  p„     =10  ,  g^     =l,^j=5,y^=5). 

IV)  Curva  d^ ordine  n  (pari  ^8)  e  genere  p  =  -  —  3,  avente   in  comune 

n  ,  n 

eon  una  retta  di  F'  n  —  2  punti,  con  una  retta  -  -j-  2  punti,   con    10   rette    - 

2  4 


I  if)  Per  1»  ^  10,  ofr.  S  t  a  r  m  ,  loo,  city 


$)  n  diipari 


6 


1)  ««=0i»=<'«=<'«=0u=l>  (  2''"~®  )  '  *l='*~2  »  «,=«3=»4=«6=«.— ^  , 


b^=——-  ,  b^=bf=b^—b^=b^=l  ,  o„=c„=  r. . .  =0^: 


O  7     -»  »  "4  D  O  -     7     -»  -»*  -»  O 


% 


ossia 

2 

Inoltre  si  ha 

n  —  1 


P  — 


^)  <^i%—^ii=OiA=^  y  ^i^=^i6=H  2^*^^^  )  '  ^i—^'^^  '  «,=as=«4=^ 


n~3 

-  ? 


fwS 


n—1     ,       n-fl     ,      ,      ,       t     j.      i.      o  «+^ 


n—1  ,  n— 3 


ossia 


3  2  2 


Inoltre  si  trova 


n  — 3 


8)  Ci,=l  ,  c,^c,4=Cjj=o,g=0,(  2<'i-=*^  )  5  «i=*«-2  ,  o. 


«—'6 


2    • 


«F=«4=«5=«6^^  ,  6i=^  ,  ^=1   ,  63=64=^=^=2  i 


^    _    _    _it+l        _    _       _      _  n—1 

^» ^ ^26 ^88 '     2        '   ^^ ^5* *  "  ^^ ~"2~ 


X  59  )( 

088Ìa 

Pn-«=1   j  9njrf=^  ì  9n±r=^  J  9n^=(^  j  9n-y=^  J  ffn^i^^  >  fft=*>  Pi=2  ,  ^o=** 

2  2  2  2  S 

Inoltre   si   ha 

n  —  5 

Quindi  riassumendo  e  ordinando  secondo  i  valori  decrescenti  del  genere, 
possiamo   concludere  : 

I^er  un  dato  ordine  n  (pari)  vi  sono  sopra  F,  i  seguenti  4  tipi  di  curve 
algebriche  d^ordine  n,  prive  di  singolarità,  seganti  una  retta  della  superficie  in 
»  —  2  punti  (•)  : 

n 

I)  Ourva  d^ ordine  n  (pari  ^4)  e  genere  1>  =  - — 1,    avente    in    comune 

n  n 

con  una  retta  di  F^  n  —  2  punti,  con  8  rette   -  punti,  con  8  rette  - —  Ipunti^ 

con  una  retta  2  punti,  con  8  rette  un  punto,  e  non  segante   la  rimanente   retta 
àeUa  superficie  {g^^  =  1  ^g^  z=zS  ,g„      =S  ^  g^  =  l  ^  g^  =  S  ,  g^=  1). 

n 

II)  Curva  d^ ordine  n  {pari  ^  6)  e  genere  p=j-  —  2,   avente   in  comune 

n 
con  una  retta  della  superficie  n  —  2  punti^  con  2  rette  ^  + 1  punti^  con  6  rette 

n  n  n 

-  punti,  con  6  rette  -  —  1  punti,  con  2  rette  -  —  2  punti,  con  S  rette  2  punti, 

2  2  2 

con  4  rette  un  punto,  e  non  segante  le  rimementi  3  rette  della  superficie  {g^^=X^ 

9n.      =2    y    gn    =6,    gn         =  6  ,    ^n         =  2   ,  ^f,  =  3  ,  ^^  =  4   ,  ^0  =  *'^)' 

n 

III)  Curva  d^ ordine  n  (pari  ^6)  6  genere  1>  =  ~  —  3,  avente  in  comune 

H  n 

con  una  retta  di  1^  n  —  2  punti,  con  5  rette   -  +  1  punti^  con  10  rette  -  —  1 

2  Z 

n 
punti,  con  una  retta 3  punti,  con  5  rette  2  punti,    e  non  segante  le   5  ri- 

manenti  rette  della  superficie  (^„_5=1 ,  g^    =5  ,  g„     =10  ,  g^     =l,if,=5,iiro=5). 

n 

IV)  Curva  d^  ordine  n  (pari  ^S)  e  genere  p=  ^  —  3,  avente  in  comune 

2 


eon 


4É  4S 

una  retta  di  F^  n  —  2  punti,  con  una  retta  ;;  +  2  punti,    con    10   rette    - 

2  4 


(f)  Per  1»  ^  10,  ofir.  S  t  a  r  m  ,  loo,  dt, 


)(  60  )( 

n 
punti,  con  5  rette   -  —  2  punti,  con  5  rette  2  punti,  e  non  segante  le  rimanen\ 

Jj 

r>  rette  di  F^  (g,,^^  --!,//„   ^    =  1  ,  g»  =  10  ,  g»       =  5  ,  //.^  =  5  ^  <7^  =  5). 

Per  un  dato  ordine  n  (diftpari)  vi  sono  sopra  F^  ì  seguenti  3  tipi  di  cure 
algebriche  d^ordine  n,  prive  di  singolarità,  seganti  una  retta  della  superficie  ì\ 
»  —  2  punti  O  : 

n  -^  1 

I)   Curva  d^ ordine  n  {dispari  "^  3)  e  genere  j>  ==^ — ; — ,  avente  in  comuni 

n  —  1 
con  una  retta  di  Y^  n  —  2  punti,  con  16  rette    — -^ —  punti,  e  con    10  rette  «^ 

pmito  (^«_3  =:  1  ,  //,._j  —  16  ,  r/j  =  10). 


n  —  3 
II)  Curva  d^ ordine  n  (dispari  ^  5)  e  genere  p  =:  — - —  ,    avente  '  in   co 

n  4-  1 
mmie  con  una  retta  di  F^  n  —  2  punti,  con  4  rette  — ^ —  punti,    con    8    rette 

n  —  1  .  n  —  3 

— - —  punti,  con  4  rette  — --;—  punti,  con  2  rette  2  punti,  con  6  rette  un  punt& 

e  non  segante  le  2  rimanenti  rette  di  F^  (^„_o  =  1  ,  g„^i  =  4  ,  r7„_j  =  8  ,  ^«-3  =^'^» 
g,  =  2,g,  =  6,g,  =  2). 


ìj 


n  —  5 
III)  Curva  d^ordine  n  {dispari  ^  1)  e  genere  p  =  — - —  ,  avente  in  co- 

n  -4-  3 
mune  con  tuia  retta  di  F^  n  —  2  punti,  con  una  retta   --^-?^  punti,   con  4  rette 

«4-1  .  .  w  —  1  .  n  —  3 

— - —  punti,  con  6  rette  — j —  punti,  con  4  rette  — ; —  punti,    con    una  retta 
2        "  2  2 

n  — —  ^ 

— - —  puuti ,    con    4    rette    2   punti ,    con   2    rette  un  punto ,   e  npn  segante  le 

4   rimanoìiti   rette   di   F^  {g,,.^  =  1  ,  g  „.^  =  1  ,  g^^  =  4  ,  g^^^-^  =  6  ,  g^^  —  ^  « 

i  ?  2  « 


III  Caso  :  a  rzz  3.  Curve  d^ ordine  n,  seganti  una  retta  della  superficie  i« 
n  '—  3  punti, 

CoD  lo  stesso  ijrocedimento  dei  cstsi  i)recedenti  si  giunge  facilmente  ai 
seguenti  risultati  : 

Per  un  dato  ordine  n  {pari)  vi  sono  sopra  Y^  i  seguenti  tipi  di  atrre  algc 


(*0)  Por  «  -^  9,  cfr.  S  1 11  r  m  ,  toc,  cit, 


){  61  )( 

hriehe  d^ordine  n,  prive  di  Singolarità^  seganti  nna  rett^  della  superficie  in  n — 3 
puntif  €  nessnn^altra  in  un  numero  maggiore  di  punti, 

I)  Curva  d^ordine  n  {pari  ^  6)  e  genere  p=^n  —  3,    avente    in    comune 

n  ,  **       ^ 

con  una  retta  di  F^  n  —  3  punti,  con  5  rette   -  punti ,  con  10  rette  -  —  1  pun- 

n 
ti,  con  una  retta 2   punti,    c&n    5    rette    2    punti,    con    5    rette    un   punto 

i.7,_3  —  1  ,  </„  =  5  ,  i7«^^   —H),g^=ì,g^  =  5,g^  =  5). 

II)  Curva    d^ordiìie  "n   (pari  ':^  S)  e  genere  p  =  n -^  ij  avente  in  comune 

Ih  n 

con  una  retta  di  ¥^  n  —  3  punti,  con  una   retta   -  +  1    punti,    con    6    rette    - 

n  n 

punti,  con   ò    rette   ; 1  punti^  con  4   rette   -  —  2  punti,  con  una  retta  3  punii ^ 

lì  2 

con  4  rette  2  punti,  con  4  rette  un  punto  e  non  segante  la.  riììianente  retta  di  F^ 
(/?»-3=l>^^,    =^  ^9n^  =  ^iff*l_  =5,^,^      =^^g.^—l^g^—4,g^:=i,g^—ì). 

III)  Curva  d^ ordine  n  (pari  :^S)  e  genere  |>  3=  n  —  5,  avente  in  comune 

n  n 

em  una  retta  di  F^  n  —  3  punti,  con  3  rette     -  -|-  1  jmnti^  con  3   rette  -  pun- 

2  2 

n  n  n 

a,  con  6  rette 1  punti,  con  3  rette   -  —  2  punti,  con  una  retta  -  —  3;>«n- 

Jj  .i  ^ 

ti,  con  2  rette  3  punti,  con  3  rette  2  punti,  con  3  rette  un  punto,  e  non  segante 

It   rimanenti    2    rette    della  superficie  (j7„_3  =::=  1  ,  g„       zzz3  ^g„  =3  ,  g„       =  6, 

"2+1  g  -j  -1 


(**)  Per  w  =— 10  questo  tipo  non  hì  trova  in  S  t  u  r  ni  (he,  cit.)'y  coincide  invece,  come  fa- 
cilmente HI  vede,  con  la  curva  dalli  dk  Rohn  (/oc.  d<.,  pag.  118,  «=--=10,  p  =  5)  come  in- 
t^rsezione  residua  di  F-*  con  una  superficie  del  5**  ordine  passante  seni  pi  ice  niente  per  3  rette 
(B.,B^B-)  e  doppiamente  per  nna  retta  (Bg)  di  F^.  —  Se  ne  può  dimostrare  1'  esistenza  anche 
con  lo  stesso  metodo  indicato  dallo  Sturm  (loc.  ci/.,  pag.  503).  —  Infatti  dalle  formoli  (I\ 
i^I)  e  (III)  per  questo  tipo  dì  curva  C*®  per  cui  qg  =  2  ,  Ci3=-^C|4=^1  ,  «Jis  =  «''le  =  ^>  s*  ^*' 

aj=7  ,  «2=2  ,  03=04=3  ,  05=0^=4  ,  6i=-6  ,  &2=1  I  63=64=2  ,  65=6^=8  , 

\  Og3=c24=6  ,  c25=r)26--5  ,  634-=  5  ,  c.^=c2^r=c^.^=c^f--^i  ,  c^^S  ; 

ifr-^^  >  ^6=^3  ,  ^5=3  ,  <74=6  ,  ^3=5  ,  ^2-=4  ,  ^j=^3  ,  ^y==«2  ;  j>=-5. 

Conduciamo  )>er  C'^  una  suporticie  F^  del  6<>  ordino,  che  necessariamente   dovrà   passare 
P®^  Aj.  La  totale  intersezione  di  F^  con  questa  saperficie  si  spezzerà  in  C*®  ,  A^  e  una  curva 


K  62  )( 
IV)  Curva  d'ordine  n  (pari  ^10)  e  genere  j»  =  ii  —  6,  avente  in  eomum 
con  una  retta  di  F'  n  —  3  punti,  con  una  retta   -  +  2   l^nii ,   con    una   retti 

-4-1  punti,  con  6  rette   ~  punti,  con  3  rette  ^  —  1  pnnti,  con  3  rett£   -  —  ì 


punti,  con  2    rette  -  —  3  punti,  con  3  rette  3  punii,  con  2  rette  2  punti,  con  2  rett\ 


2 


un  punto,  e  non  segante  le  rimatienti  3  retts  della  superficie  (g^^-=i\  ,  9f^,—^ 


i-h 


g        =:l,g    =6^g        =Z,g„_      =3,g„       =2,  j,=3  ,  g,=2  ,  g^=2  ,  g^ 

I 
,  I 

V)  Curva  d^ordine  n  (vari  :5^  10)  e  genere  j>  =  n—  7,  avente  in  comun\ 

h  ^ 

con  una  retta  di  F^  n  ~  3  punti,  con  una  retta   -  +  ^  punti,  con  4  rette  ^ 

n  n  ^       i 

punti,  con  6    rette  - —  1  punti,  con  4  rette  -  —  2  punti,  con  una  retta  -  —  ^ 

ma  ^  " 

punti,  con  4  ritte  3  punti,  con  una  retta  2  punti,  con    una   retta    un  punto,  i 
non  segante  le  rimanenti  4  rette  di  F^  (p„_,  =  l ,  ^^       zz:zì  ^g^      ^=  ^  '  %  _  ^ 

I 

gn       =  4  ,  ^„       =  1 ,  ^3  =  4  ,  ^j  =  1  ,  i/,  =  1  ,  ^^  =  4). 


|-  -2  y  -4 


VI)  C«rra  d'ordine  n  {pari  :^Ì2)  e  genere  p  =  n—S,  avente  in  comuni 

n  i 

con   una  retta  di  F'  »  —  3  punti,  con  una  retta    -  +  3  punti,    con    10  rette  ^ 

punti,  con  ò   rette   ~  —  3  punti,  con  o  rette  3  punti,  e  non  segante  le  rimaneHtì 
5  rette  della  superficie  (g^^^  =  1 ,  </«       =  1  ,  !7«  =  1^  ?  fl'i.      =  ^  ?  ^s  =  ^  »  ^o  ^*^^| 


y  +3 


t  9 


■S--3 


residua  C»'  d'ordine  h' =  7.  Ora  A^  sega  rinsiemo  delle  curve  C««  e  C?  in  7  punti  (Starm, 
loc  cit.,  pap.  503);  ma  ha  già  in  comune  con  C*®,  7  punti,  quindi  non  segherà  C^.  U  genert 
di  C  sarà  (S  t  ii  r  m  ,  id.  id.,  pag.  503)  p'  =  l.  —  Inoltre  la  retta  C^^  (bisecante  di  C*«)  «ri 
trisecant©  per  [C^^  ,  AJ;  le  rette  Cja  ,  C^  ne  saranno  bisecanti,  Cj5  ,  Gje  secanti  semplici,  Bj 
bi»etante,  B3  ,  B^  trisecauti,  B5  ,  B^  quadrisecanti.  Quindi  per  fC**  ,  AJ  sarà: 

<?7  =  1   ,  ^6  =^  3  ,  ^5  =-  3  ,  ^4  =  8  ,  <y,  ==  6  ,  ^2  =-  4  ,  9i  =  2 

e  p«r  conseguenza  per  C  sarà: 

^0  ^  *  >  ^1  ^  3  ,  ^2  =  8  ,  i/a  =  6  ,  ^4  ==  4   ,  1/5  ==  2  ; 

I 
! 

quindi  la  curva  C  del  7<»  ordine  e  genere  1,  è  del  tipo  2)  indicato  dallo  Sturin  Ooc-  ^'^ 
pag.  494)  e  C^^  forma  insieme   con  Aj  e  C  la  totale  intersezione  di  F^  con  una  superficie  d^' j 
6**  ordine.  ! 


)(  63  X 

Per  un  dato  ordine  n  (dispari)  vi  sono  sopra  F^  i  seguenti  tipi  di  curiùe 
dgehriche  d'  ordine  n,  prive  di  singolarità,  seganti  una  retta  della  supeì^ficie  in 
1—3  punti,  e  nessun'altra  in  .wn  numero  maggiore  di  punti  : 

I)  Curva  d'^ ordine  n  {dìspari  ^  1)  e  genere  p=:n  —.3,  avente  in  comune 

n  -f- 1  \ 
fo»  una  retta  della  superficie  n  —  3  punti,  con  una  retta  — - —  punti^    con    10 

H  —  1  n  —  3  . 

rdìe  — - —  punti  y  con  5  rette  — - —  punti,  con  5  rette  2  punti,  e  con   5    rette 

1  punto  {g^^  =  1 ,  g^^  =  1  ,  g^^_^  =  10  ,s/n-2_=^  ,92  =  ^^91  =  ^)- 

2  2  2 

II)  Curva  d^ordine  n  (dispari  ^  7)  e  genere  p  =zn  —  4,  avente  in  comune 

M  -1-  1  n  —  1 

fon  una  retta  di  ¥^  n  —  3  punti,  con  4  rette  — ^ —  punti,  con   5    rette    — - — 

punti,  con   6    rette   — -. —  punti,  con  una  retta  -7— —  punti,    con    una    retta    3 

m 

punti,  con  4  rette  2  punti,  con  4  rette  1  punto,  e  non  segante  la  rimanente  retta 
della  superficie   (g^^  =  1 ,  g^^  =  4  ,  g^-^  =  5  ,  gn-^=6  ,  g^^^^  z^l  ,  g^  =  l  , 

2  2  2  2 

h=-^,9,  =4,^,=  1). 

Ili)   Curva  d^ordine  n  (dispari  ^9)  e  genere  p=2n  —  5y  avente  in  comune 

7*  -f-  3  n  -1-  1 

con  una  retta  di  ¥^  n  —  3  punti,  con  una  retta   — ^ —  punti\  con  3  rette,  — ^ — 

punti j  con  6   rette   — - —  punti,  con  3  rette  — -—  punti,    con    3  rette    — - — 

Z  ^  2 

punti,  con  2  rette  3  punti,  con  3  rette  2  puntiy  con  3  rette  1  punto j   e  non    se- 
gante le  rimanenti  2  rette  della  superficie  (g^^^  =  1 ,  ^„^  z=:  1 ,  ^„^^  =  3  ,  g  „^^ 

i  2  "~F~ 

=  6,</  ,_3  =:3,^^«,  =3,g^  =  2,g^=z3,g^  =  3,g,  =  2). 


IV)  Curva  d^ordine  n  (dispari  ^9)  e  genere  p  =  n  —  6,  avente  in  comune 

con  una  retta  di  F^  n  —  3  punti,  con  *2  rette    -^ —  puntiy  con  3   rette    — - — • 

n  —  1  n  —  3  n  —  6 

puntì^  con  3   rette  — - —  punti,  con  6  rette  — - —  puntiy  con  ujia  retta   — - — - 

2  2  '  -^ 

n 7 

pwHti,  con  una   retta  — - —  punti,  con  3  rette  3  punti,   con    2    rette    2   puntiy 

con  2  rette  t  punto  e  non  segante  le  rimanenti  3  rette  della  superficie  (g^^=  1, 
P  H^^  =  2  ,  g^^  =  3  ,  gn-i  =S,g^^  —  6,Pn-5  —  l>gn-7  =^y9s  =  ^y  9t=^i 


t 


22222 


J.  =  2,«=3). 


K  64  )( 

V)  Curva  d'ordine  n  {dispari  1^  11)  e  genere  p  =:^n  —  7,  avente  in  comu  ne 

n  -T-  ò  H  — 1-  1 

con  una  retta  di  F^n— Spunti,  con  una  retta  — ^ —  punti,  con  4  rette  — ^ —  ptin- 

<i,  con  6  rette  — - —  punti,  con  4  rette  — ^— ^  punti,  con  una  retta  — ^ —  pun 

ti,  con  4  rette  3  punti,  con  una  retta  2  punti,  con  una  retta    1    punto,    e   non 
segante    le    rimanenti    4    rette    della  superficie  (g„^  =:  1 ,  <;  «^.^  =  1  ,  ^  «4.^    =  4  . 

m 

9n-t  =  6  ,  ijr^3=  4  ,  g„^  =  1  ,  ^3  ==  4  ,  ^,  =  1 ,  ^^  =  1 ,  y^  zz:  4). 


VI)  Curra  d^ordine  n  {dispari  ^  9)  e  geneì'e  p  =  n  —  8,  avente  in  comune 

con  una  retta  di  F^  n — 3  punti,  con  5  rette     ^      punti^  con  IO  rette  — ^ —  punii, 

n  —  9 
con  una  retta  — - —  punti,  con  5  rette  3  punti,  e  noìi  segante  le  rimanenti  o  rette 

della  superficie  (g^^  =  1  ,  g,^^  =t  5  ,  </ «^  =  10  ,  g^^^^  =  i  ,g^  =  5  ,  g^  =  5), 

222 

/2n\ 
IV  Caso:   a  =  ll— J.  Così  proseguendo  si  possono  senza  difficoltà  trattare 

i  casi  successivi  a  :=  4  ,  a  =  5,  ecc. 

Sarà  invece  più  interessante  svolgere  i  casi  in  cui  a   assume    i    massimi 
valori,  poiché  come  abbiamo  visto  a  non  può  superare  il  massiuio  intero  eou- 

tenuto  in   ^,  numero  che  si  indica  con  l(-^)«  Gioverà  distinguere  i  casi; 

n  =  3s  ,  n=2Ss-\'ì  ,  n  =  3«  +  2. 
1)  nz=:3s  (a  ^  2s).  Sia  a  =  2s.  Dalla  prima  delle  (14)  si  ottiene  allora 

«  '  6  8 

^^Cir  ^  5«  e  dalla  (10)    ^<?jr  <  5s,  quindi  dovM  essere   ^<?ir  =  6«. 

Ora  per  le  (18)  si  ha 

^ii  +  <^i%  <  2«  ,  Cj,  +  e,,  ^  2«  ,  i . . . ,  e,,  +  (j^,  ^  2s  , 
e  pet  le  (12) 

G 

2c 


12    • 

fw2 


^Cir  —  n ^  2g    ,    c,,^«^ 


e  analogamente  ^.o  ^  « ,  e..  :^  « ,  e,.  :>  «  ,  e 


13  -^^  "  >  '^u  -^^  0  >  «'is  ■::^  «  >  i/je 


«• 


)(  65  )( 

Il  solo  sistema  di  valori  delle  c^^ ,  c^.^ ,  c^^ ,  c^j. ,  c^^ ,  compatibili   cou    queste 
cuudizioai  è 


^18  ^—  ^13  ^14  ^15  ^16  *• 


Sostituendo  nelle  (1),  (li)  e  (III)  si  trova 


^i=^h=^f=<^A=^,=^,F'^i=^2=h=K=h=K=<^iB=<^H= =^r-»— « 


os^ia 


9.  =  27. 


«  « 


Per  conseguenza  come  facilmente  si    verifica    il   genere    della   curva    SHrà 

p^z — '- (- 1  (massimo  valore  del  genere  per  »=3«  delle  curve  d'ordine /* 

6 

situate  sopra  superficie  cubiclie.  Ofr.  S  t  u  r  m,  loc,  cit,^  pag.  476). 

Dunque  ogni  curva  (V ordine  n  =zz  3«,  situata  sopra  una  superficie  cubica,  non 
avente    con     alcuna    retta    di    questa   più   di    s    punti    in    comune^    è    di    genere 

n[n  —  S) 


P= 


6 


+  li  ^  sega  ogni  retta  della  superficie  esattamente  in  s' punti. 


2)  n  1=  3«  4"  1  (ot  -^  2«).  Sia  a  rrz  2s,  Dalla  prima  delle  (14)    si    ottiene  : 


6      .  e 

siccome,  ^^C|^  ^  5«  —  1,  e  dalla  (19)  ^Ci^ -^  5«.    Ma    siccome,   come    abbiamo 


r~,2 


6 


visto,  sarà  ^Scx^  deve  essere  pari    per  n  pari,  e  dispari    per    n    dispari,  sarà 


r—a 


\<ji,.=5« — 1.  Ma  x>er  le  (18) 


r-2    , 


^ii  +  ^13  <  2»  ,  e^  +  c^,  4^  2«  , ,  e,,  +  e,,  <  2«j 


e  per  le  (12) 


6 

^^12  ^^^'i'  —  n  5^  2«  —  2  , 


ossia     «,,  5^  «  —  1 


B  analogamente 


^48^«*-Ì  j  c,,^«  — 1  ,  c,5^«  — 1  ,  c^^55-«— 1 


V* 


VOL.   LIV. 


9 


)(  66  X 
BiBolta  quindi 


2#  >  ^a  +  ««  ^  «tt  +  «  —  1  ,  ««<«+!, 


e  analogamente 


Il  solo  sistema  di  valori  delle  c^, ,  c^  ,  c^^ ,  e^  ,  c^^  soddisfacente  alle  dette 


6 


condizioni,  e  per  cui    ^^ir  =  5«  —  1,  è 


fw 2 


C^  <J,S «1* ^iS  —  *       >       ^i6 •  ^ 


Sostituendo  nelle  (I),  (II)  e  (III)  si  trova 


a,:=s+l  ,  a^=a^=a^=La^=8  ,  ««=»»+!  ,  fc4=*+l  bf=bf=b^=b^=s  ,  ftgtrr^+l, 


«^aF=^i4=<^tt=^84=<^85=^4fc=«+l  ,  CnF='^m=c^=c^=^ 


ossia 

fif^,  i=  10  ,  tf,  =  16  ,  ^^,  =  1* 

t»  il  j  II  A  ('^  -^  l^K*  -"  2)  ^ 

Per  conseguenza  il  genere  della  curva  sarà  p  =.  — - — (massiuio 

6 
valore  del  genere  per  n  =r  3«  4~  1,  delie  curve  d'ordine  n  situate  sopra  snper- 
ticie  cubiche.  Cfr.  Sturm,  loc.  cit.,  pag*  475).. 

Dunque  ogni  curva  d^ ordine  ii=:3«-|-l^  situata  sopra   una  superficie  cu* 
bica,  non  avente  con  alcuna  retta  di  questa  più  di  s  -{- 1  punti  in  comune,  è  di 

genere  p  = -^ e  sega  10  rette  della  superficie  in  s  -{- 1  punti^  16  rette 

in  s  punti,  e  una  retta  in  «  -*  1  punti  (g^^^  izz  10  ,  ^,  :=  16  ,  g^^  =  1). 

/2n\ 
3)iii=3«-|-2.  Qui  il    valore   azzill  — J  m  2«  +  1    non    è    raggiunto , 

come  segue  facilmente  dalle  (14),  (19),  18)  e  (12,  e  il  massimo  valore   di   a  è 

6 

ft  =  2«.  Per  questo  valore  dalla  prima  delle  (14)  risulta  %  <?7r^8«  —  2,   e 

r— 2 

dalla  (19)    ^c,^  ^  &s.  Siccome  \]c,^  deve  essere  pari  pet  n  pari,  e  dispari 

fwg 


r 


)(  67  )( 

«  6 


per    n    dispari,    i    soli    valori    posBibiil    per  ^c,^  saranno  :    5!^»»-  =:  5<    e 


6 


r-3  r— I 


\  c,^  =  5«  —  2.  Ciò  posto  osservando  che  dalie  (18)  e  (12)  segne 


r*»3 


««  +  Cis  <  2«  ,  c«  4-  c„  ^  2» , ,  c,5  +  Cj,  <  2« 


«u^«  —  2  ,  c^^«  — 2  ,  «,^^«  —  2  ,  c,5^«  — 2  ,  c,,^«~2, 

fti  trova  facilmente  che  i  soli  sistemi  di  valori  delle  e^^ ,  c^^ ,  c^^ ,  0,^ ,  e^^  com- 
patibili con  le  dette  condizioni  sono  : 


1)    ^it=^iB=^i4=^ii=Ci(F='^j[  ^^xr= 


6 


2)  ^i»=«ia=^4=^*5=^  ^  ^ie=«— 2    (  ^c^r=&8—i 


6 


3)  «i2=^ia=«i4=«  >  ^i5=<'i«=«— 1   (  2^»'=^*""^  )• 


r-3 


Applicando  le  formole  (I),  (II)  e  (III)  successivamente  a  qneste  tre    ipo- 
tesi, si  trovano  i  tre  tipi  di  cnrve  : 


ossia 

(n  —  l){n  —  2)  ^         .  ,         ,  ,  «     ,    «.     ^  1, 

p  == (massimo  valore  del  genere  per   n  =  3«  +  2,    delle    curve 

o 

d'ordine  n  situate  sopra  superficie  cubiche.  Gfr.  8  t  n  r  m,  loe.  loe.j  pag,  475). 
l»,=#+2  ,  6,=:63=:ftj=6j=«  ,  fc,=«+2  ,  C„=0„=0„=0„=:C3j=C„=«+2 , 


*«• — *a« — "« — *M — 


)(  6«  )( 


ossia 


.;+,=  10,^,  =  16,^,,,  =  l      ,      ^^(H~1Xn-2)_^ 


^zs — ^a« — ^x^ — ^.i»5 — ^4.s — ^4fi — *~l~^  '  ^r^ — * 


ossia 


g^,  =  5  ,  i7H-i  =  l^  »  i7.  =  10  ,  g.-,  =  '2     ,     |i=^-^?^ ^^ ^  —  t 


Ordiuando  secondo  i  valori  decrescenti  del  genere,  ]>o88ianio  concludere: 
Le  curve  algebriche  d'ordine  »=3«-|-2  prive  di  singolarità  situate  sulla  superficie 
cubica  e  non  aventi  con  alcuna  retta  di  questa  piii  di  s  -{-  2   punti    in    comune, 
appartengono  ad  uno  dei  seguenti  tipi:  i 

I)  Curva  d'ordme  n  =  3«  -\-  2,  «  genere  p  = ,    avente    in 

6 

comune  con  una  retta  della   superficie  «  +  2  punti,  con  altre  16  rette  «  -f"  1  />««^'j 
e  con  le  rimanenti  10  rette  s  punti  {jg,^  =  1 ,  ^,4.,  =  16  ,  gr,  =r.  10). 

II)  Curta^  dU}rdine  n  =  3s  -{-2,  e  genere  p  jz= 1  ,   avente 

6 

in  comune  con  5  rette  della  superficie  s  -{-  2  punti,  con  10  rette  s-\-l  punti,  con 
10  rette  s  punti,  e  con  le  rimanenti  2  rette  s  —  \'  punti  (f/,-|-j  =:  5  ,  ,^^,  =^  10, 
l7,  =  10,(/,_,  1^2). 


Ili)  Curva  d'ordine  w  =  3«  +  2,  e  genere  p:=— ^ 1^  —  2,  avente 

b 

in  comune  con  10  rette  della  superficie  s  -{-  2  punti,  con  altre  16  rette  s  punti y  e 

con  la  rimanente  retta  della  superficie  s — 2  punti  (^,^2^=:  10,  <;,=16  ,  <7,_g=l). 

Per  il  caso  precedente    a  =  2»  —  1    («  z^  3«  ,  m  ~—  3»  -{-  1  ,  /mz:  3»  +  -^  ^^ 

otten<]^ono  con  procedimento  analogo  i  seguenti  risultati  : 

n  :=  Ss,  Ogni  curva  algebrica  d'ordine  n  =  3x,  priva  di  singolarità,  situata 

sopra  una  superficie  cubica  e  segante  una  reità  di  questa  in  s  -\-  1  punti,  e  ne*- 

1 

sun^altra  in  un  numero  maggiore  di  punti,  è  di  genere  p  =:-;  n(n  —  3)   e  se^n  '• 

6 
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noltre  altre   ò  rette  della  superficie  in  «  +  1  putiti^  15  rette  in  s  punti,  e  le   ri- 
manenti 6  rette  della  superficie  in  s  —  1  punti  {g^^  zz^  6  ^  g/-z=:  15  ,  g^^  z=z  6). 

»  zzz:  3s  -\-  ì.  Le  curve  algebriche  ol^  d^ordine  nziz38-\-l,  prive  di  singolarità, 
ìituate  sopra  una  superficie  cubica,  e  seganti  una  retta  di  questa  in  s  -{- 2  punti 
t  nessun^  altra  in  un  numero  maga  io  re  di  punti,    appartengono    ad    uno    dei    se- 
ì  gumtì   tijyi: 

4 

^.    ^  ,,      ,.  *^     I    ^  -  (w  —  1)(»  —  2) 

I)  Curva  d'oi'dme  n  =  3«  -j-  1  e  genere  p  zzz ; 1,  avente  in 

6 

eomune  con  2  rette  della  superficie  s  f\-  2  punti,  con  10  rette  s  -\-  X  punti ^  con 
10  rttte  s  punti,  e  con  le  rimanenti  5  rette  della  superficie  s  —  1  punti  {g^^^z=z2, 

.</4,  — 10 ,  ^,  ==  10 ,  </,_,  =  5).  ; 

II)  Curva  d^ordine  «  =  3»  -|-  1  e  genere  p  = : 2  ,  avente 

6 

irt  comune  con  5  rette  della  superficie  s -\- 2  punti,  con  6  rette  «  +  1  punti,  con 
10  rette  s  pnnti,  con  5  rette  s  —  1  punti,  e  con  la  rimanente  retta  della  super- 
lìcie  «  -  2  punti  ((/.4-2  —  5  ,  g,^^  =  6  ,  ^,  =  10  ,  g,^^  =  5  ,  g,^^  =  \). 

n  =  3«  +  2.  Le  curve  algebriche  d^ ordine  n  =  3«  +  2,  prive  di  singolarità, 
iiiuate  sopra-  una  superficie  cubica^  e  seganti  una  retta  di  questa  in  s -{- S  punti, 
e  nessun' altra  ii\  un  numero  maggiore  di  punti,    appartengono    ad    uno    dei    se- 
'  ^nenti  tipi: 

0 

I)  Curva  d^ordine  n  =  3«  +  2  e  genere  p  = •  —  2,    avente 

o 

in  comune  con  una  retta  della  superficie  «  +  3  punti,  con  5  rette  s  -\-2  punti, 
con  10  rette  s-\-l  punti,  con  6  rette  s  punti,  e  con  le  rimanenti  5  rette  della 
iìtperficie  s  —  1  punti  (g,^.^  =  1  ,  ^^.^  =  5  ,  //.^.j  =r  10  ,  </,  =  6  ,  g,^^  =  6).     . 

(fi— 1)(»  — 2) 

II)  Curva  d'ordine  wi=  3«  +  2  e  genere  p  = 3,    avente 

b 

'n  comune  con  2  rette  della  superficie  «  +  3  punti,  con  6  rette  s  -{-2  punti,  con 
6  rette  s  -{-  1  punti,  con  8  rette  s  ptinti,  con  4  rette  s  —  1  punti,  e  con  la  rima- 

m 

nente    retta    della  superficie    s  —  2   punti   {g,^^  =  2  ,  g^^  zzi-  6  ,  ^,4.4  =:  6  ,  ^,  =:  8  , 

(n  —  l)(n  —  2) 

III)  Curva  d^ordine  n  =  3s  -{-  2,  e  genere  p  = ^ 4,  avente 

''t  comune  con  4  rfitte  della  superfijcie  «  +  3  puliti,  con  3  rettp  «  -)-  2  punti,  con 
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8  rette  s  -\-  l  punti,  con  6  rette  s  punti,  con  4  rette  8  —  1  punti  e  con  le  rivM 
nenti  2  rette  della  superficie  8  —  2  punti  (g»^=  4  ,  g^^  =:  3  ,  ^,+j  =  8  ,  </,  =  6 
9s-i  —  ^7  9s^  =  2). 

in  —  1)(»  —  2) 

IV)  Curva  d^ordine  »  =  3»  -[-  2  e  genere  p  m ^ 5,  aventi 

6 

in  comune  con  ò  rette  della  superficie  s  -{-  3  punti,  con  6  rette  s  -\-  2  punti,  coi 

I 

una  retta  s  ~{~  1  punti,  con  10  rette  s  punti,  con  .5  rette  »  —  1  punti,  e  con  k 
rimanente  retta  della  superficie  s  —  3  punti  {g,^  zz=.  5  ,  ^,^3  =:  5  ,  g,^^  =  1 , 
^*  =  10  ,  <7,_.j  1-  5  ,  <7,_3  =zr  1). 

Dimostrazioni  d'esistenza.— L'esistenza  dì  tutti  i  tipi  di  curve  d'or 
dine  M,  sopra  enumerati,  per  a=zn  —  l,n  —  2,»  —  3,. ...si  può  dimostrare 
estendendo,  nel  modo  seguente,  i  procedimenti  adoperati  dallo  S  t  u  r  m  (*^)  pei 
le  curve  dei  primi  ordini.  Si  ottengono  co^sì  nei  casi  a=:»—  1  ,  n  — 2j 
n  —  3 , . . . .  le  curve  dei  diyersi  tipi  come  intersezione  parziale  della  superi 
firie  del  3*  ordine  F^  rispettivamente  con  una  superficie  d'ordine  n — 2,» -3, 
w  —  4  , 

Applicherò  il  procedimento  p.  es,  alla  curva  O**  del  tipo  I),  a=:2,  »  pari,  di| 

n 
ordine  n  (^  6)  e  genere  jp  =  -  —  1,  per  cui  : 


2 


^«-«=1  ,  g^=^  j  fff^_=^  7  5^2=1  J  9l=^  1  9q=^  ?  ^ii=^i3=^14'=^l5=^  »  ^16=^  ' 


n     ,  n    .       n 


aj=n— 2  ,  a^^a^=a^=a^—~l  ,a^=-^j  \=:^y  K=h'=K=K~^  y  K—^^ 


n       il 

^23 ^21 ^25 ^34 ^3S ^45=  2  '  ^** ^» ^*« ^^ 2         ^' 

Conduciamo  per  questa  curva  C*  una  superficie  F'%  d'ordine  iii=:h  — 3, 
(ciò  che  è  sempre  possibile  per  n  1^  6),  superficie  che  necessariamente  dovrà 
C(m tenere  A,. 

Essa  'segherà  F^  secondo  C",  A^  e  una  curva  residua  C*'  d'ordine  fi'=2ii— 10 
e  genere  (*^) 

P'=P+l(^i  -  l)(3m  -  2n)  +  1  ■=  ^"^  ~  ^^\ 


(")  loc,  cit.,  pag.  501-504. 

(13)  Cfr.  S  turni /Woo.  di.,  pag.  503. 
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Ora  Aj  sega  l'insieme  delle  «urve  C"  e  0*'  (**)  in  m-{-l=n  —  2  punti, 
uà  lia  già  in  comune  con  0"  »  —  2  punti,  quindi  non  sega  0"' . 

Poiché     ie    rette    C,j . .  . .  C,^ ,  B^ Bg    segano    tutte    A^ ,    segue    che 

;C^,  0^3 ,  Cj^ ,  G^^ ,  Bj ,  B, ,  B^ ,  Bj.  (seganti  0"  ognuna  in  un  punto)  saranno  bi- 
«ecanti  di  [O**  ,  A,]  ;  C^g  (che  non  sega  C)  avrà  in  comune  con  [C*  ,  Aj  un 
punto;  Bg  (bisecante  di  C**)  sarà  trisecante  i>er  [C  ,  Aj. 

Quindi   per  [C* ,  AJ  si  avrà 


^w-,=l  ,  gn=^  j  gn=S  ,  g^=l  ,  g^=S  ,  ^,=1 

2  2      * 


e  per  conseguenza  per  G*^' ,  che  forma  insieme  a .  [C  ,  AJ  la  totale  intersezione 
di  F*  con  F*-* 

2  ~*  2~^ 


8e  n=  6  si  ha  w  =  3  ,  n'  =  2 ,  e  l'esistenza  di  0"  è  provata.  Se  n'^S 
condnciamo  per  C"'  una  sur>erflcie  F**'  d'ordine  »i'  =  n  —  4  (ciò  che  si  può  sem- 
pre fare  per  n  ^  8),  che  segherà  F^  ulteriormente  in  una  curva  C*"  d'  or- 
dine n''  =  n  —  2  ,  e  genere  (% 


jp-=jp'  +  l(n"-n')(m'-l)  =  ^-l 


per  la  qual  curva  si  avrà 


2    *  a""* 


ossia  C""  è  dello  stesso  tipo  della  curva  di  partenza  C",  ma  d'ordine  inferiore* 
Se  n  =  8  ,  l'esistenza  di  C*  resta  provata*  Se  w  >  8  si  applicherà  ancora  lo 
stesso  procedimento  fino  a  giungere  ad  una  curva  dello  stesso  tipo^  ed  ordine 
abbastanza   basso ,   di   cui   sia  nota  l' esistenza.  Eisalendo   segue   l' esistenza 

di  C". 


Il  ir. 


l^*)  Cfr.  S  t  ù  r  m  ,  Zoo.  di, 
(^)  Gfr.  8  t  a  r  m  ,  ìoo,  dU 
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Le^enrve  d'ordine  n  dì  qaei    tipi    per   cui    oc   assillile  i  valori    massimi  si 
otteDgoDo  come  segue:  ('^) 

Ogni  curva  C"  del  ti|K>  «  =  3«  ,  aL=z28  ;  p= ; h  1  5  (9*  =^  -  ^^  i 

6 

come  totale  intorsezione  dì  F^  coji  una  superficie  di  ordine  s; 

ogni  curva  C*  del  ti|)o  n  ='38  -f  1  ,  a  =  2«  , •;>  =  (- ^ —;  (<7,_|.ji=10| 

^,  =  16  ,  ^,_j  =  l)come  ulteriore  intersezione  di  F^  con  una  superficie  d'ordini] 
s  -\-  1   passante  semplicemente  per  una  conica  situata  sopra  F^; 


,  ,     .  «     .    '  (n  — 1){»  — 2) 

ogni  curva  del  tipo  n  =  3»  +  2,  a=zi2«;|>= ^ ;  {g^=rl 

o  ' 

g^^  ^=  10  ,  g,  r=  10)  come  ulteriore  intersezione  di  F*  con  una  sui)erficie  d' or 
dine  «  -f-  1  ,  passante  semplicemente  per  una  retta  éi  F^  ;  ecc. 


(")  Per  n:^20,  cfr.  Rohn,  loc.  di,,  p»g.  117,  118. 
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LE  CONGRUENZE  PSEUDOSFERIGHE  REALI 


A  FUOCHI  IMMAGINARII 


VOTA 


DELLA 

Dott.*  MARGHERITA  DEL  VALLE  DE  PAZ  (a  Firenze) 


Nella  Memoria:  Sopra  una  classe  di  super  fide  collegate  alle  congruenze  pseu- 
sferiche  [Rendiconto  del  Circolo  mat.  di  Palermo,  tomo  XL,  1915J  il  prof.  L. 
B  i  ft  II  e  b  i  ha  determinato  varie  classi  di  congruenze  pseudosfericlie  realT  a 
fuochi  immaginari.  Cogli  sviluppi  della  presente  Nota  si  viene  a  stabilire  che 
i  casi  ivi  considerati  esauriscono  tntti  i  possibili.  Per  le  congruenze  di  raggi 
reali  ma  con  fuochi  immaginarli,  (congruenze  ellittiche)  le  sviluppabili  della 
congruenza  sono  immaginarie  coniugate  e  i  parametri  u,  v,  che  eguagliati  a 
costanti  ne- danno  le  equazioni,  possono  assumersi  immaglnarii  coniugati.  Sono 
quiudi  applicabili  le  foratole  «li  Guichard  per  le  congruenze  riferite  alle 
lf>r«>  sviluppabili  (^),  ma  soltanto  ora  7(,  v  avranno  il  significato  di  variabili 
couipltisse  coniugate. - 

Ciò  posto  cominciamo  col  dimostrare  che:  in  ogni  congruenza  pseu-ìonfe- 
riva  reale  a  fuochi  immaginar ii  V  immagine  sferica  delle  asintotiche  è  reale  e  or- 
togonale. 

•     Se  nell'  elemento  lineare    sferico  reale,    rappresentativo   della   con^^rtu^nza 
riferita  alle  immagini  delle  sviluppabili: 


ds'""  =  E  dw«  +  2F  du  du^  +  G  du^ 


4 


(essemlo  t«^=a-|-ip,  ed  EFG  funzioni  complesse  di  w,  w^)  cambiamo  u  con  i«^ 
ed  EFG  con  le  coniugate  E^F^G^,  abbiamo 

ds^  =  B^dv^''  +  2F  ^du^du  +  G^du^ 


(^)  L.  Bianchi,   Legioni  di  Geometria  differenziale .  Voi.  I,  ^  148-150. 
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e  confrontando  queste  due  diverse  forme  dello  stesso  elemento  reale,  deducia- 
mo F  =  F^ ,  (t  =  Bo ,  cioè  F  reale  e  G  coniugata  di  E.  Allora,  l'equazione 

E  du^  —  G  du^  =  0  (*) 

a  cui  si  riduce  V  equazione  differenziale  delle  asrntotidie  sopra  ambedue  le 
falde,  posto'  E  =r  A  -f-  'I^  j  diventa  : 

B  da'  +  2A  dad^  —  ^df  —  0  , 

dfx 
equazione,  rispetto  a  —,  di  2°  grado  e  a  discriminante  positivo,   e  perciò   il 

parametro  di  distribuzione  dei  raggi  della  congruenza  Uingo.lt)  asintotiche  delle 
falde  focali  è  reale. 

Ed  è  antdie  ortogonale,  poiché,  dalle  equazioni  che    ci    definiscono  le  due 
falde  focali: 

a?  =  Xq  +  ipX 

derivando,  elevando  a  quadrato,  e  sommando  con  le  analoghe,  iioste  le  deri- 
vate delle  coordinate  della  superficie  media  8otbo  la  forma  : 

(con  Pintroduzione  del  triedro  tri  rettangolo  delle  bisettrici  alle  w,  v  e  delia 
normale  alla  sfera)  confrontando  con  Pelemeuto  lineare  delle  falde  focali,  cbe 
scelti  opportunamente  i  parametri  w,  v,  prende  la  forma: 

ds^  =  dìt^  -|~  2  cos  (d  +  if)  du  dv  +  <?«'*  ? 
otteniamo  le  equazioni: 

1  =  <i'  +  6«  +  e'  —  p'E  ±2i[je 
1  =  «'»  -\-  &'»•+  c"^  ~(>Ki±2  ipg 


(2) 


cbe  diinno  i  valori  : 


(3)  e  =  g  =  0. 


<*)  Ibid  {  150. 
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9 

(  KG  -  F^y  +  s yK  _  (/  -f  /•')F  -t-  e  G  (  r  -f  ej/  -  (LtLY:^  0 

( KG  -  r)p*  -^yF-{f^nP  +  eGrtp  +  eg-  ff  =z  0  (») 

le  cui  radici  di\niio  rispettivamente  le  ascisse  dei  punti  limiti  e  dei  fuochi, 
contati  su  ogni  ragjgio  dal  plinto  <li  partenza  come  origine,  esprimendo  che  la 
i^uperticie  di  partenza  è  la  superficie  media,  otteniamo  : 


e  quindi   per  le  (3),  F  =  0  ,  poiché  il  supporre /-f- ^  =  0  condurrebbe  all'as 
suvdo  EG  —  F-  =:  0.  .         ^ 

L^  elemento  lineare  sferico,  riferito  all'  immagine  delle  asintotiche,  prende 
quindi  la  forma  : 

I  coefficienti  E,  G,  devono  soddisfare  al  sistema  : 


1    a|^E\    .     ^  /  1    BfG\ 


(1) 

l  dv  Wq    Sv  /       dv  y  xjj     Su  / 

di  cui  la  prima  è  l'equazione  di  G  a  u  s  s. 

Per  ottenere  la  seconda,  si  calcolino  i  coettìeienti  della  li*  forma  fonda- 
mentale di  K  u  m  m  e  r  (*) ,  tenendo  conto  delle  equazioni  fondamentiili  cui 
soddisfano  i  coseni  direttori  delle  tangenti  alle  w  =:  cost.  ,  t;=cost.  e  della 
normale,  e  delle  equazioni '(1);  abbiamo  così  : 

(5)  e  =  a^Y^     ;    /=aY"E      ;    f  =  b^'G     ;     g  =  b'fGi 

e  dalle  (3) 

a  =  h'  =  0. 


(3)  Op.  cit.  Voi.   I,  $^  140,   141. 
{*)  Op.  cit.  Voi.  I,  ó  137. 


\ 
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E    dalle    equazioni    generali    dei    punti    limiti    e    dei  fuochi,  sostituendo 

i  valori  (5),  posto  a  =-  e  p  = ,  abbiamo   per  a'  e  6  le   due    coppie 

di  valori  : 


a' 


fG^  sen  h^2  o 


2      4-l  +  cosfe2o' 


Costruendo  poi  le  condizioni  di  integrabilità  delle  (1)  otteniamo  il  sistema: 

, , —  , —       de       de' 

di  cui,  le  prime  due  equazioni  ci  forniscono  i  valori  : 

*"  f^     Su 

—    1    a/¥ 

\  G      Sv 

e  la  terza  ci  dà  la  seconda  equazione  del  sistema  (I). 

Il  sistema  (I),  integrato  {%  con  l'introduzione  di  opportune  funzioni  au- 
siliarie y  e  \^ ,  ci  fornisce  le  tre  seguenti  forme  dell'  elemento  lineare  sferico 
rappresentativo  della  congruenza,  come  le  più  generali  possibili  : 

(A)  A,'«  =  i£^d««  +  ?^d«' 

COSALO  sen^*o 

(B)  ds'^  = -y-  du^  H -^  du^ 

COSALO  senA^G 

(C)  (f««  =  ^^  du*  +  (?f  dv\ 

In    queste    formule  isenA2o  é  la  distanza  dei   fuochi  (g  costante  arbitra- 


ci) L.    Bianchi,    Mem,  cit. 


■Tìi" 
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ria)  e  nelja  (A)  ft  +  rf  è  l'angolo  delle  asintotiche  sulle  falde  focali,  con  8"  e 
z  legate  dalle  relazioni  : 

(A')  ^=:z  tg/tasend         ;         ^- =cotgAo8en/t<p; 

Oli  C/t? 

j>er  le  (B)  si  hanno  le  stesse  relazioni,  cambiato  sen/t^p  in  0Os/«  y  , 
(B')  — i-  =  tg  Ao  sen ^         ;         ^-  =  cotg/iocos/i  <p  ; 

OW  C7l? 

nelle  (0)  0-  è  l'inclinazione  del  raggio  della  congruenza  sulle  y  =:  cost,  e   fun- 
zioue  soddisfacente  unicamente  alle  condizioni  : 

(C)  ~-=tgAo  sentì-         ;         -;-- nz  cos  A o  e***. 

dii  dv 

Le  due  falde  focali,  nel  caso  (A)  corrispondono  all'elemento  lineare  : 

(a)  ds^  z=z  dii^  +  2  sen  (tì  +  t(p)  <?w  rfu  +  ^^* 

con  tì+iy  soluzione  dell'equazione  a  derivate  parziali  del  second' ordine  : 

nel  caso  (C),  all'elemento  lineare 

(6)  ^  di?  =  du^  +  senfe  -3  6^+*^ 

per  le  soluzioni  dell'  equazione  di  L  i  o  u  v  i  1 1  e  : 

— l—^ —  =  senAac'^    . 
ouov 

Sia  data  una  superfìcie  S  del  tipo  (a) ,  con  una  soluzione  della  (a').  Le 
formule  delle  trasformazioni  di  B  a  k  1  u  n  d  del  caso  di  falde  reali  f  )  prendono 
la  forma  : 

1  a(4>'— 4>)  (4>'+4>)  1  — cosa 

—    = ::::=  SCU ^r 

2         Su  2  sena 

(II)  l 

fi  a(4>'+4>)  (4>'— 4>)  1  +  cosa 

f     _      _J — ^   g^U    

\  2         du  2  sena 


?  -«/ 


4>'        y_im 

in  CUI  sena  è  la  distanza  dei  fuochi  e  —  = — ^— è  l'inclinazione  del   rag- 

^  2 

gio  della  congruenza  sulle    t?=:cost  di  S,  ed  è  <!>==:  tì — ff.  Il  sistema  (II)  è 
illimitat'amente  integrabile  e  la  soluzione  più   generale  4>' ,   contiene   una   co- 

(«)  Op.  oit.,  Tol.  II,  $  878. 
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stante  arbitraria:  vi  sono  perciò  oo^  congruenze  dedotte  tìa  S,  per  Q  complessa 
qualunque,  tra  le  quali  ve  ne  è  una  sola  reale,  della  specie  (A),  in  cui  la  se- 
conda falda  focale  è  la  coniugata  di  S,  e  il  raggio  della  congruenza  congiunse 
punti  imuiiiginarii  coniugati.  In  tal  caso,  nota  la  S,  è  perfettamente  determi- 
nata la  distanza  dei  fuochi,  e  perciò  anche  la  costante  fi,  che  deve  essere  un 
immaginario  puro;  le  equazioni  (II)  si  riducono  alle  (A').  Possiamo  dunqae  dire 
che:  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  da'  una  superficie  pseudonferica 
immaginaria  S  corrispondente  ad  una  soluzioiie  complessa  deWequnzione  (a'),  poHxa 
dedursi  una  congruenza  pseudosferica  reale  a  distanza  focale  2i<Sf  è  che  la  parte' 
reale  e  il  coefficiente  deW  immaginario  delV  angolo  delle  asintotiche  su  S  soddi- 
sfino al  sistema  (A'). 

Per  le  superficie  S  del  tipo  (ò) ,  (sapei'ficie  immaginarie  del  S  e  rr  e  t  0) 
*  curvatura  K:=: — 1)  con  una  soluzione  della  (/>'),  le  formule  fondameutah 
generali  cui  devono  soddisfare  le  coordinate  xyz  e  i  coseni  di  direzione  XYZ 
della  normale  ad  S,  prendono  la  forma  : 


'    d^x         d(f  —  ib\  Ldx  1  dx] 

Su'  Su        (du       sen/*a  e"^-'^  Su 


SX 
Su 


Sx 
cu 


OJ' 


senfe  0  e^ 


— ia    or 


S^x 
Sudv 


=:  i sen ha  e 


9 — ift 


s^x  _  S(f  —  te)  Sx_ 

Sv 


Sv 


So 


SX 
Sv 


—  i 


Sx 

'Si' 


E  se  consideriamo  in  ogni  punto  IS  il  triedro  formato  dalla  normale,  dalla 
tangente  alla  r  z^  cost  e  dalla  perpendicolare  a  queste  due,  delle  quali  rette 
i  coseni  di  direzione  saranno  rispettivamente  : 

'     '     '  '  y    i     dw  '      *     Su        *     Sul      \  àu        Su         ^        Su        du 


Su        ex 
Z,r=X^— Y 


^M 


CU/ 


otteniamo,  con  derivazioni,  il  sistema  fondamentale: 


— —  — 3 ^i  — 

(in  Su 


sen  h^c 


o- 


li--- --    ;    — -^  =  i  sen/i  ae^      X 

-t^         Su         Sv  00 


-5- -V  -f 

CU 


a{rp 


sen/ta  a?""'^        ^♦* 


%:ZÌ^^      ^^^8en/^a.?-^X 


So  '  'Sv 


SX 


au 


=  -  iX,  + 


Sx 


sen  ho  e 


,9— 1&     Sv     ^       Sv 


SX  _        ,Sx  ^_Y 


Sv 


(1)  Per  lo  studio  delU  trasformazioni  piti  genorali  per  congrueiiz:©  W  delle  superficie  del 
S  e  r  r  e  t  di  cnrvAtura  qualunque,  vedi  U.  Sbrana,  Sulh  irazforniazwni  MU  èup<trficÌ0  a  liner 
di    curvatura    coinddeMi.    Mem.  di  Mat.  e  fts..  della  Soc.  Italiana  di   Scienze  (doi  XL),  (IH). 

,t.  XIV, 
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Facendo  uso  di  questo  sistema ,  le  formule  generali  delle  trasformazioni  di 
B  li  e  k  1  u  n  d  diventano  : 

dò  1  —  cos  co  ...  5(9  —  i^) 

— i-  ZZI gen  ^^  4- 1  —^ 

cu  seno)  cu 

Mi)  ] 

>^_.Ml008a>^^^^^^,,^^.,, 

ov  senco 

essendo  sena>  la  distanza  dei  fiiocbi,  (cd  complessa  qualunque)  e^  P  inclina- 
zione del  raggio  della  congruenti  sulle  v  =  cost  di  8.  Le  condizioni  di  iute- 
Ijrabilità  del  sistema  (III)  si  riducono  alla  (b').  Si  hanno  così  oc*  congruenze 
)i6eudosfericbo  dedotte  da  S  :  su  ciascuna  delle  falde  focali  di  queste,  *^  ha  lo 
stesso  significato  che  sn  8.  Tra  queste  ve  ne  è  una  sola  reale,  del  tipo  (C), 
Motta  dalla  trasformazione  Bk         e   corrisponde   alla   soluzione   reale   delle 

iIII)  ^  =  '8'.  In  essa  la  seconda  falda  focale  è  la  coniugata  di  8,  e  le  (III)  si 
riducono  alle  (C). 

Applichiamo  ora  il  teorema  di  permutabilità  (")  ad  una  superficie  8  del 
tiiK)  (a):  si  consideri  la  coniugata  8^  come  trasformata  di  8  per  una  trasfor- 
iiia/.ione  B^  :  la  congruenza  corrispondente  è  reale,  ed  è  soddisfatto  il  sistema 
A').  Consideriamo  quindi  un'  altra  trasformata  £  di  8,  per  una  trasformazione 
1»,  ,  essendo  ^  —  if'  la  soluzione  corrispondente  del  sistema  (II);  per  il  teo- 
rema di  permutabilità  esiste  una  quarta  superficie  £'  legata  ad  8o  da  una  tra- 
sformazione B'^   ed  a  iti  da  una  trasformazione  B'^  .  È  ])ossibile    determinare 

^^^'  in  guisa  che  S'  sia  la  coniugata  £o  (li  ^9  dimodoché  si  ottenga  una  nuova 
coutjruenza  reale,  ed  il  quadrilatero  del  teorema  di  permutabilità  così  ottenuto 
abbia  quindi  due  lati  reali,  e  due  immaginari!  8i  deduce  intanto  una  prima 
«oiulizione  per  la  costante  o.^  che  vedremo  essere  di  necessità  reale. 
L'equazione  fondamentale  iur  termini  finiti:  f) 

sen  -i—r — *   . 
sostituendo  al  posto  di  ft,  d  —  if  e  posto  d,  =  *  -|-  t«p  ,  *j  =  y  —  if' , 


diventa  ; 


^'  _  ^  -1-  i((p'  +  y)  __  sen  (a>  +  io)  ^  ,    ^'  —  ^  —  i{tp'  +  y)  ^ 
^  4  sen  (od  —  io)  4  ^ 


(')  Op.  cit.,  Voi.  II  J  383. 
(•)  Op.  cit.,  voi.  II  $  384. 
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dividendo  i  due  ineiubrì  per  tg --^ — !~^   troviamo  : 

4 


(6) 


8en((i>  -f-  ♦<5) 


=  1 


sen  (co  —  ia) 
e  quindi,  posto  comX  +  fjt,  svolgendo  la  (6)  si  ha: 

sen  X  co8^({t  -)-  o)  =  senX  cosà  (ji  —  o) 
cos  X  sen^fi  -|-  o)  zi=  —  cos  X  sen^  (jt  —  o) 
da  cni,  dovendo  insieme  sussistere  le  relazioni 

senÀ  |i.  cosA  a  =  0 
senA{isen&a  =  q 
si  deduce  |i  =  0 ,  cioè  la  costante  Og  reale. 

Infine  osserviamo  cbe  una  coppia  di  funzioni  b' ,  tp'  che  soddisfi  alle  condizioni 
del  problema  deve  intanto  essere  soluzione  del  sistema   (A')  eioè  dovrà  aversi  : 


—  tgAosen*' 
cu 


-T—  =  cotg  h  0  senA  tp' 

e  dovrà  anche  essere' legata  alla  coppia  èy(p  danna  trasformazione  B^^   a  co 
stante  reale,  di  cui  le  formule    per  le   soluzioni   immmaginarie  4>i=:d'+  jt  , 
4>'  =  y  +  rf  '  della  equazione  (a%  sono  le  (II)  che  possono  assumere  la  foruia: 

■  ^        ^    =  2  cotgo)  cos  — - —  senA  ■^-— — - 

(HO 

-i — — — '-  =  2  tg    <ù  sen  — ^ —  sen  h  ^  "f  ^ 
^u  2  2 

(e  le  analoghe,  ottenute  scambiando  *  con  (p  e  ^  con  (p%  ed   anche  osservia. 

mo  che  bisogna  tener  conto  dell'  equazione  fondamentale  in   termini  finiti,    la 

quale  liberata  dagli  immaginari  prende  la  forma  : 

(III')  sen  h  ^     '       =  cotg  o)  tg  A  o  sen  — - — . 

Le  equazioni  (IO  ,  (IF)  ,  (IH')»  formano,  per  le  funzioni  incognite  un  si- 
stema misto  ai  differenziali  totali.  Esso  è  completamente  integrabile,  poiché  le 
condizioni  di  integrabilità,  tenendo  conto  della' equazione  (III')  ed  avendo  rig^uardo 
alle  (A')  che  sussistono  per  ipotesi^  sono  identicamente  soddisfatte.  Di  più,  le 
conseguenze  diff'erenziali  della  (IH')  sono  anch'esse  identicamente  soddisfatte, 
in  virtù  delle  equazioni  differenziali  del  sistema.  Esiste  quindi  una  seni  plico 
infinità  di  soluzioni  dipendenti  da  una  costante  arbitraria. 

Analogo  risultato  si  ottiene  partendo  da  una  superficie  S  del  tipo  {b). 
Possiamo  quindi  dire  in  generale  che  :  da  una  congruenza  pneudosferica  reale  a 
fuochi  immaginari  se  ne  può  dedurre  una  semplice  infinità  della  stessa  specie  per 
mezzo  del  teorema  di  permutabilità.  Il  problema  dipende  dalla  risoluzione  dei 
sistema  misto  ai  differenziali  totali  (I')  (II')  (IH')* 
Firenze,  ottobre  1920. 
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SU  TALUNI  POLIGONI  IN  RELAZIONE  CON  LE  QUARTICHE 

SGHEMBE  RAZIONALI. 


NOTA 


DI 


PIA  LOCCHI  (a  Torino). 


In  lina  Nota  del  1887  (*)  G.  Zecca  ha  determinato  per  la  C*  sghemba 
eoa  ponto  doppio,  i  <fi poligoni  principali  »  cioè  quei  poligoni  semplici  iscritti 
nella  curva,  tali  che  il  piano  osculatore  in  un  vertice  passi  sempre  per  il  succes- 
Rivo.  L'argomento  è  stato  ripreso  e  trattato  con  ampiezza  da  A.  Brambilla  (% 
senza  però  riguardo  alla  realtà. 

Noi  determiniamo  qui  i  poligoni  principali  sulla  C*  razionale  generale;  poi, 
preoccupandoci  anche  della  realtà  degli  enti  studiati  da  Brambilla,  siamo  con- 
dotti a  dare  *una  speciale  rappresentazione  parametrica  della  O*  con  punto 
isolato.  Per  i  vari  casi  di  C*  razionale,  studiamo  anche  il  problema  dei  «pò 
ligoni  di  Steiner  »j  in  particolare  dei  quadrilateri.  Terminiamo  con  un  conno 
^n\  .^  poligoni  ciroosoritti». 

Per  quanto  riguarda  le  proprietà  generali  delle  curve  che  considerinmo, 
rimandiamo  alle  Memorie  del  Cremona  f)  e  del  B  e  r  t  i  n  ì  (*),  nou'^liè  a  un 
articolo  di  L.  Berzolari  (^)  dove  sono  citati  numerosi  altri  lavori. 

1.   1   POLIGONI  PRINCIPALI  DI  UNA   0*  GENERALE.   La  C*    generali'      i    può 

rappresentare  parametricamente  (*)  con  le 

x^  :  x^  :  x^  :  x^  =  (ù^  :  a>'  (od*  —  E*)  :  w'  —  1  :  o). 


(^)  uSoj^ra  una  olasae  di  curve  ragionali  )^  [Giornale  di  mattinati  che,  voi.  25]. 

(')  <i^  ì  poligoni  principali  di  una  quartica  gobba  dotata  di  punto  dopphi^  [Atti  Acc.  Napoli, 
(2),  IX,  (1898)]. 

i?)  «  Intorno  alla  curva  gobba  del  quart^  ordine  per  la  quale  passa  una  sola  superficie  di  H^ 
^rodo»  [Annali  di  Matematica,  (1),  IV  (1863);  Opere  matematiche,  t.  I,  n.  28]. 

(^)  *  Sulla  curva  gobba  di  4^  ordine  e  2^  specie*  [Read.  Ist.  Lombrdo,  (2),  5,  (1872)]. 

(^)  «  Besondere  algebraisohe  Raumcurven  »,  $  3  [PascaPs  Repertoriiim,  2.  Auflage,  II.  Band, 
2*  Halfte,  p.  946]. 
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Allora  i  parametri  i  4  punti  complanari  di  C*  riBuitano  legati  dtlii 
relazione  : 

[1]      0)^  CI,  0)3  tì),  +  (i)j  (0/+  ctìj  0)3  +  co^  (0^  +  a),  (1)3  +  tt>,  0),  +  tóg  0),  4-  E*  =  0. 

Il  numero  dei  poligoni  principali  di  un  dato  nuniero  di  lati  si  determini 
agevolmente  col  principio  di  corrispondenza,  osservando  che  da  nn  punto  di 
C*  si  possono  condarre  tre  piani  ad  osculare  altrove  la  curva. 

Si  trovano  così  tre  corde  principali  (*),  contenute  cioè  nei  piani  osculatori 
nei  punti  di  appoggio;  otto  triangoli  principali,  diciotto  quadrangoli,  ecc. 

2.  Consideriamo  il  grupi^o  delle  tre  involuzioni  biassiali  I^,  I„  I,  aveiit^ 
per  assi  le  tre  coppie  di  spigoli  opposti  del  tetraedro  principale  (*)  di  C\  Una 
quaterna  di  punti  (piani)  trasformati  di  un  punto  (piano)  pel  ix^  delle  tre  in- 
voluzioni e  identità,  dà  un  tetraedro  desmico  al  tetraedro  principale  (esdiHd 
naturalmente  un  punto  che  sia  unito  per  una  delle  tre  involuzioni;  o  che  stin 
in  una  delle  facce  del  tetraedro  principale,  nel  qual  caso  i  suoi  trasformati 
sarebbero  tutti  in  questo  stesso  piano;  e  dualmente). 

Ricordando  che  la  C^  viene  mutata  in  sé  C)  dal  gruppo  G^ ,  possiamo  allora 
stabilire  qualche  relazione  di  posizione  fra  i  poligoni  principali. 

Anzitutto,  un'omografìa  che  muti  in  sé  G^,  oltre  a  mutare  an  poligouc 
principale  in  un  poligono  principale,  muterà  in  sé  anche  l'ordine  di  successione 
dei  vertici  del  jwligono.  Ne  viene  immediatamente  che  —  essendo  tutte  le  omo- 
grafie che  mutano  in  sé  0*,  involutorie  —  un  poligono  di  un  numero  dispari  di 
lati  non  potrà  mai  venire  mutato  in  sé  stesso;  e  che^  se  un  poligono  di  un  numero 
pari  di  lati  é  mutato. in  sé  stesso,  necessariamente  si  scambieranno  fra  loio 
vertici  opposti. 

Consideriamo  ora  un  triangolo  principale  e  i  suoi  trasformati  mediante 
I^,  1,,  ly.  I  quattro  triangoli  sono  tutti  distinti,  che  due  qualunque  di  essi 
sono  sempre  corrispondenti  in  una  delle  tre  involuzioni.  Anzi,  per  quanto  si 
é  premesso,  i  loro  piani  formano  un  tetraedro  desmico  al  tetraedro  principale  {% 
Lo  stesso  avverrà  per  la  seconda  quaterna  (n.  1)  di  triangoli.  Dunque: 

«  I  piani  degli  otto  triangoli  principali  si  dividono  in  due  qumteme,  mettmdo 
in  una  stessa  un  triangolo,  e  i  suoi  tre  trasformati  mediante  I^,  I^,  I,.  I  piani 
di  oiasouna  quaterna  formano  un  tetraedro  desmico  al  tetraedro  principale:^. 


(*)  Brambilla  ^  Le  omo§raJU  ohe  mutano  in  tè  etessa  una  curva  gobba  roMionaU  del  quartv 
ordine  *  [ReDd.  Ist.  Lombardo,  (2),  20,  (1887)]. 

O  A  questo  proposito  nella  Memoria  citata  in  <^^  è  riferita  una  comunicazione  v«rbftl« 
del  Prof.  C.  Segre. 

(*)  È  da  scartare  V  ipotesi  che  i  quattro  piani  pasHino  tutti  per  uno  stesso  Tertioe  del 
tetraedro  priuoipale  (che  per  simmetria  dovrebbe  essere  il  punto  di  concorso  delle  corde  prie 
oipali)  perchè  questo  fatto  non  si  verifica  per  la  C^  con  nodo. 
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3.  Anche  per  i  diciotto  quadrangoli   principali  è  possibile  fare  un  simile 
ag^rruppamonto. 

Oerchìamo  anzitutto  so   può  avvenire  che  qualche  involuzione  di  G^  muti 
n  quadrangolo  principale  in  sé. 

Considerato  un  quadrangolo  principale  Q  di  vertici  a,  b,  e,  d,  (®)  si  otterrà 
la  condizione  cercata  imponendo  che  il  trasformato  di  a  nelPinvoluzione  I,. 
rt)incìda  con  e.  Si  giunge  così  a  un'equazione  dì  decimo  grado,  che  si  spezza 
nel  pn>dotto  di  una  di  secondo  grado  (che  conduce  ai  punti  di  api)oggio  della 
corda  principale  che  è  asse  di  I,.)  e  di  una  di  ottavo  grado,  che  —  si  dimostra 
faciliuente  —  d.etermina  i  vertici  di  due  quadrangoli  principali  Q^  e  QV  Questi 
quadrangoli  —  per  ragione  anahiga  a  quella  detta  in  (^)  pel  caso  dei  trian- 
Igoli  —  non  sono  piani,  come^ potrebbe  avvenire  se  le  loro  diagonali  si  tagliasseio 
iu  punti  di  uno  (stesso)  degli  assi  dell'involuzione  T^. 
Concludiamo  perciò  : 

«  Ci  s<yiio  tre  coppie  di  quadrangoli  principali  sghembi,  nei  quali  le  diagonali 
k  appoggiano  —  rispettivameìite  —  alle  tre  coppie  di  spigoli  opposti  del  tetraedro 
frlncipale  » . 

Osserviamo  che  se  Q^  viene  mutato  in  se  da  I^,  i  suoi  trasformati  mediante 
le  altre  due  involuzioni,  sono  uno  stesso  quadrangolo,  che  è  dunque  necessa- 
riamente Q'^.  E  viceversa,  se  Q^  ha  i)er  corrispondente  uno  stesso  quadrangolo 
Q'.  iu  due  delle  tre  involuzioni,  allora  la  terza  trasforma  Q^  in  sé  stesso.  Ne 
viene,  che  se  un  quadrangolo  non  è  mutato  in  sé  da  nessuna  involuzione,  i 
Imioì  corrispondenti  sono  tutti  tre  distinti.  Tolti  dunque  i  sei  quadrangoli  Q, 
lì  rimanenti  dodici  si  dividono  in  Xre  quaterne,  mettendo  in  una  stessa  un  qua- 
drangolo, e  i  suoi  corrisiK)ndenti  in  I^,  I^,  I3. 

I        Questo  raggrupparsi  dei  quadrangoli  principali  in  tre  co|)pie  e  tre  quaterne, 

i 

i  porta  dì  conseguenza  la  riducibilità  dell'equazione  che  li  determina,  e  la  pos- 
sibilità di  risolverla  per  radicali  quadratici  e  cubici. 

4.   I    POLIGOU   PRINCIPALI   SULLA    C*   CON   PUNTO   DOPPIO.    RAPPRESKNTA- 
ZIONE   PARAMETRICA    DELLA    (y*   CON    PUNTO     ISOLATO.     Per     la     O*    COU     puuto 

'lopiMo,  il  problema  è  stato  dift'usamente  trattato  ricorrendo  alla  speciale  rap- 
jiresentazione  para  mètrica 

_  #  ■ 

[-]  x^  :  j:*,  :  d'.^  :  i\  =  (o  :  co'  :  tì)^  :  (o*  +  1 

data  la  quale,  la  condizione  di  complanarità  di  quattro  punti  di  C*  diviene  (*^): 

(A^  a>,  0),  (0^  zz:  1 


(*)  Indichiamo  con  la  HtOHHu  lettera,   i nel iiferen temente,    un    punto    di  C^  e  il    valore   del 
parametro  nel  punto  steHso. 

(*°)  E.  W  eyr,  «  Uebtr  rationale  Curven  'vitrter  Ordnunfi^  [Math,  Ann.,  IV,  (1871)]. 
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Possiamo  notare  che,  per  la  C*  con  nodo,  sofo  la  corda  principale  che  è 
intersezione  dei  due  piani  osculatori  nel  nodo,  è  reale.  I  poligoni  priacipali 
proi)ri  sono  tutti  immaginari.  Infatti,  scartando  dalle  radici  dell'equazione  de- 
terminatrice  degli  n  goni  principali,  le  radici  della  o)^  =  1  ,  che  conducono  ai 
quattro,  punti  di  iperosculazione,  le  rimanenti  radici  sono  tutte  immagfinarie, 
onde  i  vertici  dei  polìgoni  principali  propri  sono  tutti  immaginari.  E  così  purè- 
tutti  i  lati,  che  i  parametri  di  due  vertici  consec^itivi  non  possono  essere  im- 
maginari-coniugati (**). 

Ricorrendo  alla  [2]  non  possiamo  però  decidere  nulla  della  realtà  dei  im> 
ligoni  principali  sulla  C*  con  punto  isolato,  perchè  in  questo  caso  il  sistema 
di  riferimento  scelto  per  ottenere  la  [2]  non  è  reale.  Ci  converrà  trovare  una 
altra  rappresentazione  parametrica  per  questa  0\ 

Perciò  ricordiamo  che  dei  quattro  coni  esistenti  in  generale  in  un  fascio 
di  quadriche,  nel  caso  in  cui  curva-base  del  fascio  sia  una  C*  con  punto  dop 
pio,  due  coincidono  nel  cono  che  da  questo  punto  (O)  proietta  la  curva.  Oli 
altri  due  coni  (di  vertici  A  e  B)  passanti  per  C*,  toccano  il  piano  AOB  ri- 
spettivamente lungo  le  rette  AO  e  60,  che  separano  armonicamente  le  due 
generatrici  che  il  cono  [O]  ha  in  comune  col  piano  AOB,  ossia  le  due  ta,n- 
genti  alla  G*  nel  punto  doppio.  Se  O  è  punto  isolato,  queste  due  tangenti  sono 
immagiuarie-coniugate,  e  quindi  sono  certo  reali  le  rette  AO  e  BO,  e  i  coni 
[A]  e  [B]. 

Assumiamo  allora  come  x^=zO  e  07^  =  0  i  due  piani  passanti  per  A^  e  tan- 
genti al  cono  fO]  ;  e  come  x^  =  0  il  piano  delle  due  generatrici  di  contatto. 
Il  cono  [O] ,  quando  si  scelga  su  di  esso  il  punto  .unità,  avrà  l'equazione 

riferendone  le  generatrici  ai  piani  del  fascio  (x^  =  0  ,  ùp^^=  0)  lo  potremo  rapi 
presentare  parametricamente  con  le 

V 

|3]  x^:  x^:  x^=z  1  liA*  :  o). 

Assunto  il  piano  tangente  ad  [A]  lungo  AO  come  piano  x^  +  ^t  =  O,    os- 
serviamo  che   il  piano  x^ — a?g=r-0    contiene^  ancora   una    generatrice    di     [a 
distinta  da  AO.  Il  piano  tangente  ad  [AJ  lungo  quella  generatrice,   assamìamo 
come  x^zzzzO,  Allora  il  cono  [A]  si  rappresenterà  con  l'equazione 


(^^)  Sodo  immaginarie  anche  lo  omografie  che  mutano  in  sé  la  C^  (v.  per  questo  la  Me- 
moria citata  in  ^^)),  tranne  le  due  omologie  armoniche  e  un'  involuzione  biassiale.  I  vertici 
dei  due  angoli  tetraedri  formati  per  questa  particolare  C^  dai  triangoli  principali  (v.  Xota 
citata  in  ^0  <^ono  reali,  e  separano  armonicamente  il  punto  doppio  della  curva  •  il  punto  co- 
mune alle  tre  corde  principali. 
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Confrontando  le  [3]  e  [4],  vetiiarao  che  per  punti  della  C*  intersezione  dei 
due  coni,  fe»arà  o'=a)*;  e  perciò  la  rappresentazione  di  un  punto  qualunque 
di  essa   sarà  data  da  : 

afj  :  x^\x^:x^  =  l  -|-  o)'  :  od»  (1  -f  co')  :  co  (1  +  (o*)  :  ~  (1  —  <«)*)* 

tv 

e  quattro    punti  complanari  di  C^  soddisferanno  alla  relazione  : 

«*>i  -f  <«t  +  ^z  4-  ^i  -  (««>i  <«>«  ^z  +  <«i  «>t  ««>4  +  %  ^3  ^4  +  ^%  %  ^ò  =  ^• 

Questa  relazione,  introducendo  il  nuovo  paramelo  1 1=:  arctg  w,  si  riduce  alia 

•   * 

[51  Xj  4-  Tj  -f  T3  +  t,  =  0         (luod.  IT) 

Si  determinano  ormai  ovviamente  i  parametri  dei  vertici  dei  poligoni  prin- 
cipali. 

Osserviamo  die  essi  soddisfano  a  coiìgruenze  (inod.  n)  di  primo  grado 
[  in  T,  a  coefificienti  reali,  cbe  conducono  a  valori  del  parametro  —  e  quindi  an- 
I     che  a  [poligoni  —  sempre  tutti  reali  ("). 

5.  Sulla  C*  con  cuspide  mancano  (")  i  poligoni   principali.   Nel   caso    che 


(^*;  In  questo  sistema  di  riferfniento^  le  tre  involuzioni  biassiali,  le  dne  omologie armoDi- 
che,  •  le  due  omografìe  olcliche  del  4<>  ordine  che  mutano  in  sé  C^  ,  subordinano  sa  di  essa 
rispett.  le  proiettività: 

ww'  -j-  1  *=  0      ,      w(i)'  ■4"<*>  +  w'  —  1  =  0       ,       cow'  —  tiì  —  òj'  —  1  =  0; 

(,)  -f  to'  «  0     ,    omÙ'  —  1=0     ;     ww'  —  w  +  <«>'+l=0     ,     oj(i>'  —  co  —  <o'  +  1  =—  0  , 

che,  mediante  il  parametro  x,  possiamo  anche  rappresent-are  con  le  congruenze  (mod  it)  : 

x  +  t'-O         ,         x  +  x'^l         ;         T-T'  =  J        ,         T-T'  =  ^; 

®  si  vede  che  €)sse  sono  tatte  reali. 

(")  E.   W  e  y  r ,    «   Uéhfr  Raumcurven  4"*  Ordnung  mit  eivtm  Cvtpidaìpvnkte  >    [Sitzb.  der 
^'  Akad.,  Wien,  (1875)]. 
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la  curva  sia  r^ale,  si  può  vedere  che  essa    non    ammette    poligoni    priucii>ali 
reali,  semplicemente  osservando  che  sulla   C*  con   cuspide,  ogni  puuto   corri 
sponde  al  suo  tangenziale  in  una  proiettività  che  tiene  fissi    la   cuspide    e   il 
punto  d^iperosculazione.  Per  l'esistenza  di  un  poligono  principale,  questa  proiw 
ti  vita  dovrebbe  essere  ciclica,  mentre  non  può  esserlo,  che  ha  due  punti  uuiii 
reali,  e  non  è  un'involuzione. 

Anche  la  C*  con  due  flessi  (")  i^on  ammette  poligoni  princi|»ali  propri, 
essendo  ogni  suo  punto  origine  di  una  corda  principale:  la  congiungente  del 
punto  considerato  col  suo  coniugato  armonico  rispetto  ai  due  punti  dMuflessìone. 

iì,  PoLiGO]?n  DI  Steiner  su  una  C"  razionale.  Consideriamo  ui.a  C" 
razionale  sghemba  che  ammetta  due  {n — 2) — secanti  a,  b,  I  piani  del  fast-io  (n) 
segano  la  C",  oltre  che  negli  n — 2  punti  che  stiuino  su  <i,  in  coppie  di  punti 
in  corrispondenza  algebrica  e  biunivoca,  cioè  determinano  sulla  ("*  un'involu 
ziorie  J,,.  I  piani  del  fascio  (b)  determinano  analogamente  sulla  C"  un'involu 
zione  Jv  II  prodotto  Jg/Jè  sarà  una  proiettività  nella  quale  il  corrinpondente 
m.^  di  un  punto  qualunque  m^ ,  si.  otterrà  proiettando  m^  da  a  in  vi^  ,  e  poi  w, 
da  b  in  Wg. 

Può  avvenire  che  la  poligonale  ni^m^ '^*h»-{-i  j  ottenuta  applicando  n  volte 

la  ,Ì^Jf, ,  si  chiuda.  Si  ottiene  allora  un  poligono  che    possiamo    chiamare   un 

4f.  poligono  di  Steiner»,  In  questo  caso,  i  punti  m^m^ Wg^.^  (supposti    tutti 

distinti)  costituiscono  un  ciclo  per  la  J^J^^  che  è  dunque  ciclica,  essendo   la 
iV  razionale.   Possiamo  concludere: 

«  8(f  e$ÌHte  iti  una  C**  razionale  un  poligono  di  S>t  e  i  n  e  r  di  ordine  2»,  ne 
esistono  infiniti  ». 

7.  Quadrilateri  di  Steiner  sulla  C*  generale.  Per  la  C*  le  (h— 2)— 
secanti  a,  b  considerate  al  n.**  precedente,  divengono  due  corde.  Fissata  una 
corda  a  qualunque,  cerchiamo  a  quali  condizioni  deve  soddisfare  una  corda  bj 
per  costituire  con  la  a  una  coppia  di  corde  di  Steiner  per  quadrilateri. 

Siano  M  e  N  i  punti  di  contatto  delle  due  tang«'nti  di  (3*  che  si  appop:- 
giano  alla  a  ('"').  Una  corda  b  qualunque  incìilente  ad  M  N,  dà  certo" con  a  una 
coppia  di  corde  di  S  tei  ir  e  r  per  qua<lrilateri,  che  la  corda  MN  contata  due 
volte,  insieme  con  le  tangenti  nei  punti  M  e  N,  dà  un  particolare  quadrilatero 
iscritto  in  C*,  coi  lati  alternativamente  ap[>oggianti8i  ad  a  e  ò. 

Viceversa,  prese  due  corde  a  e  6,  corde  di  Steiner  per  quadrilateri, 
assumiamo  come  primo  vertice  di  uno  di  questi,  il  punto  di  contatto  M  di  una 
delle  tangenti  incidenti  alla  a.  In  M  cade  anche    il   secondo  vertice.  È  facile 


{^*)  Cremona  «  Soprm  una  certa   curva  gobba   di   quarC  ordine  »    [Rend.   lat'.   Loinl).,  l2), 
1,  (1868);  Opere  matematiche,  t.  II,  n.  75]. 

(}^)  Intendiamo  tacitamente  tangenti  incidenti  alla  a  non  nei  punti  di  appoggio. 
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riconoscere  che  il  terzo  e  il  quarto  vertice  del  quadrilatero,  devono  coincidere 
col  punto  di  contatto  N  della  seconda  tangente  di  G*  incidente  alla  a,  onde 
la  corda  6  deve  incontrare  la  corda  M  K.  Dunque,  poiché  occorre  e  basta  che 
la  h  si  appoggi  alla  corda  M  ^  per  costituire  una  coppia  di  corde  di  Steiner 
l)er  quadrilateri,  possiamo  concludere  : 

«  Ci  sono  infinite  corde  che  con  una  corda  a  danno  una  coppia  di  corde  di 
Steiner  per  quadrilateri;  e  i  loro  punti  di  appoggio  formano  unHnvoluzione  J  ». 
Fissati  quattro  punti  A  B  C  D  qualunque  —  purché  non  complanari  —  di 
C%  esiste  una  sola  corda  a  che  si  appoggia  a  una  coppia  di  spigoli  opposti^ 
1>.  es.  AB  e  CD  del  tetraedro  ABCD:  quella  che  contiene  la  coppia  comune 
alle  due  involuzioni  determinate  su  G^  dai  due  fasci  di  piani  AB  e  GD.  Così, 
c'è(  una  sola  corda  b  che  si  appoggia  a  due  altri  spigoli  opposti  del  tetraedro 
ABCD.  È  ovvio  che  tali  due  corde  a  e  h  sono  corde  di  Steiner  per  qua- 
drilateri. Dunque: 

«  Sono  corde  di  Steiner  per  quadrilateri,  due  qualunque  delle  tre  corde 
che  si  appoggiano  alle  tre  coppie  di  apigoli  opposti  di  un  tetraedro  qualunque 
iscritto  tn  C*». 

Osserviamo  che  se  a  e  ò  sono  corde  di  Steiner  per  quadrilateri,  il 
prodotto  delle  due  involuzioni  J^  e  J^,  sarà  ancora  un'involuzione  J^.  E  le  tre 
involuzioni  saranno  a  due  a  due  permutabili.  La  costruzione  della  corda  e  è 
immediata:  preso  un  quadrilatero  di  Steiner  m^m^m^  m^^  determinato  da 
a  e  ò,  basterà  prendere  la  (unica)  corda  appoggiantesi  ad  nt^  m^  ed  m,  m^.  Ma 
i  qaadrilatepi  del  tipo  considerato  sono  infiniti^  dunque: 

<r  Sono  corde  di  Steiner  per  quadrilateri,  due  corde  che  siano  assi  di 
due  involuzioni  armoniche  o  permutabili.  Tre  corde  a^si  di  tre  involu.ioni  armoniche 
a  due  a  due,  sono  tali  che  esistono  infiniti  tetraedri  iscritti^  le  cui  tre  coppie  di 
spigoli  opposti  si  appoggiano  rispettivamente  alle  tre  cordai. 

8.  Poligoni  di  Steiner  sulla  G*  con  nodo.  Siano  a^  e  a,,  6^  e  6,  i 
punti  di  appoggio  di  due  corde  a  eb.  Aftinché  a  e  b  siano  .corde  di  Steiner 
per  n-goni,  dovranno  coesistere  le  equazioni  (vedi  n.  4): 

a^a^w,  m,=  l  b^b^m^m^=l 

a^  a,  w,  m^  =  l  ]     b^t^m^m^  =  l 


Osserviamo  che  esse  non  sono  indipendenti,  che  moltiplicando  membro  a 
membro  le  equazioni  [6],  otteniamo: 

{a^  a^^  wij  wij  ....  WI2»  ^=  1  ) 
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e  analogamente  dalle  f6']: 


(b^  6,r  fn^m^  ....  Wj»  =  1 . 


Se  ne  deduce  la 


[7]  l«.  «,)*  =  {b,  *,)" 

come  condizione  necessaria  per  la  coesistenza  delle  [6]  e  [6'].  E  viceversa,  86 
si  verifica  la  [7J,  è  soddisfatto  tatto  il  sistema,  ed  ha  infinite  soluzioni,  che  si 
può  prendere  ad  arbitrio  una  delle  m. 

Alla  [7]  si  può  giungere  anche  in  altro  modo:  traducendo  analiticamente, 
cioè,  il  ragionamento  sintetico  fatto  al  n.^  6  per  una  C**  razionale  qualunque. 
Infatti,  dividendo  la  prima  delle  [6]  per  la  prima  delle  [6^,  e  riducendo  a  forma 
intera,  abbiamo 

il  che  esprime  che  m^  ed  m,  si  corrispondono  in  una  proiettivltà  fissa.  Ana 
logamente 

a^  «j  W3  =  fc^  ò,  W5, a^  a,  m^^^  =  b^  fc,  m^. 

Moltiplicando  membro  a  membro,  si  ha  di  nuovo  la  [7]. 
Se  n  è  di^parij    stando    nel    campo    reale,    affinchè  sia    soddisfatta  la  [7J 
deve  essere 

ossia,  scelta  comunque  la  corda  a,  i  punti  di  appoggio  della  b  devono  essere' 
una  coppia  dell'involuzione  J  definita  dalle  coppie  (a^ ,  a,)  e  (0,oo).  E  se  questo 
avviene,  il  sistema  delle  [6]  e  [6']  è  soddisfatto  già  per  n  =  1,  onde  il  poligono 
di    Steiner    non  è  altro  che  la  corda  m^  m,  contata  due  volte. 

Per  n  =  3,  5,  ecc.  si  hanno  poligoni  (tutti  impropri)*  dati  dalla  corda  m^  m, 
contata  sei,  dieci,  ecc.  volte. 

In  particolare,  se  l'involuzione  J  è  iperbolica,  per  la  qual  cosa  si  richiede 
che  a^  e  a,  siano  in  uno  stesso  dei  ramf  in  cui  la  C^  viene  divisa  dal  punto 
doppio,  può  avvenire  due  volte  che  la  corda  m^  m,  divenga  tangente. 

Se  n  è  pari,  affinchè  la  [7]  sia  soddisfatta  da  valori  reali  di  a^,  a^,  ft^ ,  2»,, 
occorre  che  sia 


f 
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Il  caso   a^  a^  =  l>^  b^    è  stato  or  onf  considerato. 
Affinchè  sia 

osserviamo  che,  presa  eomanqne  la  corda  Oy  b^  e  b^  devono  essere  una  coppia 
dell'involuzione  di  cni  (0,  oo)  sono  panti  coniugati,  e  —  a^a^  è  potenza.  Scelte 
così  a  e  by  un  poligono  di  Steiner  c'è  già  in  corrispondenza  al  valore  n  =  2, 
e  questo  poligono  è  un.  quadrilatero. 

I  poligoni  di  otto,  dodici,  ecc.  lati,  non  sono  altro  che  quadrilateri  contati 
due,  tre,  ecc.  volte  :  dunque  poligoni  impropri.  Concludiamo  : 

«  I  soli  poligoni  di  Steiner  reali  e  propri  esiMtenti  sulla  O*  con  nodo, 
tono  i  qtiadrilateri  ». 

Fra  questi  quadrilateri  ce  ne  sono  infiniti  di  piani:  tutti  quelli  che  si  ot- 
tengono da  corde  a  e  b  per  le  quaW  a^a^=lj  òjfc,  =  —  1-  (o  viceversa).  I 
pnnti  d'incontro  delle  due  coppie  di  lati  opposti  di  questi  quadrilateri,  sono 
i  vertici  A  e  B  dei  dae  coni  biproiettanti  la  0^;  il  punto  d'incontro  delle  dia- 
gonali descrive  una  retta:  la  corda  principale  che  è  intersezione  dei  due  piani 
oaonlatori  nel  nodo. 

9.  Nel  problema  dei  poligoni  di  Steiner  per  la  0*  con  punto  isolato, 
se  facciamo  uso  della  condizione  di  complanarità  [5],  ci  si  presenta  il  seguente 
sistema  di  congruenze  (oiodic): 

«•  +  ».  + «3 +'«4  =  0       .  1    ^+*,  +  »»4  + ♦»»  =  <> 

[8J{  [8'] 


«i+«t+»»t--i  +  »»»«=o  \  ft^ -f.  ft,  4- M,^ -1- «^  =  0 

dalle  qnali  sommando,  otteniamo  : 
[*1  »  (a^-\-a^^n  (*,  +  ft^  (modit) 

come  condizione  necessaria  per  la  coesistenza  delle  [8]  e  [8'J.  E  se  la  [9]  è  sod- 
disfatta, il  sistema  ha  infinite  soluzioni,  rimanendo  in  nostro  arbitrio  una  delle  nt. 
La  [9J  si  può  anche  scrivere 

«i  +  »«  =  *i  +  *«  +  ^» 
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nella  quale  è  sufficiente  dare  a  h  i  calori  0, 1,  2, . . ,  n  —  1,  Umitandosi  aofti  ai 
9  (n)  valori  di  ìc  minori  di  n  e  primi  con  n,  se  si  vogliono  poligoni  pnifNriaaiente 
di  2n  lati.  Dunque  : 

«  Usiitono  sulla  (>*  con  puntù  iMÒkd0  poligmii  di  Steiner  reali  di  tutti 
gli  ordini  pari  2n:^, 

Sulla  C*  Qon  cuspide,  mancano  i  [«oligofii  di    Steiner    propri. 

10.  Quadrilateri  di  Steiner  sulla  O*  con  due  flessi.  Poiché  la 
condizione  di  complanarità  ci  è  data  per  questa  C*  dalla  O 

[10]  <0j  »,  4- «.«,  +  «»,  «>4  +  »t  "a +  "««»*+ «3  «4  =  ^' 

avremo  da  considerare  il  seguente  sistema  di  equazioni: 

•       «1  ««  +  («1  +  ««)  (*»1  +  ^z)  +  1»!  «j  =  0 

*i  *t  -+   (*i  +  ^^  (»'.  +  «a)  +  «.  «»s  =  0 

^1  «2  +  («1  +  «*)  (^^3+^4^  +  ^3  W^  =  0 

s 

K  K  +  (^  +  ^«)  (^4  +  ^i)  +  ♦»4  »»1  =  ^ 

Eitroviamo  (vedi  n.°  6)  che  fn^  ed  m,  sono  corrispondenti  in  un'in volnaioue 
J^;  ed  wi,  e  wi,  in  un'involuzione  J^.  La  proiettività  J«J&,  nella  quale  si  cor- 
rispondono m^  ed  Wg,  ripetuta  due  volte  deve  portare  all'identità:  dunque  de- 
v'essere un'involuzione. 

Essendo  J.  e  J^  entrambe  iperboliche,  il  loro  prodotto  sarà  un'involuzione 
quando  i  punti  doppi  dell'una  siano  coniugati  nell'altra.  Otteniamo  ooeì  la 
relazione 

111]  ^^-3  (fc,  +  ftO.(a,  +  a,)  +  a,a,  =  0 

che  dev'<^ssere  verificata  dai  punti  di  appoggio  di  dae  corde  a  e  fr,  corde  di 
Steiner  per  quadrilateri. 

« JEiUtono  dunque  suUa  G^  con  due  flessi  infiniti  quadrilateri  di  Steiner 
reali». 

Osserviamo  che,  fissata  la  cofda  a,  la  [11]  esprime  che  i  punti  di  appoggio 
delle  corde  b,  sono  coppie  di  un'involuzione  sulla  0^:  il  che  è  conforme  a 
quanto  abbiamo  trovato  sinteticamente  al  n.  7  per  la  G^  generale  e  ai  n.'  8  e  9 
per  la  C*  con  punto  doppio. 

11.  Poligoni  oircoscritti  alla  C^:  ossia  poligoni  i  cui  lati  sono  tai- 
genti  alla  curva. 


)(  •!  )( 

Fornimmo  dimostrare  ohe  «  ##-  e$iite  un  n-gon^  oirco$critto  a  G^,  ne  emstono. 
infiniti  »  • 

Infatti:  sia  m  un  punto  di  G^  Per  la  tangente  in  m  passano  dne  piani 
che  toccano  ancora  la  0^  rispettivamente  in  due  punti  |i.  Così,  per  la  tangente 
in  ognuno  di  qnesti  punti,  passano  due  piani  altrove  tangenti  alla  C^  Dei 
quattro  piani  bitangsnti  ehe  si  ottengono  in  questo  modo,  due  toccano  però 
]a  G^  ancora  nel  pnnto  m;  gli  altri,  in  due  nuovi  punti  v.  Da  questi  se  ne 
possono  ^tenere  analogamente  altri,  due,  ecc. 

Insomma,  idpetendo  n  volte  l'operazione,  al  punto  m  vengono  a  corrispon* 
dere  d«ie  pnnti  p» 

Ha  ognauo  di  questi  può  provenire,  oltre  che  dal  punto  m,  da  un  altro 
pantQ  m\  La  corrispondenza  che  si  ottiene  fra  fit  e  p,  ossia  la  corrispondenza 
oitemta  lipetendo  »  volte  la  corri apondenza  fra  m  e  |i^  è  dunque  corrispon- 
denza (2,a).  Essa  avrà  dunque  quattro  punti  uniti,  qualunque  sia  n.. 

Ma  la  oorrìspoodenza  fra  ia  e  (t  era  anche  (2,2);  e  noi  ne  conosciamo  i 
qnattro  elementi  uniti:  i  quattro  punti  d'iperoscalazione.  Questi  saranno  ele- 
nenti uniti  anche  nella  corrispondenza  fra  m  e  jp. 

Ghiedere  un  poligono  circoscritto  di  n  lati,  è  chiedere  che  un  punto  p 
cada  in  m.  Se  m  non  è  uno  dei  punti  d'iperosculazioue,  è  dunque  chiedere 
un  nuovo  elemento  unito  nella  corrispondenza  fra  m  e  |i.  Se  e'  è  questo  ulte- 
riore elemento  unito,  ce  ne  saranno  almeno  cinque,  quindi  tutti;  ossia,  qua- 
iDBqae  sia  m,  ripetendo  n  volte  la  nostra  corrispondenza  ritorneremo  in  iti, 
ossia  avremo  uno  dei  poligoni  richiesti. 

Ciò  si  accorda  col  fatto  che  qualunque  punto  della  G^  con  punto  doppio 
è  pnnto  di  contatto  di  un  lato  di  un  quadrilatero  circoscritto  (^*).  Lo  verifl- 
cbiamo  immediatamente  per  la  G.^  con  punto  isolato,  per  la  quale  i  parametri 
A  e  p  dei  punti  di  contatto  di  un  piano  bitangente  sono  legati  dalla  relazione 
(che  deduciamo  dalla  [5])  : 


2  a  +  2  p  =  0 


(modic) 


Per  l'esistenza  di  un  quadrilatero  circoscritto,  dovranno  allora  coesistere 
le  congruenze  (modic): 

2a  +  2p  =  0         2p  +  2T  =  0         2t  +  28=,0         28+2a  =  0; 

^'  queste  sono  simulta.nea mente  soddisfatte  per  qualunque  valore  di  a. 

I  poligoni  circoscritti  di  tutti  gli  ordini  mancano  sulla  G*  con  cuspide, 
della  quale  una  tangente  incontra  un'altra  tangente  sola.  Mancano  pure  sulla 
C*  con  due  flessi. 


C^>  A.    Bv »Bi bilia,    « SmUtk  mmfa  ##iiM  M  fiuurto  wéim  d^iaia  di  inulto  à^jpffio »  [R«nd. 
l»t.  Lombardo,  (2),  XVII,  (1884)]. 
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In  qaesta,  infatti,  i  ponti  di  contatto  a  e  p  di  un  piano  bitaogente,  sono 
legati  dalla  relazione  (ricavata  dalla  [10]): 

ossia  si  corrispondono  nella  proietti  vita   fissa    p  =  ik  a,   ove   k  =  —  2  -}-  )^  (o 

nella  sna  inversa,  corrispondente  a    1c=:  —  2  —  ]/3). 

Bicercando  nn  poligono  circoscrìtto,  bisognerà  ripetere  qaesta  proiettività* 
Si  ottengono  così  i  ponti  J^a^  &*«,....  i  quali,  per  essere  k<C,0,  |Jb|<^l,  sono 
posti  alternativamente  nell'  nno  e  nell'  altro  dei  due  rami  in  cui  i  due  punti 
di  flesso  spezzano  la  G^,  e  si  avvicinano  sempre  più  al  punto  dMnflessione  ^dì 
parametro  0. 

Considerando  Paltro  valore  di  ifc,  si  tende  invece  al  punto  d'inflessione  di 
parametro  oo. 

Sulla  0^  generale,  esistono  poligoni  circoscritti  {").  Mancano  però  i  quadri- 
lateri,  caratteristici  per  la  G*  con  ponto  doppio  ('*). 

L«  si  può  dimostrare  semplicemente  ricorrendo  alla  relazione  (dedotta 
dalla  [1]) 

{12]  a»  p*  +  a*  -|-  4  ap  +  p*  +  E*  =  0 

m 

tra  i  parametri  dei  punti  di  contatto  di  un  piano  bitàngente,  e  osservando  che 
per  resistenza  di  un  quadrilatero  circoscrìtto,  occorre  che  per  due  valorì  ^^  e 
p,  di  p,  l'equazione  |12]  conduca  alla  stessa  coppia  disvalori  di  a. 

Bisogna  dunque  che  siano  compatibili    le    seguenti  relazioni  fra  ^^  e  p,  : 

Ciò  non  può  avvenire  che  per  E'  =  l,  ma  allora  (^)  la  G^  ha    nn   nodo. 


C'')  R.  A.  Roberti,  «On  Unieunal  TwUted  Quariics  »  [Prooeedingi  of  the  London  Ma- 
thematioftl  Society^  toI.  XIV^  (1883)]. 

(^')  A.  Brambilla,  «  Bieerche  anaìiiieke  intorni  alle  eurve  ^ohhe  roMionaU  M  4^  ùriine  > 
[Read.  Ut.  Lombardo,  (2),  V,  (1871)]. 


)(  »3  )( 


QUELQUES  CONSÉQUENGES  ARITHÉTIQUES  DE  L'ÈQUA- 
TION  A  TROIS  TERMES  DANS  LA  THEORIE  DES  FONC- 
TIONS  ELLIPTIQUES. 


PAR 


ERIC  TEMPLE  BELL  (a  Washington) 


L«8  conséquences  arithniétfques  de  la  belle  équatlon  à  troìs  termes  dans 
la  tbéorìe  des  fonctions  elliptiqaes  étant,  à  vrai  dire,  ìnépaisables,  je  me  con- 
tente ici  à  ÌDdiquer  quelqaes  thèorèmes  sur  les  fonctions  nuraériques  à  denx 
Tariables  qui  coulent  du  cas  très  special  de  l'éqaation  ponr  leqnel  on  ne  tient 
oompte  que  de  deux  variables.  Meme  de  ce  cas  je  ne  traite  qn'une  partie  étroite 
bornée  par  des  liniìtea  naturelles. 

Selon  qu'on  part  de  la  forme  spécifiqiie  de  Téquation  à  trois  termes  don- 
néf  par  Jacobi,  Stephen  Smith,  Briot  et  Bouquet,  Weier- 
strass  ou  Kronecker,  on  tronve  dés  conséquences  arithmétiques  di- 
stinctes.  H  est  clair  que.ces  conséquences  sont  au  fond  identiques,  il  m'importe 
pas  de  quelle  forme  de  1'  éqnation  on  part,  toutes  les  formes  de  P  équation 
^tant  implicites,  comme  l'a  montré  Kronecker,  dans  la  sienne.  Néanmoins 
les  conséquences  dernières  ne  sont  pas  toujours  évidemment  identiques,  et  la 
transformation  arithmétiqne  des  thèorèmes  trouvés  par  une  voie  dans  oeux 
obtenus  par  une  antre,  quoique  souvent  difficile,  nous  conduit  à  des  proprie 
tés  nouvelles  des  entiers  d'un  haut  intérèt. 

Ici  je  pars  d'  un  système  de  trois  identités  considerées  par  Briot  et 
Bouquet,  et  j'obtiens  toutes  les  formulos  générales  d'un  genre  bien  défini 
<ini  en  sont  implicites.  Les  formnles  aiusi  trouvées  appartiennent  à  la  méoie 
classe  que  celles  que  Lio  u  ville  a  données  dans  le  cinquième  de  ses  roé- 
moireg  Sur  quelqìies  formuUs  générales  qui  peuvent  étre  utilés  dans  la  theorie  des 
nomhres  (*),  mais  avec  une  extension  importante:  nos  formules  se  rapportent 
à  deux  formes  spéciales  bilinéaires,  celles  de  LiouviUe  à  une  seule.  Bn 
P*88«nt  j' observe  que  toutes  les  formules  de  Liouville   sont  anssi  impli- 


(*)  Joaraal  dea  Mathématiquas,  (2),  t..3. 
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In  questa,  infatti,  ì  punti  di  contatto  a  e  p  di  un  piano  bitangente,  sono 
legati  dalla  relazione  (ricavata  dalla  [10]): 

ossia  si  corrispondono  nella  proietti  vita    fissa    p=z^a,    ove    h= — 2-|-J^  (o 

nella  sua  inversa,  corrispondente  a    Jc  =  —  2  —  /s). 

Bicercando  un  poligono  circoscritto,  bisognerà  ripetere  questa  proiettività. 
Si  ottengono  così  i  punti  Af*a,  A;^a, ....  i  quali,  per  essere  ìc<C^O,  |fc|<^l,  sono 
posti  alternativamente  nell'  uno  e  nel!'  altro  dei  due  rami  in  cui  i  due  punti 
di  flesso  spezzano  la  G^  e  si  avvicinano  sempre  più  al  punto  dMnftessione  ^di 
parametro  0. 

Considerando  Paltro  valore  di  fc,  si  tende  invece  al  punto  d'inflessione  di 
parametro  oo. 

Sulla  G^  generale,  esistono  poligoni  circoscritti  C^.  Mancano  però  i  quadri- 
lateri, caratteristici  per  la  0*  con  punto  doppio  (*'*). 

Lo  si  può  dimostrare  semplicemente  ricorrendo  .  alla  relazione  (dedotta 
dalla  [1]) 

{12]  a»  p*  +  a»  +  4  ap  +  p*  +  E*  =  0 

tra  i  parametri  dei  punti  di  contatto  di  un  piano  bitàngente,  e  osservando  che 
per  l'esistenza  di  un  quadrilatero  circoscrìtto,  occorre  che  per  due  valorì  ^^  e 
P,  di  p,  l'equazione  |12]  conduca  alla  stessa  coppia  di^valofi  di  a. 

Bisogna  dunque  che  siano  compatibili    le    seguenti  relazioni  fra  p^  e  P,  : 

^^  +  1_P._P/  +  E« 
Ciò  non  può  avvenire  che  per  E'  =  l,  ma  allora  (^*)  la  C^  ha   un   nodo. 


C'')  R.  A.  B  o  b  e  r  t  •  ,  «  On  UnUunal  Twiited  Quariics  »  [Prooeedingi  of  the  London  Ma- 
thematieal  Society^  toI.  XIY,  (1883)]. 

(^')  A.  B  r  a  m  b  i  1  ]  a ,  «  Biùercke  anaUtieMe  intorni  alle  eurve  ^ohhe  roMioiutU  del  4^  ordine  » 
[Read.  Ut.  Lombardo,  (2),  V,  (1871)]. 
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QUELQUES  CONSÉQUENCES  ARITHÉTIQUES  DE  L'EQUA 
TION  A  TROIS  TERMES  DANS  LA  THEORIE  DES  FONG- 
TIONS  ELLIPTIQUES. 


PAR 


ERIC  TEMPLE  BELL  (a  Washington) 


L«8  conséquences  arithinétiques  de  la  belle  équation  à  troia  termes  dans 
la  tbéorie  des  fonctions  ellìptiques  étant,  à  vrai  dire,  inépuisables,  je  me  con- 
tente ici  à  indiquer  quelqnes  thèorèmes  sur  les  fonctions  nuraériques  à  denx 
^anables  qui  coulent  du  cas  très  special  de  Péquation  pour  lequel  on  ne  tìent 
oompte  qne  de  deux  variables.  Meme  de  ce  cas  je  ne  traite  qu'une  partie  étroite 
bornée  par  des  limitea  naturelles. 
i         Selon  qn'on  part  de  la  forme  spécifiqne  de  Téquation  à  trois  termes  don- 

m 

née  par  Jacobi,  Stephen  Smith,  Briot  et  Bouquet,  Weier- 
8tTas8  ou  Kronecker,  on  troave  des  conséquences  arithmétiques  di- 
:  Btinctes.  Il  est  clair  que.ces  conséquences  sont  au  fond  identiques,  il  m'im porte 
pas  de  quelle  forme  de  V  éqnation  on  part,  toutes  les  formes  de  V  équation 
^tant  implicites,  comme  l'a  montré  Kronecker,  dans  la  sienne.  Néanmoins 
les  conséquences  deruières  ne  sont  pas  toujours  évidemment  identiques,  et  la 
transformation  arithmétique  des  thèorèmes  trouvés  par  une  voie  dans  ceux 
obtenus  par  une  autre,  quoique  souvent  difficile,  nous  conduit  à  des  proprie 
tfe  Bouvelles  des  entiers  d'un  haut  intérèt. 

Ici  je  pars  d'  un  système  de  trois  identités  considerées  par  Briot  et 
Bouquet,  et  j'obtiens  toutes  les  formules  générales  d'un  genre  bien  défini 
^\  en  sont  implicites.  Les  formules  aiusi  trouvées  appartiennent  à  la  méoie 
classe  que  celles  que  Lio  u  ville  a  données  dans  le  cinquième  de  ses  me- 
lAoireg  8ur  quelqnes  formuUi  générales  qui  peuvent  Stre  utilés  dans  la  theorie  des 
nimbrss  ('),  mais  avec  une  extension  importante:  nos  formules  se  rapportent 
^  deux  formes  spéciales  bilinéaires,  celles  de  Liouville  à  une  seule.  Bn 
I*S8«nt  ì' observe  que  tonte»  les  formules  de  Liouville   sont  anssi  impli- 


0  JoorDal  dea  MathématiqiiM,  (2),  t..3. 
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cites  daxis  V  équation  à  troia  termes,  mais  pour  les  ei^dóriver  il  fant  qu'  03 
part  d'autres  identités  qae  celles  considerées  (*)  iou 

Bn  rapellant  quelques  dófinitiont  d'na  artiole  préalables  j'établis  dant  ni 
premier  chapitre  les  notations  dont  je  me  sert  plas  tard.  Alors  dana  le  dea 
xième  cbapltre  j'écria  quelqnes  Jdentités  et  les  séries  da  Fanrier  peuj 
seize  fonctioDB  appellées  par  H  e  r  m  i  t  e  doublement  périodiques  de  la  aecondc 
espèoe.  Bnfin,  dana  un  troisième  ehapitre  j'afipliqne  les  principes  du  premiei 
aux  formales  da  deaxième  pour  dériver  des  tbéorèmes  génénaax  arithnétiqae^ 
sur  Its  entiers  appartenant  4  qaatre  conples  des  formes  bilioéairea  spécialefl 
à  qaatre  iudéterminées. 

Qaoique  je  laisse  de  coté  toates  les  applications  dès  foimales  generale^ 
qui  se  présentent  en  foule,  j'espère  qu'on  s'a^ercevra  de  là  poiguée  de  formniei 
offerte  ici  les  richesses  aritbmétiques  de  l'  équation  à  trois  termes.  C^  est  li 
pour  la  tbéorie  des  nombres,  une  mÌBe  <im  doit  ètre  approfondie. 


CHAPITRB  I. 
Les  Fonctions  numébiques  ì  dbux  yabiables. 

1.  Je  dis  qu'  une  fonction  est  numérique  quaud  elle  a  une  seule  yaleor 
bien  déterminée  toutes  les  ibis  que  toates  ses  viriables  ont  des  valeara  en- 
tiers =  0.  Désormais  ff(w)eBt  tonjours  une  fonetion  numériqae  paire^  et  ^«) 
une  fonction  numérique  impaire,  de  sorte  que 

f  («)  =  ?(  —  *)    1     ♦(^)  =  —  ♦(—  ^' 

Considérons  maiiitenaut  les  fonctìons  numériques  à  deus  variablea,  F(4? ,  jf). 
l!9'ous  partagfons  ces  fonetions  en  six  espèees,  marqudes  par  les  symbolei  re- 
spectifs 

qui  signiflent  les  parités  de  la  fonction   par   rai^port  à  ses    vatiables,  comme 
il  suit. 


(f)  Dans  qoAtr*  artiotos,  ArìikmtfkeaX  piMraphroèu,  preeentés  à  i'Am«rioMi  ìtaAtmÈÌìtÈX  So- 
ciety, 1918,  j'fti  dériyé  ea  passant  tona  les  resultata  énoncéi  sana  démonstratioii  par  Li«<i 
T  ì  1 1  •   de  oett«  aouroe.    Lea  articlea  citéa  aeront  pnbliéa  proahalnemeDt  dana  lea  «  ^i^^^' 
ii9n$  ».  [January,  1931]. 
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Espèce 

« 


Éqnationa  de  parité 

F(*,y)  =  F(— «,  — i/)  i 

F(a! ,  y)  =  F(  —  « ,  y)  ==  Fiar ,  —  y)  ; 

F{ar,y)  =  — F(  — x,y)  =  — P(a;,— y),  F(0  ,y)  =  F(x,  0)  =  0; 

F(aj,y)  =  -F(  — X,  — y),  F(0,0)=:3()  ; 

F(ar,y)  =  F{  — ar,y)  =  — P(x,— y),  P(j;,0)  =  0  ; 

F(« .  y)  =  -  F(  -  0? ,  y)  =  V{x  ,  — y) ,  F(0  ,  y)  =  0. 


Outre  lea  conditions  imposées  par  les  éqaations  .de  parité,  tontes  les  fouc- 
tions  d'one  espèce  qaeloonqae  sont  arbitraires  aa  aeDS  le  plus  general.  Il  est 
claìr  qQ'une  fonction  de  l'espèce  )  ^  9  y  |(  est  aussi  de  Tespece  ^  (d?  9  y)  |(  ;  et  de 
Bérne  ponr  nne  fonction  de  l'espèce  )  |  .t  ,  y  (  qui  est  aussi  de  l'espèce  ^  (^  ^  y)  |  {. 
£q  eflfet  soient 

V(x,y)  y  J;,(ir,y)  ,  P,(a?,y) 
itrois  fonctions  nnmériqnes  dont  les  esi>èce8  respectives  sont 

Alors,  d'après  les  définitions,  on  a 

F,(  — x,~y)  =  P,(*,  — y)  =  F,(x,y)  , 
F,(-«,  — y)  =  — F,(a;,-y)  =  F,(«,y)  , 

c'Ht  à  dire  F, {x , y)  et  F, {x , y)  soac  toas  denz  de  Pespèce  \{x,ff)\\. 
De  mdme,  si 

G(«,y)  ,  G,(a!,y)  ,  G,(«,y) 
iont  trois  fonctions  nnmeriqaes  dont  les  espèces  respectives  sont 


^^  volt  sani  peine  qne   O^  {x ,  y),  G,  (x  j  y)    sont  toas  deux  de  l'espèce   ||  (^  »  y)  (  - 

Lei  Téofproqnea  n'ont  pas  Iren.  G'est  à  dine^  par  exempie,  q'ane  fonction 

de  l'espèce    |(4r,y)[(   n'est  pas  ausai  de  l'espèce   )«yy|(;    oar  de  l'éqnation 


K  9«  )( 
de  parité 

F{x,y)  =  F{—x,—y) 
on  ne  pent  pas  conciare  ni  Pan  ni  l'autre  de 

V(x,y)  =  F{—x,y)  ,  f  (ar ,y)  =  P(x,  — y). 
J'insiste  de  aonveau,  et  une  foia  pour  toutes,  qne  les  foqctions  nmnérìqaei 

> 

f  (a?),  ^  (x),  F  (x,y),  F^  (»,y),  F,  (a?,y),  G  {x,y\  Q,  {x,y\  G,  («,y), 

oatre  leurs  conditioos  de  parité  définies  pina  haat,  soat  arbitraires  ao  seiis  le 
plns  general. 

Gela  comprìs,  il  èst  bien  évident  qu'une  formale  qaelconque  valable  poor 
F  (Xjy)  entraiae  denx  autres,  valables  respectivement  pour  F^  (a?,y)  et  F,  (j?,y)  ao 
lieu  de  F  (x^y).  De  plas,  il  est  clair  d'aprèa  la  remarque  aa  déssus,  qae  les 
réciproqaes  sont  tous  denx  fansses:  d'une  formule  quelconque  pour  F^  (x^y)  oa 
F,  (x,y)  on  ne  peut  pas  Infórer  une  formale  pour  F  (a?,y).  De  mème,  d'une  for- 
mule quelconque  pour  O  (x^y)  on  conclut  deux  autres  en  remplafant  G  {x^y)  oa 
par  G^(x^y)  ou  par  Q^(x,y)',  mais  non  pas  inversement. 

Désormais  nons  écrìrons  f(Xjy)  pour  une  quelconque  des  fonctions  F  (j;,^), 
F^{Xyy)f  'F^(x,y)j  et  ff{x^y)  pour  ane  qaelconque  des  fonctions  G(a:,y),  G^  (^,y), 
^t^^^y)'  ^'^Pi*^8  les  remarqaes  ]>récédentes  il  est  clair  qu'une  formule  pour 
f(x,y)  équivaut  à  trois  formules  distinctes,  et  de  méme  pour  une  formule  re- 
lative à  la  fonction  g  (x,y). 

11  reste  à  considérer  les  fonctions  numériques  $  (x^y)  qui  ne  soat  d'aucane 
des  six  espèces.  On  voit  sans  peine  qu'on  peut  toujours  exprlmer  une  t^Ile 
fonction  comme  une  fonction  linéaire  des  fonctions  F,  F^ ,  F^ ,  G ,  G^ ,  G, .  En 
premier  lieu^  on  peut  toujours  trouver  des  fonctions 

F/(a?,y)  ,  F;(a?,y)  ,  Gt,'(x,y)  ,  G/(a^,y) 
dont  les  espèces  respectives  sont 

de  sorte  qne 

F(a;,y)  =  P>,y)  +  F>,y)    ,     G(»,y)  =  G>,y)  +  G>,y). 

En  effet  il  safBt  de  poser 

2F,'(ir ,  y)  =  F{x ,  y)  +  F{x  ,  —  y)    ,    2G/(ir ,  y)  =  G(ir ,  y)  +  G(« ,  -  y), 
2F> , y)  =  F{x , y)  - F(» , -  y)    ,    2G/(« , y)  =  Q(lc , y)  —  6<« ,-y)- 
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Or  on  voit  que  ^{x,y)  e&t  la  somme  de  deux  fonctions  F'(a7,y)  ,  G'(j?,y) 
dont  les  espèces  respectives  sont    J  (a? ,  y)  |  ^     ,     H  (^  >  y)  ^    ^*^ 

4>{x,y)=zr{Xjy)  +  Q\x,y). 
Car  il  8uffit  de  poser 

2FV,y)  =  $(a?,y)  +  4>(— a;,  — y)     ,     2Q\x ,y)  =  ^{x ^y) -^  ^(—x , —y). 

De  là^  en  se  servant  des  formules  qu'on  vient  de  donner  pour  F(j!j  ,y) ,  G(x^  y), 
on  i)eut  écrire  ^(x ,  y)  en  fonctioii  linéaire  de  qiiatre  fonctiona  dont  les  espèces 

Il  y  a  des  resultata  analogues  poar  le»  fonctions  à  un  nombre  qaelconqne 
de  variables,  f)  mais  cela  n'est  pas  ìi  propos  pour  notre  but. 

2.  Il  y  à  geirre  de  transformations  pour  les  fonctions  F(^,y) ,  6<d;,y)  qai 
eorrespond,  comme  on  saisira  plus  tard,  pour  des  cns  spéciaux  à  la  transfor- 

I  mation  linéaire  des  fonctions  elliptiques.  Toutes  les  notations  étant  comme  au 
dessus,  il  est  aisé  de  voir  que  dans  cbaque  ligne  de  la  table  qui  suit,  toutes 

'  le8  fonctions  sont  de  la  méme  espèce: 

F(^,y)     ,'  ^{x)G(x,y)    ,     ^(y)G(a?,y)  ; 

'PM  »  y)   »   "K*)  <^s(*  '  y)   »   <Ky)  <^i(*  »  y)  ; 

^^(^ ,  y)    >  •  «l'W  Gj(x ,  y)    ,     4«(y)  G,(ar ,  y)  ; 
et  de  mème  pour  la  table 

G  (x ,  y)     ,     <{.(«)  P  (a? ,  ^     ,     <Ky)  P  (.« ,  y)  ; 

r 

Gi(^ ,  y)   ,    *(^)  F2(^ ,  y)   ,    *(y)  f/^  ,  y)  ; 

GgCa^iy)     »     4>(a?)  F,(a; ,  y)     ,     ^^(y)  F,(af ,  y)  . 

De  là,  comme  au  numero  précédent,  il  suit  qu'  une  formule  qnelconque 
concernant /(.t?,y)  entraìne  les  nenf  formules  qu'on  en  derive  en  rempla^ant 
/(x,y)  par  cbaque  fonction  de  la  première  table;  et  ainsi  de  méme  pour  une 
formule  g(x ,  y)  de  la  deuxième  table. 


(^)  Voyez  le  Bulletin  of  the  American  Mathematica!  Society,  XXV,  (1919),  311-321. 
VOL,  LIV.  13 


^ 
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Si  maintenant  z  est  en  entier  variable  impair,  (  —  1)  ^  est.  une  fonetion! 
numériquc  ;  mais,  d'après  les  déHnitioiis,  cela  n'est  pas  vrai  si  z  est  un  entier 

paìr.  De  plas  cette  fonetion  est  impaire.  Les  cas  spéciaux  des  tables  où  Ton 

%—\ 

a  ^{z)  =  (  —  1  )  "^   U0U8  permetteut  de  rédaire  par  troia  qaarts  les  calculs  dans 
^    le  troisième  chapitre  pour  les  fonctìons  doublemeut  périodiqaes  de  la  seconde 
espèce. 

3.  D'une  formule  qnelcouque  pour /(a?, y)  on  peut  dériver  deux  antres en 
rempla9aut  /  (x ,  y)  par  Pun  ou  Pautre  de  ses  cas  spéciaux  ^{x)^ff{y).  II  n'y  a 
rien  d'analogue  pour  les  formules  g{x^y)* 

4.  Dans  un  autre  artìcle  (^)  j'ai  donne  un  théorème  general  qai  comprend 
les  énon4*.é8  suivants  comme  des  cas  très  spéciaux.  Les  cas  spéciaux,  qu'  on 
peut,  du  reste,  démontrer  très  facilement  en  égalant  les  coeflBcients  des  méines 
puissances  xy*'ò.  zèro  dans  les  identités  trigonométriques,  sont  tous  ceux  dont 
nous.ferons  usage  pour  notre  objet. 

Soient  les  A  ,  B  ,  C ,  D  ,  a  ,  p  ,  a',  p'  des  entiers  =  0,  et  ar,  y  des  variables 

indépendantes.  Donc  si 

2  A,  sin  (a..r  -^  p^y)  +  ^  B^  sin  a',  x  +^0*  sin  p'*  y  =  0 


est  une  identité  pour  a? ,  y ,  on  démontre  sans  peiue  que 


2A.Ì/(a,,p,)+2B,^(a',,0)-f2c*^(0»P'*)  =  ^5 


et  si  Fon  a  une  identité  pour  x  yy  de  la  forme 


^A,  C08  (a,<r  +  p,y)  +^  B,  cos  a',,  ar  +2  cos  p\  y  +  D  =  0  , 


on  a  de  méme 


2  A,/ (a, ,  p,)  +2  Bi/«  '  ^)  +^f(^  ^  PV  +  I>/(^  '  «)  =  ^- 


{*)  Voyez  la  note  dans  P  introdaotion  [Trans.  Àmerioan  Math.  Soc,  Jan.  1921]. 
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Or,  le8  fonctions  elliptiqiies  et  abéliennes  nous  fournissent  un  nouibre  iu- 
fiui  de  telles  ideutités  trigoaométriques  dans  lesqaelles  ìe^  entiers  a ,  p ,  a',  ^' 
sont  étroìtement  liés  à  des  formes  quadratìqaes  et  bilinéaires,  et  ainsi  ané 
sonrce  fertile  des  théorèmes  généraux  sur  les  fonctions  numériques  f{x^y)j 
r(^)i9{^i  y)  pour  de  telles  formes.  Dans  le  chapitre  snivant  je  donne  quel- 
<]nes  foriunles  pour  les  fonctions  doublement  périodiques  de  la  seconde  espèce 
àoxquellcs  on  peut  appliqner  cett^  méthode.  Il  y  a  des  considérations  analo- 
;;ue8  pour  les  fonctions  numériques  à  un  nombre  qnelconqne  d'indéterminées; 
ìVn  ai  donne  un  précis  assez  complet  dans  l'article  cité.  Ea  passant  j'observe 
qae  celles  ci  semblent  étie*  les  vraies  sources  des  célèbres  formules  générales 
de  Lionville^  qui  en  conlent  sans  la  mpindre  difflcnlté.     \ 


CHAPITRE  II. 

Des  formules  belatiybs  aux  fonctions  doublement  p;ébiodiqU£s 

de  la  seconde  espèce. 

5.  La  notation  d»  (j:*)  ^  *a  (^  j  ^)  ?  (a  =  0,  1,  2,  3)  est  celle  de  Jacobi, 
a  Texception  d'écrire  d^  (x)  pour  sa  fonction  d(j?)  ;  et  da  ^  *«  (0),  ^\  =  ^q  ^^  ^3- 
S<)it 

yy»  {x,y)^  *'j  »i (a;  +  y)  I  »j  (x) *»  (y)  s  <p,^t  (a? ,  y  , «  )  , 

et  considérons  tontes  les  fonctions  qu'oii  peut  dériver  de  y^^^  (x ,  y)  en  rerapla- 
<;ant  x  par  x  +  ^/2  ou  y  par  y  -\-  7c/2  ,  ou  q  par  —  g ,  ou  j?  par  y  et  y  par  a?, 
Oli  enfin  par  des  répétitions  de  tontes  ces  transformat ions  sur  les  résnltats 
ainsi  obtenus.  On  voit  sans  peìne  quMl  n'y  a,  à  des  signes  negatifs  près,  que 
i^eize  fonctions  distinctes  : 

9 

■ 

Ce  sont,  en  eflfet,  dans  une  autre  notation  les  seize  fonctions  doublement 
périodiques  de  la  seconde  esj)èce  considerées  dans  des  Mómoires  classiques  par 
H  e  r  «1  i  t  e  (^). 


('0  Oeuvres,  III,  266-424.^ 
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Nousaurons  besoin  des  séries  de  Foarìer  ponr  toutes  ces  fohctìons,  qu^on 
pent  tronver^  d'après  les  remarqaes  precédentes,^  de  la  sèrie  pour  une  quelcoDque 
d'eDtr'eux.  En  se  servaut  des  conveutions-  suivantes  on  abrégé  beaucoup  l'ècrì- 
ture  dans  tout  ce  qai  va  saivre. 

6.  SoieDt,  desormaiS;  les  n  ,  n^ ,  «^ ,  w/,  w/  des  entiers  arbitrairs  >0,  et 
des  m  j  Wj ,  nig ,  m^\  m^'  des  entiers  iinpairs  arbitrairs  >0.  Ba  considérant 
les  diviseurs  >0  de  ces  entiers,  nous  posous  constamineiit  t ,  t^ ,  t^^  f/,  // 
pour  des  divisenrs  dont  les  conjugés  respectifs  t,  t^  ,  t^,  t/,  t/,  sout  impairs: 
de  sorte  que  si  m=  tt  on  a  t  et  t  tous  deux  iuipairs,  mais  si  n  =  tt,  t  est 
impair  et  t  est  pair  ou  impair  suivant  que  n.  est  pair  ou  irapair.  Il  convient 
de  cousiderérer  une  autre  forme  de  la  division  dans  laquelle  les  conjugés  re 
spectifs  de  d ,  d^y  d^^  d/,  d.^'  sont  8 ,  8^ ,  8^ ,  6/,  8^' ,  par  rapport  aux-  en- 
tiers n  ,n^,  n^,  n/,  n/,  de  sorte  que  n=idS  ,n^=i  d^S^ , .  .*.  ^  n/  =  d^'d^^.  Dans 
cette  forme  ni  un  divisenr  ni  l'antre  n'est  restreint  à  étre  ou  pair  ou  impair. 
Par  exemple,  pour  n  =  12,  toutes  les  couples  (tz)  >  (d ,  8)  sont 

(«,t)  =  (12,l)  ,  (4,3); 


(d,S)  =  (12,l)  ,  (6,2)  ,  (4,3)  ,  (3,4)  ,  (2,6)  ,  (1,12). 
Dans  les  séries  pour  les  ^ìjkÌx  ,  y)  la  première  ^  porte  sur  toutes  les  va- 

« 

leurs  de  m  ou  n  dans  Pexposant  de  g,  et  la  seconde  sur  tous  les  diviseurs  de 
m  on  71  suivant  la  notution  qne  nous  venons  d'établir,  le  coefficient  de  la  pais 
sance  de  q  étant  entre  [  ], 

Enfìn,  ( —  1 1  m)  est  le  symbole  de  Legendre  généralisé  par  Jacob!, 


(-l\m)  =  {-!)-, 


m— 1  • 


^  7.  Avec  ^ces  conventions,  on  tronve  -san  peiae  d'après  les  indications  don- 
nées  par  H  e  r  m  i  t  e  (")  (en  corrigeant  qnelqufts  fautes  d'impression)  les  deve- 
loppements  suivauts. 


<Po(h(*  >  y)  =  c8«  y  -h  ^2  *"   2  ®'°  ^^^  +  ^^ 


fi<»i«>  >  y)  = 


^2  «"'*  2  **°  ^^ + ^^ 


?203(^  »  y)  = 


(«)  Oeuvres,  III,  283-286;  IV,  199-20Q, 
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?»»(a^ 


^oiof^ 


?H|(* 


9mi^ 


?3I3(* 


?«!.(* 


?m(« 


f«i(*' 


«PsJ* 


?(im(^ 


^issi* 


?>«.(* 


?aii(* 


y)  =  8ecy  +  42g"     ^(— 1 1 1)  eoa  {etx  +  ty) 


+  ^2  3"  2  *'°  ^^  +  ^'^^ 


y)  =:  CSC  X 


3/)  ^z  cot  X  -{-  coty    +4  %^  g*"  %^  sin  2(dx  +  83/) 


y)  =  cot  X  —  tan  y    +  ^^  «*"  51(—1  )^  ®^"  ^(Ar  +  Sy) 


y)  =  CSC  X 


y)  =z  sec  a? 


+  4^  ^"  (--ir 2  ^*"  ^^"^  +  ^^^^ 


y)  —  tan  a;+tan  y       —  4^ g*"  2(~'^)'^*  ^'°  ^^'^'^  +  ^^^ 


y)=:  —  tanx  +  cot  y  +  4  Vg*"  ^{—if  sin  2(*r  +  8y) 


y)  =r:  sec  a? 


y)  =  sec  y 


y)  = 


+  4^  «"  2^"-^  '  '^  co8(w4-2<y) 


+  ^2  *"  (— 1)"2^~'^  |t)co8(2te+ty) 


4^]  •"/'  (-11»»)^]  8in(te+ty) 


y)  = 


y)  =  CSC  y 


+ 


*2  *"  ^~^)"2  "°  (2te+Ty) 


8.  GonsidéroDS  maintenant  lek  trois  identités  suivantes,  données  par  B  r  i  ot 
et  Bouquet  C),  (dans  une  autre  notation) : 

». 

(1)  *3*.  <ap)  d,  (y)  ^3  (ar+y)+*,d,  {x)  »,  (y)  d,  (or+yV*»*»  (^)  **  <*)  *o  (*+y)=0» 

(2)  *3*„  (af)  d„  (y)  ^3  (ar+y)+d^*,  (x)  ».  (y)  »,  (j^-fy)-»„*3  W  *3  iv)  *o  {«+y)-9. 

(3)  *3*.  (ar)  »,  (y)  »,  (ar+y)4  »,»,  (a-)  »,  (y)  »,  (a-+y)-  »..»,  {x)  »,  fy)  »,  (ar+y)=(>. 


C)  Thèorìe  dea  Fonotions  Elliptiques  (ed.  2,  1875),  livre  VII,  dhapitre  I. 
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En  écbangeant  x^y  oa  en  rempla^ant  l'uu  ou  l'aatre  à^  x^y  par  x-\-'r,Ì^ 
y-pit/2^  ou  en  réunissaDt  de  telles  transformations,  ou  ne  trouve  que  seize  re- 
lations  de  la  méme  espèce  que  (1),  (2),  (3).  Cei>endant,  cooime  nous  le  verrons 
as  numero  16,  les  conséquences  arirmétiques  des  treize  identités  autres  que 
(1),  (2),  (3)  étant  au  fond  identiques  avec  celles  de  systèiue  de  trois,  nous  lais- 
serons  de  coté  ici  les  treize. 

Ou  peut  trausformer  (1),  (2),  (3)  ainsi  qu'elles  se  rapportent  aux  fonctions 
doublemeut  periodiqnes  de  la  seconde  espéce.  Bn  eftet  on  voit  immédiatement 
en  remplagant  les  ^.^^  P^^^  leurs  expressìons  tbéta,  que  (1)  équivaut  à 

(1.1)     —  T8,,(^,0)(p^,(a?,ir)  +  ?ooi(^ ,  y)Tju(-^ ,  y)  +  T302(^,0)(p3o,(ir,y)z=0, 
(1-2)     —  ?803(^,0)y,,o(^,y)  +  ^,^{^,y)^J,x,y)  +  9^(0 , 0)^,^,(0? ,  y)zz=0, 

(1.3)       ?023(^j0)T2J^.y)  +  ?i.2(o,y)?3w(^»y)  —  Wo^%oio(^^y)=^; 

De  plus,  òn  ne  peut  dériver  que  ces  troia  identités  de  (1).  c'est  à  dire 
(1)  uè  donne  aucune  relation  de  plus  pour  les  fonctions  y^*  •  1^®  mème  (2) 
équivaut  au  système  coini)let 

« 

(2.1)  ?joo(^,0)y^(x,y)  —  ?3»(0,y)9)<«,(x,y)  +  ?,^«(0 , 0)7g„(« ,  y)=0, 

(2.2)  —  y3,3(x ,  O)po,.(a; ,  y)  +  ?.,^,  (0 ,  y)<f^^p ,  y)  +  y^(0 , 0)ip^(x ,  y)=o, 

(2.3)  <p,^„(x  ,  o)7^Jj- ,  y)  +  9^(0 ,  y)^^^{x ,  y)  —  ^,^0 , 0)9„.(x ,  y)=0; 

et  (3)  au  système  loiiiplet 

(3.1)  —  y,,./x .  ();?,Jx ,  y)  +  7\^(0  ,  .y)y3„(x ,  y)  +  ?a»(0  >  <>)?«>(«'  »  y)  =  «. 

9 

(3.2)  (p,,„(.r ,  0)?.,^(x ,  y)  —  73^,(0  ,  y)?,„(x ,  y)  +  f,^(o  ,  0)ipai(x ,  y)  =  0, 
(3-3)          Ti  J-f ,  0)(p„,(x  ,  y)  —  ^33,(0  ,  y)«p„^(x ,  y)  +  «p^^(0  ,  ^)<f^{x ,  y)  =  0, 

(3.4)  —  <Pj(„(x  ,  o)T,H(a; ,  y)  4-  ?„„(0 ,  y)<p^(x ,  y)  +  ?^(0 ,  0)93,3(« ,  y)  =  0, 

(3.5)  '^,4x ,  0)y^„(x ,  y)  +  ^,33(0 ,  y)?3^(x ,  y)  —  ^^(0 ,  O)^^^* ,  y)  =  0, 

(3.6)  Yo.,,(x  ,  0)?3,3(^  ,  y)  +  y^^(0  ,  y)7^,(.i. ,  y)  _   ^^(0  ,  0)^,„(x ,  y)  =  0. 
Tonte»  les  douze  foriniiles  soiit  distinctes  soas  les  transformations 

{x^y)  =  (X'\'  r ,  ?c/2  ,  y  4-  «  z/2),  r  ,  «  =  o,  1,  2,  3, . . .  . 
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9.  Bn  remp1a9aDf  les  fij^  dans  ces  formules  par  leurs  developpemeiits  de  F  o  u- 
ri  0  r ,  el  alors  dans  les  resultata  en  égalant  les  eoofiBcients  des  mèmes  piiissan- 
(fS  de  g  à  zèro,  oii  trouve  des  identités  tngouoinétriqiics  qu'il  est  aisé  de  ré- 
(luire  aux  ménies  formes  que  celles  au  numero  4.  Tour  cela  il  faut  qu'on  Tasse 
ttsage  de  quelqnes  identités  pour  les  fonctious  sec  x ,  tan  x ,  etc.  Pour  faciliter 
les  calcala  du  cliapitre  saivant'  j'écrìs  ici  ces  idetitités,  qu'on  pourra  vérìfier 
très  simplement  en  multipliant  celles  pour  esc  x,  cot  Xj  par  sin  a?,  et  celles 
pour  sec  x ,  tan  x  par  cos  x  ^  etc.  Je  reiivoie  le  lecteur  au^  numero  6  i)onr  la 
notation  m  ,  n  . 

(4)  sin  {2nx  -{-  my)  cot  x  =  cos  my  +  cot  x  sin  my  -\-  cos  {2nx  +  w*y)  + 


--|-  2  ^co8(2rir  -f-  my 


f— 1 


(5)  cos  {mx  4"  2ny)  tan  y  =  (  —  1)" 


tan  y  cos  mx  -)-  (  —  1)**  sin  {mx  +  2ny)  -|- 


«-1 


2  ^(  —  ir  s-in  {mx  +  2ry) 


r-=l 


9ts 


;6)  sin  (2n^.Tj-]-2Wjy)  esc  y  =  sin  2nj^x  esc  y  -|-  2  ^^  cos  J  2w^ir  -|-  (2r —  l)y 

*  w 


>w 1 


«I 


(7)  sin  (2n4ir+2njy)  sec  x=:{ — 1)"» 


sin  SHgj/ sec  07+2  ^^( — l)''siuj(2r— l).a?-}--'^2y( 


n 


l)ir  +  w^; 


(8)  sin  (2nx  -|-  wy)  esc  x  =  sin  wy  esc  x  -\-  2  ^cos  \  {2r  —  1)  x  -\-my 
(^)  sin  {m^x  -f-  Wj^)  cot  a?  zn  sin  wt^y  esc  a?  -!-■  cos  {m^x  -j-  wi^y)  -f- 

(m,-l)/2 

+  2  ^  cos  I  (2r  - 

(«-l)/2 

(10)  cos  («w?  +  ^^y)  ^8®  ^  =^  ^<>8  2ny  cot  a?  —  sin  2ny  —  2  ^  sin  {2rx  -f-  2ny) 

(m— 1)12 

(11)  sin  (n  -|-  my)  esc  y  =  sin  hx  cot  y  +  cos  nx  -{-  2  ^  cos  (wa?  +  2ry) 

(«1—1)1 2 

(12)  cos  {nx  -|-  my)  esc  y  =  cos  no?  cot  y  —  sin  na?  —  2  ^  sin  {nx  +  2ry) 


T; 


X  104  )( 
(13)  eoa  (m^x  -|-  Wgy)  tan  x=  —{  —  1  |  wi^) sin  m^x  sec x  +  8in  (m^x  -{-  mjf)— 

(«1,-1  |2 


-  2  (-1  I  m^)  2  (  -  ir  sin  j  (2i 


(14)  sin  {mx  j-  2ny)  sec  a?  =  (  —  1 1  w) 


Ir —  l)x  +«3 

r— 1 

cos  2?jy  tan  x  -|-  siti  2ny  -f* 

(m-l)|2 


+  2^  (—ly  &in  {2rx  +  2ny) 


f.i 


Les  formes  de  ces  identites  pour  lesqnelles  a?  =  0  ou  y  i=  0  sont  aussi 
d'an  grand  usage  pour  notrft  objet.  On  les  dit  d'un  coup  d'oeil  des  formules 
au  dessus. 


CHAPITRE  III.  ^ 
Des  formules  génébales  pour  les  fonctions  numériques 

10.  La  notation  désoroiais  est  toujonrs  celle  dn  numero  6.   Les  significa- 

tions  ile  f{x,y)  ,  ^(^r)  ,  g\x^y)  sont  expliquées  au    numero  1.    Ea    égalant  à 

•■  •  *  • 

zèro  les  coefficients  des  puissances  identiques  de  q  dans  les  formules  (1.1)  a 

(3.6)  du  numero  8,  on  trouve  que  tous  les   exposants   se   diviaent    en   quatre 

classes  distinctes  selon  la.  table  suivante.  C  est  à  dire,  par  exemple,  pour  la 

classe  I,  que  les  exposants  m  dans  certaiiies  des  formules  (1.1)  a  (3.6)  appar- 

tiennent  à  deux  foi^ies  spéciales  biliuéaires  simultanées,  qui  sont  complétement 

déflnies  par  la  notation  déjà  expliquée. 


Classe  L 

m  =  w^  +  2ng  ,  m=ztz  ,  m^  =  t^z^  ,  n^  =  d^  8,  5 
w  =  n',  +  n',  ,  m  =  tz  ,  n\  =  t\z\  ,  n\=t\'c\. 


Classe  IL 


2»  =  n^  4*  ^%  T  2n  =  tx  ,  n  =  d8  ,  n^  =  t^z^  ,  n^  =  d^8^  ; 
2»  =  n\-\-  n\  y  2n  —  tz  j  n  =  d8  ,  n\  =  t\  z\  ,  n\  =  t\  t\ 


)(  105  )( 


Glasse  III, 


m  =  m^  +  2»j ,  m  =  tz  ,  m^  ^t^t^  ,  n,  =  t^  t^  ; 

m  =  m\  +  4tn\  ,  w  +  <t  ,  m\  =  i\  z\  ,  n',  =  t\  z\ . 


Classe  IV. 


2n  =  2n^  +  2«j  ,  »  =  ft  ,  n^  =  t^z^  ,  «^  =  <« "c*  5 
2w  =  w\  +  ^'2  ì  w  =  ^f  ,  w\  =  t\  z\  ,  w'j  =  f '2  t'g  . 

Pour  mienx  préciser  le  sens  de  cette  table,  considérons  la  formale  (1.1), 
en  montrant  à  la  foia  comment  on  tradait  tout  ce  genre  de  formnles  en  termes 
de  fonctions  namériques. 

11.  En  reiDpla9ant  les  fpijf,  dans  (1.1)  par  les  séries  eqnivalentes,  on  tronve 
•   cette  identité  ci  : 


cot  ar4-4  Vg*"!  V  (—lfs\n2cLc  ì  •    c8cy+4  V  g"  1 V  Bm(2tx+zy) 


+ 


cscy 


+^2«-i2 


sinTy 


cotar— tany+4  ^g*^  |  ^  (-^l)hm2(dx+8y) 


ij 


+ 


1+4  2«"SW     8ecy+4  2  «"  J2  ^""^  1^)  ^®  (2to+ty) 


=  0 


où,  comme  toti;oi/?*«  désormais  y  i  (n)  est  le  nombre  de  tous  les  divisears  de  n 
qui  sont  de  la  forme  4k-{-l  tnoins  le  nombre  de  tous  ceax  qui  sont  de  la 
forme  4A;  +  3.  Or  les  exposants  de  q  dans. la  forme  rédnite  de  cette  identité 
sont  oa  pairs  on  impairs.  Considérons  en  premier  lien  les  exposants  impairs 
m.  En  renvoyant  au  numero  6  pour  les  sens  de  n  ,  m  ,^  ,  t ,  e? ,  5  ,  on  voit 
immédiatement  au'on  i)€?ut  obtenir  3*"  de  trois  manières:  quand  n  =  m}  quand 
m.=  11I4  +  2«j  ;  quand  t»  z=  »'^  +  n\.  Le  coefficient  de  g***  donne  par  le  premier 
est  évidemment  ^ 


44  (m)  secy+4  ^ 


— sin(2to-|-ty)coti?-f-sintycotit? — sintytany+( — l|T)cos(2fir+ty) 


oti  le  E  porte  sur  tous  les  diviseurs  t ,  t  déflnis  par  m  =  tx.  De  méme,  quand 

VOL.   UH,  14 


)(  ie«  )( 


t»  =  Wj  -f"  2», ,  le  coeflBcient  de  ^  est 


16 


2<-> 


sin  (2^2^?  +  28^)  sin  zjf  —  sin  {2t^x  +  xjf)  sin  2d^x 


oti  le  £  porte  sur  tous  les  t^^^z^yd^^  S,  définis  par 

m  =  m,  -h  2nj  ,  w,  =  #,  t,  ,  ti,  =  d,  8,  , 

c'est  à  dire  par  la  première  forme  dans  la  Classe  I.  Quand  m-=n\'\-  n\ ,  le 
coefficient  de  q^  est 


16  2  ^  ^"^'^^  ^~^  '  ^'*^  '^''®  ^^^'*  '"^  +  ^'^  ^^  ' 


le  S  portant  sur  tous  les  w  ^ ,  t ,  ,^  ^  ■  définis  par  la  deuxième  forme  dans  la 
Classe  I.  Eq  ajoa^ant  ces  trois  sommes  partielles  ou  a  le  coefficient  total  de 
q^  dans  Pidentité  (1.1),  et  ce  coefllrient  évidemment  doit  étre  égal  à  zèro. 
Avant  d'égaler  le  coeflìcient  total  à  zèro,  nous  le  préparoiis  dans  uno  forme 
convenable  pour  l'api^lìcation  du  numero  4,  en  éliminant  les  fonctions  tan,  cot 
par  les  identités  du  numero  9,  et  en  rempU5ant  les  produits  trìgonométriques 
par  leurs  sommes  équivalentes.  Par  exemple,  t ,  t  étant  dans  ce  cas  tous  deux 
impairs,  ou  a  %\n(2tx  +  Ty)cot  x  de  la  forme  (4)  eu  y  rempla9aht  n  par  t  et 
m  par  t .  Toutes  ees  transformations  faites,  on  trouve  enfìn,  après  qnelques' 
réductions  immediate», 


2  (-..' 


C08)  d,a-+(2S,-t.)  y|-co8)rf,a;4  (2S,  + 1.)  y(+  eoa  )  (<,+rf,)  x-\-zfl\ 


—  e.m)(t^—d^x-\-z^y\ 


I-  4^  4  (»',),{- 1 1  «'.^  eoa  (t\  X  +  x\  y) 


t—i 


=2ì 


1  -  {-  1 


z)  \  cos  {tx  -]-  Ty)  -|-  2  ^  cos  {rx  -\-  zy)  + 


r=l 


(T-l)/2 

+  (-11 1)2  (-  ir  cos  (2r-l)  y 


r=l 


ce  qui  est  de  la  forme  chercbée.  Les  sens  des  trois  S  sans  limites  sont'com- 

* 

plètement  définies  en  renvoyant  aux  deux  formes  de  la  Glasse  I.  On  dit  qae 


)(  107  )C      , 

C68  £  portent  sur  la  Glasse  I,  et  ainsi  de  inéme  dans  toates  les  formale»  con- 
sidérées  ensaite. 


12.  D'après  le  numero  4  il  est  bien  évident  que  Pidentité  dernière  equivaut 
a  celle-ci: 


Formule  1.11 


y  <-« 


/ («I, ,  28,  -  t.)  -  f  (d. ,  28,  +  t,)  +/(<,  +  d , ,  t,)  _/(«,_<!,,  ,J 


+  *2  ^  ^"'*^  ^~  ^  '  ''*^-^  ^*'*  '  ''*-^ 


<— 1 


(T-l)/2 


=  2    Jl— (~lh)t/(<,t)+22/(»'»')  +  54(-l|')2(-^)'^(®'^*"-^) 


r=l 


r=l 


lei  les  £  sans  lìmites  portent  sur  tous  les  entiers  définis  par  les  formes 
<le  Classe  I.  De  méme  on  trouve  des  formules  pour  cette  classe  en  partant 
(les  ìdentités  (1,3),  (3.2),  (3.6)  du  numero  8.  Tous  les  calculs  étant  très  sìmples 
comme  au  dessus,  nous  les  supprimons^  en  observant  que  pour  (1.3),  (3.2),  (3.5) 
ou  fait  asage  de  (5),  (10),  (14)  respectivement  pour  réduire  les  sorames  trigo- 
nométriqueSu  Les  formules  sont: 


Formule  1,31 


2(-i|^,)(-i)' 


g(2d,-\-x„d,)  +  g(2d,-x„$,)-{-(-l)-]g{x,,t,-^Ì^~ 


—  y(t„«.-8,) 


+  42(— l)"'*4(n',)p«,0  = 


(T-l)/2 


=  2(— Ih)  fl'(^.  0)4-1  l-(-lh)ti?  {',<)  + 22  y(2r- 1,0)- 


r=l 


t—1 


^(^lYg(z,r) 


r— 1 


){  108  X 


Formule  3.21 


2(-l  l^i)  f«/(2«i,,8,-fg  +  i,(2d,,8,-d  -2^  €(»».)(-  l)'^P(2<i.,8^ 


+2 1-1 1  <)  W-  ''«  »  *'i)  -  9  (t-,  +  t'. ,  t\) 


(T-l)/2 


t— 1 


••=1  '  r=l 


formule  3.6/ 


2  (- 1 1  «i)  (- 1)*^  fi'  (2<i, ,  8,  +  «.)  +  fl-  (2d, ,  S,  _«,)]_  2^)  €  («»)  9  (2d. ,  «,) 


+2  (- 1 1  t'i)  fp  {^',+  t', ,  t'^  +  ff  (t',-  t', ,  *',) 


(x-l)/2 


«— 1 


(T-l)/2 


=2  (-Ih)  \^9('^r,(i)-\-^g{(ì,r)-^{^lYg{2r,t) 


r=l 


f=l 


r=l 


Dans  le  oamérotage  des  formnles,  alasi  que  3.61,  les  deus  premiere  chìf- 
fres  rénvoyent  la  formale  à  sa  source  dans  les  fonctions  doablement  periodi- 
qnes  de  la  seconde  espèce  aa  numero  8,  et  le  troisième,  lei  1,  donne  la  classe 
de  la  formale  en  renvoyant  au  numero  10.  Désormais  nous  conserverons  ces 
conventions. 

La  formule  1.11  donne  deux  antres  en  rempla9ant,  d^après  le  numero  3, 
f[x ,  y)  par  ^{x)  ou  (y)  respectivement.  Les  formnles  qu'on  obtient  de  ^(a?)  seront 
numerotées  par  le  quatrième  chifFre  1,  celles  de  ^i^)  par  le  qnatrième  cbifFre 
2,  ces  conventions  étant  adoptées  dans  tout  ce  qui  va  suivre.  Ainsi  a-t-on: 


Formule  LUI 


2  2  ^-^^  W^i + ^«)  -  ?(^-  ^À + *2  ^^""'«^  ^~^  '  ''^^  ^^^'*^  "= 


t— i 


r— 1 


)(  109  )( 


Formule  1.112 


2  2  <—!)'*  [?(^h-  ^i)  -  <P(28,+  Tj  ]  +  *2  ^  ^"'«^  ^~  ^  '  '''^  ^^^'^  ~ 


(t  -1)/2 


=2[1 3<  - 1  -  (-1 1 1)  jy(t)  +  2(-i  1 1)2  (-iryia»-  -  1) 


•=1 


13.  Poar  dea  sommes  par  rapport  auz  formes  de  la  Glasse  II  oii  troave 
en  emptoyant  (4),  (5),  (6),  (10),  (14)  les  formales  snirantes. 


Formule  1.12 


2  2  (— 1>      ^^*  '  2^  -  ^i)  -  f(^'.  '  28,+ 1.)  +  /l<.+  d, ,  tj  -/^«.-à, ,  T.) 


+  i'^i{n';,(-l\t\)f(t\,x\)=: 


X  — 1 


=2  [ i  1  -(- 1  I  ')  j/(«  ,t)  +  2^/(r,t)-2{- if  2/ («^ ,  2r -  1)  + 

r=l  r=l 


(T-l)/2 

+  2(-l|T)2(-l)'"/(0,2r-l 


r=l 


Ibrmwle  i./3i 


2  (-1)' 


?(«.+  rf,)  -  T(<  -  <?,) 


+  4^  fi  («',)  (- 1 1  <)  ?(«'i)  - 


<-i 


r=l 


)(  110  )( 


Formule  l.t22 


=2  [  1 2<-l-(-l|t)  )  ?  (t)  -  2(-l)*  2  T(2r  -  1)  + 


r=l 


(T-l)/2 

+  2(-l|t)2(-irT(2»-l) 


r=l 


^(»r»i«te  1.32 


2  2  (-1  I  ^i)  (-^)^  [(-1)"' j  i/(2d,+  t,  ,h^)  +  g  {2d,-  T. ,  8^  j  + 


+  (-1  )  1  »  (t. ,  <  -  8,)  -  P  (t, ,  «,+  «.) 


-  4  2  (-1)"'-  ^  <«'«)  9  (^'. ,  «'.)  = 


:2[jl-(-l|t)    jy(t,t)  +  (-l|t)i;(t,0)-(-l)    "*"    ^g(2r-l,Ì)- 

r=l 


t—1 


(t-l)/2 


2(-l  1 1)  j  2  (-  irg{z  ,  r)  -2  y  {2r  -  1 ,  0)  j 

1  =  1  r=l 


Formule  3.22 


a  V  (- 1  I  T,)  L  {2i, ,  8.+  t,)  +  i,  (2d, ,  8,-  <j]  -  4  V  4K)  (-1^  9  (2d, ,  8,) 
+  a  2  (-1  I  ''i)[  9  (t' -  t', ,  t\)  -  jr  (t;  +  x\ ,  t',)  ]  = 


(t-l)/2 


<— 1 


=  2  2  (-1  |t)[  2  j(-')-fl'(2'^ .  «) -'fl'(2»',  t)  j+ 2  ff  (0,  r)]  + 


+  ^\{-ir-i\9{^^,^ì- 


)(  111'  ){ 


Formul»  3.62  - 


2  (- 1)*'  [  (-1  I  *.)  (- 1)"' }  9  (2rf, ,  8,+  *.)  +  </  (c1„  8,-  «.)  j  -  2  4  (».)  j,  (2d;, ,  8^' 
•  2  2  (  - 1 1  ''.)  [i'  (^'.  +  «'.  >  <',)  +  9  (^' -  t'. ,  *',)     = 


(T  -l)/2 


^2  [j  1  — (- 1)- jfr(2d,8)  +  2(-l  1 1)  2|y  (?»•»  0)- (-iri?(2*-,  t)  j  + 

r=\ 


t-\ 


+  2  (-1  |.t)2  i^  (0  ,  *•)  ]  . 


r=l 


II  n'est  pas   sana  intérét   de    rapprocher   ces    formnles  aveo  celles  d«  la 
Classe  I.  a 

I 

I     U.  De  méme  pour  la  Classe  III  on  a  Ics  formnles  suivantes  en,  employant 

lOi,  (9),  (li),  (12),  (13). 

Formule  1.23 

2  [  (~^  I  ^i)  !  ^  (^«+^  '  2g  4.  ^  (T,-  f^ ,  2g  j  -  (-1 1 1^)  j  ^  (2f, ,  t,+  Tj  - 


—  ^  (2^  ,  t,—  t 


;-2  2^('»'.)(-l)*'**(2(?',,28V  = 


.'Il 


(«-l)/2 


(T-l)/2 


r=l  f=l 


JPonmtfe  3.13 


li~lf* 


/(t,,2«,+t,)-/(T,,2/3-t,) 


-42U«.)(-l|t,)/(t.,t,) 


-  2  <-l)*'*  [/(<'i-  2<*'.  '  ^i)  -fit'i+  2'*'. .  ''i^  ]  = 


(x-l)/2 


j2[j(-l|t)-lj/(«,t)-2  2/(2»'-l,')]'. 


'      r— l 


)(  112  )( 


Formule  3.131 


*  2  ^  ^"«^  ^~  ^  '  ''^  ^  '*'^  ~  ^2  ^~^^*''  [  ^  ^*' ~  ^''v  -  ?  <*'*+  2<*'.)  ]  = 


(T-l)/2 


l'ortn«I«  d./d2 


2  2  (-1)"*  [  ^2*,+  t,)  -  T{2«.-  tj  ]  -  *2  ^  ^*'^  ^~^  '  '*^  ^  ^''^  = 


lbrm«I«  a.33 


+2  (-^)*''*  [/(2d'.-  t\  ,  25',)  -/(2d',4-  «', ,  2Sg  ]  = 


(<-l;/a  (t-l)/2 


r=l 


r=l 


formttte  3.331 


'/    r 


2  2  (- 1  h«)  €  (»».)  T  w  +2  ^~^^  *  '  ^^'^'»~  *'^^  ~  '^  ^^**'*+  *'') 


(«~l)/2 

=2  [^~^  '  <)2<~^^''  T  (2'-  -  1)  +  ^  7  («) 


1=1 


Formule  3.332 


2  2  (-  1)"*  [  9  (^i+  '.)  -  ?  (^i—  ^«)  ]  +  *2  ^~^  '  '»^  ^  ^""«^  ^  ^^**^  = 

,  (t-l)/2 


)(  11»  ){ 


Formule  3.43 


-2  (-1  [  t\)  [  g  (2d'.+  <', ,  2e'.)  +  g  {2d\-t\ ,  28'.)  ] 


(t-l)/i 


(«-i)/a 


=^{—l\^)[^9{t,2r)-^g{tr-l,0)Y 


rscl 


Formule  3.63 


2  2  (-1 1  »»i)  (-  1 1  ',)  [  i?  (1;, ,  2<.-  t.)  -  ^  (t,  ,  2<,+T.)  ]  + 


+  42(-l)"*€(«,)i^{«i,«i) 


+  a  2  (-1 1  ^i)  (-1)"'*"^*'*  [  9  (t\-\-  2d', ,  t',)  -  t  {t\-  25'. ,  t',) 


(«-l)/3 


=2[j(-M')-ij<'(<,')-2{-ii»»)2(-^)'"»(2*"-^'') 

r— 1 


16.  Enfln,  appsrtonant  à'  la  Olass*  lY  on  a  qaatre  fonnules  : 


Formulo  2.14 


2  2  [  (-^  I  ')  j  *  (2«. ,  t.+  2«.)  +  g  (2t, ,  t.-  2<,)  j  -  2  {-!)**  { (nj  ^  (2*.  ,  t.)  ] 


=|(-.)--i|2'(^'.')+»2[<-'i"2'C'»'-«] 


r— 1 


▼OL.  ux. 


1» 


)(  lu  X 


Formule  2.34 


2  [  t-i)"*  j/(2«,+ 1, ,  t.)  _  f(2t,-  T, ,  t.)  j  -(-1)** }/(',,  a<.+ 1,)  - 


-/(«.,2«-ti) 


< 


Form«U$  3.241,  2.242 


2  [  (-1)"*  I  *  (2<.+ 1,)  -  i>  (a*,-  T.)  j  ]  +  2^  (-1 1  ''.)  «  («'.)  f  i*'i) 


^^[^^(.2r  —  l)-{-irtf{x) 
r—1 


formule  2.34 


2  (-1)-  2  (-1 1  ^«)  [  *  (2<. ,  t,+  2«,)  +  g  {2<, ,  t.-  2<.)  j 


-  4^  (-1)"*  i  (»».)  y  (2<i ,  %) 


+  2  2  (-1 1  m\)  (-1  I  x\)  [  ff  «',+  t'. ,  x\)  -  f,  «',-  *'.  ,  O  ] 


e 


r—1 

16.  Il  reste  à  considérer  les  conséquences  des  treìze  formnles  omises  dans 
le  numero  8.  Il  est  bien  évident  qu'  une  telle  formule  donne  ou  une  des  fot 
mules  generale»  déjà  trouvées  ou  une  formule  qu'on  peut  dóriver  de  cette 
source  en  rempla9ant  les  fonctions  /{x^y)  j  9{x^y)  respectivemSt'  par  une 
quelconque  des  fonctions  dans  les  deuxièmes  et  troiaièmes  colonnès  des  tables 
an  numero  2,  ce  cas-ci  ayant  lieu  si  a?  ou  y ,  ou  tous  deux,  sont  impairs,  et 
^{z)  =  (-l\z). 


University  of  Washington, 

Seattle,  Washington, 
U.S.A. 
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SOPRA  UNA  GENERALIZZAZIONE 
DELLA  DISEGUAGLIANZA  DI  SGHWARZ 


VOTA 


DBL 


Dott.  LUIGI  TOCCHI  (a  Nàpoli) 


Nel  primo  paragrafo  della  saa  conosciuta  Memoria  (%  il  sig.  E.  Sohmidt 
espone  un  modo  per  ricavare  la  diseguaglianza  di  S  e  h  w^  a  r  z.  In  questa  Nota 
oi  proponiamo  di  ricavare  in  altro  modo,  assai  più  semplice,  la  stessa  dise- 
gaaglianza  e  di  general isszare  poi  questa  al  caso  che  le  funzioni  siano  più  di 
dae.  Applicberemo  infine  la  formola  generalizzata  da  noi  trovata  allo  studio 
(li  alcune  proprietà  delle  radici  della  trascendente  D(X)  =  0,  studiata  dal 
Big.  F  r  e  d  h  o  1  m  (*). 

Riportiamo  prima  il  metodo  seguito  dal  sig*  E«  Schmidt. 

1.  Siano  ^^(x)  j  ^|*jj(a?)  ,....,  ^„{x)  n  funzioni  reali,  continue,  definite  nell'in- 
ervallo  (a  ,  ò),  le  quali  tutte  siano  fra  di  loro  ortogonali^  tali  cioè  che  per  o|^i 
coppia  di  indici  (i  e  v  differenti  fra  loro  si  abbia 

%{x)^y(x)dx=zO 


B  siano  inoltre  tutte  normalizzate^  tali  cioè  cbe  per  v  qualsiasi  si  abbia 


^^^{x)  dxz=l 


0  Matematisehe  Annalen    Bd.  63.  ^ 

(')  Fredholm,  Snr  une  olaii9  d^équatiom  foncHonnelUi,  A.ct&  Hftth.  37,  1903. 


» 
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Allora,  qualunque  sia  la  funzione  reale  e  continua  f{x\  rale  l'ukutttò  di 
Bettel  : 


YmÌ 


v-4 


dalla  qnale  si  ricava  facilmente  la  dUeguaglianza  di  Bénel: 


21 


t  /*b 


Siano  ora/[«)  e  <f(x)  due  funzioni  reali  e  continue.  Poniamo 


v/> 


(y)^y 


così  if^{x)  è  normalizzata,  e  la  disegaaglianza  di  B  e  8  8  e  1 ,  nel  caso  di  n==l,  dà: 


m  if,{^)  dx 


j   ^ì  f\x)dx 


dalla  qaale  si  ottiene: 


Questa  è  la  nota  diseguaglitmga  di  Schwarz. 


\ 


2.  Vediamo  ora  come  al  medesimo  risultato  si  possa  perrenirò  P^"  *^®' 
plicemente,  senza  ricorrere  alla  nozione  di  funzioni  ortogonali  e  norl^^^^^^^^ 
e  senza  applicare  la  disegnaglianza  di  B  e  s  s  e  1.  \ 

Siano  f{x)  e  ff{x)  dne  funzioni  reali  e  che  basterà  supporre  finite  ^^  '^^' 
grabili  nell'intervallo  (a  ,  ò).  Si  ha  :  ^ 


9{x)M-^iy)m  ì  =f(x)r{y)+fiif)f\x)-2ff{x)f{x)  f(y)M^O.     ' 
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Moltiplicando  p«r  dxdy  e  integrando  poi  da  a  a  k,  si  ottiene  : 


(»)<?«/  /*(y)dy-t-/  f(y)dyl  /*(x)dx—2 


2/   f(x)f{x)dxj 


f{y)Ay)  *y^o. 


I  primi  dae  termini,  e  integrazione  fatta,  risnltano  eguali,  onde  segue  : 


f\x)dxì  f*(y)dy 


fi")  A»)  <** 


cioè  la  diseguaglianza  cercata. 

3.  £ìd  ora  generalizziamo  questa  disegnaglianaa  al  caso  di  un  numero 
finito  qualunque  di  funzioni. 

Siano  f^(x) ,  fjix) ,....,  (f„{x)  n  funzioni  reali,  e  che  basterà  supporre' 
come  sopra,  finite  ed  integrabili  uell'iutervallo  (a  ,  b). 

Si  ha: 


D»= 


T«(»*)    9«(»8) 9'^*») 


9ii»i)  Ti(«i)  +  ?i(«t>Ti(»t)  + +  fM  ?,(»-) 

Tt(»i)  Tl(»i)  +  fM  ?i(«e)  + +  ?»(«")  ?li»n) 


9n{»i)  ?>i(«i)  +  ?«(»»)  9i{»i)  + +  ?»(««)  ?*(««) 


7<(»l)  ?t(«l)+?l(«t)  ?«(»t)+-+?i(«»)  lPl(««)-Tl(».)?»(«i)+7l(«>n(«,)+- ••+?.(«-)?«(««) 

?«(*i)T.(»ì)+Ti(«»)  'P,K)+-+T.(«-)  ?»(«»)•••?.(»  )?"(«<H-T«(»t)?'«(»i)+-+?t(«")?-(»«) 


?•(^)T»(^)+T»(»J?t(^)+•v^-?«(««)?,(^)•••?«(«.)T«(^)+T«(«>«(^)+•••+T»(^^ 


:0. 


U  secondo  determinante  può,  com'è  noto,  considerarsi  quale  somma  di  n' 
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determinanti  di  ordine  n,  onde  potremo  scriTere: 


D*  =  I 


T«(»<^)  ?i(«i^)  T«(\)  ?.(*«,) ^«(*i>"('i„) 


=  2:  ^,(»  )  9,(«  ) ....  y„(»  ) 

»1  »1  »f» 


Tt(\)    ?.(%) 


9ni»,^)      ?«(»J-. 


.T.(«J 


la  somma  essendo  estesa  alle  n**  permutazioni  con  ripetizione  «.  ,«.    «. 

delle  n  variabili  8^,  8^ «„•  ^  chiaro  però  che  quei   determinanti   in  cui 

una  stessa  variabile  figura  in  due  o  più  colonne,  sono  nulli  identicamente;  re- 
stano così  solo  n!  determinanti  non  nulli,  tanti  cioè  quante  sono  le  pennata- 

zioni  senza  ripetizione  delle  n  variabili  8^j8^ 8^. 

Moltiplichiamo  ora  ciascuno  di  questi  determinanti  pel  prodotto  ds^  ds^.^M^) 
•  per  far  questo  basterà  moltiplicare  ogni  fattore  del  prodotto  per  i  termini 
della  colonna  ove  figura  la  rispettiva  variabile.  Se  dopo  ciò  integriamo  per 
colonne  da  a  fino  a  &,  avremo  infine: 


/b  /•b        /•» 


•     a  a 


=2 


/  9\{\)à\ 


j  ?iK)?»(»h)<^%-  •  •  /  ?ì(»Ot»(»0 


<^«n 


/b  /•*  /•* 

a  •  *  • 


^0 


r 


.      )(ii»X 

Oli  n  !  determinanti  di  qaeBt'  ultima  gomma,  a  integrazione  fatta,  diven- 
tano evidentemente  tutti  eguali  fra  loro,  poiohè  il  risultato  dell'  integrazione 
aon  dipende  dal  nome  della  variabile  ;  e  allora  se  indichiamo  con  A  quello 
corrispondente  alla  permutazione  fondamentale  «4  ^  '^ 'n  9  bì  avrà  : 


(1) 


oioè  : 


ì   I    ...  I  D^ds^ di^... 


d9^^nl'ii>Q 


m     a 


56 


(2)        A  = 


ma  a 

/b  /•»  r* 


0. 


/b  /•b  /•& 


Se  consideriamo  il  caso  n  =  2,  si  ottiene: 


rb  [*b 

a  • 


/b  /•>  /     /**  \* 

9\{x)dxì   ff\{y)dy-4  j   f^{x)(fjix)dx\^0 


la  quale  non  h  aJtro  che  la  diseguaglianza  di  Seh  ^arz.  La  formola  (3)  può 
dunque  considerarsi  come  la  generaliizazione  della  disegnaglianza  di  S  e  h  w  a  r  z, 
al  caso  di  un  numero  finito  qualunque  di  n  funzioni. 


4.  La  formola  generalizzata  (2)  da  noi  trovata,  mentre  è  per  sé  stessa  in* 
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teressante,  può  essere  ntilmente  applicata  a  dimostrare  il  teorema  e  1  corol- 
lari che  seguono. 

Teob.  —  Se  aL(xy)  è  una  funzione  reale  e  continua  nel  campo  a-^x^y  ^b^ 

e  col  nucleo  lc{xy)  =/    a{xz)»(i(yz)  dz  si  costruisce  la  serie  D{\)  di  Fredh^lm^)^ 

i  coefficienti  del  suo  sviluppo  risultano  tutti-  positivi  (o  nulli). 
IHmJ^  Si  prenda  il  determinante 


aK*i)        aK«s) «(^n»«) 


se  in  questo  si  pone  per  semplicità 


(S) 


«(%«<)  =  ?*(«.) 


esso  diventa  identico  al  determinante  D  del  §  3,  onde  ripetendo  quanto  si 
è  detto  in  tale  § ,  il  suo  quadrato  sviluppato  ci  darà  n  1  determinanti  ei|;naìi 
al  determinante  A,  quando  in  esso  al  posto  di 


?h{9i)  T*(».)  ds^ 


si  ponga,  a  causa  di  (3)  : 


(*) 


a{Xf,Si)*a{Xf,Si)  ds^  =  k{xj,Xj) 


(>)  Fredholm,  toc,  sii. 
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cioè  otterremo  n  !  determinanti  come  il  seguente 


A'= 


1C{X^^  HX^^ lc{x^r) 


lc(x^x^        h{x^x^) ^x^x„) 


e  in  virtù  della  (2)  sarà 


(5) 


A'^0 


per  ogni  valore  dei  parametri  x^x^ x^. 

Rammentando  (*)  allora  che 


D(X)  =  1-|-^— I    /    .../   ^'{x^x^...x^)dx^dx^...dx„ 


! 


n=l 


a       a 


I   segae  da  (5)  che  i  coefficienti  di  X**  sono  tutti  positivi  (o  nulli)  e.  d.  d. 
'  Si  hanno  subito  i  corollari  : 

Cor.  I.  —  Ifelle.  stesse  ipotesi  del  teorema  precedente,  V  equazione  D(X)  =  0 
i    ^a  tutte  le  sue  radici  reali  e  negative» 

Infatti,  il  nucleo  h{xy)  così  costruito  è  simmetrico,  e  quindi,  com'è  noto  0, 
I  le  radici  della  D(X)  =  0  sono  tutte  reali.  Per  il  teorema  precedente  possiamo 
.    ora  aggiungere,  che  sono  tutte  negative. 

È  poi  evidente  il 

■ 
■ 

GOE.  II.  —  8e  1e{xy)  è  un  qualunque  nucleo  simmetrico  e  si  costruiscono   di 


^'      (*)  P  r  e  d  h  o  1  m  ,  loc,  dt. 
L  ^        0  E.  8  c  h  m  1  d  t  ;  Mathematisohe  Annalen.  Bd.  63. 
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16 
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esso  i  nuclei  iterati  : 


=  1  1c{xz)ìc{ 


•     Icj^xy)  =  /   lc{xz)  1c{zy)  da=  j   Jc(xz)  ìc{yz)  dz 


kj^xy)  =  I  \{xz)  Jc{zy)  dz  =1   kj^xz)  k[yz)  dz 


/b  /•& 

k^^^ixz)  k(zy)  dz  =  I  k„.i{xz)  k{yz)  dz 


Vequazione  omogenea 


tf{x)  +  X  /   kj^xy)  tf{y)  dy  =  0 


ove  sia  kj^xy)  un  qualunque  nucleo  iterato^  ammette  solo  auiovalori  X  negativi. 

Il  teor.  precedente  da  me    verificato    prendendo    a(a:y)  =  30d?*y*  —  lOy*  — 

X^       19 
—  24a?y  +  12y  +  1,  dà  D(X)  z=  —  +  —  X*  +  3X  +  1  che  ammette  conforme  al 

y        y 
teor.  dimostrato  tre  radici  reali  e  negative. 

X'  =  —  1     ,     X"  z=  —  9  +  6}/2  X'"  =  —  9  —  6J^2. 
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INVARIANTI  TOPOLOGICI 

f 

ED' EQUIVALENZA  DELLE  SUPERFICIE 


PI 


GIULIO  ANDREOLI  (a  Napoli) 
{con  tre  tavole  litografate) 


^•m'm'm^^m^mmm^mm^m» 


•  In  questa  Nota  sviluppiamo  una  precedente  (*),  la  cui  redazione  fatta  du- 
rante il  giugno  191 5,  riusci  forse  alquante  oscura  ed  imprecisa. 

Ci  proponiamo  il  problema  di  trovare  gli  invarianti  topologici  di  una  su- 
perficie e  le  condizioni  di  equivalensUa  di  due  superficie  assegnate. 

Ma  invece  di  seguire  l'ordinario  metodo  di  spezzare  la  superficie,  cerche- 
remo di  costruirla  partendo  da  elementi  piani  semplicemente  connessi.  Siamo 
dunque  condotti  a  ricercare  quanti  siano  i  modi  elementari  (la  cui  combinazione 
dia  tutti  gli  altri)  di  unire  due  suì)erflcie  secondo  gli  orli,  e  di  ricercare  poi 
se  fra  queste  operazioni  vi  sieno  relazioni. 

Troveremo  cinque  oi)erazioni  elementari,  e  q^iiattro  relazioni  fra  di  esse. 

Ma,  una  volta  costruita  la  superficie  (il  che  si  può  fare  in  .diversi  modi, 
a  causa  delle  relazioni  dette)  si  pone  il  problema  di  sapere  se  vi  sia  una  co- 
struzione canonica  di  essa,  e  come  si  trovino  tutte  le  operazioni  occorrenti  a 
ricostruirla. 

Vedremo  che  i  tre  invarianti  topologici  sufficienti  a  caratterizzare  la  su- 

è 

perfìcie  sono  legati  appunti    alla    successione    d'operazioni  che  l'ha  costruita. 

Tali  tre  invarianti  sono:  la  lateralità^j]  il  numero  degli  orli  w,  il  carattere,  le. 

T  primi  due  son  ben  noti,  il  terzo  per  le  superficie  bilatere  è  collegato 
b1  genere  dalla  relazione  fe  =  2|?,  mentre,  come  fa  osservare  il  W.  v.  Dyck, 
per  le  su|>eifieie  monolatere,  dando  la  solita  definizione  di  genere,  risulta  che 
esistono  dei  sistemi  di  k^  tagli  chiusi  che  non  spezzano  la  superficie,  e  tali 
che  l'aggiunta  di  un'altro  qualunque  la  spezzi,  ove  però  A;^  non  è  fisso  come 
per  le  bilatere,  ma  è  A;/'  <  A;^  <  fc'^ . 


(^)  G  .    A  n  d  r  e  ol  i .    Kuova  dimostrazione  del  teorema  di  Poincaré,  eie.  Rend.  R.  Ist  Lom 
l>ardo,  voi.  XLVIII,  1915. 


*. 
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Ciò  deriva  dal  fatto  che,  sa  una  saperficie  monolatera  si  possono  costruire 
tagli  chiusi  che  danno  un' orlo,  e  tagli  chiusi  che  ne  danno  due,  cosicché  in- 
dicando con  |i  e  X  il  numero  dei  primi  e  dei  secondi,  risulta  ^^  =  X  -f-  (i;  mentre 
dalla  dimostrazione  che  segue,  si  scorge  che  è  invariante  il  num$ro:  A;=  X  4-  2(i. 
k 
2 

E  perciò  noi  abbiamo  assunto  come  invariante  il  carattere  A;,  cioè  il  nu- 
mero di  cui  aumentano  gli  orli,  allorché  si  esegua  un  sistema  completo  di  tagli 
chiusi. 

La  bibliografia  dell'argomento  è  la  seguente  : 

E  .  Betti  —  Sopra  gli  Hpazi  di  un  numero  qualunque  di  dimensioni.  Annali 
di  Matematica,  1871  ;B.  de  Paolis  —  Teoria  dei  gruppi  geometrici.  Me- 
morie della  Società  delle  Scienze  detta  dei  XL,  t.  VII  (3)  ;  W .  v  .  D  y  e  k  —  Bei- 
trage  zur  Analysis  8itu$.  Nota  I,  II,  III.  Ber.  d.  Kgl.  Sàchs.  Ak.:  1885,  1886, 1887; 
Math.  Ann.  Bd.  XXXII,  XXXVII ;  H.  Poincaré  —  Mémoire  9ur  VAnalym 
8itu9.  Journal  de  l'Bc.  Polyt  1895.  Bend.  Circ.  Mat.  Palermo,  1899,  1904. 


§  1.  Definizioni 

m 

1.  Diremo  elemento  primitivo  Q ,  la  porzione  di  piano  compresa  in  un  cerchio 
di  raggio  unitario,  contorno  V  incluso. 

Deformazione  topologica  A  di  un  elemento  primitivo  Q,  è  una  trasformazione 
dello  spazio  in  cui  fi  é  immerso,  che  sia  biunivoca  e  bicontinua  per  i  punti 
di  Q .  Tale  deformazione  fkrà  quindi  corrispondere  linee  chiuse  a  linee  chiose 
di  fi,  e  linee  aperte  a  linee  aperte. 

Forma  primitiva  F  è  il  risultato  dell'applicazione  di  una  deformazione  te* 
pologica  A  alPelemento  primitivo  fi;  scriveremo 

F  =  AQ; 

al  contorno  F  corrisponderà  Vorlo  di  F. 

Sieno  date  due  forme  primitive  F^ ,  F,  ottenute  da  fi  con  le  deformazioui 
A^ ,  A,.  Se  con  A~^  intendiamo  quell'operazione  per  la  quale  da  una  forma  pri- 
mitiva F  si  ritorna  all'elemento  fi,  porremo 

F.  =  A,  a  =  A,  A -'  F,  =  T  F, 

F,  =  A,  a  =  A.  A,-*  F,  =  T-'  F,  ; 

e  diremo  che  la  F,  è  ottenuta  dalla  F^  mediante  l'operazione  T. 
La  T  si  dirà  una  trasformazione  topologica. 
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È  facile  vedere  che  le  T  formano  gruppo  che  comprende  le  deformazioni 
topologiche. 

2-  Sieno  date  le  dae  forme  primitive  F',  P".  U  operazione  generale  deWvr 
nirUy  U,  consiste: 

U I.  Nel  segnare  sol  cotitorno  F  di  &,  2n  punti  a\ ,  &^  >  ^g  >  *f  » ^n  >  K  cb© 

8i   succedono  in  tale  ordine  e  che  lo  dividono  perciò  in  2n  archi  consecutivi 

U  II.  Nel  segnare  gli  archi  a/  &/ ,  ^  h^  «/  ;  a/'  6/' , ...  ft„"  a/'  che  corrispon- 
dono ai  precedenti  sull'orlo  di  F»  e  su  quello  di  F". 

UHI.  Nel  porre  in  corrispondenza  biunivoca  e  bicontinua  gli  archi 

a/&/;<'V      •    ;  (r  =  l,2,...n) 

potendosi  corrispondere  a/  ed  a/' ,  hj  e  Ì>J%  oppure  a/  e  6/' ,  a/'  e  &/. 

IT  IV.  Nel  considerare  come  un  sol  punto  P  qualsiasi  coppia  di  punti  P' ,  P" 
rispettivamente  di  a/  V?  <^r"  V>  che  si  corrispondano  come  è  indicato  in  U  III. 

La  forma  dedotta  da  due  forme  primitive,  unite  con  un'operaeione  U,  si 
dirà  secondaria^  e  scriveremo 

F  =  U  (F',  F"). 

Nella  definizione  ora  data  non  è  compreso  il  caso  n=:0;per  tale  valore 
di  n  noi  intenderemo  che  tutto  l'orlo  della  F'  sia  posto  in  corrispondenza  biu- 
nivoca e  bicontinua  con  quello  di  F",  e  che  ogni  coppia  di  punti  P'  (dell'orlo 
di  P^),  P"  (dell'orlo  di  F^)  corrispondentisi,  venga  considerato  come  un  solo 
punto  P. 

L'operazione  U  è  tale  che  i  due  orli  di  FjF,  danno  origine  ad  un  certo 
numero  di  curve  chiuse,  che  si  ottengono  dagli  archi  hj  a'^^ ,  &/'  *''r+i  allorché 
i  loro  estremi  vanno  congiunti  come  è  indicato  in  U  III. 

Tali  curve  si  diranno  orli  della  forma  secondaria  F. 

Si  osservi  che  nel  caso  n  =  0,  la  forma  secondaria  non  ha  orli;  nel  caso 
n=l,  la  forma  secondaria  si  riduce  ad  una  primitiva. 

3.  Definiamo  ora  più  generalmente  l'operazione  V  dell'unire  due  forme  di 
cui  Qua  almeno  non  sia  primitiva. 

Biano  F'  ed  F"  tali  forme,  aventi  rispettivamente  v'  e  v"  orli. 

L'operazione  V  (che  comprende  la  U)  consiste  nei  due  seguenti  gruppi  di 
passaggi  successivi.  ' 

a  I.  Scegliere  m  {m  ^  v',  v")  orli  di  F',  altrettanti  di  F". 

a  IL  Numerare  in  un  modo  qualunque,  da  1  ad  m  gli  orli  scelti  di  F'^ 
e  fare  lo  stesso  per  F". 
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a  lU.  Stabilire  fra  i  punti  P' ,  P"  di  quei  due  orli  di  F',  F"  cui  spettalo 
stesso  numero,  una  corrispondenza  biunivoca  e  bicontinua. 

a  lY.  Considerare  come  un  solo  punto  P,  due  qualunque  P',  P"  corri- 
spondeutesi. 

Inoltre  : 

h  I.  Dividere  alcuni  dèi  restanti  v' — m  orli  di  F'  in  archi  non  aventi 
punti  a  comune;  dividere  alcuni  dei  restanti  v" — m  orli  di  P"  similmente,  in 
modo  da  avere  n  archi  sui  in*imi,  n  sui  secondi. 

6  IL  Numerare  comunque  da  1  ad^i  gli  archi  scelti  su  gli  orti  di  F',  e  fare 
lo  stesso  con  quelli  di  F";  due  archi  aventj  numero  d'ordine  successivo  po- 
tranno anche  appartenere  ad  orli  diversi. 

h  III.  Porre  in  corrispondenza  biunivoca  e  bicontinua  gli  archi  X/,  V' 
di  F'  ed  F",  aventi  lo  stesso  numer<j  d'ordine  (*). 

h  IV.  Considerare  come  un  sol  punto  P  due  punti  P',  P"  corrispondentisi 
come  ora  si  è  detto. 

In  particolare  potrà  essere  w  =  o  ;  ed  allora  manca  il  primo  gruppo  di 
passaggi;  oppure  potrà  essere  nullo  uno  dei  due  numeri  v' — »i,v" — j»  ed  al- 
lora  mancherà  il  seccmdo  gruppo. 

Diremo  forma  topologica  generale  quella  dedotta,  partendo  da  torme  pri- 
mitive, mediante  operazioni  dell'unire. 

Una  forma  priva  di  orli  si  dirà  chiusa ',  su  essa  non  si  possono  più  ese- 
guire  operazioni  V. 


§  2.  Indicatrice.  Operazioni  elementari 

4.  Consideriamo  una  forma  topologica  generale  $,  derivata  dalle  forme 
primitive  F',  F', . . .  ;  su  di  essa  fissiamo  un  quadrilatero  ABCD  a  lati  non 
intrecciati,  i  cui  vertici  si  succedano  in  tale  ordine,  in  un  verso.  Tale  quadri- 
latero sia  abbastanza  piccolo,  sì  da  essere  situato  tutto  su  una  forma  primitita, 
F'  ad  esempio. 

Tale  quadrilatero  sarà  detto  «indicatrice»:  ess^»  servirà  per  definire  le 
superficie  monolatere  e  bilatere,  come  ora  vedremo. 

Formiamo  ora  una  catena  di  indicatrici:  cioè  consideriamo  un  certo  nomerò 
di  quadrilateri,  tutti  nelle  coudizioni  già  dette,  e  tali  che: 

I.  Ciascuno,  di  essi  non  si  sovrapponga  agli  altri. 

IL  I  quadrilateri  A  B C D ,  A' B' CD' abbiano  A'  =  B,  D'  =  C;  A'B'C'D' 
eA"B"C"D"  abbiano  A"  =  B',  D"  =  C';  A"D"  =  B'C';  e  così  via  sino 
ad  A'  B'  C  D', 

I  (contorni  di  tali  quadrilateri  sieno  percorsi  tutti  nello  stesso  senso,  cioè 
A<^+*>  B^"+*>  è  percorso  in  senso  contrario  a  B<">  C^")  (A<"+*>  =  B^"),  D<'*+*>  =  0'^^). 


(2)  Anche  qui  a  XV  si  potrà  rar  corriapoudere  tanto  X'V  percorso  in   un -senso,  qnanto  ) 
percorso  in  senso  inverso. 
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Se   i    pairti    C^ ,  D^  si   trovano    abbastanza    vicini  ad  A ,  B  noi  potremo 

formare  un  ultimo  quadrilatero  con    A,B,C'',D'',   salvo    V  ordine^  chiudendo 

la  catena. 

Qui  possono  presentarsi  .due  casi:  o  il  quadrilatero  B^^*  ADC^^^  non  è  in- 
trecciafio  ;  oppure  lo  è-  (e  non  lo  sarà  allora  B^""^  DAC^""^). 

5.  Nel  primo  caso  diremo   cbe    la   catena   chiusa  percorsa  è  un  camminQ, 
eh  non  inverte  Vindicatrice,  mentre  nel  secondo  caso  diremo  che  è  un  coanmino 
che  inverte  IHndicatrice. 

Osserviamo  che  sopprimendo  i  tratti  BC  =  À'D' ,  B'C  =  A"D",  *.  .  . 
C^C^^'^^AD,  per  un  cammino  Mei  primo  tipo  i  lati  restanti  formeranno  due 
linee  distinte  A ,  B  =  A',  B'  =  A", . . .  B<^>  =  A;  e  D ,  0  =  D',  C  =  D",  C<^>  =  D. 
Per  un  cammino  del  secondo  tipo  i  lati  restanti  formeranno  un'unica  linea, 
cioè: 

A,  B  =  A',  B'  =  A",  • . .  B<^>  =  D,  C  =  D',  . . .  C^^>  =  A  • 

A  caasa  di  tale  proprietà  riesce  evidente  che  sulle  forme  primitive  non 
ji  sono  cammini  del  secondo  tipo. 

^e  supponiamo  soppressa  tutta  l'area  interna  ai  singoli  quadrilateri,  diremo 
d'aver  eseguito  un  taglio. 

Il  taglio  si  dirà  di  I  specie  se  il  cammino  segnato  invertiva  l'indicatrice, 
e  darà  luogo  ad  un  solò  orlo,  AA'A". .  .  A<^-*^  A<^>  DD\  . .  A. 

Si  dirà  invece  di  II  specie  se  l'indicatrice  non  si  invertiva;  ed  allora  darà 
luogo  a  due  orli  AA'A". . .  A<^>  A,  DD'D". .  .  D^^^  D. 

6.  Passiamo  ora  allo  studio    delle   operazioni   dell'unire,  e  vediamo  quali 
\    fra  esse  si  possano  considerare  come  elementari,  C/On  cui  si  possano  comporre 

tutte  le  altre. 

Si  vede  cbe,  per  ottenere  tutte  le  4> ,  V,  basta  ridursi  ad  unire  sempre 
una  forma  generale  ed  una  primitiva. 

In*  effetti,  se  si  dovessero  unire  due  forme  generali  4>  e  V,  basterebbe 
unire  alla  prima  successivamente  le  singole  forme  primitive  F',  F", . . .  che  co- 
stituiscono la  seconda,  connettendole  fra  loro  nello  stresso  modo  con  cui  esse 
formanto  tale  V.         . 

Quindi  : 

Le  operazioni  delVunire  piò,  generali,  sono  quelle  che  uniscono  una  $  ad  una 
forma  primitiva  F.  • 

Se  si  tiene  presente  la  definizione  della  V,  si  vede  che  adesso  non  si  po- 
tranno presentare  cbe  due  soli  casi  elementari. 

Infatti  v'  (orli  della  F)  è  1  ;  quindi  sarà  w  =  1 ,  oppure  w  =  0;  ed  in  cor- 
rispondenza si  potrà  solo  applicare  il  gruppo  a  o  il  gruppo  6  dei  passaggi  che 
definiscono  la  V. 
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Il  priiDo  caso  (m  =  1)  dà  laogo  ad  un'operazione  fondamentale  che  chia- 
meremo e. 

L^opercLzione  e  consiste  nelVunire  tutto  Porlo  di  una  forma  generale  a  tutto 
Vorlo  di  una  primitiva. 

Per  m=:0,  si  ha  il  secondo  caso;  ed  allora  la  forma  primitiva  F  verrà 
hnita  per  n  archi  del  suo  orlo  ad  alcani  orli  di  4>. 

Escluso  il  caso  n  =  l,  il  qaale  lascia  invariata  la  4>  (analogamente  a 
quanto  si  è  detto  per  la  U),  resta  n  =  2,  a  cui  si  riducono  tutti  gli  altri. 

In  effetti,  unire  4>  ad  F  lungo  n  archi,  equivale  ad  unire  F  a  4>  lango 
(n —  1)  archi,  lasciandone  uno;  ed  unire  poi  a  questa,  forma  F -|- 4>  una  F' 
lungo  due  archi:  precisamente  quello  di  F  e  quello  di  4>  che  abbiamo  trala- 
sciato di  unire. 

Dunque  da  n  ci  si  riduce  ad  operare  su  n  —  1,  e  2;  procedendo  così  ci 
ridurremo  a  n  —  2,  2, . . .  sino  ad  operare  solo  su  due  archi. 

È  stabilito  dunque  ohe  sono  operazioni  elementari^  oltre  quella  e  (per  cui  m^=l) 
solo  quelle  per  cwi  i»  =  0,  n  =  2. 

Esaminiamo  quali  esse  sieno;  cioè  in  quanti  modi  si  possono  unire  due 
archi  di  una  primitiva  F  con  due  archi  di  una  4>  generale. 

Si  vede  che  due  gruppi  di  possibilità  si  presentano:  secondo  che  gli  archi 
di  4>  appartengono  o  no  allo  stesso  orlo,  e  secondo  che  un  cammino  che  si 
chiuda  su  4>  attraverso  F  inverta  o  no  l'indicatrice. 

Precisamente  si  può  avere  che: 

a)  F  è  unita  a  due  archi  dello  stesso  orlo  di  4>, 
fc)  F  è  unita  a  due  archi  di  diversi  orli  di  <&, 
e  contemporaneamente 

a)  F  è  unita  in'  modo   tale    che  chiudendo  una  catena  d'indicatrici  at- 
traverso essa,  l'indicatrice  non  s'inverte, 

p)  F  è  unita  in  modo  che  l'indicatrice  si  inverta. 

Raggruppando  queste  coppie  di  possibilità,  si  hanno  quattro  casi: 

aa  ;  ap  ;  òa  ;  6p. 

8.  Quindi,  possiamo  conchiudere  e  dire  che  vi  sono  in  tutto  5  operazioni 
elementari 

I.  Oper.  e.  Unire  tutto  l'orlo  di  una  primitiva  F  ad  uno  di  4>. 

II.  Oper.  m .  Unire  la  F  con  due  archi  dello  stesso  orlo  di  <l>,  senza  in- 
vertire l'indicatrice  (caso  a  a). 

III.  Oper.  d.  Unire  la  F  con  due  archi  di  due  orli  di  ^,  senza  invertire 
l'indicatrice.  • 

IV.  Oper.  |i.  Unire  la  F  con  due  archi  di  un  orlo  di  4>,  invertendo  l'indicatrice 

V.  Oper,  8 .  Unire  la  F  con  due  archi  di  due  orli  di  ^,  invertendo  l'indicatrice. 
È  facile  verificare  poi  che  la  o  e  la  m  sono  inverse  fra  loro: 

e  III  =  1. 
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Infatti^  sia  X  un  orlo  della  4>;  operare  sa  esso  con  la  m  significa  dividerlo 
in  quattro  archi  successivi  \\l\\^^,l^'}  considerare  sall'orlo  di  una  F'  altri 
quattro  archi  consecutivi  ^\  m\  ]k'\  m'^ ',  unire  V  ad  m\  l"  ad  in"  senza  inver- 
tire l'indicatrice. 

Risulteranno  così,  al  posto  di  X  i  due  orli  V  |i';  V  ^'\ 

Applicare  la  E"  con  la  e  a  uno  di  questi  (o  ad  altro  qualunque)  equivale 

semplicemente  a  lasciare  invariata  la  4>,  limitandosi  ad  unire  ad  essa^  lungo 

l'arco  l"  X"  Vj  la  forma  F  (ottenuta  unendo  a  lor  volta  F'  e  F"  lungo  un  solo 

arco).  E  bì  vede,  per  analogia  con  la  U,  che  tale  operazione  lascia  invariata  la  $. 


§  3.  Equivalenza  di  bue  Forme 
Belazioni  fba  le  opebazioni  elementari 

9.^i  verifica  agevolmente  che  il  prodotto  di  tali  operazioni  gode  della 
proprietà  associativa  e  commutativa:  la  dimostrazione  si  farebbe  parafrasando 
qaanto  è  mostrato  nella  tav.  I. 

In  altri  termini,  si  ha,  ad  esempio, 

m  (d (4> ,  FO , F")  =  d{m{^, F') , F"); 
e  quindi  noi  scriveremo  più  brevemente: 

w  (4> ,  F')  =  m  <& 

w  (d  (*  ,  P') ,  F")  =  iwd  *  =  dm  *  =  d  (m  (*  ,  F') ,  F"). 

Quindi,  se  partiamo  da  una  forma  primitiva  F,  qualunque  sforma  generale 
8i  potrà  indicare  con: 

^  ^  e**  m*  d^  [Ji*  ^'•F    (UyV  yW  ,Xyy  interi,  positivi,  o  nulli)  ; 

ciò  significa  che  la  ^  si  ottiene  applicando  v  volte  la  m,  etc. 

Notiamo  sin  da  ora  che  essendo  la  e   inversa  della  m,  si  avrà  anche,  se 

A  noi  converrà  chiamare  caratterUtiea  di  $  il  gruppo  di  interi 

Fra  le  operazioni  elementari  esistono,  come  ora  vedremo,  delle  relazioni; 
tó  esempio  la  o  fii  r=:  1. 

▼OL.  uv.  17 
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Quindi^  ana  stessa  forma  4>  potrà  essere  rappresentata  in  più  modi 

« 

Due  forme  si  diranno  equivalenti  se  una  caratteristica  che  rappresenta  la  prima, 
ha  i  suoi  numeri  ordinatamente  eguali  a  quelli  della  seconda. 

È  ovvio  che  esisteranno  poi  delle  espressioni,  formate  da  tt,  « ,  te  ,  ..•  u'  t'... 
la  cui  eguaglianza  è  necessaria  e  sufficiente  per  l'equivalenza  delle  due  forme 
date.  Vedremo  quali  esse  sieno,  e  come  si  calcolano,  assegnata  che  sia  ona 
superficie,  in  un  prossimo  §. 

Ora  passiamo  a  trovare  le  relazioni  fra  le  operazioni  elementari. 

10.  Per  avere  una  immediata  rappresentazione  delle  operazioni  elementari, 
supponiamo  che  due  orli  appartenenti  alla  forma  4>,  sieno  i  due  paraiUelogrammi 
ABGD,  EFGH;  ambedue  appartenenti  ad  una  deile  forme  primitive  F'  com- 
ponenti  la  <t}  per  semplicità  F'  sia  un  elemento  primitivo. 

Inoltre  i  vertici  dei  due  parallelogrammi  sieno  percorsi  nell'ordine  scritto, 
se  il  senso  di  percorso  è  lo  stesso  per  ambedue. 

La  forma  primitiva  F  sia  un  terzo  parallelogrammo  IJKL,  di  cui  i  vertici 
si  scrivano  in  tale  ordine. 

Con  tali  semplificazioni,  le  operazioni  elementari  sono: 


I.  e  .  Unire  A  ,  B  ,  0  ,  D   ordinatamente  a  I ,  J  ,  K ,  L  ;  AB    ad    IJ ,    BC 
CD  a   KL,  DA  a  LI. 


IL    w.  Unire  A^B  ad  I,J;  AB  ad  Ij;  C,D  a  K,L;  CD    a  KL 
HI.  (i.       »       A,B    »    I,J,AB    »    IJ;   C,D»L,K;CD    »    LK 

IV.  <^.     »      A,B  *   i,j,AB  »   ij;g,h»k,l;  GH»  KL 

-    V.    8.       »       A,B    »I,J;aB    »    rj;E,F»L,K;EF    »LK 

11.  Fra  le  operazioni  elementari  sussistono  le  seguenti  relazioni  fonda- 
mentali : 

mo  =  1 
[1.*  =  mS 

(1) 

{iS  =  \kd 
S'zziSd 

La  prima  è  stata  già  trovata;  le  altre  si  trovano  dimostrate  nelle  tav.  II) 
III,  Per  dare  un'  idea  del  come  proceda  la  dimostrazione,  consideriamo  la 
quarta:  le  altre  seguono  tale  schema. 

Sia  data  la  *  con  i  contorni  y  =  ABCD,  y'  =  A'B'0'D'}  7"  =  A"B"C"D" 
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nel  modo  ora  detto.  Sieno  poi  F  ^  IJKL,  F'  ^  l'J'K'L'  le  dae  forme  primitire 
da  unire. 

Ora,  84>  equivale  a  porre  IJ  sa  AB  (I  sa  A  ed  S  su  B);  KL  su  A'B'  (L 
Bu  A',  K  su  B').  Si  otterrà  così  il  contorno  7'  (B=J,  0,D,  A=I,  A'=L,  D',0', 
I  B',=K,  B). 

Operare  di  nuovo  con  8,  significa  (come  si  è  detto  ora)  unire  I'  con  D', 
J'  con  0';  L'D'  con  Jl';  L'  con  D",  K'  con  C",  L'K'  con  D"C". 
Otterremo  così,  per  S*4^,  il  contorno: 

T"  (B  =  J;C;D;  A  =  I:  A'  =  L,-  0'  =  !';  D"  =  L';  A"  ;  B"  ;  C"  =  K' ;  ' 
i  C"  =  J';B'  =  K;B). 

Ora  se  noi  facciamo  scorrere  il  tratto  l'J'  lungo  7',  mantenendolo  sempre 
a  contatto,  esso  covrirà  successivamente,  dopo  D'C,  i  segmenti  C'B'  ;  B'B  ; 
BC;CD, 

A    questo    punto,  si  scorge   che  si  ba  lo  stesso  risaltato  che  se  si  fosse 
dapprima  unita  F'  con  *.  saldando  V  con  D",  K'  con  C";  L'K'  con  D"C"; 
^  J'  con  C,  J'  con  D  avendo  cioè  (2<E>;  e  poscia  la  F  fosse  stata  unita  a  d4>  me- 
diante la  8,  come  prima. 

Quindi  risulta: 

><> 

8*$  =  dò^  =  8d$.  e.h.d. 

12.  Diremo  che  una  forma  generale  è  rappresentata  in  modo  canonico,  se 
nasciamo  a  rendere  minimo  il  numero  di  operazioni  [i,8  da  applicare  alla  F 
per  avere  ^,  servendoci  delle  relazioni  fondamentali. 

Tali  relazioni  (1)  ci  permettono  di  asserire  che  una  qualunque  forma  to- 
pologica si  può  sempre  ridurre  ad  essere  rappresentata  canonicamente  sotto 
una  delle  tre  forme 

*^  =  m'  (i*'  F 
4>j  =  m*d«' (i-F 
4>,  =  w*  rf^  S*¥. 

Infatti,  sia  data  la  forma  generale 

I 
*i  possono  avere  due  casi. 

I  Gaso  :  x ,  y  =  0,  ed  allora  si  ha  la  ^^  senz'altro.  Si  osservi  che  se  man- 
cano |jL ,  8  {x  =  Oj  y  =  0)  le  (1)  applicate  a  trasformare  la  caratteristica 

(tt ,  r  ,  w ,  0  ,  0) 

Usciano  sempre  x=:0,y  =  0;  non  introducono  cioè  né  la  (i.  né  la  8. 
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II  Gaso  :  x  oppure  y  4=  0.  Allora  si  potranno  avere  i  seguenti    tottocasi: 

x  =  0  ,yz=zl 

ic  =  0,y>l 

X  pari,  y  qualunque 

X  dispari,  y  qualunque. 

Sfel  primo,  la  $  ha  precisamente  la  terza^.  forma  eanonica. 

Nel  secondo  inyece  si  avrà: 

*  =  m"  d^'  S»'  P 

e  se  notiamo  che  la  quarta  delle  (1)  dà  S^  =:  dS^'^  =  d*S^-*  =  . .  =  d^-^S,  ve- 
diamo subito,  che  le  (1)  ci  permettono  di  scrivere 

^  =  m''5«'+*'-*.5.p 

cioè,  la  forma  canonica  corrispondente  a  questo  caso  è  la  $,• 
Nel  terzo,  posto  x  =  2zj  per  la  terza  delle  (1)  si  avrà 

{I.*  =  jt«'  =  (jt«)*  =  {mBy  =  m'  8% 

•  questa  per  la  quarta  delle  (1)  diventa 

r 

{!.*  =  m*  8«  =  m' li*-^  8. 

Perciò,  nel  terzo  caso  avremo 

$  z=  !»•+•  iw+*-*.  8i'+*.  F  =  «!•+*  d"' +*+*-*.  S-P, 

e  la  forma  canonica  sarà  ancora  la  $,. 

Infine,  nel  quarto  caso,  se  ^  è  dispari  =  2;? -f*  ^^   dMei,  seconda  delle  (1) 
otterremo 

jt«'+*  =  (|iV-  jt  =  (ni8)'|i  =  m'^S*-^ .  8|J., 

•  tenuta  presente  la  quarta  e  terza  delle  (1)  questa  darà 


X  133  )( 
Cioè  la  ^  assnme  la  forma 

che  infine  si  ridace  ancora  alla  -seconda  forma  canonica,  cioè 

13.  Mostriamo  ora  come  dae  forme  canoniche  non  si  possano  ridarre  Pana 
all'altra.  Per  qaanto  si  è  detto,  la  prima  non  pnò  ridarsi  a  nessana  delle  altre 
dne.  Supponiamo  ad  esempio  che  sia 

*  =  w"  df«''ji-F  =  w«  (fP-S-F. 

Osserviamo  che  la  seconda  delle  (1)  ci  permette  di  sostitaire  a  (mS)  un 
|L^*  e  che  per  ridarci  ad  nna  (i,  abbiamo  bisogno  di  an'altra  (i  o  di  una  S  che 
non  c'è. 

In  altri  termini^  sia  per  brevità  a>r,p>ic;  dovremmo  avere 

ma  ognuna  delle  (1)  è  di  secondo  grado  omogenea  nei  simboli,  e  comnnqae 
combinata,  il  grado  non  si  abbassa.  Del  resto,  se  fosse  vera  l'altima  formala 
scritta^  moltiplicando  per  (i  (ad  es.)  si  avrebbe 

e  qaindi 

da. cai  sostitaendo  nelld  primitiva: 

jt  =  m*  d*.|i.  (a  zz:  2  (a  —  1?)  —  1 5  6  zz:  2  (p  —  t?)  +  1) 

il  che  implica  che  la  forma  (iF  dovrebbe  restare  invariata  eseguendo  sa  di 
essa  l'operazione  m*^  S^i  ciò  che  non  pnò  essere. 

Resta  quindi  stabilito  che  la,  riduzione  a  forma  canonica  può  8$mpre  farsi 
ed  in  un  $ol  modo, 

§  4.  Definizione  di  invabianti  topolooici 
Condizioni  neobssabie  e  sufficienti  per  l'equivalenza  di  due  fobhe 

14.  Chiamiamo  ora  con 

I.  Cu  il  numero  degli  orli 

II.  Jcj  o  carattere,  quel  numero  di  cui  aumenta  il  numero  degli  orli,  allor- 
ché si  esegue  sulla  superficie  tale  un  sistema  di  tagli,  non  intersecantesi  (di 
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I  o  II  specie),  che  non  spezzi  la  $,  mentre  l'aggiunta  di  qualunque  altro  taglio 
chiuso  la  spezza. 

IH.  jj  lateralitàj  intendendo  cioè  j  =  0  se  non  si  possono  eseffairt  tagli 
di  I  specie  (superficie  bilatera),  mentre  j  =  1  se  essi  sono  effettuabili,  (super, 
monolatera). 

È  facile  vedere  (cfr.  tav.)  sein^endo  il  tipo  di  dimostrazione  già  fatto  prima, 
che,  data  una  forma  ^,  un'operazione  elementare  eseguita  su  essa,  aumenta 
(ò  e  A;,  come  dalla  seguente  tabella 


Operaeione 

e 

m 

d 

V- 

s 

& 

—1 

+1 

—1 

0 

1 

k 

0 

0 

2 

1 

2 

(2 


In  qaanto  ai  valori  di  jj  si  osservi  che  j  =  0  per  la  prima  forma  canonica 
j=zl  per  le  altre  due. 
Mostriamo  ora  che 

I.  i  numeri  ^  ,1g  yj  si  possono  calcolare  dalla  forma  canonica, 

II.  che    conosciuti  essi,  la    ^    è  individuata  in  modo   unico    sotto  forma 


canonica 


> 


III.  che  i  numeri  a> ,  fc ,  j  hanno  lo  stesso  valore,  anche  se  la  forma  ^  èf 
rappresentata  in  un  modo  qualunque:  in  altri  termini,  posto 

ì  tre  numeri  detti,  calcolati  da  ognuna  di  queste  caratteristiche^  hanno  sempre 
gli  stessi  yalori. 

16.  Per  la  prima  proprietà^  si  osservi  che,  per  la  forma  primitiTa,  é  ^  1; 
*  =  0; 

Quindi,  tenuta  presente  la  tabella  (2)  si  vede  che 

per  $^  =: wi* d*^' F j  ià  =  v  —  w  +  l;  k  =  2ìv 

per  ^j  =  wi*d«'iiF;  a  =  t?  —  w  +  lj  *  =  2tr-|-l 

per  ^,  =  w*d*'JF5  <a  =  v  —  w         ;  ì(:=2tc  —  2. 

In  quanto  alla  seconda  proprietà,  si  vede  che  per  la  O^  risulta: 


k  k 

2  2 

Per  la  <]>, ,  <]>, ,  sappiamo  che  i  =  1  ;   inoltre  per  la  ^, ,  *  è  dispari,  per 
la  ^3,%  ò  pari. 
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Qaindi,  se  X;  è  dispari^  sarà 


«  =  »  H 1 ,  «?  =  — - —  ;  *  =  m''  d'^ii  F, 


e  se  A;  è  parì^  sa^  invece 


>  I 


'     2 


—  1  ,  10  = 


-;*  =  m^d^.8.F. 


Ciò  mostra  che  anche  la  seconda  proprietà  è  vera;  infatti  ;  =  0  discrimina 
il  primo  dagli  altri  due  casi;  per^'  =  l,  la  parità  di  h  separa  gli  aitimi  dae 
casi.  ^ 

Volendo  conglobare  in  nna  sola  queste  formole,  poniamo 


<l>  ==  m' <i°' |x'^<*-*>  S^'¥ 


(71,6  =  0,1) 


che  per  tj  ==  0   dà   la   ^^ ,  per  t]  =  1 ,  «  =  0  dà  la  4>j ,  per  iQ  =  1 ,  e  =  1  dà 


1»4>,. 


Le  formale  da  noi  "scritte  direntano  semplicemente 


;  =  ti;Tj(&-2[|]-lj  = 


tjs 


V=iA  -}- 


*  -  2 


;^  =  l2 


6 


Infine^  mostriamo  che  si  verifica  anche  la  terza  proprietà. 

Se  una  *  =  J  m',  v%  w',  a?',  y'\  =  \  m",  v",  t(?'',  «'',  y"  (  =  . . .  ciò  implica  che 
da  una  caratteristica  all'altra  si  passa  tenendo  conto  delle  relazioni  fonda- 
lamentali  (1). 

Ma  intanto  teniamo  presente  la  tabella  (2).  La  reiasione 

me  =  1 

ci  dice  anche  per  mo,  &  aumenta  di  1  —  1  =  0;  h  aumenta  di  0  -f-  0  =  0,  re- 
stando ambedue  invariati.  Perciò  l'applicasione  della  prima  delle  (1)  laseia  in- 
variata &  t  le. 

La  seconda  delle  (1)  è 

a*  =  f»8. 


Ora  (i^  fA  adoientare  co  di  O^-Ó^X;  di  l-j-l  =  2  e  similmente  mSfaau 
tentare  còdil  —  l  =  0;eftdi0  +  «  =  2. 
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Danque  l'applicazione  della  seconda  delle  (1)  lascia  inyariati  &  &  k. 
Cosi  anche  la  teria  delle  (1)  è 

(1.(2  fa  aumentare  d>  di  0  —  1  =  —  1;  A;  di  1  |-  2  =  3  e  (lS  fa  lo  stesso. 
Infine,  per  l'ultima 

si  osserva  che  tsmto  S*,  qaanto  di  fanno  aumentare  cb  di  — 2,  ft  di  4. 

M  resta  perciò  dimostrato  che  j ^Ci^Jc  calcolati  per  una  forma  ^  qualun- 
que, assumono  lo  stesso  valore  indipendentemente  dal  modo  con  cui  la  4»  è 
rappresentata  (servendosi  delle  (1)).  Perciò  i,j^k  si  diranno  invarianti  topo- 
logici. 

1%.  Da  quanto  procede,  risulta  che: 

Teobemà  —  Una  superficie  è  topologicamente  individuata  allorché  si  cono- 
scono i  numeri  j ,& ^Jc,  ed  un^altra  qualunque  si  può  porre  sempre  e  solo  in  cor- 
rispondenza biunivoca  e  bicontinua  con  essa^  se  ha  gli  stessi  invarianti  topologici 

Infatti,  se  due  superficie  sono  in  corrispondenza  biunivoca  e  bicontinua, 
e  la  prima  è  stata  generata  con  operazioni  elementari  su  forme  primitive,  anche 
la  seconda  ammetterà  la  stessa  generazione:  opperò  gli  invarianti  sono  eguali. 

E  reciprocamente,  se  gli  invarianti  sono  eguali,  le  due  forme  ammettono 
la  stessa  generazione.  Basterà  quindi  stabilire  delle  corrispondenze  biunivoche 
e  bicontinue  fra  le  singole  forme  primitive  da  unire  successivamente  ad  F  ed 
F'  (con  le  stesse  operazioni  elementari)  per  stabilire  una  corrispondenza  hìu- 
nìvoca  e  bicontinua  f ra  4>  e  $'. 

17.  Notiamo  infine  che  si  potrebbe  introdurre  un  quarto  (ed  altri  ancora) 
invariante  topologico:  la  connessioue  y,  data  dal  numero  di  tutte  le. operazioni 
occorrenti  per  costruire  la  superficie  (escludendo  quelle  che  si  aggiungono  in 
numero  qualunque  per  la  relazione  me  =  1). 

Tale  numero  è  dato  da 

f 

Per  il  teorema  ora  dimostrato,  y  ^^^^  dipendere  da  ;,(b,ft;  ed  in  eff'etti 
osservando  che,  posta  la  ^  sotto  forma  canonica  si  ha; 

cioè 

Y  =  **  +  *  +  j  —  1  • 

Cioè;  la  connessione  y  di  una  superft^cie  è  data  dalla  somma^  diminuita  di 
uno,  del  numero  degli  orlij  del  suo  carattere^  e  della  lateralità. 
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LA  FUNZIONE  DI  GELLÉRIER 


NOTA 


DSL 


Dott.  ALFREDO  FALANQA  (a  Napoli) 


È  ben  nota  la  famosa  funzione  continua  e  priva  di  «lorivata  in  ogni  punto, 
fatta  conoscere  nel  1875  da  P.  Dubois  Beymond  ('),  come  trovata  da 
Weierstrass  durante  le  sue  lezioni  e  che  è  data  dalla  serie  di  F  o  n  r  i  e  r  : 


oo 


f[x)  =  ^  6^  co8(ica''ir) 


ft-j) 


(love  a  è  un  numero  intero  dispari    e    h    un    numero   positivo   minore    di    1, 

3 
tale  che  il  prodotto  ah  sia  maggiore  di  -  ic  -}-  1. 

Nel  1890  fu  pubblicato  nel  Bulletin  des  sciences  mathématiques  (*)  una  Nota 
postuma  di  un  matematico  svizzero  C  h.  O  e  1 1  é  r  i  e  r  (^)  in  cui  si  studiava  ^ 
con  metodo  diverso  da  quello  di  Weierstrass,  una  funzione  di  forma- 
zione assai  simile.  Il  redattore  affermò  di  aver  trovato  questa  Nota  tra  le 
carte  del  Oellérier  morto  un  anno  prima j  era  scritta  di  proprio  pugno 
dalPautore  su  carta  ingiallita  dal  tempo  e  vi  era  l'annotazione:  «  Tres  impor- 
tante et  je  croi%,  nouveau  ».  Mancava  però  di  data,  e  quindi  non  poteva  sapersi 
se  era  anteriore  o  posteriore  alle  ricerche  di  Weierstrass. 

ISTell'agosto  del  1916,  durante  la  riunione  della  Società  matematica  svizztra 
tenuta  a  Schuls,  il  prof.  Eaoul  Pictet,  a  proposito  di  una  comunicazione 
fetta  daMad.  Young  sulle  curve  di  Oellérier  e  di  Weierstrass, 
raccontò  che  il  Oellérier  gli  aveva  parlato   della  sua  curva  fin  dal  1860  (*). 


(*)  P.  Dn  Boia  Reymond,     Venuoh   éiner    Classification    der   iciUhUrlioken   Functianen 
fdUr  Argumente  nach  ihren  Aenderungen  in  der  Icleinsten  Iniervalien .  Crelle's  Joarnal  t.  79,  p.  21. 
(*)  Bulletin  de9  science»  mathématiques,  t.  XIV,  p.  142,  1890. 
(')  nato  nel  1818,  morto  nel  1889. 
0)  Vlnseignement  mathémaiique,  t.  19,  1917,  p.  99. 
VCL.  ux.  18 
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Ciò  farebbe  credere  che  il  C  e  1 1  é  r  i  e  r  possedesse  la  sua  funzione  prima  di 
Weierstrass;  ma  su  questo  è  poco  utile  insistere,  mentre  quello  che  è 
notevole  assai,  è  la  grande  analogia  che  esiste  tra  le  due  funzioni,  pur  non 
potendo  esse  reputarsi  identiche  a  eausa  dei  diversi  limiti  delle  costanti  me- 
diante le  quali  sono  formate. 

La  funzione  di  Cellérier  è  la  seguente  : 


serì{à"x) 


?(^)==2 


a" 


K— 1 


dove  a  è  un  numero  intero,  positivo,  opportunamente   grande.   Es8a   a  prima 

vista  sembra  un  caso  particolare  della  funzione  di    W  e  i  e  r  s  t  r  a  s  s  ,  da  cni 

formalmente  si  otterrebbe  estendendo  il  sommatorio  da    n  =  l    ad    n  =  oc   e 

-jc  1 

ponendo  ica?  = y  e  6  =  +  —  secondo  che  a*^'=4w+l  oppure  a'^zzrém-fS. 

2  —  d 

> 

Infatti  con  questa  sostituzione  si  ha  : 

OO  .CX)  oo 

(l)  ^6"  co8(7ca^'r)  =  ^ft"  cosi  a**  -^  —  a^y  J  =^6**  sen(a» 

^  »1— ri  '  71  —  1  *»— 1 

« 

se  a"  =  4m  +  1 


oo 


(2)  oppure  =^6"(— 1)"  8en(a''y) 


«t-.i 


Be  a*!  =  4wi  -(-  3. 

Ora  se  in  (1)  poniamo  ft  := —  e  in  (2)  •— 6r=z —    si    ha    la    funzione   di 

a  a 

0  e  1 1  é  r  i  e  r. 

È  perciò  da  osservare  che  quest'ultima  posizione,  la  quale  porterebbe  ad 
[afc|=:l,  eftettivamente  non  può  farsi  perchè  contraria  ai  limiti  tra  i  qii:Jli 
deve  essere  compreso  ah  nella  funzione  di  W  e  i  e  r  s  t  r  a  s  s  ;  quindi  non  può 
dirsi  che  la  funzione  di  Cellérier  sia  un  caso  particolare  della  funzione  di 
Weierstraqs,  a  meno  che  non  si  sia  prima  dimostrato  che  i  limiti  dati  da 
Weierstrass  per  la  sua  funzione  possono  essere  superati.  Ciò  appnnto  è 
lo  scopo  di  questa  Nota. 

Faremo  vedere  che,  applicando  il  procedimento  di  Cellérier  alla  fun- 
zione di  Weierstrass,  possiamo  dimostrare  che  questa  è •  una  funzione 
non  derivabile  per  valori  dei  parametri  a  e  b  molto  j>iù  estesi  che  non  sono 
quelli  dati  da  Weierstrass  stesso  e,  propriamente,  faremo  vedere  che  la 


,    )(  13»  )( 

funzione  di  Wierstrass  (la  quale  evidentemente  è  derivabile  per  \aò\  <1 1 
essendo,  per  tali  valori,  la  serie  delle  derivate  equiconvergente)  non  ammette 
derivate  per  \ab\  "^  1.  Per  fare  ciò  daremo  prima  un  cenno  della  dimostrazione 
di  Cellérier  e  poi  applicheremo  lo  stesso  procedimento  alla  funzione  di 
W  e  i  e  r  s  t  r  a  s  s. 

Sono  grato  al  mio  maestro  Prof.  Pascal  per  gli  aiuti  prestatimi  nella 
redazione  di  questo  lavoro. 

Avverto  inoltre  che  sotto  il  titolo  :  La  funzione  di  Cellérier  e  quella 
di  Wei  e  r  8tr  as  8 ,  pubblicai  già  in  opuscolo  separato  questo  lavoro  coi  tipi 
della  Unione  Tip.  Combattenti,  Nai>oli  1921. 

I.  Cenni  sul  peocedimento  tenuto  da  Celléeieb. 

Consideriamo  la  funzione   f(x)^=z   y^  Hen(a^x)  essendo  a  un  numero  intero, 

positivo,  grande. 

Con  tale  ipotesi  sul  numero  a ,  evidentemente  la  serie  data  non  solo  è 
convergente,    ma    è    equiconvergente,    perchè    la    serie    dei    moduli    massimi 

\  I  1  I  è  convergente.  Di  qui  si  ricava  la  (p(x)  è   anche    una   funzione    con- 


«-1 1  a. 

tinna  di  or. 

2ic 
11  Cellérier  forma  due  rapporti  incrementali:  il  primo  tra  a? -| — -.x: 

a' 

il  secondo  tra  x  -\ — - ,  x;  essendo  i  un  esponente  grande.  Con  una    serie    di 

a 

trasformazioni  algebriche  e  trigonometriche,  chiamando  i  due  rapporti    rispetti- 
vamente hi  e  k'i  ottiene  : 

e 

fc,  =rz  coB{a-x)  -\-  cos{a^x)  -{-....  +  cos(a'-*x)  -) ;     6    compreso   tra    +  4 

e*  ~^"  X 

ì,                                 •       ,              .               .           2sen{a*;r)  .     6'       ^, 
I    k  -n  cos(air)  -j-  cos(a\T)  +  ....  +  C()S(a*"*ir) 1 — —  ;  6  compreso  tra +2 

Ciò  j)OSto  se  per  un  certo  valore  di  x  la  funzione  f{x)  avesse  una  derivata, 

cp(x  -4-  ^)  —  cp(a') 

allora,  data  una  quantità  s  piccola  a  piacere,  la  espressione-^^ ■ , 

fi 

dovrebbe  essere  compresa  tra  tf\jr)  e  f\x)  +  6  tutte  le  volte  che  V  incremento 
fosse  minore  di  un  certo  lignite  X.  Di  qui  segue  che  le  due  espressioni  A:,  e  k\ 
dovrebbero,  quando  i  aumenta,  convergere  verso  uno  stesso  limite  e  quindi  le 
due  differenze  fc^+j  —  JCi  e  A*,  —  k\  dovrebbero  convergere  a  zero. 
Troviamo  il  valore  di  queste  due  diff'^'enze  : 

6" 

ki^^ —  A:,  =  cos(a*a:)  -| 6"  compreso  tra  +  S 

a  —  X 

(1) 

fc.    —  k\  = ^^ — -  H 7  6  '  compreso  tra  +  C. 

7z  a  —  1 
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Bsiije  non  possono  convergere  a  zero.  Infatti  se    ciò    fosse   possibile,    con 
nguale  ragione  dovrebbero  convergere  le  altre 


h-^i  —  ICi  =  coB(a'x)  -f 


6 


// 


a-  1 


(2 


=  8en(a*a7)  -|- 


2(a  —  1)* 


Ma  le  (2)  non  convergono  a  zero  al  crescere  di  t.  Infatti  nei  secondi 
membri  si  osserva  che  la  somma  dei  quadrati  dei  primi  termini  è  uno;  i  se- 
condi termini  sono  frazioni  piccolissime  e  quindi  anche  la  somma  dei  loro 
quadrati  e  una  frazione  piccolissima,  e  tali  sono  anche  i  doppi  prodotti  ;  8e 
quindi  la  somma  dei  quadrati  delle  (2)  è  prossima  all'unità,  una  almeno  di  es:$e 
non  è  infinitesima. 

Besta  così  dimostrato  che  le  (2)  e  le  (1)  non  tendono  a  zero  e  quindi    la 
(p{x)  non  può  ammettere  derivata. 

II.  Il  procedimento  di  Cellérieb 

APPLICATO   ALLA   FUNZIONE   DI   WeIBRSTRASS   PER    |a6|  =  1. 


oo 


La  funzione  ^b*"  cos(a**a?) 


a  intero -positivo 
5<1 


n<»0 


no  ammette  derivata  se  |a6|  =  l. 

Infatti  poniamo  iuìf  =  y  ;  si  avrà  : 


oo 


oo 


coB{a^y) 


2^-coB(.«».)=2^T^- 


M— 0 


nUO 


Tale  serie  è  convergente  perchè  è  convergente  la  serie   dei    moduli    mas 
simi  ;  quindi  la  funzione  data  è  una  funzione  continua. 

2ic 
Formiamo  il  rapporto  incrementale  tra  y  -1 — :-  ed  y  e  chiamiamolo  A% 

a* 


k  -  — 


L  n— 0 


a 


n— 0 


a- 


a* 
2it 


r«-i 


2 


Ln— fl 


2ic 


cosa*^  y  +  —   —  co8{a"y) 


a 


a 


n 


+ 


OO 


2 


n— t 


C08«"(  y  4-  -^)  —  C08(«"y) 


a' 
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la  quest'ultima  espressioue  il  secoudo  sommatorio  è  zero.  Infatti  essendo 
n  ^  t,  a*^'  è  intero  e  poiché 

coQa**ly  -f  -^  I  =  co8(a"y  +  a*^'  2ic)  =  C08(a'*y) 

il  numeratore  della  frazione  è  zero.  Applicando  ora    al    primo    sommatorio    il 
teorema  di  addizione  di  archi  si  ha  : 


»~i  cosa^y  cos 


2ic 


2ic 


»— 1 


,  ^       *-i  sena^y  sen-y-       __.       „ 


2n 


n^JÌ 


Cn 


2 


n«i<0 


2ic 


a 


ù~n 


2' 


n«0 


27C 


a 


t — n 


»— 1 


2 


n-mO 


1  —  cos 


cosa'^y 


a 


2% 


2ic  2iu 

-7-^       »-i  sen-T-;: 

h^^sena-y-^T- 


fUmO 


a 


i—n 


1  "~"  cos£       1 

Ora  abbiamo  : r <!  ò  ^  P®^  ^  sufiBcientemente  piccolo.   Applichiamo 

6  2 


tale  formola  al  primo  sommatorio  di  (!')  ponendo  i  = 


27C 


a' 


In  tal  caso  ciascun  termine  di  questa  somma  è  minore   di 
tutta  la  somma  è  minore  della  serie  : 


7C 


a* 


e  quindi 


(2) 


-  +  -4- 


< 


ic 


a 


Esaminiamo  il  secondo  sommatorio  di  (1^  ;  se  in   esso  poniamo   al  posto 

2ic 

(li  sen  ~. —  l'angolo  corrispondente,  commettiamo  su  ciascun  termine  un  errore 

2  n 
e  su  tutta  la  somma  un  errore  minore  di    -  ~.  Infatti  cai- 

3  a 


raiaore  di  --r— -| 
6\a»-7 


coliamo  l'errore  su  ciascun  termine  : 


sen 


2ic 


Hen(a"a:) 


a* 


-n 


2ic 


—  sen(a"a?) 


sen(a'*a:) 


27C 


2ic         2ic 


sen  -T— p- 


a 


I — n 


a 


t-.n 


sen(a"a?) 


2ic 


a' 


,  n  .   l/2icVL  1  /2^V    .  1       /2icV    , 
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Quest'^ ultima  espressione  in  valore  assoluto  è  minore  di  ^(-j^ì . 


Calcoliamo  l'errore  su  tutta  la  somma 


2  7C 

3  a 


r           ^ 

2  K 

^3a 

L    a»-l    J 

Ora  per  a  sufficientemente  grande  le  quantità  (2)  e  (3)  sono  frazioni  pic- 
colissime, la  loro  somma  sia  detta  a. 
In  tal  modo  si  ha  : 


Àf,=  - 


sen(y)  -f  sen(ay)  +  sen(a'y)  + +  8en(a^^y)  +  t 


ic 


Consideriamo  ora  il  rapporto  incrementale  tra  y  -] — ^  ed   y    e   ohiamia 


a 


molo  k\.  Anche  in  esso  debbono  sparire  i  termini  nei  quali  n'^i;  ciò  avviene 
per  la  ragione  su  esposta;  però  il  termine  di  ordine  i  rimane,  esso  è 


1^ 


cosaM  y  +  ■^j  —  cos(aV) 


2  oo8(a*y) 


Eipetendo  anclie  per  questo  rapporto  l'istesso  procedimento  tenuto  prima, 
lenendo  conto  degli  errori  commessi  e  chiamando  la  loro  somma  7'  si  ha 


1c\=z 


2  coste't/ì 
sen(y)  +  sen(ay)  +  sen(a*y)  +....+  8©n(a'~*)  -| +  e' 


X 


Ciò  posto,  se  per  un  certo  valore  di  y  esistesse  una  derivata,  allora  le  due 
espressioni  /e,  e  Tc^  dovrebbero,  quando  i  aumenta,  convergere  verso  uno  stesso 
limite  e  quindi  le  due  differenze  fc,^.^  —  Ic^  e  fc,  —  k\  dovrebbero  convergere  a 
zero.  Vediamo  se  ciò  è  possibile  ; 


(4)  • 


fci+i  —  lCi  =  —  sen(a'y)  +  e" 
^^    _^._2cos(aV)^^.,^ 
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Se  le  (4)  tendessero  a  zero,  al  crescere  di  i,  tenderebbero  anche  a  zero  : 

ÌCi^^  —  fc»  =  — •  sena'y  +  e'" 
(5) 

-^—2 =  cos(a»y)  +  — . 

Ora  le  (5)  non  possono  tendere  a  zerp,  perchè  nei  secondi  membri  la 
somma  dei  quadrati  dei  primi  termini  è  1 ,  i  secondi  termini  sono  frazioni 
piccole  e  quindi  la  somma  dei  loro  quadrati  è  una  quantità  piccola  e  lo  stesso 
si  ha  per  i  doppi  prodotti. 

Se  quindi  la  somma  dei  quadrati  delle  (5)  è  prossima  ad  uno  di  esse  una 
almeno  non.i  infinitesima. 

In  tal  modo  è  provata  la  non  esistenza  della  derivata  di  ^{x)  per  |aò|=l. 

III.  Caso  di  \ah\  >  1. 


oo 


T      4?       '^^r.    \^hn  ^r.cs/^r.n^\  ^  positivo,  lutcro,  sufflcientc- 

La   funzione     >  o  cosCira^j?)  *  i     t   1^  ^ 

,^  ^        '  mente  grande  «^  <  1 

non  ammette  derivata  per  \ah\  >  1. 

Infatti  poniamo,  come  prima,  icir  =  ^  ;  sarà  : 

oo  oo 

^yV"  cos(ica''w) = ^6"  cos(a"y). 

Facciamo  anche  in  questo  caso  il  rapporto  incrementrale  tra  ^-| — ^^^y 

e  detto  tale  rapporto  ^,    ripetiamo    per    esso   tutto    il   procedimento    seguito 
innanzi. 

Avremo  in  tal  modo 

»-i  cos(a"«)  cos-r-z       *~*  sen(a"y)sen *~*        /  «  v 


'■■=2— ir^-2- 


27C  .^^      27C 


«•«0  77-7-  •  ««.0  .-    ^  w«.0 


Poniamo  ora       .,     =  — —  •  — -—  ed  ab  =  7,   ponendo    in    vista    V  ultimo 


sommatorie,  si  avrà  : 


(1)      fc,  =  - 

I 


2ic  2ic  n 


<-i  1  —  cos  -T^      '~4  sen 


I— ti      M--«  >*»— « 


2  7"  cosCa-y) 2ir—  +^f'  8en(a"y)  —^ 

«—0  .•    «  w-^ 


«•-"  a*-** 
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Applicando    ora    al    primo    sommatorio    di    (1)    la    forinola    di    calcolo 
<^-  i  per  i  piccolo  e,  ponendo  nel  nostro  ca8oS  =  -ìz;ij   si    ba    che 


tutta  la  somma  è  minore  di 


«Y* 


aY — 1 


.  Infatti  : 


(2) 


t— 1 


2 


Y1-.0 


1  —  cos 


29C 


7*'co8(a''y) 


a 


1— fi 


23C 


a 


x—n 


< 


I-i 


2 


r}«^ 


7C 


^  +  ^Tf+... 


r« * 


a 


a 


i-l 


< 


T^ 


1-1 


aY       a*Y' 


?r]f 


«7 — 1 


se  .„  „e,  ^^  «,.™.eoH„  a,  («  P.ni™0  .,  pò...  .1  ».|^  V.r^ 
corrispondente,  con  procedimento  identico  a  quello  tenuto  prima  ai  dimo^^trs) 
che,  su  ciascun  termine,  l'errore  commesso  è  minore  di     '        *^  ^** 

rore  su  tutta  la  somma  è  minore  di   -  -  y*"*.  Infatti  : 

3  a 


I  --— H  7**|.  Mentre  Ter 


6\a^*'' 


(3) 


^3\a'-'*/   ^ 


2  7C 

3  a 


7C 


a 


a-ì     I 


a 


a 


2i— 3 


2  ir 

3  a^ 


i—ì 


rie 


1C 


^«»_l^.-l 


a*7 


1 


a'Y 


< 


2  ic   , 
30*^ 


La  somma  di  (2)  e  di  (3)  può  mettersi  senza  errore   apprezzabile    ii«rnale 

5  IT 

a   +  -  -  7'"*^  Infatti,  essendo  T  >  1  ^^^  ^'  grande  può  porsi 
—  3  o 


irf* 


1:7        1: 


a7  —  1        a7        a 


t-i 


e  quindi 


—  T    ' 

-f 

3  a    ' 

— - 

5  « 

3  a   ' 

a 

=  «. 


In  tal  modo  ritornando  alla  (1)  si  ha  : 


fc,  =  - 


8en(y)  +  7  8en(«y)  +  7*8en(a*y)  +  ....  +  7'--*8en(a*-*)  +  z 


]■ 


X  M5  K 

Se  ora  facciamo  il  rapporto  incrementale  tra  v  -| ed    y   avremo    nna 

a' 

espressione  simile  alla  precedente  nella  quale  però  il  termine  di  ordine  i  non 

.  2  cosa*!/ 


è  zero,  ma  è  :    —  7' 


ic 


.  Ciò  può  dimostrarsi  col  procedimento  tenuto   di 


sopra, 


Chiamando  tale  rapporto  Jc'i  si  ha: 


h\  =  -- 


8en(y)  +  7  sen(ay)  -{-.•.•  +  T'"*  sen(a*"-*y)  -^2f + 


^'  +  g^* 


ossia    «    com- 


esseudo  z'  la  somma  degli  errori  trovati  cioè  z' =: 

,    7  ' 

presa  tra    -r  ^«7*. 

o  . 

Ciò  posto  se  per  un  dato  valore  di  y  esistesse  la  derivata  della  funzione 

data,  le  dne  espressioni  hi  e  k\  dovrebbero,  al  crescere    di   i,    convergere  ad 

Qko  stesso  limite  e  le  differenze  ki^^  —  ki  e  k^  —  k'i  dovrebbero   convergere   a 

zero.  Ciò  è  impossibile.  Infatti  dividiamo  ki ,  ^,4.^  ,  A;'.-  per  f  avremo  : 


A 


sen(y)    ,   Ren(ay)    ,  .  sena'  'y 


senfy)    ,   sen(ay)    ,  ,  .■      .     ^, 


T* 


k^ 


8en(y)    ,   sen(ay)    ,  ,.  2cosa'y 

—i     I      :pr"  -r  —  i       -       h  P 


n 


P ,  p' ,  p^'  sono  quantità  finite  indipendenti  da  f. 
Di  qui  si  ha  : 


(4) 


7* 


=  —  sen(a*y)  +  o) 


ki  —  k'i        2cos(a*y) 


% 


+  0)' 


Ora,  se  le  due  differenze  kij^^  —  A;<  e  ki  -^  k\  tendessero  a  zero,  con   mag- 
gire  ragione  vi  tenderebbero  le  (4)  ed  anche  queste  altre 


(5) 


^5f±yA  =  -.  8en(a'y)  +  a> 


27* 


cos(a'y)  -f-  ft)" 


essendo  o> ,  co' ,  ìa"  quantità  finite  indipendenti  da  «. 
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Ma  le  ^5)  non  possono  tendere  a  zero  al  crescere  di  t.  Inflitti  nei  aecond  i 
membri  si  nota  che  la  somma  dei  quadrati  dei  primi  termini  è  uno,  i  secondi 
termini  sono  quantità  finite  e  tali  saranno  anche  la  somma  dei  loro  quadrai  i 
ed  i  doppi  prodotti.  Se  quindi  la  somma  dei  quadrati  dei  secondi  membri 
delle  (5)  è  una  quantità  finita,  di  essi  uno  almeno  non  è  infinitesimo. 

È  provato  in  tal  modo  che  le  due  differenze  ki^^  —  fc,  e  fc<  —  k\  non  ten  - 

oo 

dono  a  zero  e  cbe  la   funzione    ^  ò"*  coslica^^rr)    non    aminette    derivatA    pel- 
lami >  1.  *•-" 

'     Da  qnanto  abbiamo  ora  detto  risulta  ciò  éhe  ci  eravamo  proposti    di    di- 
mostrare :  La  funzione  di  Weier  8  ir  as  9  non  è  derioàbile  per  \ab\  ^  1. 

Esjsa  quindi  è  un  esempio  di  funzione  senza  derivata  per  un  campo  aneli  e 
più  aiopio  di  quello  indicato  dal  suo  celebre  Autore;  tale  funzione  ooel  ooneepita 
ba  una  grande  analogia  con  la  funzwme  di  Cellérier,  come  abbiamo  fin 
da  principio  notato.  Quest'ultimo  Autore,  però,  ha  il  merito  dì  aver  dato'**cta 
procedimento  elegante,  semplice  e  generale  i>er  la  trattazione  della  sua  funzione 
tanto  che  il  redattore  del  citato  Bulletin  des  nciences  mathématiques  chiama  tale 
trattazione  un'otti/na  lezione  sui  princtpii  della  analisi  matematica. 
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LE  TRASFORMAZIONI  BIRAZIONALI  DI  GENERE  UNO 

« 

DELLO  SPAZIO 


VOTA 


DSLLA 


Dott.  GRAZIA  NOBILE  (a  Napoli) 


Le  trasforinazioni  (o  corrispondenze)  birazionali  di  genere  uno  dello  spazio^ 
secondo  la  definizione  di  genere  di  una  corrispondenza  cremoniana  spaziale  data 
dal  Prof.  Loria,  sono  quelle  determinate  da  sistemi  omaloidici  di  superficie  a 
sezioni  piane  di  genere  uno. 

Nell'anno  accademico  1918-19  il  Prof.  Mon  tesano  costruì  tutte  le  cor- 
rispondenze birazionali  delio  spazio  cbe  prendono  origine  da  sistemi  omaloidici 
di  8ui)erficle  di  3^  ordine  moiioidicbe  o  plurimonoidiche.  Più  tardi  le  Dott.  De- 
Cesare  e  Berardi  in  lavori  tuttor.i  inediti  costruirono  e  studiarono  le  trasfor- 
mazioni birazionali  dello,  spazio  determinate  da  sistemi  omaloidici  di  superficie 
di  4**  ordine  con  conica  doppia  o  di  5^  ordine  con  retta  tripla  e  due  rette 
doppie  sghembe  fra  di  loro  ed  incidenti  alla  prima. 

Nella  presente 'Nota,  seguendo  il  metodi  di  Cremona  ed  avvalendomi 
dei  nuovi  concetti  stabiliti  dal  Prof.  Montesano,  ho  costruito  tutti  gli 
altri  tipi  di  corrispondenze  birazionali  di  genere  uno.  Per  ragione  di  brevità 
ini  son  dovala  limitare  in  questa  Nota  ad  una  semplice  indicazione  dei  risultati 
ottenuti  per  le  32  corrispondenze  da  me  prese  in  esame.  In  base  a  queste  in- 
dicazioni, per  altro,  le  predette  corrispondenze  possono  ritenersi  del  tutto  note, 
e  in  particolare  riesce  agevole  costruirne  i  quadri  caratteristici. 

§  1.  Tm^formuzione  K^.^,  deter mutata  da  sigtemi  omaloidici  di  ttuperjUne  di 
Oaporali.  —  Il  sist-ema  L,  oUegato  alla  corrispondenza  ndlo  spazio  8,  ò 
(costituito  da  superficie  di  5^  ordine  aventi  in  comuoe  una  curva  gobba  di 
5"*  ordine  doppia  o, ,  un  punto  triplo  O  che  è  triplo  anche  per  la  curva  ©^ , 
il  cono  tangente  in  tale  punto  costituito  dai  tre  piani  t.  che  le  tangenti  ai 
tre  rami  della  o,  passanti  i>er  O  determinano  due  a  due,  un  punto  semplice  IT 
^  il  piano  tangente  r  in  tale  punto.  Tutte  le  superficie  hanno  perciò  nl^rìor* 
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mente  in  comune  i  tre  intorni  (x)i  del  punto  O  sui  tre  piani  t^  e  Tintorno  («) 
del  punto. n  sul  piano  t;  il  loro  simbolo  completo  è  quindi  il  seguente: 

t:,  =  JJ(u)0\O' ,  Z{x). 

Il  sistema  E\  collegato  alla  corrispondenza  nello  spazio  S\  è  affatto    analogo 
al  sistema  £.  . 

Le  superficie  fondamentali  della  E^,^  nello  spazio  S  sono  : 

il  cono  t^  ^  O^Og ,  omologo  del  panto  U'  e  dell'intorno  («'),  e  la  super 
ficie  cOj^j  ^  JJ\u)o^fi^ ,  3(a?)* ,  3a?*,  luogo  delle  coniche  c^  ^TJ{ufo\ ,  omologa  della 
curva  o\.  Le  tre  rette  x  sono  le  corde  della  curva  O5  uscenti  dal  punto  U* 
Alla  rete  di  superficie  ic^  ^  UV^O^ ,  Zx  dello  spazio  S,  corrisi>onde  nella  Kj.j 
la  stella  di  piani  dello  spazio  S',  avente  per  centro  il  punto  fondamentale  fiu 
tizio  O'. 

Le  tre  rette  x  sono  le  linee  fondamentali  fittizia  omologhe  dei  tre  intorni 
{x%  del  punto  O'  (*). 

Le  superficie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  affatto  analoghe  a 
quelle  dello  spazio  S.   , 

§  2.  Trasformazioni  determinate  da  sistemi  omaloidici  di  monoidi  di  5°  ordine 
aventi  in  comune  il  vertice,  il  cono  tangente  in  tale  punto,  una  retta  tripla  e  due 
rette  doppie  uscenti  dal  vertice. 

Corrispondenza  K^,^ .  Il  sistema  S  collegato  alla  corrispondenza  nello  spazio 
S  è  costituito  dai  monoidi  : 

ir,  =  0\o) ,  4P  ,  ii%  2v\  ,  r  ,  2(x),: 

Le  rette  tt,»^,!?^  escono  dal  vertice  O,   gl'intorni   (0) ,  (a?)^  ,•  (a?),   circondauo  i' 
[muto  O  rispettivamente  sul  cono  ^^^O^u ,  2v  e  sui  piani  w^^Out?^ ,  «j^Omf,; 
la  retta  r  è  nel  piano  o^Ovj>^j  ma  non  passa  per  il  punto  O, 
Il  sistema  S'  collegato  alla  E,,,  nel  secondo  spazio  è  costituito  dai  monoidi: 

4»',  =  O'\o') ,  2P' ,  V'' ,  4«"(o  ,  o', ,  à(x)'. 

Le  rette  1?' ,  u\  ,  u\  ,  w'3 ,  u\  escono  dal  vertice  O'  :  la  cubica  gobba  o\  s' ap- 
poggia in  2  punti  alla  v',  e  in  un  punto  a  ciascuna  delle  fé\;  gl'intorni  (o'h 
A{xY  circondano  il  punto  O'  sul  cono  tangente  comune  alle  Yi  ^°  ^^^^  P"°^^ 
costituito  dal  cono  ^\  ^  0'*t?' ,  4ii'  e  dai  quattro  piani  o)',  ^  0'v'u\, 


(1)  Le  definizioni  di  punto  fondamentale  fittizio  e  delle  relative  linee  fondamentali  fltti«« 
sono  dovute  al  Prof.  Montesano. 
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Le  saperAcie  fondamentali  della  corrispondenza  nello  spazio  S  sono  le 
Oj  =  Ov^v^r  ~  O',  (o)'  C)  ;         o)/'>  =  Oitr,  ~  r',<i  =  1  ; 
:,=  O*  ,  4Py ,  2i? ,  4a?,  ~  «'  ;         «/'^  =  OP^w  ,  a,~  <  (t  =  1 ,  2  ,  3  ,  4)  5 
•il,  =  Wo)u  ,  2t?  ~  o\. 

Le  4  rette  j?;  ^  OPj  (ì  =  1 ,  2  ,  3  ,  4)  sono  linee  fittizie  omologhe  dei  quattro 
JDtorni  (x')i  del  punto  O'. 

Nello  spazio  S'  16  superficie  fondamentali  sono  le 
:',  =  O'^r'*,  4m',  o',~0  ,  (0)  ;         a)\<^>  =  0'i?'«>')i  ~  P,  (i  =  1 ,  2  ,  3  ,  4)  ; 
tó'3  =  0'%  2P' ,  t?'»  ,  4«' ,  2x' ,  luogo  di  e',  =  2P' ,  t;'*  ,  4«'* ,  o'*3  ~  w  ; 
.'(0^  ^  0'P> V, ,  luogo  di  c'<'>j  =  0'{o)*P>'*o'*,  ~  r,  (t  =  1 , 2)  ; 
f ,  =  0'*(o)'tj',  4i*',  luogo  dì  o\  =  0»'*  ~  r. 

Alla  jstella  di  raggi  (O)  corrisponde  la  stella  di  raggi  (O')  con  corrispon- 
denza di  4°  ordine. 

Le  due  rette  x'ì^O'F'ì  sono  linee  fittizie  omologhe  degli  intorni  (x)i  del 
punto  O. 

Corrispondenza  K^,g.  Il  sistema  £  è  costituito  dai  monoidi 

«5  =  0\o)U(u) ,  3P  ,  u%  2v^ ,  2{x). 


L'intorno  (u)  circonda  il  punto  U  sul  piano  tangente  in  tale  punto  a  tutte 
le  superficie  del  sistema. 

il  sistema  S'  del  secondo  spazio  è  costituito  dai  monoidi 

<!.',  =  2P' ,  r'» ,  iu'\ ,  r'»«',Q»'(a?)', ,  ^z)\ . 

Le  rette  »' ,  u\  ,  u\ ,  u\ ,  r'  escono  dal  vertice  Q'  ;  la  cubica  gobba  %\  s'  ap- 
poggia in  2  punti  alla  v'  e  in  un  punto  a  ciascuna  delle  rette  u'i ,  r'  ;  gì'  in- 
torui  {x")'  ^  (x)\  sono  primo  e  secondo  intorno  del  punto  Q'  su  ogni  superficie 
S^\  P  intotno  (a?)'  è  sul  cono  (|)'j  ^  Q'*i?' ,  3%' ,  r' j  i  tre  intorni  (/)<  circondano 
Q'  rispettivamente  sui  tre  piani  a)'<*\  ^  Q'i?V<  (ì  =  1 ,  2  ,  3).- 

Le  superficie  fondamentali  dello  spazio  S  sono  le 
o/'>  =  Ouvix),  ~  P',  (i  =  1 ,  2)  ;   ' 

:3  s  O'U  ,  3P  ,  «* ,  2i? ,  a? ,  32?,  luogo  di  c^  =  0\ofV(u)*- ,  3P  ,  t*%  2i?*~t?'; 
«,<*^  =  0«UP<i« ,  2t? ,  a?2:,- ,  luogo  di  c^^"^  =  0(o)*U(w)*PìM*  ,  Sv^  ~  w',  (t  =  1 ,  2  ,  3)  ; 
^  =E  OUtM?,  luogo  di  o,=0(o)^U(t*)*tt^~r';     t|>,  =  0*(o)m,  2i?,  luogo  di  e  =0(o)*~«'3. 

Alla  rete  del  "sistema  £  costituita  dai  coni  «^  ^  C^U* ,  3P  ,  it* ,  2v^ ,  a?* ,  3;?,, 
CUI  risponde  nello  spazio  S'  la  stella  di  piani  avente  per  centro  il  punto  fonda- 
uientalt^  fittizio  Q'. 

Le  rette  x^OU ^Zi^  OP,-  (t  =  1 ,  2  ,  3)    sono   linee    fittizie  omologhe  la 


(*)  Il  segno  ^  già  nsato  dai  gtometri  am«rioani|  eostitaito^  la  fras*  :  omologa  di 
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prima    dei    due    intorni    (a?)*  ,  {x)\ ,    le   altre  dei   tre  intomi  {z)\   rispettiva- 
mente. 

Le  Baperficie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  le  seguenti  : 
z\=Q^v'',  Su' ,  r' ,  «'3  ~  O  ,  (0)  ;  f ,  =  Q"i?' ,  3u' ,  r\xY  ~  U ,  («)  ;  ' 

a>,<»>  =  (ìVu\(z)\  ~  P,  (i=ì,  2,3); 

0;  =  Q"  ,2P' ,  i?'*  ,.3w' ,  r' ,  2«?', ,  luogo  di  e',  =  2P' ,  v'»  ,  3u7  ,V* ,  »'*3~tt  ; 
ic',<»>  =  Q'*P\t?' ,  3m'  ,  0?', ,  luogo  di  cV'^  =  P>'' ,  3m7  ,  8\  ~  t?,  (i  =  1 ,  2). 

Le  due  rette  a?',  ^  Q'P',  (i  =  1 , 2)  sono  le  omologhe  dei  due  intorni  {2?), 
del  punto  O. 

Alla  stella  di  raggi  (O)  corrisponde  la  stella  di  rnggi  (Q)'  con  corrispon- 
denza di  5**  ordine. 

§  3.  Trasformazione  K^,^  determinata  da  sUtenU  omaloidici  di  superficie  .di 
6^  ordine  aventi  in  comune  tre  rette  doppie  concorrenti^  in  un  punto  triplo  ed 
una  conica  tripla  appoggiata  alle  tre  rette  doppie. 

Il  sistema  £  collegato  alla  corrìspondenza  nello  spazio  S  è  costituito  da 
superficie  di  6"  ordine  x^^  U(tt)Vo\ ,  3tt*,0',  3(0?)  del  tipo  indicato. 

L' intorno  (u)  circonda  il  punto  U  sul  piano  t,  tangente  in  IT  a  tutte  le 
superficie  del  sistema;  i  tre  intorni  (x)i  circondano  il  punto  O  sui  tre  piani 
(ùi  ^  0%%  (ì ,  ^  ,  /e  =  1 ,  2  ,  3)  rispetlivamente. 

Il  sistema  S'  dello  spazio  S'  è  affatto  analogo  al  sistema  S. 

Le  superficie  fondamentali  della  corris)>oadenza   nello    spazio    S    sono   le 
^^  =  0\ ,  3v,  ~  U' ,  W;       0),  =  0,  ~  V; 
o,  =  V(u)Y'o\ ,  3u\0' .^3{x)^^^; 
T,<'>  =  OUo,W;,M^(.c),.r,..r,,  r^  u\  (t ,  A  ,  fe  =  1  ,'2  ,  3). 

Alla  rete  /li  siiporlìcie  tt^  ^  U*Vo'g ,  3tt^ ,  O' ,  3(4?) ,  3a?,  dello  spazio  S  cor- 
risponde la  stella  di  piani  dello  spazio  B'  avente  il  centro  nel  punto  fonda- 
mentale fittizio  O'.  L'j  tre  rette  xi^Uo\u\  sono  le  linee  fondamentali  fittizie 
omologhe   dei    tre    intorni    (j?)V  del    punto  O'. 

Le  superhcie  fondamentali  dal  secondo  spazio  sono  affatto  analoghe  a 
quelle  dello  si)azio  S. 

Alla  congruenza  di  rette  dello  spazio  S  che  lia  per  direttrici  le  o^,u^J 
corrisponde,  la  congruenza  di  rettft  della  spazio  S'  che  ha  per  direttrici  le 
o'^yU\Ai~t,2,,S).  . 

§  4.  Trasf^rnmzioni  detsrmiìuUt  da  sistemi  omaloidici  di  superficie  di  6^  or- 
dine aventi  m  oofnmne  una  retta  quadrupla  #  trsi^  rette  doppie  sghembe  fra  di  lore 
due  d  due,  incidenti  alla  prima,  -  e 

Corrispondenza  Kg,^.  Il  sistema  £  è  costituite  da  8npM:ficié  di  6^  ordine: 
«^  ^  30  ,  0* ,  3tt*, ,  «,  del  tipo  indicato  aventi  ulteriormente  in  comune  tre  punti 
semplici  Oi^Oj^Og  ed  una  conica  semplice  ^  appoggiata  in  un  punto  allo 
quàttra  r«tte  0 ,  «^  yU^^  u^ 
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Il  sistema  S\  collegato  alla  corriapondenza  nello  spazio  S',  è  affatto  ana- 
logo al  sistema  £. 

Le  superficie  fondamentali  della  K^^^  nel  primo  spazio  sono  le  seguenti; 
«j<'^  =  oUi  ^  0\  (i  =  1,  2,  3)  5        03  =  30,  0%  3it,~o'  j  ''^ 

S3<')  =  O^S3tt,,*,~<  (t  =  l,2,3);        tp,  =  o,3ii,r^«V 

Le  superficie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  afEatto  analoghi  a 
quelle  dello  spazio  S. 

Alla  congruenza  di  rette  dello  spazio  S  chs  ha  pel*  direttrici  la  retta 
quadrupla  o  e  la  conica  semplice  «, ,  corrisponde  nello  spazio  S^ la  con/E^enza 
di  rette  che  ha  per  direttrici  la  retta  o'  e  la  conica  s\.  « 

Secondo  tipo  di  eorritpovtienta  K,^.  Il  sistema  1L  dello  spazio  S  è  costi- 
tuito dalle  superficie  ic^  ^  30< ,  0^ ,  3^^ ,  rf\  del  tipo  in  esame  aventi  ulteriore- 
mente  in  comune  tre  punti  semplici  0^,0, ,03  e  dne  rette  semplici  sgbembe 
f ,  r^  infinitamente  prossinre,  appoggiate  alle  tre  rette  n^.  Quest'  ultima  parti* 
colarità  consiste  in  sostanza  nel  fatto  ebe  la  corrispondenza  H^^^-ebe  intercede 
fra  i  punti  della  retta  r  ed  i  piani  tangenti  in  essi  ad  una  qualunqire  super* 
ficie  ic^  del  sistema,  non  Tana  col  variare  della  suvefrficie. 

Il  sistema  É\  collegato  alla  corrispondenza  nello  spaùo  3'  è  costituito 
dai  monoidi  di  6*  ordine:  i^^  =  30\ ,  3tf^< ,  o'/Q'* ,  3(»)'. 

Le  rette  u\ ,  te',  9  '^'s  y  ^'  escono  dal  vertice  Q'  ;  la  conica  o\  s'appoggia  in 
nn  punto  a  ciascuna  retta  k\;  i  tre  intorni  (47)\  circondano  il  punto  Q'  sui 
tre  piani  co<*\  5S  QV^i*''^  (t ,  j ,  *  =s  1 , 2 ,  8)  risj>ettlvameiite. 

Le  superficie  fondamentali  della  K^,^  nel  iVrimo  spazio  sono  le  seguenti  : 
«/'>=oie<  ~  O'a*  =  1 ,  2  ,  3)  j  o,<0=o,0*o« ,  3u ,  r ,  x,Xj,r^u\  (i ,  A  ,  i  =  1 ,  2 ,  3)  ; 

Alla  rete  del  sistema  £  costituita  dalle  superficie  9r^30| ,  0*  ^  Sa/^  r* ,  3^< 
ciie  hanno  una  retta  doppia  nella  retta  r,  corrisponde  nello  spazio  3'  la  stella 
di  piani  che  ha  per  centro  il  punto  fondamentale  fittizio  Q^ 

Le  tre  rette  Xi  ^  O.-oV^  sono  le  linee  fittizie  omologhe  dei  tre  intorni  {x)' 
del  punto  Q^  ri  spetti  vameute. 

Le  superficie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  le  seguenti: 
a>V'^  =  QVytt\(a?)',  r^Qi[i,jyh  =  l,2,i)  i  a\m  30'.»  3a'^ ,  o^Q^  3{a?)'  ^s-  o  ; 
icV*>  =  0',,3i*',r'Q'«^ii,  (i=3:l,2,Sj  j  f,»  Q"3ii%^;<^ir,r,. 

Alla  congruenza  bilineore  di  jrette  che  nello  apaaio  8  ha  per  dirattckite 
rette  Ojr^  corrisponde  nello  sj^azio  S'  la  ateUa  di  caggi  (Q')- 

Carrispondenssa  K^,,.  Il  sistema  £  à  costituito  dalle  superficie 

^      ?r^  =  U(tt) ,  2Po  •* ,  3u%  r. 
La  retta  semplice  r  è  sghemba  con  la  0  e  s'appogjj^a  alle  tre  rette  u^, 

Il  sistema  S'  nel  secondo  spazio  ò  costituito  dalle  superficie  di  7*prdina 

f  ^  =  3P' ,  «'* ,  2u'^ .  o'yq'^ixY ,  2(zYK 
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Le  rette  «' ,  u\ ,  u\  escouo  dal  pnnto  Q';  la  conica  o\  8'appoggia   in  nn  punto 
a  ciascuna  delle  linee  v' ,  o\. 

L'intorno  semplice  (a?)'  e  i  dae  intorni  doppi  (2;)',  circondano  il  punto   Q' 

m 

rispettivamente  sui  piani  co'  ^  Q'^^w'^  ,  z\  ^  Q't^'ii'j  per  i  =:=  1 ,  2. 

Le  superficie  fondamentali  della'K^,,  nello  spazio  S  sono  le  seguenti  : 
»,<'>aEOii,r^P',  (t=l,  2,  3)  ;  CJ3=U ,  2Po«,  3u  ,  20,<'>,  luogo  di  c={J{uY,  2Po*,  Stc'^r' 

w,<'>=UP,o» ,  3w ,  rxz^^^\  luogo  di  C3=U(t«)*P^* ,  3tt^ ,  r*~M',  (t=l,  2)  ; 
^=JJ{%i)o^\  3u,  luogo  di  (?2^U(tt)*o* ,  3M*'^d'g  ;  t^^o  ,  3m  ,  r,  luogo  di  c^^Su^^^^r'. 
Alla  rete  del  sistema  £  costituita  dalle  superficie 

ir,  =  U* ,  2Po* ,  3it* ,  r ,  a? ,  20,<'> 

«orrisponde  nello  spazio  S'  la  stella  di  piani  (Q)'. 

La  retta  x  ^  UoV*  e  le  due  coniche  «,<*^  ^  UP^o* ,  3w^  (i  =  1 ,  2)  sono  linee 
fondamentali  fittizie  gmologhe  rispettivamente  degli  intorni  {x)'  ,  {zYì  de 
punto  Q'.  , 

Le  superficie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  le 
^\  =  Q?i?' ,  2i*' ,  0;  ~  U  ,  (tt)  ;         T V>  =  Q't^'«'X;2r)',  ~  P,  (i  =  1  ,  2)  ; 
o\  =  3FV2u''o\(ì'^{xy  ,  2(«)',  luogo  di  c\  =  3.P't?'* ,  2t*'* ,  0 V'*  ~  o  9 
^MO  =  p'.t?'22tt' ,  o'/ Q'« ,  2(;?)',  luogo  di  cV*>  =  P>'*2tt'*o' V'*  ~  wi  (t  =  1 ,  2  , 3)  ; 
0)'^  =  Q Vyjjl^y  l"»«o  di  <^'<  =  2w'*r'*  ~  r. 

Corrispondenza  K^.  Il  sistema  £  è  costituito  dalle  superficie 

iCg  =  U(«) ,  3P  ,  0%  3wV 

I  punti  U  ,  P^  ,  P^  ,  P3  sono  in  posizione  generica^  V  intorno  {n)  circonda  il 
punto  IT  sul  piano  tangente  in  tale  punto  a  tutte  le  k^. 

Il  sistema  S'  collegato  alla  corrispondenza  nel  secondo  spazio  è  costituito 
dalle  superficie  di  8^  ordine 

^\  =  3P' ,  3u'\ ,  0  V2Q"  »  3(«)"i- 

Le^  tre  rette  u\  ,  u\ ,  w',  escono  dal  punto  Q'  ;  la  conica  o'  ,s'  appoggia  in  un 
punto  a  ciascuna  delle  tre  rette  u\  e  la  conica  «',  ha  anch'essa  in  comuDe  nn 
punto  con  ciascuna  delle  tre  rette  w-i  ed  un  punto  con  la  o\.  I  tre  intorni  (z)'i 
circondano  il  punto  Q'  sui  piani  tì>\<*^  ^  Q'u'ju\  (i ,  j ,  fe  =  1 ,  2  ,  3)'  rispettiva- 
mente. 

Le  superficie  fondamentali  della  K,,,  nello  spazio  S  sono  le 
co/*>  =  Ott,~  P'^  (t  =  1 ,  2  ,  S)  5 

o,<*)  =  UPfcP»o*3w ,  «,<*>«j<*>,  luogo  di  0,  <*)  =  U(«)*P^P*o* ,  3«« (i ,  ft ,  fc  =  1 , 2 ,  S)r^u\ 
t|>3  ^  U(w)o* ,  3Uy  luogo  di  e,  ^  U(i«)*o* ,  3tt*  ^^  o\  ; 
«3^0,  3tt<  luogo  di'c^  ^  3«^  ^^  »',. 

Alla  rete  del  sistema  £,  costituita  dalle  superficie 


it,  =  U* ,  3P  ,  0* ,  »w* ,  8*5 


(•) 
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corrisponde   nello  spazio  S'  la  stella  di  piani  che  ha  per  centro  il  pnnt»  fon^ 
(lamentale   fittizio  Q^ 

Le  tre  coniche  z^^^  ^  UP<o* ,  3V  sono  le  Ifnee  fittizie  omologhe  dei  tre  in- 
torni {z)\  del  pnnto  Q'  già  considerati. 

Le  superficie  fondamentali  della  corrispondenza  nello  spazio  S'  sono  le 
f ,  =  Q'»,  3i£' ,  o;  ~  U  ,  (u)  ;        a)V'>  =  Q't/>^W',  r^V,  (i  ,j  ,h  =  l  ^2  ,Z)', 
o',  =  3P',3i*'*,o',Q'%3(2f)',    luogo  di    e',  =  3P' ,  3it'%  o  VS  ~  <>  5 
rV*>  ^  P', ,  Stt'*,  o'/fl'^ ,  S(zY,  luogo  di  c'/^  =  P', ,  Su'' ,  o'*«'*,  ~  i£,  (f  =  1,  2,  3). 

§  5.  Trasformazioni  determinate  da  sistemi  omaloidici  di  monoidi  di  6^  or- 
dine aventi  in  comune  il  vertice,  una  retta  quadrupla  e  tre  rette  doppie  ^centi 
dal  vertice. 

Corrispondenza  K^,,.  Il  sistema  £  è  costituito  dai  monoidi  di  6®  ordine 

ic,  =  4P  ,  o* ,  3m%  r  QS  3(it),. 

La  retta  r  s'appoggia  alla  retta  o;  i  tre  intorni  (x)i  cii(<'ndano  il  punto  Q  su 
tre  piani  a>.  ^  QoUi  (i  =  1 ,  2  ,  3  rispettivamente). 

Il  sistema  S'  è  costituito  dulie  superficie  di  7°  ordine 

Y^  =  3P',  o'* ,  4tt'«  ,  rVV 

Le  quattro  rette  u\ ,  u\ ,  u\ ,  u\  sono  sghembe  fra  di  loro  due  a  due,  inci- 
denti tutte  alla  retta  o'  ;  le  due  rette  sghembe  r' ,  r\  sono  infinitamente  pros- 
sime e  s'appoggiano  alle  4  rette  ti\. 

Le  superficie  fondamentali  della  corrispondenza  nello  spazio  S  sono  le 
«/•>  =  QofiM-  ~  P',  (i  =  1 ,  2  ,  3)  ; 

0^  =  4P  ,  o%  3«  ,  rQ3 ,  S(x\  luogo  di  c^  =  4P  ,  o^ ,  Su*  ^r^<^o'  ; 
•?,<•>  =  Q«P,o  ,  3w,  luogo  di  Cg<»>  =  P.^* ,  Su' ,  r*  ~  tt'i  (a  =  1  ,  2  ,  3  ,  4); 
tj  =  Qor,  luogo  di  o^  ^  Qr*  n^  r' ,  r\. 

Le  superficie  fondamentali  della  corrispondeoza  nello  spazio  S'  sono  le 
»V'^  =  o'w'i  ~  Pi  (i  =  1 ,  2  ,  3  ,  4)  ; 

aV=  3P' ,  o'3 ,  4tt' ,  r' ,  3ir'„  luogo  di  c\=  3P' ,  o'=^ ,  4tt'* ,  r'V'^^  ~  o  5 
xV»>  =  p'^'2  ^  4„'  ^  y  V, ,  luogo  di  <?',<•>  =  P'.^'* ,  4tt'*  ~  w,  (i  =  1 ,  2  ,  3)  ; 
<>'3  ^  o'* ,  4w' ,  r'r\  ,  luogo  di  c'^  =  0' W'*,  ~  r. 

Alla  stella  di  piani  (Q)  dello  spazio  S  corrisponde  nello  spazio  S'  la  rete 
ai  superficie  f ,  =  3P' ,  o'* ,  4tt'« ,  r'* ,  Sx\. 

m 

Le  tre  rette  x\^P\o''r''  sono  linee  fondamentali  fittizie  omologhe  degli 
intorni  {x)i  del  punto  Q.  .  •  ^ 

Alla  stella  di  rette  (Q)  corrisponde  nel  secondo  «pazio  la  congruenza  bili  . 
neare  di  rette  che  ha  per  direttrici  le  rette  0' ,  r'. 

Corrispondenza  K^,^.  Il  sistetoa  S  è  costituito  dai  monotdi    . 

w,  =  2U  ,  2(w) ,  P  ,  ir* ,  3u^  .  Q'^ ,  3(8),. 
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I  due  intorni  {n)i  circondano  i  due  puuti  U,  sui  due  piani  t,  tangenti  rispet 
tivaniente  nei  predetti  panti  a  tutte  le  TCg. 

lì  sistema  S',  collegq>to  alla  corrispondenza  qcd  secondo  spazio,  è  costi- 
tuito dalle  superficie  di  8*^  ordine 

Y,  =  3P' ,  r'V\o'\  ,  2z'\  ,  2Q'\ ,  2(xy  ,  2(x)\  ,  2(zr. 

Le  due  rette  quadruple  ^',»*\  sono  infinitaniente  prossime^  la  conica  o\  s'ap- 
poggia in  un  punto  alla  r';  le  due  rette  z\  ,z\  sono  sghembe  fra  di  loro  e  si 
ARPog^i^no  ^Ha  c^i^ica  q\  e  alla  retta  r'  rispettivamente  nei  due  punti  Q'^  ^Q'v 
Gj'ipforai  (a?)',  cipopudanp  i  punti  Q'^ ,  Q\  rispettivamente  sai  piani  w',=Qy2" 
/i  =  1 ,  2);  gl'intorni  [xYi^-  sono  successivi  rispettivamente  ai  precedenti  ;  i  tìae 
intqriii  {^)',  qiircfiud^uQ  i  puati  Q\  sul  piano  w'  =  r'r\. 

Le  superficie  fondamentali  della  Kg,g  nello  spazio  S  sono  le  seguenti: 
«/•)  =  Qi;ii/S),  ~  P',  ; 

O3  ==  Q%  2U  ,  Pt?« ,  3tt ,  2a? ,  2x^ ,  2z^<'\  luogo  di c^=2\J  y  2{uY ,  Fv\  Su',  Qr^r\r\: 
^^  =  2U  ,  2(«) ,  t?» ,  3m.  ,  Q» ,  3(S),  luogo  di  C3  =  2U  ,  2(i()* ,  t?«  ,  3m*  ~  o\  ; 
T,<'>  =  Q«U,t? ,  3tt  ,  a?. ,  iTf, ,  luogo  di  e^^'>  =  Vi{u\,v' ,  3m*  ~  0',  («  =  1  ,  2). 

Le  due  rette  Xì^QVì  e  0:»^ ,  infinitamente  prossime  sul  cono  t^^'^^Q^U.fj ,  3», 
e  la  cubica  gobba  z^^^^  =^  UjUj(w)S.P''*?  3i(^  sono  lineo  fondamentali  fittizie  omo 
loghe  rispettivamente  degli  intorni  (.r)\ ,  (x)^  ,  (2?)\de<  punto  fondamentale  fitti- 
zio Q',  (ì  ,h  =  \,2). 

Nello  spazio  S'  le  superficie  f  )n<laìnenttili  sono  le  segueqti  : 
tP7>  =  Q' W»',  ~  U, ,  (t£),  ;  <  =  r'r',2Q' ,  2(^)'  ~  P  ; 

o\  =  3P' ,  r'^r'*//*, ,  2< ,  2Q'3 ,  2{z)'\  luogo  di  e',  e^  3P'  ,  r'h'\o\ ,  2z'^  ~  r  ; 
^MO  ^  P>'Vy, ,  2/  ,  2Q'* ,  2(^)',  luogo  di  cV*^  =  V'yY\o\  ,  2^'»  ~  i/,  (i  =  1 , 
2,3). 

I  tre  intorni  (5),  banno  per  oorrispond(?iiti  rispetti vameute  le  tre  retti- 
si ^  VyW\  del  secondo  spazio. 

^lla  stell^a  di  raggi  (Q)  dello  spazio  S  coj;rippvJii(^l^  nella  Kg.^  la  c^gmenza 
lineare  di  rette  che  nello  spazio  S'   ha   per  diretUici  1^  linee  r'\o\. 

§  6.  Irosfjnr'maziimi  dvier^inate  da  ^ìHien\l  omaloidici  di  mpuoidi  di  6"  or- 
dine  aventi  in  comune  il  vertice,  il  cono  tangente  in  tale  p^nto,  una  retta  qua- 
drupla  e  tre  rette  doppie  uscenti  dal  vertice, 

porrispoìideiìza  K^,^.  Il  sistema  £  è  costituito  dai  monpidi 

.     IT,  —  O»  (0) ,  3P  ,  V* ,  3u', ,  «, ,  3(5),. 

L'intorno  (o)  circonda  il  punto  O  sul  cono  ^,,  ==  Ofv ,  3i*,  ;  gl'ii^tociji  (S),  circon 
dano  il  punto  O  sui  piani  o)/'^  ^e  OvUf  (1  r=  l ,  2  ,  3)  ;  la  opnica^^  paJIsa  per  0, 
ò  tangente  in  tale  punto  ad  una  retta  del  cono  <pj  e  s'appoggia  ulteriormente 
in  un  punto  alla  retta  v. 


ì 

j 
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Il  sistema  2^  6  affatto  ana'lógo  al  éiétehià  2. 
Le  superficie  fondamentali  dello  spazio  8  sono'  le  segutentl  : 
a,  =  Otfs^  ~  Ò' ,  {oY  ;  (6/'>  =  OcuJ(S),  ~  P',  (ì  =  1  ,  2  ,  3)  ; 

Tg  =  O^  3P  ,  t?«  ,  3«  ,  38, ,  Inogo  di  e,  =  0(o)* ,  3P  ,  t7« ,  3nS  «'^  ~  v'  ; 
^),<'»=  0*P,t? ,  3tt  ,  Si ,  luogo  di  c,<*^  =  P,v' ,  3m*  ^  «*,  ~  u\  (t  =  1  ,  2  ,  3)  ; 
^,  =  0*{o)v  ,  Su,  luogo  di  Oj  =  O(o)'  ~  «'g. 
Le  tre  rette  8<  ^  OP»  sono  linee  fittizie  omologhe  dei  tre  intórni   {S)\  ri- 
spettivamente. 

Le  superficie  fondamentali  del  séóondo  st^^zio  sono  del  tutto  analoghe   a 
quelle  dello  spazio  S. 

OcrrispoTidefKia  Kg,^,.  Il  siat^niii  S  è  costituito  dai  mOBOidi 

ir,  ^  0^0) ,  3P  ,  t?S  3t^^■ ,  «, ,  3(S),. 

La  conica  s^  s'appoggia  in  un  punto  a  ciascuna  delle  quattro  rette  v^  u^^u^^  u^. 
Il  sistema  E',  collegato  alla  corrispondenza  nel  secoudK)    spazio    è    afflitto 
analogo  al  sistema  S. 

Le  superficie  fondamentali  dello  spazio  S  sono  le  seguenti  : 
t,  =  O'v  ,  3tt  ,  «jj  ~  O' ,  (o)'  ;  («),<•>  =  Ovu^8)i  ~  P'^  (i  =  1 ,  2  ,  3)  ; 

03=£  0%  3P  ,  t?« ,  3w  ,  3S, ,  luogo  di  e,  =  O(o) ,  3P  ,  w* ,  3uS  «"^^  ~  e'  ; 
ij<'>  =  OP,v  Si ,  luogo  di  c./>  -E  0(oYP,v'8\  ~  ti',  (i  =  1 ,  2  ,  3)  5 
^1*^=  0*(o)i? ,  3t4,  luogo  di  t\  =  0(o)*  ^^  8\. 
Le  tre  rette  S^^OP»  sono  linee  fittizie  omologhe  dei  tre  intorni  (8)',    ri- 
spettivamente. 

Le  superficie  fondaitientali  del  secondo  spazio  sono  del  tutto  analoghe  a 
quelle  dello  spazio  S. 

Gorrispondenaa  Kq,^.  Il  sistema  %  è  costituito  da!  moiioidi 

«,  =  O^  io)  U  (ir) ,  3F ,  i>S  3w«, ,  3(8),.  ' 
Il  stetema  S'  è  costituito  dai  niouoidi  di  8®  ordine 

^'^=  sor  ,  3r'/  ,  u'h''8\Q'^{xy(x)\  ,  3{z)\. 

Le  rette  r\  ,  r\  ,  r\  ,  w' ,  v'  escono  dal  vertice  Q'  ;  la  conica  «',  s' appoggi?. 
in  un  punto  a  ciascuna  delle  rette  r\  e  alla  v'. 

GV  intorni  (xf ,  {x)\  sono  primo  e  secondo  intorno  del  punto  Q'  su  ogni 
supeificie  ^\  e  P  intorno  {xY  è  sul  cono  (j>'^Q'- ,  3r' ,  «'d'  ;  mentre  i  tre  intorni 
(2')',  r3,echiudono  il  punto  Q'  rispettivamente  sui  piani  co'/'^  ^  Q'^'V^  (^j  j  ,  A  ^j:  1  , 
2,3). 


1 
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Le  Baperficie  fondamentali  del  primo  spazio  sono  le  seguenti  : 

a)/*>  ^  Ort/,(8),  r^O'i  (1  =  1,2,3); 

^^ii)  =  O'UP^Pfci?» ,  3m  ,  xzjz^  ,  luogo  di  (j/*>  =  0(oyPjFj,v* ,  3u*  ~  r\  (t ,  j  ,  /i  =  1 , 
2,3); 

Og  ^  0*Ui? ,  3ii ,  a; ,  Inogo  di  c^  ^  U(u)*t?* ,  3n^  ^^  u'  ; 

Tj^OUtJj? ,  luogo  di  c,^0{o)*U(i«)*t?*'^t?'  ;  (l>,^0*(o)t? ,  3Ui ,  luogo  di  Cj^O(o)*'^«'j. 
Alla  rete  del  sistema  £  costituita  dai  coni 

n^  =  0*U* ,  3P  ,  «* ,  3u%  iP* ,  35f, 

corrisponde  nello  spazio  S'  la  stella  di  piani  che  ha  per  centro  il  punto  fon- 
damentale fittizio  Q'. 

Le  rette  x^OV  ^Zì^OPì  (i  =  1 ,  2  ,  3)  sono  linee  fondamentali  fittizie 
omologhe  la  prima  dei  due  intorni  (x)' ,  {x)\  ,  le  altre  degli  intorni  (^)',  risiHJt- 
tivamente. 

Le  superfìcie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  le  seguenti  : 
^',  =  Q'* ,  3r' ,  v's\  ~  0(o)  ;  f ,  =  Q'« ,  3r' ,  uV(xY  ~  U  ,  (it)  ; 

a>V'^  ^  QV>\(^)',  ~  P,  (i  J,h=l  ,2  ,  3)  ; 

(i\  =  Q'* ,  30' ,  3r'« ,  u'v' ,  35' ,  luogo  di  c\  =  30' ,  3r'» ,  u'^v'^s\  ~  v  ; 
(oV^  =  Q^O', ,  3r' ,  tt'8', ,  luogo  di  0^*  =  O', ,  3r'^ ,  u'' ,  «'*,  ~  te,  (ì  =  1 ,  2  ,  3). 
Le  tre  rette  S\  ^  Q'O',  sono  le  linee  fittizie  omologhe  dei  tre  intorni  (8)». 
Nella  corrispondenza  in  esame  alla    stella   di    raggi    (O)    dello    spazio  S 
corrisponde  la  stella  di  raggi  (Q')  nello  spazio  S'  con  corrispondenza  di  sesto 
ordine. 

§  7.  Corrispondenze  determinate  da  sistemi  omaloidici  di  monoidi  di  6^  ordine 
aventi  in  comune  il  vertice  e  tre  rette  triple  uscenti  da  tale  punto, 
!traftformazione  K^,,.  Il  sistema  £  è  costituito  dai  monoidi 

* 

ic,  =  0»Uli«),2P,3tt^,o,,3(8);. 

La  conica  o^  s'  appoggia  in  un  punto  a  ciascuna  delle  tre  rette  Ui  ;  V  intorDO 
(il)  circonda  il  punto  U  sul  piano  tangente  in  tale  punto  a  tutte  le  Wg,  e  i 
tre  intorni  (8)^  circondano  il  punto  O  sui  tre  piani  (o^^^^^Ow^tt^  (»,j,  fc=l,  2,3) 
rispettivamente. 

Il  sistema  S'  è  costituito  dalle  superficie  di  7**  ordine 

f ,  ^'30' ,  v'* ,  2m?  ,  o' V'Q V)' ,  2(0'. 

Le  rette  <?' ,  «\ ,  w'^  escono  dal  punto  Q' ;  la  conica  o'j  s^appoggia  in  un  puuto 
a  ciascuna  (Ielle  rette  t?' ,  t*\  ,'u',  ;  la  retta  r'  è  nel  piano  a'^  ^  Qt^'^u',  ma  non 
passa  per  Q'.     - 
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GV  intorui  (x)' ,  («)'<  (i  =  1 ,  2)  circondano  iJ  punto  Q'  rispettivamente  sui 
piani  o\  =  QV,tt>' ,  w^^  =  q'v'n\.  •    .       • 

Le  superficie  fondamentali  del  x>rimo  spazio  sono  le  seguenti  : 
•/••>  =  OUjU^(8),  ~  O',  (i  ,  j ,  /i  =  1 ,  2  ,  3)  ; 

c,=  0'U,2P,3iiSo,,3(8),22rj,  luogo  di  o,=  U(tt)S  2P  ,  3u%  o«,~  t?'; 
:/•>  =  O^UPi ,  Su  xz^'^ ,  luogo  di  c^"^  =  OU(w)*P, ,  3w* ,  o\  ~  w',  (i  =  1 ,  2)  ; 
tì,  =  O^  U  (tt) ,  3w* ,  Og ,  3(S),  luogo  di  0,^  =  11  (t*)* ,  3tt* ,  j>*2  ~  o'  ; 
•J;,  =  O*  ,  3k  ,  0, ,  luogo  di  c^  ^  Oo,  r'. 

Alla  rete  del  sistema  £,  costituita  dalle  superficie 

«,  =  O'^U*  ,  ^P  ,  3i6%  0%  i»  ,  2«,<'>  , 

corrisponde  nello  st)azi'o  S'  la  stella  di  piani  che  ha  per  centro  il  punto  fon- 
damentale fittizio  Q'. 

La  retta  ar^OU  e  le  due  coniche  afj^'^  ^  U"P< ,  3w* ,  o*^  sono  linee  fittizie 
omologhe  rispettivamente  degli  intorni  (a?)'  ,  {z)\  (i  =  1  ,  2)  del  punto  Q'. 

Le  saperflcie  fondamentali  della  K^,,  nel  secondo  spazio  sono  le  seguenti  : 

^V',  =  Q'«t?' ,  2w' ,  o',  ~  U ,  (tt)  ;  ca/')  =  Q'v'tt',(«)^  ~  P,  5 

:cV'>=0',0>'« ,  21*' ,  o',Q'* ,  2(2)' ,  S^S',,  luogo  di  03<^)=O',O\r'« ,  2u'^ ,  o'\ ,  r'^~i.^ 

{tz=l,2,3); 

t'3  ^  i?'« ,  2m'  ,  0 V'Q'* ,  2(;?)' ,  luogo  di  c\  =  tj'^o  V*  ~  0,. 

Le  tre  rette  h\^0* c^'W^^  sono  le  linee  fittizie  omologhe  dei  tre  in- 
torni (S),-. 

Alla  stella  di  raggi  (O)  dello  spazio  corrisponde  nella  E^,,  la  congruenza 
lineare  di  rette  delio  spazio  S'  che  ha  per  direttrici  le  linee  1?' ,  o\. 

Corrispondenza  K^,g.  Il  sistema  £  è  costituito  dai  monoidi  ' 

^  it,  =  0%  2  U ,  2  (u) ,  P  ,  3 1*,» ,  r  ,  3  ( 8),. 

Gl'intorni  {u\ ,  (u\  circondano  i  punti  TJ^ ,  U,  rispettivamente  sui  piani  z^  ,  z 
tangenti  uei  predetti  punti  a  tutte  le  ir^. 

Il  sistema  S'  è  costituito  dalle  superficie  di  8^  ordine 

<|)'g  =  30' ,  o'>'3^'« ,  22'« ,  2Q'* ,  2{xY  ,  2{x)\  ,  2(;r)'^ 

Le  due  rette  triple  u' ,  v-  sono  infinitamente  prossime  e  s'appoggiano  alla 
conica  quadrupla  o\]le  due  rette  2?'^  ,  «'j,  sghembe  fra  di  loro,  s'appoggiano 
*^iiscuna  in  un  punto  alla  o\  e  alla  retta  V  rispettivamente  nei  puti  Q\,Q\. 
Gl'intorni  (a?)< ,  (a?)',^  circondano  il  punto  Q\  sui  cRie  piani  infinitamente  pros- 
«imi  3',  =  u'z\ ,  a',^  =  v'z\  (i  =  1 ,  2),  e  gl'intorni  iz)\  ,  {z)\  circondano  rispetti 
vamente^i  punti  Q\ ,  Q',  sul  piano  ìù\=:u'v\ 


)(  IM- 

Le  0Hpérikìi«  fonóaitt^ntali  d^llà  K^,,  nello  spaziò  S  ftono  le  sedenti  : 
0)/*)  =  OujuM  ~  O',  (i  ,  j  ,.  ^  =  1 ,  2  ,  3)  ; 

06  =  O%2U,2(«),P*^3<r,3(8),  luogo  di  e,  =  2U ,  2(tt)S  P  ^3»V  .^  o'^  ; 
(I)jj  =  0%2U,3M,2a?,,2a;,,,2;2:^,  luogo  di  Cg  =  O  ,  2U  ,  2(tt)%  3tt' ~  te' ,  r*'  ; 
ir,<*^  =  0*U, ,  3u  ,  rj?, ,  a?,^ ,  luogo  di  o,<*>  =  U.(tt)\  ,  3w*  ,r*  c^z\  {i  =  l,  2). 

La  rete  di  monoidì  del  sistema  £ 

ic,<*)  =  O^U*,U,W,P  ,  3tt%  r ,  31(«) ,  xi,  t,, ,  »,<*^ 

aventi  un  punto  doppio  nel  punto  U, ,  e  però  tangenti  lungo  la  retta  oPi^OXJy 
al  cono  di  2**  ordine  ic,<*>  ^  O'^Ui ,  3t* ,  r ,  a?,  y  aj^  ,  ba  pbr  corrispondente  nello 
spazio  S'  la  stella  di  piani  che  ha  per  centro  il  punto  fondamentale  fittizio  Q\ 
(per  ì  =  1 ,  2). 

Le  due  rette  Xì^Xì^  infinitamente  prossime  sul  cona  i^^'^  e  la  conica 
i;^^'^  ^  n,IJ^(ti)\ ,  3u^i  sono  linee  fittizie  omologhe  rispettivamente  degli  intomi 
(^Yi ,  {^Yii ,  {^Yi  del  i)unto  Q\. 

Le  superficie  fondamentali  dello  spazio  S'  sono  le  seguenti  : 
(|>V'>  =  Q»'t?'^^  ~  U. ,  (tt),  (i  =  1 ,  2)  ;         co' =o',  ~  P  ; 

«V*^  =  0'jO\o'^u'^v' ,  2;?' ,  2Q'^ ,  2(a)' ,  S'^S^  ,  luogo  di  c'3  =  0',0\o'>'*t>'S  2;»'*~  «, 
(i,i,ft  =  l,2,3);  . 
7c',  =  o>' ,  25f' ,  2Q' ,  luogo  di  o\  =  o\2z'*^  ~  r. 

La  rete  del  sistema  E'  costituita  dalle  superficie 

^\  =  30' ,  0  V*t?'« ,  2z'' ,  2Q'* ,  2{zY' ,  38V 

ocFrrisponder  alle  9^ol1ft  di  [ffanf  dello  spazio  S  che  ha  per  centro  il  punt<v  fon> 
damentale  fittizio  O. 

Le  tre  rette  8\  ^  O^t/*©'*^  sono  le  linee  fittizie  om<dAghe  dei  t-rfe  i&tomi  (6),. 

Alla  stella  di  ràggi  (O)  corrisponde  nella  E^.^  la  congruenza  lineare  di 
raggi  dello  spazio  S'  cb«-  ha  per  direttrice-  la  conica  o\  e  la  retta  u\ 

Corrispondenza  E^,^.  il  sistema  £,  collegato  alla  corrispondenza  nello  spa- 
zio B,  è  costituito  dai  monoidi 

ic,  =  0'U{u\{u), ,  3P  ,  ^u?, ,  3(8),. 

Nel  punto  semplice  U  le  superficie  tc^  si  osculano,  hanno  cioè  in  comune  l'In- 
torno (u)^  del  punto  IT  sul  piano  tangente  comune  t  in  tale  punto  e  il  secondo 
intorno  {u\  che  circonda  il  precedente  fuori  del  piano  t. 
H  sistema  S'  è  costituito  dalle  superficie  di  9*  ordine 

^',  =  30^  v'' ,  3u'», ,  o\Q''(xy(x)\  ,  S(zY\.  • 

L»  rette  «' ,  h\  ju\  ,  u\  concorrono  nel  punto  Q'  ;  la  cubica  g^bba  o\  s'appoggia 
in  due  punti  alla  retta  «'  ed  in  un  [mnto  a  ciascuna  delle  rette  u\.  G-Pintorni 
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coneecutivi  (xY ,  lpf)\  f ìrcoad^oo  i)  punto  Q'  «iitramlii  %n\  pìi^qd  m\  m  Q't  Su^  ; 
i  tre  intorni  (zfi  circondano  ii  pnnto  9'  ^^^  piani  o\^'^^^'v'u\  (iz^lj  ij  3)  fispiNi" 
tivainente. 

Le  superficie  fon^^qs^ataU  d^Ua  E^,»  nello  spasio  S  souq  le  Begneiiti  : 
•/^>  =  Oii^%(8), ~ O',  (*,j,^  =  l,2,3); 

fl,  =  O'Uiu), ,  3P  ,  Su' ,  3(S) ,  S^^*), ,   luogo  di  e,  ^  U>(v)»S ,  3P ,  3h'  <^  f»'  ; 
^,<'»  =  0*UP, ,  3m  ,  a»<'"> ,  luogo  di  c,<*>  =  OV(u)\{u)\FM  ~  «'<  (i  =  1 ,  2  ,  3)  J 
t,  =  CHU(f«),(ii), ,  3f*^  3(5),  luogo  di  e,  =  U(u}\(tt)^, ,  3t4^  ~  o\. 

Alla  rete  del  sistema  £  costituita  dalle  superficie 

«4  »  0»U«(t^)» ,  aP ,  3h»  ,  8(8) ,  # ,  a«<*>^ 

ayeuti  in  U  un  punto  doppio  biplanare  (essendo  t  uno  dei  piani  tangenti  in 
tale  punto)  corrispoq46  nella  ipasiq  8'  la  stella  di  pi«ai  chi)  ha  per  eentro  il 
punto  fondamentale  fittizio  Q'. 

La  reèla  a^mOJJ  e  le  tire  cqnìohe  z^\mV(n)\Pij  aiiM<  3=3 1 , 9 , 3) ,  basi  della 
rete  in  eaame,  sono  linee  filtisie  omologhe  la  lìrina  dei  dae  intorni  ^Y  y  {xY^^  j 
le  altre  dei  tr^  intK>rni  {zYi  risp^ttiwii^éme« 

Le  superficie  londamentali  4^1  seconda  spailo  si^no  1«  aegn^nU  : 
<  =  Q'3u' ,  {xY(xY,  ~  O  ;  t'3  =  Q'»r'« ,  Su' ,  'o\  ~  U  ,  {u\  ,  (n),  j 

aMo  =  (^'v'u\(zYi  ~  P,  (i  =  l ,  2 , 8)  ; 
I    f /'>  =  Q'^0',0\r" ,  Su' ,  o\ ,  S(zYÒ'jZ\  ,  luogo  di    pV*)  ^  0',0<^f '^ ,  3»'^ ,  ^\  -.  u, 
\  (i,i,/i=l,2,3). 

I         Le  tre  rette  8'^  ^  0\v'W\  sono  linee  fittizie  omologhe  dei  tr^  iiit<^ni  {^. 
Alla  stella  di  raggi  (O)  coiTisponde  nello  spazio  S'  la  congruenza  lineare 
di  rette  che  ha  per  direttrici  la  cubica  q\  ^  la  $ua  c<^]:da  1?'. 
Corrispondenza,  K,,,.  Il  sisteiva  £  è  (Restituita  d^i  mQi%Qi4i 


iq.  =  O^ ,  3B, ,  3(K), ,  3ti\ ,  3(«),. 

Gl'intorni  (r)^ ,  (r)^ ,  (r),  cireoadaRO  rispettivamente  i  ponti  B^ ,  B« ,  B,  sui  piani 
tangenti  p^ ,  pj ,  pg  in  tali  punti  a  tutte  le  superficie  iCg. 

Il  sistema  E%  coUegaito.  ajlla  Kg,^  nello  spazio  B\  è.  cestituito  daUe  super- 
ficie di  9?  ordine 

f ,  =  30', ,  o\  ,  3i»^, ,  3Q^. ,  3(J^  ,  e(«)'* 

ì^e  tre  rette- w'^ ,  «'^ ,  w',  sono  complanari  e  si  segano  due  a  due  nei  tre  punti 
Q'i  y  Q's  y  Q'3  della  cnbica  gobba  O3. 

I  tre  intorni  (a?)',  circondane  rispettivamente  i  punti  Q',  sul  piano 
^\  ^  3tt',.  j  i  sei  intorni  {zY  circondano  due  a,  djue  i  punti  Q'^  sui  piani  che  la 
tangente  alla  o\  nel  pqnto.  Q^  determiQa.  con  ciaapuna  dellQ  due  rette  u!  con- 
correnti in  tale  pnnto. 
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lie  anperficie  fondamentali  della  corrispondenza  nello  spazio  S  sodo  le 
«."»  =  Ott,M,(8),  ~  o;  (t ,  j ,  A  =  1 ,  2  ,  3)  ; 

o,  =  0« ,  3E* ,  3(r) ,  3tt* ,  3{8f  ,  6«„  luogo  di  c^  =  3R ,  3(r)' ,  3«*<  ~  o',  ; 
i:,(')  =  O'  R^  B*  ,  3m  ,  XjX.z^^J"^ ,  «,<*>> ,  luogo  dì  c,<'>  =  0R^RA(r)Vr)\3M'  ~  »',  (i .  j , 
*  =  1 ,  2  ,  3). 

Alla  rete  del  sistema  £,  costituita  dalle  superficie 

ic,w  =  0»R',RXr)^R,(r)»  ,  3«» ,  3(8) ,  «, ,  «,W) «>»> 

aventi  un  panto  doppio  nel  punto  R,-,    corrisponde   la    stella   di    piani  dello 
spazio  S'  che  ha  per  centro  il  punto  fondamentale  fittizio  Q\. 
La  retta  ^^^OB  e  le  due  coniche 

«  W  =  R,R,(r)V  ,  3tt' ;  «  W  =  R..R,(r)\  ,  3u' 

sono  le  linee  fittizie  omologhe  degli  intomi  (^)'<  >  (2^)'(/ ,  (2)'m  del  punto  Q',. 
.  Le  superficie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  lo  seguenti  : 
iù\  =  Su' ,  3Q' ,  3(af)'  ~  O  ;  tV  =  Q»>'a  ~  R, ,  (r),  (i  ,  j ,  *  =  1 ,  2 , 3)  ; 
oV"  =  0'jO\o'\ ,  3u' ,  3Q'*, ,  6(2)' ,  8'^8',  ,    luogo    di  cV"  =  0'jO\o\  ,  3m"  ~  «, 
(.•J,A  =  1,2,3). 

Le  tre  rette  8',  ^  O'<o",  sono  linee  fittizie  omologhe  dei  tre  intorui  {?), 
dei  punto  O  nello  spazio  S. 

Nella  K^,g  alla  stella  di  raggi  (O)  dello  8[)azio  S  corrisponde  nello  spa?  o 
S'  la  congruenza  delle  corde  della  eubica  gobba  o\, 

§  8.  Trasfoimazioni  determinate  da  sistemi  omaloidici  di  monoidi  di  6^  or- 
dine aventi  in  comìine  il  vertice^  il  cono  tangente  in  tale  pvnto  e  tre  rette  triple 
uscenti  dal  vertice. 

Corrispondenza  Kg,^.  Il  sistema  £  è  costituita)  dai  monoidi 

n,  =  U(ti)P  ,  Su\  ,  3r  ,  0\o) ,  3(8),. 

Le  tre  rette  ^4,^*2,  r^  escono  dal  vertice  O  ;  P  intorno  (0)  e  i  tre  intorni  (8), 
circondano  il  punto  O  rispettivamente  sul  cono  i|>g^  O* ,  3w ,  3r  e  sai  piani 
iù^^*^  E^  OujUh  (t  ,j  ,  A  =  1  ,  2  ,  3);  l^ntorno  {u)  circonda  il  punto [tJ  sul  piano  : 
tangente  in  tale  punto  a  tutte  le  superficie  ic^. 

Il  sistema  S',  nel  isecondo  spazio,    è  costituito  dai  monoidi  di  6^  ordine 

Y,  =  U'*-,  30', ,  W'u\  ,  3t?'^. ,  Q'^  {xY  {x)\  (zY  (sr. 


f    j  • 


Le  due  rette  u'  yu\  sono  infinitamente  prossime  ;  la  u'  e  le  tre  rette  v'^,  t?  j,t, 
escono  dal  vertice  Q'  ;  le  «' ,  u\  concorrono  poi  nel  punto  U'  ;  gl'intorni  (x)'  ,(a:)' 
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sono  primo  e  secondo  intorno  del  punto  Q'  su  ogni  superficie  Ye  5  l'u^torno  (a?)', 
è  sul  cono  t\  ^  Q'*«'t«\  ,  3v' ,  U'  ;  mentre  gP  intorni  («)'  e  (»)'  circondano  ri- 
spettivamente i  punt  Q' ,  XJ'  sul  piano  ctì\  ^  u'u\. 

Le  superficie  fondamentali  dello'  spazio  S  sono  le  seguenti  : 
^j,  =  OS3ie,3r,(o)~U';  co  ^  =  OmjI*,(8),  ~  O',  (i,i,  A  =  1 ,  2,  3)  ; 

tj  =  0*UP ,  3tt ,  xzSj^ ,  luogo  di  e,  =  U(t«)*P  ,  3w* ,  0(o)*  ~  «i' ,  w'^  ; 
«,<»>  =  Om ,  3tt  ,  r^ ,  luogo  di  c,<*>  =  U(w)^ ,  3tt* ,  r*^  ~  i?'^  (i  =  1 ,  2  ,  3). 

Alla  rete  dei  coni  iCg  ^  0®U*P  ,  3tt ,  3r ,  a?*2f  del  sistema  £  corrisponde  la 
stella  di  piani  dello  spazio  S'  ch^  ha  il  centro  nel  punto  fondamentale  fit- 
tizio Q'. 

Le  rette  x  ^  Oli ,  z  ^  OP  sono  le  linee  fittizie   omologhe   la   prima   dei 
due  intorni  {x)' ,  {x)\  ,  la  seconda  delPintorno  («)'.  La  conica  »j^U(ii)*P,  3u\  è  poi  ' 
la  liuea  fittizia  omologa  dell'intorno  («)'. 

Le  superficie  fondamentali  dello  spazio  B'  sono  le  seguenti: 
x\  =  Q'*U'u'u\3v' ,  (xYisY  ~  U  ,  (w)  ;  <  =  lT'tt'te',Q'(^)'(«)'  ~  P  ; 

rV^  =  Q'«U'»0'^0>'«it\3r' ,  {8)%ò\,  luogo  di  cV*^  =  V'0'jO\u''u'\  ,  3t?'^  ~  te, 
(i,j,*=l,2,3)} 
oV^^  =  TJ'f*'t?',Q',  luogo  di  o\  =  U't?'i,  ~  n  (i  =  1 ,  2  ,  3). 

Alla  stella  di  piani  (O)  dello  spazio  S  corrisponde  nello  spazio  S'  la  rete 
dei  coni 

Ye  =  Q''U'* ,  30', ,  u'*u\ ,  3t?", ,  3SV 

« 

Le  tre  rette  S\  =  Q'0'<  (i  =  1 ,  2  ,  3)  sono  le  linee  fittizie  omologhe  rispettiva- 
mente dei  tre  intorni  (8)^  del  punto  O  nello  spazio  S. 

Nells^  corrispondenza  in  esame  alla  stella  di  raggi  (O)  dello  spazio  S 
corrisponde  nello  spazio  S'  la  stella  di  raggi  (Q)'  con  corrispondenza  di 
6"  ordine. 

CorrUpandenza  K^,,.  Il  sistema  £  è  costituito  dai  monoidi 

« 

«^  =  O'^(0)U(v) ,  2P  ,Su\ ,  2r< ,  3(8)^. 

Le  due  rette. r^,rj  escono  dal  vertice  O;  Pintomo  (o)  circonda  il  ]>niito  O 
sul  cono  ([>,  ^  O* ,  3Ui ,  2r  ;  P  intomo  («)  circonda  il  punto  U  sul  piano  t,  tan- 
gente in  tale  punto  alle  superficie  ic^.  *  * 

Il  sistema  E'  è  costituito  dai  monoidi  di  7®  ordine 

<|)',  =  30'< ,  o'* ,  2««v ,  2v'*  ',  r'Q»'(«)', ,  2{z)\. 

Le  rette  o' ,  u\ ,  u\ ,  v\  ,  v\ ,  r'  escono  dal  vertice  Q'  ;  gP  intorni  (a?)',  (a?)'^  sono 
primo  e  secondo  intorno  del  punto  Q'  su  ogni  superficie  ^'^  ;  P  intorno  (x)'  è 
8ul  cono  ^\  ^  Q%' ,  2ia'  ,  2t?'  ;  i  due  intorni  (zYi  circondano  il  punto  Q'  rispet- 
tivamente sui  piani  co'/*)  =  Q'o'u\  (<  =  1 ,  2). 
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Le  superficie  fondamentali  della  eorrìspi^adenza  nello  spazio  S  sono  le 
«.w  =  OujU^iS),  ~  O',  (t ,  j ,  A  =  1 ,  2  ,  3)  ; 

c^  =  0«U ,  2P ,  3«*, ,  2r ,  « ,  2«,  luogo  di  e^  =  Ul«)' ,  2P ,  3^  ,2r^nuo; 
oW  =  o*UP< ,  3«  ,  « ,  «< ,  luogo  di  c,<*>  =  O(0)*U(tt)'P, ,  3tt*  ~  «',  (♦  =  1,2); 
«,«  s  0*XJ ,  3» ,  r/B,  luogo  di  o,(*>  =  U(«)* ,  3tt* ,  r\  '^  t»',  (t  =  (1,2); 
4»,  =  0»(o) ,  3tt  ,  2r,  luogo  di  o^  =  O(o)*  ^^  r'. 

Alla  rete  del  slatema  £,  costituita  dai  coni 

«4  =  0«U* , 2P , 3«» , 2r , «* ,  22,, 

oorrisponde  nello  spazio  S'  la  stella  di  piani  che  ba  il  centro  nel  punto  fon- 
dam«ntale  fittizio  Q'  ;  le  rette  «  =  O  (J ,  «<  =  OP,  (t  =  1 , 2)  sono  le  linee  6t- 
tizie  omologhe  la  prima  dei  due  intorni  (x)' ,  (x)\ ,  le  altre  dei  due  intorni  (z)', 
rispettivamente. 

Le  superficie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  le  seguenti  : 
t',  =  Q' ,  2«' ,  r'  ~  O ,  (o)  ;  ^\  =  Q'«o' ,  2«' ,  2t>'(aj)'  ~  U ,  («)  ; 

<«  =  Q'o'u»',  ~  Pr  (t  =  1 , 2)  ; 

o'„'>  =  Q'HyjO\o'* ,  2u' ,  2»' ,  S'jÒ\ ,  luogo  di  o'/'  =  <>  >  O'»  o** ,  2«'» ,  2«'V*  ~  », 
(t,i,ft  =  l,2,3)5 
«',<*>  =  Q'o'i)', ,  luogo  di  e\  =  o'Vy*  ~  r,  (i  =  1 , 2). 

Le  tre  rette  r',  ^  Q'0'«  sono  le  linee  fittizie  omologhe  dei  tre  intomi  (i),. 

Isella  corrispondenza  in  esame  alla  stella  di  raggi  (O)  corrisponde  la  stella 
di  raggi  (Q')  con  corrispondenza  di  6°  ordine. 

Corrispondenza  E,,,.  Il  sistema  £  è  costituito  dai  monoidi 

«,  =  0\o)TJiu)l,  3P  ,  3«», ,  r  ,  3{S),. 

9 

La  retta  r  esce  dal  vertice  O  al  pari  delle  tre  rette  k^;  dintorno  (ie)  cir- 
conda il  punto  IT  snl  piano  tangente  in  tale  punto  a  tutte  le  ic^. 
Il  sistema  S'  è  costituito  dai  monoidi  di  8*  ordine 

^\  =  30',,  t»'« , 3t*^ ,  W» , »',Q»W, , S{z)\. 

Le  rette  «' ,  u\ ,  tf ', ,  u\ ,  r'  escono  dal  vertice  Q'  ;  la  conica  s^  s'appoggia 

in.  un  punto  a  ciascuna  delle  rette  v'j3u\.  Gl'intorni  (^/^Co?)'^  sono  primo  e 

secondo  intorno  del  punto  Q'  ;   V  intorno  (x)'  è  sul  cono  t'^  ^  Q'*f?' ,  3u't ,  r'  ; 

gli  intomi  {zYi  racchiudono  il  punto  Q'  nei  piani  o)'^<*>  ^  Q'v'u\  (t  z=  1 , 2 , 3)i 

Le  superficie  fondamentali  della  corrispondenza  nello  spazio  S  sono  le 

0)/')  =  Ott^%(S),  ~  O',  (i,j,ft  =  l,2,3); 

0^  =  O*  U ,  3P  ,  3«e^  ,  r ,  a? ,  3  «r,  luogo    di  o^  =  Q  (o)*  U  (u)^ ,  3P ,  3  k*  ,  r'  r^  r' j 

^^(«)  =  0*UP< ,  Su  j  xzi  ,luogo  di  03<*>  =  0{oyV{uyFi ,  3i*'~tt',  (per  i  =z  1 , 2 , 3)  ; 

0,  ^  0*ll ,  3tt ,  rXj  luogo  di  Cg  ^  U(tt)* ,  3tt" ,  r*  oo  r'  ; 

<j»,  ^  O*(o) ,  3w ,  r,  luogo  di  e^  ^  O(o)*  ^^  «',. 
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Alla  rete  del  sistema  S  costitaita  dai  coni 

corrisponde  nello  spazio  8^  la  stella  di  piani  che  ha  per  centro  il  ponto  fon- 
damentale fittizio  Q'. 

Le  rette  x  ^  OU  ,  Zi  ^  OP<  (i  =  1 , 2  ,  3)    sono  le  linee  fittizie  omologhe 

la  prima  dei  dne  intorni  {x)' ,  {x)\ ,  le  altre  dei  tre  Intorni  (z)\  rispettivamente. 
Le  superficie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  le  segnenti: 
f,  =  Q'«rS3«',/,~0,(o)5  x',  =  QV,3ieSrW~U,(ifr); 

«MO  =  Q'v'u\{z)\  ~  P,  (t  =  1 ,  2  ,  3)  ; 

oMO  =  Q'H)'jO\v'^ ,  Su' ,  r%S\ ,  luogo  di  oV*^  =  O^O^'* ,  3te'* ,  r'W\  ~  u^ 
{•,;,»=!, 2, à)} 
a\  =  Q Vr',  klogo  di  o\  =  v'^''g\  ~  r. 
Le  tre  rette  /^^Q'0'<  sono  le  linee  fittizie  omologhe  dei  tre  intomi  [SU 
rispettivamente* 

Alla  stella  di  raggi  (O)  corrisponde  la  stella  di  raggi  (Q')  con  corrispon- 
denza di  6®  ordine. 

Oorrispondenza  E^^^.  Il  sistema  £  è  costituito  dai  monoidi 

•  * 

L'intorno  {v)  circonda  il  punto  IT  sul  piano  tangente  t  in  tale  punto  a  tutte 
le  superficie  ir^. 

Il  si8t>ema  E'  è  costituito  dai  monoidi  di  9^  ordine 

f  ,  =  30', ,  i^'« ,  4ft'», ,  o\Qr{xY(xY, ,  4(0)'. 

Le  rette  v' ,  u\  ,  %\  ,  u\  ,  m\  escono  dal  vertice  Q'  ;  la  cubica  gobba  o\ 
8'appoggia  in  due  punti  alla  retta  t?'  e  in  un  punto  a  ciascuna  delle  rette  «\. 
CrPintorui  (xY  y  {xYi  9  sono  primo  e  secondo  intorno  del  punto  Q'  su  ogni  au« 
perflcie  ^\  ;  V  interne  (xY  è  sul  cono  di  2""  ordine  ^\  =  Q'W  ,  4tt'  j  i  4  intor- 
ni  (zYi  circondano  il  punto  Q'  sui  piani  ìa\<^  =  Q'«  V,  (§  =  1,2,3,4)  rispet- 
tivamente. 

Le  superficie  fondamentali  della  Eg,^  nello  spazio  8  sono  le  segnenti: 
«,<*>  =  OuMSj,  ~  O',  (t ,  j  ,  A  =  1 ,  2  ,  3)  5 

t,  =  O* ,  4P  ,  3ie*, ,  a? ,  40 ,  luogo  di  e^  =  0*(o)«U(t«)* ,  4P  ,  Su\  r^  v'  5 
o,<'>  =  0»UP, ,  3i« ,  a», ,  luogo  di  e^^"^  =  0(o)*U(u)*P^»^  ~  <  (ì  z=  1 ,  2  ,  3 ,  4)  ; 
i),  =  0*(o)3ii ,  luogo  di  0^  =  O(o)*  ~  o'j. 
Alla  rete  del  sistema  £,  costituita  dai  coni 

«g  =  0«lP  ,  4P  ,  Su\  ,  a?*  ,  40< 
^nisponde  la  stella  di  piani  (Q')  nel  secondo  spazio: 
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Le  rette  a?^OU,  2J,=OPì  (t  =:  1  ,  2  ,  3  ,  4)  souo  linee  fittizie  omologhe  la 
prima  dei  due  intorni  {xY,  (x)\ ,  le  altre  degli  intorni  (z)\  rispettivamente. 

Le  superficie  fondamentali  dello  spazio  8'  sono  le  seguenti  : 
t',  =  QV«  ,  416' ,  0'3~O  ,  (0);  f,  =  Q'V,  4i*',(a;)'~U  ,  (u)  ; 

a>MO  =  q;v'u\{z)\  ~  P,  (t  z=  1  ,  2  ,  3  ,  4)  ; 

OMO  =  Q'3o',0>«  ,  4ii'SV8\ ,   laogo   di  c\^\=  O'^O^'^ ,  4u'*  ,  o\  ~  i.. 
(i,;,A  =  l,2,3). 

Le  tre  rette  i\  ^  Q'O',  sodo  linee  fittizie  omologhe  dei  tre  intorni  (S).  del 
punto  O  rispettivamente. 

Alla  stella  di  raggi  (O)  corrisponde   la  stella  di  raggi  (Q')  con  oorrìspon- 
denza  di  6^  ordine. 

§  9.  Corrispondenza  K^,^  determinata  da  siatemi   omaloidici   di    monoidi  di 

m 

6^  ordine  aventi  in  comune  il  vertice  Q,  tre  rette  triple  Ui ,  uscenti  da  Q,  ed  un 
punto  doppio  D. 

n  sistema  £,  collegato  alla  K^^^  nello  spazio  S,  è  costituito  dai  monoidi 

ic,  =  D%  5P  ,  3u\ ,  QV  ,  3(S). 

La  retta  .r  conginnge  i  punti. Q  e  D  ;  i  tre  intorni  (S)<  circondano  il  punto  Q 
sui  piani  <ùi  ^  QujU,,  (i  ,  j  ,  ^  =  1  ,  2  ,  3)  rispettivamente. 

Il  sistema  S'  dello  spazio  S'  è  costituito  dalle  superficie  di  8"*  ordine 

f  g  =  30'i ,  «'« ,  Su'*. ,  r'rV 

Le  5  rette  u\  sono  sghembe  fra  di  loro  due  a  due,  incidenti  tutte  a  v'  ;  le  due 
rette  sghembe  r' ,  r\  sono  infinitamente  prossime  e  incidenti  alle  5  rette  t<V 
Le  superficie  fondamentali  dello  spazio  S  sono  le  seguenti: 
<*)  =  Qw^,(8),  ~  O',  (i  J,h  =  l,2,  3); 
0^  =  Q^D  ,  5P  ,  3u\  ,  3(6) ,  luogo  di  e,  =  D%  5P  ,  Su\  ~  v' , 
4>,<*^  =  <yDP< ,  Su  ,  r ,  luogo  di  Cj<'>  =  DP, ,  3a*~<  (t  =  1  ,  2  ,  3  ,  4  ,  5). 

Le  superficie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  le  seguènti  : 
,a\  =  v'^  ,  5w'  ,  r'r\  ~  D  ;  o)'<*>  =  t;'tt',  ~  P,  (i  =  1  ,  2  ,  3  ,  4  ,  5)  ; 

tV'^  =  O'j  0\  v"^ ,  5tt' ,  r'8'^8';, ,    luogo  di  cV»>  =  0'^0>'*  ,  5it'*  ~  w, 
(i,i,;^  =  l,2,3). 

Le  due  rette  r  ,  r'  sono  linee  fondamentali  di  2*  specie  fra  loro  associata. 
Alla  stella  di  piani  (Q)  corrisponde  la  rete  del  sistema  S'  costituita  dalle 
Bux)erficie 

^\  =  30' ,  t;'« ,  5tt'*, ,  r'* ,  38', 
aventi  una  retta  doppia  nella  r\ 
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» 

Le  tre  rette  8'<^0',4?'V'^  sono  le  linee  fittizie  omologhe  dei  tre  intorni 
(5),  rispettivamente. 

Al  fascio  di  piani  del  secondo  spazio  che  ha  per  asse  la  retta  r' ,  corri- 
gl)onde  nello  spazio  S  il  fascio  di  coni  ir^  ^  Q*D* ,  5P  ,  3tt^< ,  r*. 

Nella  corrispondenza  in  esame  alla  stella  di  raggi  (Q)  dello  spazio  S  cor- 
risponde la  congruenza  bilineare  del  secondo  spazio  .che  ha  per  direttrici  le 
due  rette  v'  ,  r'. 

§  10.  Trasformazione  biraaionale  K^^  determinata  da  sistemi  omaloidici  di 
superficie  di  6^  ordine  aventi  in  comune  due  rette  triple  u^^  ,  u^  concorrenti  in  un 
punto  quàdruplo  Q  ed  una  cubica  gobba  doppia  O3  che  passa  per  Q  e  f  appoggia 
ulUriorfuiente  in  wn  punto  ad  u^^  u^. 

n  sistema  S  è  costituito  dalle  superficie 

«,  =  U(ttìP  ,  2u\  ,  o\Qi\zf  ,  %{x). 

L'intorno  {u)  circonda  il  punto  II  sul  piano  tangente  in  tale  punto  a  tutte 
le  ffg  ;  gP  intorni  {z) ,"  {x)^ ,  {x\  circondano  il  punto  Q  nei  piani  ìù^u^u^  ,  Oj=Qiejt, 
Oj  =  Q^2^  rispettivamente,  essendo  t  la  tangente  nel  punto  Q  alla  cubica   o,. 

Il  sistema  S'  collegato  alla  corrispondenza  nel  secóndo  spazio  è  affatto 
analogo  al  sistema  £.  -        ^ 

Le  saperfleie  fondamentali  dello  spazio  S  sono  le  seguenti:    - 
%  =  Q»©,  ,  2«,  ~  U' ,  («)'  ;  (0  =  Q«itt,(«)  ~  P' } 

s/i  =  UP«>^o,Q«(«)(«)^^o  luogo  di  03<'>  =  U(«)*PwVy3~«',(<,i=l,2); 
t,=U*(«) ,  2m»  ,  o\(^\zf  ,  2(aj),  2ar,  luogo  di  o,  =,U(«)' ,  2tt» ,  0*3  ~  0',. 

Alla  rete  del  sistema  £  costituita  dalle  superficie 

it,  =  TPP  ,  3«'  ,  <^mz)* ,  2{x) ,  «,  ,  2» 


* 


corrisponde  la  stella  di  piani  dello  spazio  S'  che  'ha  per  centro  il  punto  fon- 
damentale fittizio  Q'. 

La  conica  z=JJ¥ ,  2u ,  0*3  e  le  due  rette  x=Uu^fi\  (*=!>  2)  sono  le  linee 
fittizie  omologhe  rispettivamente  degli  intorni  {z)'  e  (x)\. 

Le  superficie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  affatto  analoghe  a 
quelle  dello  spazio  S. 

Alla  congruenza  lineare  di  rette  dello  spazio  S  che  ha  per  direttrici  le 
linee  w^ ,  O3 ,  corrisponde  nello  spazio  S'  la  congruenza  lineare  di  rette  che  ha 
per  direttrici  le  linee  u'j  ,  o'j  (i  ,  /  z=  1  ,  2). 

§  11.  Corrispondenza  birazionale  E,,,  determinata  da  sistemi  omaloidici  di 
^'^perficie  di  7^  ordine  ^aventi  in  comune  una  retta  quintupla  0,  quattro  rette 
^<>ppie  Ui^  sghembe  frji^di  loro  due  a  due,  incidenti  alla  0,  ed  una  retta  semplice 
^  appoggiata  alle  quattro  rette  i*|. 
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Il  sistema  £  è  costitiùto  dalle  superficie 

e  il  sistema  S^  è  del  tutto  analogo. 

•  Le  superficie  fotidamentali  dello  spazio  S  sono  le  seguenti  : 
ctì.t*^  =  ow^  ~  P^  (i  =  1  ,  2  ,  3  ,  4)  ; 
o^  ^  4P  ,  0*  ,  4m  ,  luogo  di  Oj.  ^  4P  ,  0^  ,  4tt*  r^  o'  ; 
^^^"^  =  P^«  ,  4tt  ,  r  ,  luogo  di  c^^'^  =  V/>'  ,  4w*  ~  ««'<  (i  =  1  ,  2  ,  3  ,  4). 

« 

Le  superfìcie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  affatto  analoghe  a 
quelle  dello  spazio  S. 

Le  rette  r  ,  r'  sono  linee  fondamentali  di   2^  specie  associate. 

Alla' congruenza  bilineare  di  rette  dello  spazio  S  che  ha  per  direttrici  le 
rette  o  j  r  ^  corrisponde  nella  E,,^  la  congruenza  bilineare  dello  spazio  S'  che  ha 
per  direttrici  le  rette  o' ,  r'. 

§  12.  Oorrispondenza  biroaionale  K,,,  detcrminata  da  sistemi  omaloidiei  di 
superficie  di  7°  ordifie  aventi  in  comune  una  retta  quadrupla  v  e  due  rette  triple 
ic^  j  u^  concorrenti  in  un  punto  quintuplo  Q  ed  una  conica  doppia  o^  appoggiata 
in  un  j^nto  a  ciascuna  delle  rette  v  ,  u^  ,  u^. 

Il  sistema  £  è  costituito  dalle  superficie  di  7^  ordine    - 

ic,  =  U{u) ,  2P  ,  t;* ,  2u\  ,  o«,Q^a?) ,  2{z)\. 

QV  intorni  {x) ,  (z)^  ,  {z\  circondano  il  punto  Q  sui  piani  (o  ^  u^u^ ,  o^  =  QWj , 
Og  ^  Qvu^  rispettivamente. 

Il  sistema  S'  del  secondo  spazio  è  afi^atto  analogo  al  sistema  S. 

Le  superficie  fondamentali  della  corrispondenza  nello  spazio  S  sono  le 

^,  =  Q'v  ,  2w  ,  o,~U'  ,  W;  a,<»^  =  QtmM~PV(ì  =  l  ,  2); 

0,  =  Q«U  ,  2P  ,  v^,  2u%  op) ,  2(2)  ,  2z^^'^,  luogo  di  c=J](u)\  2P  ,  v",  2u\  o\f^\ 
a)3<*)  =  Q*UP,t;2  ,  2tt  ,  Og ,  2{z) ,  a? ,  2;?, ,  luogo  di  c^^^  =  U(w)^P,t7* ,  2it* ,  o\  ^  u\ 
(i  =  l,2); 

T^  =  Q'U(i/)i;* ,  2w»  ,  o^(x) ,  2{z) ,  luogo  dì  c^  =  U{tt)*t?*  ,  2tt*  ,  o\  ~  o\. 
Alla  rete  del  sistema  S  costituita  dalle  superficie 

ic,  =  US  2P  ,  t?* ,  2tt^ ,  o^Q^a?)  ,  2(zYx  ,  2if,w 

corrisponde  nello  spazio  S'  la  stella  di  piani  che  ha  per  centro  il  punto  fon- 
damentale ^fittizio  Q'. 

La  retta  x  =  Ut?*  o*  e  le  due  coniche  z.^^^=\JV/o\  2u^ ,  o^*  (i  =  1  ,  2)  sodo 
linee  fittizie  omologhe  rispettivamente  degli  intomi  {x)'  jj^\  del  punto  Q'. 

Le  superficie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono^lfel  tutto  analoghe  a 
quelle  dello  spazio  S. 
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Alla  congruenza  lineare  dello  spazio  S  costituita  dalle  rette  incidenti  alle 
v^o^,  corrisponde  nello  spazio  S'  la  congruenza  lineare  di  rette  che  ha  per 
direttrici  le  v' ,  o\. 

§  13.  Corrispondenze  birazionali  determinate  da  sistemi  om^loidiei  di  mo- 
mài  di  V  ordine  aventi  in  comune  il  vertice ,  il  cono  tangente  in  esso^  una  retta 
^mtifpla  e  quattro  rette  doppie  uscenti  dal  vertice. 

Trasformazione  K,,^.  Il  sistema  S  è  costituito  dai  monoidi 

ic,  =  U(tt)  ,  2P  ,  t?%  4i** ,  rQV)  ,  4(«f). 

La  retta  r  esce  anch'essa  dal  vertice  Q;  l'intorno  [x)  e  i  quattro  intomi 
[i\  circondano  il  punto  Q  sul  cono  ^^  ^  i^v^^u  ^  r  e  sui  piani  co^  ^  Qtn«,- 
^  =  1,2,3,4)  rispettivamente. 

11  sistema  S'  è  costituito  dai  monoidi  di  V  ordine 

> 

Le  rette  t?' ,  «V>  ^'2  j  *"'  >  ^\  escono  dal  vertice  Q')  le  r'  yr\  sono  infinita- 
mente prossime  e  concorrono  nel  punto  triplo  U\ 

Gl'intorni  {x)' ,  {x)\  sono  primo  e  secondo  intorno  del  punto  Q'  su  ogni  su- 
perficie <^';  P  intomo  (x)'  è  sul  cono  <^\^Q'^v' ,  2«' ,  r'r\'j  i  due  intorni  (zY^ 
icipcondaDo  il  punto  Q'  rispettivamente  sui  piani  co'/*)  ^  Q't^V^  {»  =  1,2)  e 
f intorno  (*)'   circonda  il  punto  U'  sul  piano  t' ^  r'r\. 

Le  superficie  fondamentali  della  corrispoDdenza   nello   spazio   S    sono   le 
seguenti  : 
t,  =  QH; ,  4«  ,  r{x)  ~  XJ'  ;  «,<•>  =  Qvu^z)^  ~  O',  (<  =  1  ,  2  ,  3  ,  4)  ; 

T^  =  Qnr  ,  2P  ,  t?^ ,  4»  ,  ra? ,  2«,  luogo  di  c^  =  \J(uY  ,  2P  ,  <;' ,  4te* ,  r*  ~  v'-y 
a3<*>  =  Q^XJP.t/^ ,  4w ,  xZi ,  luogo  di  c^^"^  =  T}(u)F,4)^  ,  4tt*  r^  w',  (i  =  1  ,  2)  ; 
:c,  =  Qt;U  y  s  y  X  luogo  di  c^  ^  U(i^)*v*Q(a?)*  <x^  r' ,  r\. 
Alla  rete  del  sistema  £  oostituitia  dai  coni 

7C^=JJ^y2F    yifiyéU*yr(¥    yiC'y    2^^ 

corrisponde  nello  spazio  S^  la  stella  di  piani  che  ha  per  centro  il  punto  fon- 
<lao)entale  fittizio  Q'. 

Le  rette  x  ^  QU  ,  Zi  ^  QP<  (♦  =  1,2)  sono  linee  fittizie  omologhe  rispet- 
tivamente la  prima  degli  intorni  {x)' ,  {x)\ ,  le  altre  degli  intorni  {zYt.  La  retta 
«  =  U(tt)V  corrisponde  all'intorno  («)'  del  punto  U'. 

Le  superficie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  le  seguenti  : 
f ,  =  Q'*(ar/UV  ,  2u' ,  rY,{sY  ~  TJ  ,  (w)  ;      0)^^  =  Q Vw»',  ~  P,  (i  =  1  ,  2) 
t's  =  Q'^U^  40',  t;'« ,  2u'%  r'^r'^i.sY  ,  4^',  luogo  di  o',=U',  40',  i?'^  2w V*r'*,~i; 
«V^  =  Q'*U'0>',  2tt' ,  r'  ,  ;?', ,  luogo  di  c\^^  =  U'0>' ,  2tt'*~«,  (i=l,  2,  3,  4). 
«\  =  QU'ì;'/,  luogo  di  c\  =  \]'v"  ~  r. 
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Alla  stella  di  piani  (Q)  corrìsponde  nella  K  la  rete  del  sistema  S'  costi- 
tuita dai  coni 

Le  quattro  rette  z'i  =  Q'0\  soao  linee  fittizie  omologhe  degli   intorni   (z),    dei 
pnnto  O  rispettivamente. 

La  corrispondenza  che  la  E,,^  determina  fra  le  due  stelle  di  raggi  corri- 
spondenti (Q),  (Q)'  è  del  T"  ordine. 

•    Corrispondenza  Kj,^.  Il  sistema  £  è  costituito  dai  raonoidi 

a,  =  0«(o)U(M) ,  3P  ,  «^  ,  4tt* ,  Mx)i 

GFintorni  (o) ,  (x)i  circondano  il  punto  O  rispettivamente  sul  cono  (|)j^O*t7,  4«i' 
e  sui  piani  w,  ^  Ovu^  (i  =  1  ,  2  ,  3  ,  4). 

Il  sistema  S'  è  costitaito  dai  monoidi  di  8"*  ordine 

^\  =  àO\  ,  «'»  ,  Sw", ,  r^s'qrmx)\  ,  3(«)'. 

Le  rette  v' ,  u\  ,  u\  ,  u\  ,  r'  escono  dal  vertice  Q'  ;  la   retta   s'   è   nel    plano 
a>'  ^  QVr'  ma  non  passa  per  il  punto    Q'  ;    gV  intorni    consecutivi    (a?)'  ,  (^}\ 
circondano  il  ponto  Q'  ed  il  primo  è  sul  cono  ^\  ^  Q'*tj' ,  Su' ,  r'  ;  i  tre   intorni 
{zYi  circondano  il  punto  Q'  rispettivamente  sui  tre  piani  (ù\  ^  QVuV 
Le  superficie  fondamentali  del  primo  spazio  sono  le  seguenti  : 

toi  =  OvuJiz)i  ~  0\  (i  =  1  ^  2  ,  3  ,  4)  ; 

^^  =  0*U  ,  3P  ,  t;* ,  4tt  ,  0? ,  33?,  luogo  di  c^  =  0(o)*U(w)* ,  3P  ,  t;» ,  4t«*  <>>  t/  ; 

03<*>  =  (yUT.v" ,  4tt  ,  xzi ,  luogo  di  o^^'^  =  ViufF^ff  ,  4«*  ~  u\  (t  =  1  ,  2  ,  3)  ; 

ir  ^  OUtxr ,  luogo  di  Cj  ^  0(o)*TJ(w) V  ^^V'  ; 

'<I^,  ^  O*  (o)t; ,  4h  ,  luogo  di  c^  ^  O(o)*  <^  »'. 

Le  superficie  fondamentali  dello  spazio  S'  sonò  le  seguenti: 

co'  =  Q Vr'«'  ~  O  ,  (0)  ;  Yt  =  Q'*(a?) V  ,  3i«' ,  r'  ~  U  ,  (u)  ,• 

<=QVw72r,~P,  (♦  =  1,2,3); 

o',  =  Q'» ,  40' ,  v'« ,  3«'* ,  r' ,  4a?',  luogo  di  o'j.—  40' ,  t;'^^ ,  Su'^ ,  r'V^  --^  t?  ; 
tV')  =  Q'^O'y  ,  3ie' ,  x\ ,  luogo  di  c,<*>  =  OW  ,  3tt'*  ,  «'*  ~  w,  (i  =  1  ,  2  ,  3  ,  4). 
Alla  rete  del  sistema  £  costituita  dai  coni 

>  : 

corrisponde  la  stella  di  piani  (Q').  ' 

Le  rette  x  ^  OU  ,  ar,  ^  OP<  sono  linee  fittizie  omologhe   rispetti vainente 

la  prima  dei  due  intorni  (x)' ,  {x)\ ,   le  altre  dei  tre  intorni  (j?)',  (i  =  1  ,  2      3). 
Le  quattro  rette  x\  =:  Q'O',  sono  le  linee  fittizie  omologhe   degli    intornì 

{x)i  del  punto  O  rispettivamente. 


)(  169  )( 


Q 

HAfArunina.   fra 

'7»  8 


La  corrispondenza  ohe  la  E^,g  determina  fra  le  due  stelle  di  raggi  (O)  ,  (Q)^ 
di  7**  ordine.  - 


§  14.  Corriapond^nza  birazionale  K,,^  determinata  da  sistemi  omaloidioi  di 
nonoidi  di  7^  ordine  aventi  in  comune  il  vertice,  una  retta  quadrupla,  due  rette 
\ripk  e  due  rette  doppie  uscenti  dal  vertice. 

Il  sistema  £  è  costituito  dai  monoidi 

ir,  =  V(u) ,  2P  ,  0* ,  2<. ,  2t?« ,  QV)K)  »  ^^)^ 

Griatorni  (a?)  ,  {x\  sono  primo  e  secondo  intorno  del  punto  Q  su  ogni  oc,  e;  Pintorno 
[z]  è  sul  cono  ^^  ^  Q^o  ^  2u  j  2v  -^  i  due  intorni  {z)i  circondano  il  punto  Q  rispetti- 
nmente  sui  piani  ìù^^^^  ^  QoUi* (i  =:  1  ,2). 

Il  sistema  S',  collegato  alla  corrispondenza  nello  spazio  S',  è  affatto  analogo 
al  sistema  £. 

Le  superficie  fondamentali  del  primo  spazio  sono  le  seguenti  : 
-;.,  =  Q*o  ,  2t*  ,  2i;  ~  U' ,  {uY  ;  o),<*>  =  Qow,(2r),  ~  P',  (i  =  1  ,  2)  ; 

0,  =  Q*U  ,  2P  ,  o« ,  2u%  2i?  ,  a? ,  2z,  luogo  di  c^  =  JJ{uY  ,  2P  ,  o%  2u^  ,  2t?*  ~o'; 
V»  ^  Q^UP.^* ,  2u  ,  2v  ,  xz, ,  luogo  di  c^^'^  =  U(tt)*P.^« ,  2m*  ,  2v*~tt',  (izz=l,  2); 


Alla  rete  del  sistema  £  costituita  dai  coni 


,   =  Q«Uo  ,  2u  ,  Vi ,  a:,  luogo  di  Og<*>  =  XJ(tt)*o*  ,  2tt* ,  t?\  ~  t;'.  (t  =  1  ,  2). 


it,  =  Q'IP  ,  2P  ,  0%  2m*  ,  2t?*  ,  a?' ,  2z\ 

eorrisponde  la  stella  di  piani  (Q')- 

Le  rette  x  =e  QU  ,  Zi  ^  QP^  sono  le  linee  fittizie  omologhe,  la  prima  de- 
gl'intorni (xY ,  (x)\ ,  le  altre  degli  intomi  {zYì  rispettivamente  (»  =  1  ,  2). 

Le  superficie  fondamentali  del  secondo  spazio  sono  del  tutto  analoghe  a 
quelle  dello  spazio  S. 

La  corrispondenza  che  la  E,,,  determina  fra  le  due  stelle  di  raggi  cor- 
rispoudenti  (Q)  ,  (Q)' ,  è  di  7«  ordine. 

§  15.  Trasformazione  hirazionale  Kg,^  determinata  da  sistemi  omaloidioi  di 
superficie  di  8^  ordine  aventi  in  comune  tre  rette  qu4idruple  concorrenti  in^  un 
l^Hto  sestuplo  ed  una  conica  doppia  appoggiata  in  un  punto  a  eiasouna  di  taìi 
ratte. 

n  sistema  £  è  ^eostituito  dalle  superficie 

«g  =  U W  ,  3P  ,  3<- ,  o%Q« ,  »(«)«,. 

TOL.  UX.  *  ' 
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L^intorno  (u)  circonda  il  ponto  17  sai  piano  t  tangente  in  tale  punto  a  tutte  le 
superficie  «, ,  e  i  tre  intomi  («)<  circondano  il  punto  Q  rispettivamente  sui 
piani  ©/*>  =  Qi£fc«^  (i  ,  ^  ,  Aj  =  1  ,  2  ,  3). 

n  sistema  S^  collegato  alla  corrispondenza  nello  spazio  S'  è  affatto  ana- 
logo al  sistema  £. 

Le  superficie  fondamentali  della  K^,,  nel  primo  spazio  sono  le  seguenti: 
(I),  =  QS  3u  ,  o,~U' ,  (tt)';  iù^<'>  =  Qu^u,{z),r^F',  (t ,  *  ,  fc  =  1  ,  2  ,  3); 

o,<«->  =  Q'UP^P;, ,  3ie«,  o, ,  S(z) ,  z,<'>z,<^> ,  luogo  di  c/'>  =  U(ie)*P,P^  ,  3u»  ,  o\  n.  u\ 

T^  =  Q»U(«) ,'  3ti* ,  o\  ,  3(2) ,  luogcr  di  e^  =  U(tO* ,  Su'  ,  o\  ~  o\. 

Le'^  superficie  fondamentali  dello  spazio  9'  sono  del  tutto  analoghe  a  qncUe 
dello  spazio  S. 

Alla  rete  del  sistema  £  costituita  dalle  superficie 


ic,  =  US  3P  ,  3u\  ,  o\Qt ,  S{zy  ,  3;?,<0 

corrisponde  nello  spazio  S'  la  stella  di  piani  che  ha  per  centro  il  punto  fon- 
damentale fittizio  Q'. 

Le  tre  coniche  z^^^  ^  UP«  j  3u^  ^  o\  sono  le  linee  fittizie  omologhe  dei  tre 
intorni  («)\  del  punto  Q',  rispettivamente. 

Analoghe  considerazioni  valgono  per  il  sistema  S'  nello  spazio  S'. 

§  16.  Trasformazione  birazionaie  K,,^  determinata  da  sistemi  omaloidiei  di 
monoidi  di  8^  ordine  aventi  in  comune  il  vertice,  tre  rette  quadruple  e  due  rette 
doppie  uscenti  dal  vertice. 

Il  sistema  S  è  costituito  dai  monoidi  ' 

ic,  =  U(tt) ,  3P  ,  3t*\,)  ,  2t;^  ,  Q'  (x)  (x\  ,  3{z). 

É 

L'intorno  (u)  circonda  il  punto  IT  sul  piano  tangente  in  tale  punto  a  tutte  le 
ic^;  gl'intorni  (x),{x\  sono  primo  e  secondo  intorno  del  punto  Q  su  ogni  %g;*rintorno 
(x)  è  sul  cono  ^^  ^  Q^3u  ,  2t?  ;  i  tre  intomi  (z)^  circondano  il  punto  Q  rispettiva- 
mente sui  piani  »/*^  ^  Q^h^k  (i  ,  ^  ,  fc  =  1  ^  2  ,  3). 

Il  sistema  E'  collegato  alla  corrispondenza  nel  secondo  spazio  è  del  tutto 

r 

analogo  al  sistema  S. 

Le  saperflcie  fondamentali  del  primo  spazio  sono  le  seguenti  : 

4»,  =  Q* ,  3«  ,  2t; ,  (»)  ~  U' ,  («)' ;     (o,w  =  Q«»%{«), ~  P',  (♦ ,  A  ,  fc  =  1 ,2  ,3); 
t/*>  =  Q'UPfcP»  ,  3tt* ,  2Vj  sz^Sk  ,  luogo  di  e^  =  U(«)»P*P»  ,  3m*  ,  2»»  ~«'. 
(t,  A,*  =  1,2,  3);  /. 

o,<*>  =  Q*U  ,  3«  ,  v^,  luogo  di  o,<^  =  U(uY  ,  3«» ,  v\  ~  «',(»  =  1  ,  2). 
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Le  saperficie  fondamentali  dello  spazio  S'sono  affatto  analoghe  alle  pre- 
cedenti. 

Alla  ^te  di  coni  del  sistema  £ 

\ 

«,  =  Q«U*  ,  3P  ,  3u\  ,  2«* ,  «*  ,  3sr, 

corrisponde  nel  secondo  spazio  la  stella  di  piani  (Q)'. 

Le  rette  x^QJJj  Zì^QFì  sono  linee  fittizie  omologhe  la  prima  dei  due  in- 
torni (xY  j  {x)\  ,  le  altre  degli  intorni  [zYì  rispettivamente  (i  =  1  ,  2  ,  3). 

Nella  Kg,^  le  due  stelle  di  raggi  (Q) ,  (Q)'  si  corrispondono  con  corrispon- 
denza di  8*  ordine. 


I  \      §  17.  Trasformazione  hiraaionale  K^^^  determinata  da   sistemi  omaloidici  di 
mnoidi  di  8^  ordine  aventi  iu  comune  il  vertice,  una  retta  quintupla,  tre  rette 
triple  e  una  retta  doppia  uscenti  dal  vertice.  . 
Il  sistema  S  è  costituito  dai  monoidi 


n,  =  U(i*) ,  3P  ,  r* ,  3<  ,  ^(ì\x)[x\  ,  3  {z). 

GP  intorni  (x) ,  {x\  sono  primo  e  secondo  intomo  del  punto  Q  su  ogni  k^  e 
l'intorno  (a?)  è  sul  cono  ^^  ^  Q*t? ,  3w  ,  r  ;  gl'intorni  {z)^  circondano  il  punto  Q 
rispettivamente  sui  piani  co/*^^  Qtnt^  (i  =  1 ,  2  ,  3). 

Il  sistema  S^,  collegato  alla  corrisx>ondenza  nello  spazio  S'^  è  affatto  ana- 
logo al  sistema  £.  ^ 

Le  8ux)erficie  fondamentali  della  Kg,g  nel  primo  spazio  sono  le  seguenti: 
i^,  =  Q«t; ,  3u  ,  r{x)  ~  U'  ,  iu)'  ;  a>,<*>  =  Qtoulz),  ~  P',  (i  =  1  ,  2  ,  3)  j 

\  ~  Q^U  ,  3P  ,  t;^ ,  3tt* ,  r  ,  a?  ^  3;?^ ,  luogo  dic^  =  T5(uY  ,  3P  ,  t;* ,  3w* ,  r^  ~  t;'  ; 
Oj^'^  =  Q^UP.t;^ ,  3w  ,  r  ,  ira;, ,  luogo  di  e^^"^  =  U(uYP^  ,  3u^  ,  r^  ~  u\ 
(peri=l  ,  2,3); 
«,  ^  Q*Ut? ,  3u  ,  ^,  luogo  di  Cg  ^  U(tt)*i;* ,  Su^  ^^  r\ 
Le  saperficie  fondamentali  dello  spazio  8'  sono  del  tutto  analoghe  a  quelle 
dello  spazio  S. 

Alla  rete  del  sistema  £^  costituita  dai  coni 

«g  =  Q«U*  ^  3P  ,  t^  ,  3i*%  r* ,  ^  ,  3«o 

corrisponde  nello  spazio  S'  la  stella  di  piani  che  ha  per  centro  il  pnnto  fon- 
damentale fittizio  Q'. 

Le  rette  x  ^  QIJ  ,  «^  ^  QPi  sono  le   linee   fittizie   omologhe  la  prima  dei 
due  intorni  {xY  y  {xY^  y  le  altre  degli  intc^rni  {zYì  rispettivamente  (t  =  1  ,  2  ,  3), 


/ 
1 


1 
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Analoghe  considerazioni  valgono  per  il  sistema  E'  nel  secondo  spazio. 
Le  due  stelle  di  raggi  (Q) ,  (Q)'  si  corripoudono  fra  di  loro  nella  E^,^  cooj 
corrispondenza  di  8*  ordine. 

§  18.  Corrispondenza  hirazionale  E,,^  determinata  da  sistemi  omaloidiei  di 
monoidi  di  9^  ordine  aventi  in  comune  il  vertice,  una  retta  sestupla  e  quattro 
rette  triple  uscenti  dal  vertice. 

Il  sistema  S  è  costituito  dai  monoidi 

ic,  =  U(n)  ,  4P  ,  t)«  ,  ^u\  ,  Q\x)(x),  ,  4(2),  . 

I 

I/intorno  (ti)  circonda  il  punto  XJ  sul  piano  t  tangente  in  tale  punto  a  tatte  le 
Wg ,  gl'intorni  {x) ,  (x)^  sono  primo    e    secondo   intorno  del  punto  Q  su  o<rni  i:^^  ; 
V  intorno  (x)  è-  sul  cono  ^^  ^  Q^v  ,  4m,  ;  mentre    gV  intorni   {z)i  circondano    an 
eh'  essi  il  punto  Q ,  rispettivamente  sui  piani  o)/*"^  ^  Qtw,  (t  =  1  ,  2  ,  3  ,  4). 

Il  sistema  S^,  collegato  alla  corrispondenza  nello  spazio  S',  è  affatto  ana- 
logo al  sistema  £. 

Le  superficie  fondamentali  nello  spazio  S  sono  le  seguenti  : 
(|)2  =  Q«t;,4it~U',«;  (o/»>  =  Qt;tt,<;?),  ~  P',  (per  »  =  1  ,  2  ,  3  ,  4)  ; 

tjj  =  Q«U  ,  4P  ,  t;* ,  4w«i  fX  ,4.Zij  luogo  di  c^  =  U(w)i ,  4P  ,  t?*  ,  4ti\  ~  tf  ; 
03<*>  =  Q^UP^t;* ,  4w  ,  xzi ,  luogo  di  c^^'^  =  VWFiif  ,  éu^  <^  «',  (t  =  1  ,  2  ,  3  ,  4). 
Le    superficie   fondamentali    dello   spazio    S'    sono    del   tutto  analoghe  a 
quelle  del  primo  spazio.  -^ 

Alla  rete  del  sistema  £,  costituita  dai  coni 


ir,=  Q«lP,4P,,t?,4u^,a?%42r,  , 

corrisponde  nello  spazio  S'  la  stella  di  piani  che  ha  per  centro  il  punto   fon- 
damentale fittizio  Q'. 

XjC  rette  x  ^  QU  ,  z^  ^  QP,  sono  le  linee  fittizie  omologhe  la  prima  dei  due 
intorni  (a?)' ,  (x)\ ,  le  altre  degli  intorni  {zYi  rispettivamente  (per  t  =  1  ,  2  , 
3,4). 

Analoghe  considerazioni  valgono  per  il  sistema  E'  nello  spazio  S\ 
La  corrispondenza  che  la.  Kg,^  determina  fra  le  due  stelle  di  raggi  omolo- 
ghe (Q) ,  (QO,  è  di  9«  ordine. 

§  19.  Da  ogni  corrispondenza  trattata  riesce  agevole  dedurre  la  rappre- 
sentazione di  una  superficie  generica  ^'  collegata  alla  corrispondenza  nel 
secondo  spazio,  sul  corrispondente  piano  ^^.  Basta,  infatti,  segare  il  piano  ^^ 
con  le  superficie  del  sistema.  £  e  con  le  singole  superfìcie  fondamentali    dello 
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spazio  S  per  avere  rispettivamente  le  curve  del .  sistema  rappresentativo  e  le 
curve  immagini  delle  linee  multiple  della  superficie  ^\ 

Tale  rappresentazione  cbe  non  è  di  ordine  minimo,  potrà  poi  facilmente 
ridursi  a  quella  canonica  in  cui  il  sistema  rappresentativo  è  costituito  da  curve 
di  terzo  ordine  o  di  quarto  ordine  con  due  punti  doppi,  con  opportuna  corri- 
spondenza fra  il  piano  ^^  ed  un  altro  piano  o. 

Si  ottengono  cosi  facilmente  le  rappresentazioni  piane  delle  seguenti  su- 
perficie : 

1.*  Superficie  di  sesto  ordine,  dotata  di  due  rette  triple  concorrenti  in  un 
ponto  quadruplo  Q,  e  di  una  cubica  gobba  doppia  cbe  passa  per  il  punto  Q  e 
s'appoggia  ulteriormente  in  un  punto  a  ciascana  delle  rette  triple. 

2.^  Superficie  di  ottavo  ordine,  dotata  di  tre  rette  quadruple  concorrenti 
ìq  un  punto  sestuplo  Q,  e  di  una  conica  doppia  che  s'appoggia  in  un  puntola 
ciascuna  delle  rette  quadruple. 

3.*  Superficie  di  ottavo  ordine,  dotata  di  una  conica  quadrupla  o, ,  di  due 
rette  triple  u  ,  u^^  infinitamente  prossime  incidenti  alla  conica  o^  e  di  due  rette 
doppie,  sghembe  fra  di  loro,  incidenti  ciascuna  in  un  punto  alla  conica  o^ , 
ed  appoggiate  alla  retta  u  in  due  punti   quadrupli  della  superficie. 

4.^  Superficie  di  ottavo  ordine,  dotata  di  una  conica  tripla  o^^  di  due  rette 
quadruple  u  ,  u^  infinitamente  prossime  incidenti  alla  conica  o^  e  di  due  rette 
doppie,  sghembe  fra  di  loro,  incidenti  ciascuna  in  un  punto  alla  conica  o^  e 
appoggiate  alla  retta  u  in  due  punti  quintupli  della  superficie. 

5.*  Superficie  di  ottavo  ordine,  dotata  di  una  r^tta  sestupla,  di  cinque 
rette  doppie,  sghembe  fra  di  loro  due  a  due,  incidenti  tutte  alla  prima. 

6.*  Superficie  di  nono  ordine,  dotata  di  una  retta  sestupla  e  di  tre  rette 
triple  concorrenti  in  un  punto  sestuplo  e  di  una  cubica  gobba  doppia  che  si 
appoggia  in  due  punti  alla  retta  sestupla  ed  in  un  punto  a  ciascuna  delle 
rette  triple. 

7.^  Superficie  di  nono  ordine,  dotata  di  una  cabica  gobba  quadrupla,  ditre 
rette  triple  complanari,  concorrenti  due  a  due  in  tre  punti  dolla  cubica,  quin- 
tupli per  la  superficie. 

Indico  qui  sommariamente  tali  rappresentazioni,  avendo  esse  speciale  im- 
portanza, perchè  non  ancora  notate  da  alcun  geometra. 

1.*  Superficie  o^  ^  Q* ,  2u\  j  o\: 

Sezioni  piane  no  C3 ^  3Q  ;  Q rv.  2Z  ,  2X  j  w^  ^^ te'  ^  2Z  , X^  ;  u^^^u^^  3Q , 
2Z ,  X,  ;  O3  <^  o\  ^  3Q  ,  2X  essendo  i  tre  punti  Q^  in  posizione  generica. 

2.»  Superficie  o^  =  Q« ,  3u\  ,  o\  : 

Sezioni  piane  f^c^^ 2Q* ;  Q  r^  6Z  ;  SUi<^  3u\ ^  2Q  ,  4Z ;  o^ ^^  o\  ^  2Q. 

3.*  Superficie  o^  =  o\  ,  mV^  ,  2s^i  ,  2Q*  : 

Sezioni  piane  no  C3  ^  P  ;  Q^  ^^  X< ,  X', ,  2Z,  ;  o^  no  o'g  ^  P  j  i« ,  u^f^u'^  ^  2X„ 
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4.*  Superllcie  o^  =  o>V^  ,  2^^ ,  2Q*  : 

Sezioni  piane  ~  o^=P«Q*  ;  Q<  no  Xg ,  1L.\ ,  3Z<  Oj<^o'j=P«Q  ;  v ,  «^  ~  v',=  PQ, 
2X. ,  6Z  ;  «<  ~  r'^  =  Q  ,  X.  XV 

5.*  Superficie  a^  ^  tJ* ,  5tt\  : 

Sezioni  piane  <~  O3  ^  P  ;  t;  ^^  t?',  ;  6«^  <^  6tt\  ^  P. 

Sulla  superficie  vi  è  una  retta  semplice  r,  appoggiata  alle  rette  Mj,  che 
ha  per  immagine  il  punto  P. 

6/  Superficie  %  =  QV  ,  3<  ,  o'g  : 

Sezioni  piane  <-^  «3  ;  Q  ^^  X ,  6Z  ;  t;  <~  t?',  ^  6Z  ;  tt,^^  tt'^  ^  X ,  2Zi  ;  O3  r^  0'^ 


7.*  Superficie  o^  =  3Q* ,  0^3 ,  3<  : 

Sezioni  piane  «^  O3  ;  Q<  <^  X, ,  2Zi ,  2Z',  O3  <^  o\ ,  12Z  ;  i*<  ^^  «'^  ^  X^  X^ ,  4Z. 
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SULLE  EQUAZIOffI  INTEGRALI  NON  LINEARI 
CON  OPERAZIONI  FUNZIONALI  SINGOLARI 


M  O  BX  A 


DI 


ATTILIO  VERQERIO  (a  Cagliani) 


1.  Per  operazióne  funzionale  qui  intenderemo  ogni  operazione  analitica  clie^ 
applicata  ad  una  funzione,  genera  una  nuova  funzione. 

Un'  operazione  /  si  dirà  continua  se,  applicata  ad  una  funzione  qualunque 
^(«),  è  tale  che  la /[([)(«)]  risulti  continua  rispetto  alla  ^{s)j  considerata  come 
una  variabile  :  si  dirà  nulla  se  la  /[^«)]  è  identicamente  nulla,  qualunque  sia 
la  funzione  ^s)  ;  identica  se  /[4»{«)1  =  <K«)- 

Le  operazioni  che,  applicate  ad  una  funzione  finita  qualunque,  non  intro- 
docono  delle  singolarità  saranno  denominate  regolari;  singolari  invece  chiame- 
remo quelle  che  danno  per  risultato  una  funzione  che  presenta  singolarità. 

A  -questo  proposito,  è  opportuno  far  osservare  che  le  singolarità  possono 
dipendere  dalla  natura  della  operazione  considerata,  o  da  quella  della  funzione 
cai  essa  viene  applicata  ;  ovvero  anche  da  quella  di  ambedue.  Così,  ad  esem- 
pio, per  l'operazione  /  definita  dalla/[^(«)]  =  -7T--,  le  eventuali  singolarità  di- 
pendono dall'annuUarsi  della  ^(s\  entro  il  campo  di  variabilità  della  s  ;  per  la 
f[^s)\  =|)-|  ^^^^^9  esse  dipendono  esclusivamente  dal  comportamento  della  P(«); 

e  per  la  /W*)]  =  oTTTn  '  ^^  Q*^*'^^  ^^  ambedue.   Noi    tuttavia   non   fiireno 

tale  distinzione,  ^d  un'operazione  /  sarà  qui  ritenuta  singolare,  sia  che  le  sin- 
golarità che  si  presentano,  dopo  la  sua  applicazione,  provengono  dalla  natura 
della  /,  sia  che  derivino  da  quella  della  funzione  cui  essa  venne  applicata, 
ovvero  da  quella  di  ambedue» 

Diremo  infine  che  un'operaetone  /  è  distributiva  se  per  due  funzioni  qual- 
siasi f(8)  e  ^{s)  e  per  ogni  costante  e,  valgono  le  relazioni 
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2.  In  una  mia  recente  Memoria  {%  ho  considerato  qualche  tipo  di  equazioni 
integrali  non  lineari  con  operazioni  funzionali' regolari  e  distributive;  qui  invece 
ci  proponiamo  di  studiare  alcuni  tipi  di  equazioni,  le  quali,  oltre  ad  essere  non 
lineari,  possono  presentare  delle  operazioni  singolari,  .anche  non   distributive. 

Nel  Capitolo  I  ci  occuperemo  dell'equazione 

«(«)  =  ^[A(«)J  +  \f[^m-h  >^  f^^'^'y K,(«,0/<'>[A{t)]  dt , 

dove  le  (|)-e  f  sono  simboli  di  operazioni  regolari  e  le /^""^  d'operazioni  even- 
tualmente singolari.  Per  la  grande  generalità  di  cui  gode,  essa  abbraccia  quasi 
tutti  i  tipi  di  equazioni  integrali  sinora  studiati,  comprese  le  equazioni  integro- 
differenziali,  come  ho  mostrato  nella  mia  citata  Memoria. 

Avvertiamo  subito  che  nella  trattazione  ci  siamo  valsi  dell'ipotesi  che  le 
operazioni  ^  ,  ^  ed  f^''^  ammettano,  là  dove  sono  regolari,  la  derivata  prima^ 
rispetto  alla  funzione  cui  sono  applicate.  Tale  ipotesi  non  è  essenziale  e  può, 
nei  singoli  casi,  essere  sostituita  da  altre  suggerite  dalla  natura  particohre 
delle  operazioni  considerate  e  delle  fnuzioni  sulle  quali  esse  operano.  L'essen- 
ziale, perchè  la  trattazione  possa  reggersi,  è  che  le  differenze  del  tipo 

/<-)[x(») + «(«)]  -mxi»)] , 

e  le  analoghe  per  le  ^  e  f ,  per  ogni  fanzione  finita  a  («) ,  si  possano  porre 
sotto  la  forma 

•  I/<'HX(«)  +  «(»)]  -fnx(»)]  I  ^  I  «(»)  I  F<'H»)  ;         (r  =  1 ,  2  , . , . .  l>)       • 

sotto  la  condizione  che  i  prodotti  K,(«,'t)  P<'">(<)  risultino  integrabili.  Anzi,  se  ciò 
per  la  natura  delle  operazioni  considerate  riuscisse  possibile,  si  otterrebbe  il 
vantaggio  di  poter  prescindere  dall'esistenza  delle  derivate  e  dalla  integrabilità 
dei  prodotti  Kr(«j<)/'^\(0  [x(*)]  J  condizione  quest'ultima  piuttosto  restrittiva. 

ISél  Capitolo  II  consideremo  ancora  la  stessa  equazione,  nell'  ipotesi  che 
le  operazioni  ^  ,  9  ed  /^''>  siano  distributive  e  dimostreremo  che  se-  la  solu- 
zione trovata  è  sommabile  col  metodo  del  Borei,  essa  rappresenterà  una  so- 
luzione dell'equazione  proposta. 

Nel  Capitolo  III  ci  occuperemo  dell'equazione 

p 
«{«)  =  m  -  \f[h{g)]  -  Xj'^  ^KXs^tif^'^Ht)]  dt , 


r-.l 


che  è  un  caso  particolare  della  precedente.  Supposto  che  le  operazioni  siano 


(')  Sulle  equagioni  integrali  non  lineari,  iu  corso  di  stampa  negli  Annali  di  Matematica» 
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tutte  distributive,  troveremo  per  la  solazione  una  nuova  forma,  senza  &r  uso 
dell'ipotesi  sull'esistenza  delle  derivate  delle  operazioni  suddette. 

Nel  Capitolo  lY  infine  ricercheremo  se  sia  possibile  soddisfare*l'equazione 
di  1*  specie 


p 

Jy.(8)  ^Ètd 


OO  V 

con  una  soluzione  della  forma   ^fl^n^nW?  dove  le  a^  sono  delle  costanti  è   le 

7^(«)  delle  funzioni  arbitrarie  preventivamente  assegnate.  Ponendo,  in  partico- 
lare, ?n(*)  =  «**  verremmo  ad  avere  la  soluzione  sotto  forma  di  -Berle  di  po- 
tenze. 

Osserveremo  da  ultimo  che,  per  semplicità,  noi  riguarderemo  le/^**^  come 
operazioni  tuìU  singolari  ;  però  i  risultati  che  otterremo  rimangono  validi  anche 
se  parte  delle  Z^'^^,  od  anche  tutte,  fossero  regolari. 

3.  Prima  di  procedere  allo,  studio  dei  vari  tipi  di  equazioni  di  cui  sopra, 
sarà  utile  premettere  il  seguente  : 

Lemma.  —  8e  f  è  simbolo  di  operazione  funzionale  singolare  che  ammette  la 
attivata  prima  determinata^  rispetto  alla  funzione  h{s)  cui  essa  è  applicata  (là 
dove  la  f[h(s)]  è  regolare),  e  tale  inoltre  che  U  prodotto 

K{s,i)  \mt)  +  i^  -AW)]  \  =  K(«,0  A/lfcW]  ', 

(dove-  K(«,f)  ed  a^t)  sono  funzioni  finite  ed  integrabili)  sia  integrabile  in  un 
intervallo  (a ,  ò),  con  a  e  b  costanti  o  funzioni  della  «,  sarà 

Ja  Ja  ' 

con  0<6<1. 

Per  semplicità,  possiamo  supporre  che  la  àf[h{t)]  divenga  infinita  in  un  sol 
punto  di  (a ,  ft)  ;  però  la  dimostrazione  vale  anche  se  la  A/[A(Q]  diviene  infinita 
m  un  numero  finito,  od  anche  infinito,  di  punti  rinchiudibili  in  un  numero 
finito  di  in||brvalli  di  misura  nulla.  Potremo  allora  porre 

j'K(s,t)  iiflKmt  =  lim  j  (^j^+j'^^^  JKM  A/[A(0]d^ 
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ed  applicare  il  teorema  del  valor  medio 

.         f  KJis,t)  /!if[h(t)]dt  =  Urn^  j  Uy+j'   )  ^M  ^^)fw)[m  -t  ea)(^)l  àt  j. 

Esistendo  finito  e  determinato,  per  ipotesi,  il  primo  membro,  esisterà  pure 
tale  il  limite  del  secondo  ;  e  poiché,  al  tendere  di  e  ed  t)  a  zero,  Panica  quan- 
tità che  varia  è  6,  la  quale  si  mantiene  tra  0  ed  1,  il  lemma  rimane  dimo- 
strato. 

4.  Ricorderemo  poi  che  se  f{x)  e  ^{x)  sono  dae  funzioni,  integrabili  in 
(a ,  h)  assieme  al  loro  quadrato  ed  al  prodotto,  si  ha  per  la  disuguaglianza  di 
8oh  warz 


jj{x)  ^{x)  dx  ^  '^fjA^Ì  \'àxyj)  fp{x)  \'dx. 

Noteremo  infine  che  se  /  è  simbolo  di   funzione  derivabile,   rispetto  alla 
funzione  x(*)  cui  è  applicata,  e  tale  da  essere  f[0)  =  0,  si  ha 

/m]  =  xW  A«[exW].  (0  <  e  <  li    . 


CAPITOLO  I. 

L'equazione  fondamentale. 

1.  Consideriamo  l'equazione 

p 
(A)  u[s)  =  ms)]  +  \9[h{g)]  +  xff '^ yK^{s,t)f^'>[h(t)]  di  {% 

nella  quale  «(«) ,  [t(«) ,  g{8)  e  K^(8,t)  sono  funzioni  finite  e  determinate;  le  prime 
tre  per  ogni  valore  di  «  in  (a ,  6)  e  le  K^(»,0  entro  il  campo  limitato  dalle 
curve  t  =  ^8)  jt  =  g{8)  e  dalle  ordinate  nei  punti  estremi  «  ;=  a  ,  «  =  6  ;  *(«) 
è  la  funzione  incognita,  supposta  esistente  e  tale  che  i  prodotti  K^(«,0  f^^^lWlì 
(r  =  1 ,  2  , . . .  ,jp)  siano  integrabili  entro  il  campo  suddetto. 

Le  ^  e  tp  sono  simboli  di  operazioni  regolari,  mentre  le  f^''^  stanno  a  rap- 
presentare operazioni  che,  come  fu  detto  nell'introduzione,  possono  essere  anche 
singolari.  Noi  per  evitare  discussioni  minuziose,  supporremo  che  te  Z^*"^  siano 
tutte  singolari. 


(^)  Spesso,  pej  brevitài  ometteremo  nelU  g{9)  la  variabUe  «. 
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» 

Ammetterremo  inoltre  che  le  operazióni  ^  e  f  ammettano  la  derivata 
prima  finita  e  determinata  rispetto  alla  funzione  cui  esse  vengono  applicate  ;  e 
cbe  le  Z^"*^  l'ammettano  determinata,  là  dove  sono  regolari. 

Posto  poi 

ffoi^)  =  »  5  9i{^)  =  M  ;  fiTjW  =  g[gSs)]  5  g^{8)  =  g[gj,s)]  ; 

supporremo  cbe  le  saddette  condizioni  continuino  a  sassistere  anche  qaando 
si  mati  s  in  g,{s\  dove  i  =  l,2,3,....  nelle  funzioni  di  cai  sopra,  e  che  la 
saccessione  gn(s)  j3ia  limitata. 

2.  Mostreremo  anzitutto  che,  con  ana  semi>lice  trasformazione,  si  paò  fare 
io  modo    che,    per   t  =  0,l,2,...,    la   funzione    'K„(^^)[t«(S'i)  +  rf(«)]  (%  dove 
!0^|a(«)|<C2o  (o  essendo  nn  numero  prefissato)  risulti  maggiore  d'un  numero 
positivo  arbitrario  ;  e  che  la  funzione  \f'u'gi)[^(9i)  +.  *W]|  nonché  gl'integrali 


h\  \Kr(s, ,  t)\  |/'<^>«(oW<)  +  «(*)]  àt 

J  H9i} 


(r=:l,2,...,i>) 


risultino  minori  d'un  namero  arbitrario  e  positivo,  nell'ipotesi,  beninteso,  che 
gPintegrali  di  cui  si  parla  esistano. 

A  tale  scopo,  aggiungiamo  ad  ambo  i  membri  della  A  la  funzione 

r  (»)  * 


Posto  allora 


U(«)  =  «(«)  +  «'{«) , 


l'equazione  (A)  diventa 


V{s)  =  W[h{s)]  +  \^[h{g)]  +  X  /  f '^  y  K.(.,«)  F<^)[AW]  e«<. 


•/ 


(0  CoUa  notazione  «Kn^^.x  [i*(^i)  +  a(«)]  ed  analoghe  bisogna  intendere  ohe  prima  si  deve 
derivare  la  <|»[i»to»)]  rispetto  alla  »(^,)  e  poi  mutare  u{gi)  in  [ii(^»)  +  a(»)]. 
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« 

3.  Vediamo  ora  come  si  possa  r^ggioagere  lo  scopo. 

Supposto  che  sia  ^(0)=:y(0)  =  /<'"^(0)  =  0  (*)  e  che  la  successióne  |it(^,) 
(t=0, 1,  2,....)  sia  limitata,  iudichiamo  con  v  un  numero  eguale  o  maggiore  del 
limite  superiore  dei  valori  assoluti  della  U(8)j  il  numero  v  risulterà  naturai 
mente  funzione  delle  e. 

Scelti  cinque  numeri  positivi  p  ^m  ^  m^  ^M  0  e  o,  noi  vogliamo  determinare 
le  0  in  modo  che,  per  ogni  funzione  0  ^  |a(«)|  <[  2o,  si  abbia 


\^'v(g^iÌ'^(S'+i)  +  «W]l  =  \f'u(gt+ù^mi+i)  +  «(»)]  +  «.1 


<^«*(<7t+i) 


dTJ{gi^,) 


<?«, 


dfi(0 


dU(0 


di  <  M 


<P  (v  =  l,2,...,p)  (i  =  0,1,2,...) 


V  +  0 


Abbiamo  così;  in  corrispondenza  a  ciascun  valore  di  t,  un  sisteuia  di 
iP  ~i"  3)  inequazioni  con  altrettante  incognite,  da  cui  si  potrà  ricavare,  in  ge- 
nerale^ per  le  o  nn  sistema  almeno  di  valori  che  le  renda  tutte  soddisfatta, 
per  tutti  i  valori  di  i  interi  e  positivi  (^).  !N"oi,  prescindendo  dalle  difficoltà 
che  la  risoluzione  di  tale  sistema  può  talvolta  presentare  in  pratica,  ammet- 
teremo che  tale  risoluzione  sia  sempre  possibile. 

4.  Ciò  premesso,  fissato  un  numero  o>0  arbitrario  e  scelti  tre  numeri 
positivi  m  <  1  ,  m^  ed  M  tali  che  la  quantità 

p  =  m  —  \Wm^  —  |X|jpM 

risulti  positiva  e  minore  di  1  (*),  supponiamo  d'aver  operato,  nella  (A)  la  tra 

(^)  81  vedrà  tra  poco  ohe  questa  coudizione  non  è  essenzìaltt. 

(^  I  numeri  m^  ed  M  si  possono  prendere  anche  eguali. 

(^  Per  facilitare  la  risoluzione  del  sistema  si  potrebbe  prima  ricavare  le  Cq  ,  q  e  Cj" 
daUe  prime  p  +  2  inequazioni  e  poi  determinare  la  rimanente  costante  </  in  modo  che  v  sod- 
disfi Pultima  relazione. 

(*)  Affinchè  p  risulti  positivo  e  non  nullo  occorre  che  le  p  +  2.aperazioni  t}» ,  ?  ed  /' 
non  siano  tutte  contemporaneamente  nulle.  Nel  caso  che  lo  fosse  solo  la  iji ,  occorrerà  fare, 
nella  trasformazione  del  n.  3,  per  la  ^  quanto  fu  fatto  per  la  ^.  Lo  stesso  si  dovrà  fare  per 
1^  /(^>  se  fossero  contemporaneamente  nulle  la  i{>  e  la  ^. 
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« 

sforinazione  indicata  al  n.  3  0  e  di  aver  determinato  le   costanti  o  in   modo 
da  avere 

V 


y  -\-  a 


<p<i; 


2*)  per  ogni  funzione  0  ^  (a(»)|  <  2o  e  per  ogni  numero  0  <[  6  :^  1 


¥u(gd^^*^  +  «(«)]  >  «» 


I  fu(gc,J.^S^;  +  «(«)1 1<  «», ,  (»  =  0 , 1 , 2  , . . .) 


fwi 


Sapporremo  inoltre  cbe  sia 

3»)  9  (0)  =  «I.  (0)  =/')  (0)  =  0  ,     • 

(1)  |%.)-«M<o.  (i  =  0,l,2,...) 

t 

Vedremo  più  avanti  che  qaest'  ultima   c<mdizione   è   effettivamente  veri- 
ficata. ' 

5.  Per  la  risoluzione  della  (A.)  nseremo  il   metodo   delle  approssimazioni 
snccessive. 
Posto 


h(8)  —  co/*)  =  U^(8)  =U{8)  , 


P^i*  la  (1)  abbiamo  subito 


KM<o.  .      (i  =  0,l,2,...)     ^ 


(^)  Ciò  malgrado;  noi,  per  semplicità,  continueremo  ad  ntaie  le  notasioni  antiche. 
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Indi  poniamo 


(2)    *(«)—«,(»)=«,(«)=«(«)+[*(«)— a>^(«)]—^,[A(»)-«^(«)l_X^y[A(ff)—«>.(^)J- 


cioè 

h(9)  -  a>,(»)  =  ul%)  =  u{s)  +  uj,s)  -  (|)[tt,(«)]  -  X,y[w,(sr)] 


p 


e  sostituiamo  nella  (2)  ad  u{8)  il  sao  valore  dato  dalla  (A). 
Con  ciò  B^ottiene 

A(«)_(«,(«)=:A(«)-a>^(«)-J  #(«)-a>,(»)]-i.[A(.)]  j-X,)  <p(A(i?)-^(i^)]-T[%)]  \- 

m  • 

dalla  quale,  applicando  il  lemma  dimostrato  nell'introduzione,  si  deduce 

9 

m 

p 

dove  le  6  ,  6^  ed  t^  stanno  ad  indicare  dei  numeri  compresi  tra  0  ed  1.  Ora 
avendosi  per  ogni  0 <; 6 <[  1  ©  P©r  i  =  0,l,2,..., 

sarà,  per  le  ipotesi  fattfe, 


..J 


K  163-X 

per  cai  potremo  scrìvere,  pei  soliti  valori  dell'indice  i , 

Kisòl  <  « }  |i  -  «l  +  1^1  «1  +  l>>l  P^\  » 

ed  ancbe,  essendo  m<[l, 

H{3*)\  <o\l-[m-\\\m,-m  pU\  ( 


<a(l-p). 


Posto  analogamente 


(3)    Ha)—'ù,(s)==M,{s)=u{»)+[h(s)-f^,(s)]-m»)-%{')ì-\?[m-'^M]- 


P 

~^C2  Kr(«,t)/<'->[AW-w.W]  dt, 
•^1 


cioè 


«s(«)  =  «(»)  +  «»(»)  ~  <K««(«)]  —  >-,?[«,(*)]  — 


sostitaeodo  alla  «(«)  nella  (3)  il  suo  valore  dato  d«lla  (A),  s'ottiene 
*(.)-a>,(«)==A(»)-a>,(«)-j^.[A(«)-a>,(«)]-+[A(«)]<-Xjp[%)-«,(y)H9r%)]|-     " 

Indicando,  come  il  solito,  con  6' ,  0'^  ed  8^  dei  numeri  positivi  e  minori 
dell'unità  ed  applicando  il  lemma  sopra  ricordato,  si  ha 


%i^)  =  ?>«(«) 


1  -  ¥hs)\Hs)  -  e'a>,(»)l 


—  K^^ig)  9H9)[h{g)  -  ^\^M  — 


9 


L 


'      .  )(  18*  X 

E  poiché 

con  V 

{(^Sifi)  —  ^\(jfi)\  <  2o,  (t  =  0 , 1 , 2 , . . .) 

ragionando  come  precedentemente,  potremo  porre,  per  le  ipotesi  fatte, 

KM  < «a  -  p)  HI  -  H  +  N  «».  +  Wi»»! 

<o(l_pjl_[,„_|XJm,_|X|j»M]{ 

<  0(1  —  p)«.  ^ 

I 

Cosi  contìnaando  arriveremo  ad  avere,  in  generale, 
e  poiché  dall'essere  1  -    p  <  1  discende  liin  |a)„(^i)|  ==  0,  sarà  pure 

l|s=00 

lira  ujgt)  =  h{g,).  (t  =  0  , 1 ,  2,...) 

*  n=oo 

«V 

6.  Sesta  ora  a  dimostrarsi  che  vale  la  condizione  (1)  del  n.  4.- 
A  tale  scopo  riprendiamo  la  snccessione  che  ci  ha  fornito  la  funzione  in- 
cognita h{gi)}  e  scrìviamo: 

9 

«tdfì) = «(Si)  +  «M)  —  ^[«iigò]  —  >-i'p[«i(&<+,)]  — 


«8  iSi)  =  «(Si)  +  «»(jf*)  —  «^[««(ff*)]  —  \f[^»(9i^i)]  — 


««to)  =  «(ij)  +  <-i{gi)  —  ^{«n-S9i)]  —  K9^w»-^^9i+l)\ 


(»  =  0,1,2,...) 


)(  i»6  )( 
IVr  la  u^igi)  abbiamo  subito,  per  l'ipotesi  fatta, 


Per  la  ti,(flr,),  ricordando  P  ipotesi  4»(0)  =  y(0)  =/^''H0)  =  0,  possiamo  rcri- 
v«re  : 


(lor«  i  nnmeri  6,  6^  ed  t^  sono  compresi  tra  0  ed  1.  Avremo  perciò 

\^t{9i)\  <  V  +  V  |1  -  mH-  v|)J  m.  +  V  |X| j>M 

<  V  +  V  )1  -  [m  -  |XJ  m,  -  mpìl]\ 

<v  +  v(l-p); 
ed  anche 

l«"i(?<)|  <  v(l  -  p). 


(^)  La  condizione  4^(0)  «=  f(0):=s/(r)(o)=0  non  è  indispensabile.  Se  non  fosse  yerificata^^si 
potrebbe  infatti  sorivere 
Hi9i)  -  u{gi)  +  Ui(gi)  —  j  4(2-1/,  «^(^<)]  -  ^(i/jj  «4(^^)3  |  —  )^  |  ^2.»/,  «i(^i+i>]  -  rtVt  «i^^]  |  — 


dorè 


r-l 

Però,  in  questo  caso,  occorrerà  introdurre  nella  «'(«)  del  n.  2  altre  p  +  2  costanti  per 
poter  ottenere  che  sia  4(^/t  *^ii9i)ì  >  ^  }  l?[Vt  ^ì(9ì)Ì\  <  m^  e  T  integrale  risulti,  in  modulo, 
inferiore  ad  M.  Aggiungendo  poi  al  secondo  membro  della  <&(^«)   e   togliendo   V  unità   si   ha 

•abito 

|*to»)l  <  |1  -  «I  +  |X,|  m,  +  \k\pU  +  1 
<  (1  -  p)  +  1  -  2  -  p. 

Dopo  ciò  la  trattazione  può  condursi  come  sopra,  salvo  leggere  modiflcazioni. 
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Per  la  «^(^<)  scriyiamo 


-^f^l^^riSi  ,  t)  J/<"[«W+V.«)]-/<"[«(t)]^«+4»(,,), 


dove 


r      ^ 


E  poiché 


^(ffò  =  9^ito.)  -  «(^J , 


applicando  il  teorema  del  valor  medio  e  il  lemma  dell'introdazione,  s'otterrà  : 


-^i9^i(?.+.)?;(,^)[«(P.+.)+  6\«^.(^.+i)]  -^f'^l^^^^  '  ')  9^.W/'<^(.>Ne)+tVV,{i)]d< 


fwl 


Per  cai  supposto  che  sia 
avremo 


|«,(i^<)l  <  V  +  v(l  -  p)  +  v(l  -  p)  |l  —  «,1  +  v(l  —  p)  |XJ  «j  +  v(l  -  p)  |X|pM 
<  V  +  v(l  -  p)  +  v(l  -  p)  Jl  -  [«  -  |XJ  «,  -  |X|pMl| 

<v(i  +  (i-4>) +  (!-?)•]; 


•d  anche 


|«I^.(?«)1  <  v{T  -  P)  +  (1  -  P)ì- 


•  )(  187  K 
Analogamente  per  la  u.{g^  scrìviamo 


fmml 


dove  la  ^(^,)  ha  il  valore  [^^(jfi)  —  ^{ffi)]j  come  fu  notato  più  sopra. 
.Tenuto  conto  di  ciò,  si  ha  sabito 

9 


da  cui,  sapposto  ohe  sia 

l«P»(<r*)|  <  a , 

8ì  deduce  "  . 

\{gù <  V  +  v(l  - p)  +  v[l  +  (1  -  p)  +  (1  -  pfl)l  -  [«  -. |X,|«.  -  |X|j»Ml( 
<v[l  +  (l-p)  +  (l-p)»  +  (l-p)»], 
«d  anche 

■  FM  <  v[(i  -  P)  +  (1  -  p)*  +  (1  -  p)»]. 

In  generale,  supposto  che  sia,  qnalunqne  sia  n, 

S'otterrà 

\ujgò\  <  vfl  4-  (1  -  p)  + . . .  +  (1  -  p)-'] 

<-i[i-(i-pr]5 


X  188  X 
e  di  consegaenza 

[^Tn-M  <  V[(l  -    P)  +  (1  -  P)»  +  .  .  .  +  (1  -  p)-'J 


<f(l-p), 


Avremo  perciò 


\M9i)  -*t{ffi)\=  lim   \ujg,)  -  «to,)|  =  lim  |V,_,(j?,)|  <.-^  —  v  ; 

«■■■oo  n==oo  P 


V 

e  quindi,  per  la  relazione  p>> 


v  +  o' 
|«'n-,(i^.)I<a. 

t 

Sesta  con  ciò  provato  che  la  condizione  (1)  e  quella  posta  per  V^{g^)  sono 
entrambe  verificate. 

7.  La  trattazione  suesposta  non  solo  non  subirebbe  modificazioni  sostan- 
ziali, ma  potrebbe  anzi  semplificarsi  se  i  limiti  dell'integrale  della  (A)  fossero 
costanti.  In  tal  caso,  l'equazione  dovrebbe  scriversi  così 


u(s)  =  m^)]  +  \^[h{s)]  +  X        >  K.(«  ,  t)r'\k{t)]  dt  ; 


ovvero  piti  semplicemente 


/b  p 
2  ^'^'  ' 


u{s)  =  ¥  [h{8)\  +  X  /.    y  K^s ,  t)r^W)]  àt  ; 


e  basterà  esìgere  che  le  condizioni  poste  al  n.  1  sussistano  soltanto  per^i: 

n  procedimento  suesposto  è  suscettibile  di  generalizzazione  e  può  esten- 
dersi immediatamente  e  con  facilità  ad  equazioni  di  struttura  anche  più  com- 
plicata; come,  ad  esempio,  la  seguente 

u(s)=W[h(s)]  +  \y^f[h{g;i]  +  xy;  rf  KJÌ8,t)r^>[h(t)]  dt. 


X  18»  )( 


CAPITOLO  li. 

L'  EQUAZIONE  (À)  imL  CASO   OHE  LE   OPERAZIONI  ^  ,  fp 

ED  /<'■>   SIANO  DISTBIBUTIVB* 

1.  Bìprendiamo  Tequazione  (A)  del  Capitolo  precedente  e  supponiamo  che 
le  operazioni  ^  j  tp  ed  /^^"^  siano  distributive. 

Anche  qui  potremmo  assoggettare  le  operazioni  a  delle  condizioni  asse- 
gnate, come  s'è  fatto  precedentemente.  Però  siccome  il  procedimento  espiato 
al  Capitolo  I,  pur  facendoci  raggiungere  lo  scopo,  ci  porterebbe  alla  perdita 
della  proprietà  distributiva  delle  suddette  operazioni,  noi,  per  evitare  tale 
svantaggio,  opereremo  più  semplicemente  come  segue. 

Nella  (A)  si  ponga 

A(«)  =  cx(»), 
(love  e  è  una  costante  da  determinarsi.  Posto  allora 

F<->[x(»)]  =  c/<'»fX(«)] , 
l'equazione  (A)  assame  la  forma 

P 


r.l 


Supposto  che  sia  \u{gi)\  <  v  (♦  =  0,1,2,....),  scelti  tre  numeri  positivi 
i»<l,  m^  ed  M  tali  che  la  quantità  p  =  m —  |^i|  w^  —  1^1  JpM  risulti  positiva 
e  minore  dell'unità,  vogliamo  ^determinare  la  costante  e  in  modo  che,  per  ogni 
funzione  0  :^  \a(s)\  <  v,  valgano  le  seguenti  relazioni 

4 

Im  '^'^'  '  *^'  l^''''»w[«(*H-«(<)]l*=l<'lP^^  \Kr{gi ,  t)\  \r^\^.)Ht)-\-o■{tm<M 

(t=:0,l,2,...)  (r  =  l,2,...,p) 


)(  190  )( 

Indicando  con  m'  il  limite  inferiore  (che  supporremo  diverso  da  zero)    de». 
valori  assolati  della  ^'     J«(Pt)  +  «(«)]  (i  =  0  , 1 , 2  , . . .)  ;  con  M'  il  limite  bvl 

periore  dei  moduli  dei,  coefScienti  delle  |c|  nelle  due  ultime  relazioni  ;    ed    an 
cora  con  K  il  minimo  dei  numeri  m^  ed  M,  basterà  vedere  se  è  possibile 
in  modo  che  la  costante  incognita  o  soddisfi  al  sistema 


Qualora  il  sistema  riuscisse  incompatibile,    si    iK)trà   provare    la    sostitu- 
zione 

A(«)  =  eu{s)  x(«) , 

o  qualche  altra  suggerita  dalla  natura  delle  operazioni  e   delle   funzioni    che 
figurano  nell'equazione  data.  Cosi  si  potrà,  ad  ^.^  porre 

h{i)  =  oa(«)  x(«) , 

dove  a(«)  è  una  funzione  arbitraria  convenientemente  scelta. 

2.  Ciò  premesso  passiamo  alla^ricerca  d'una  nuova  forma  per  la  solasione 
dell'equazione  (A). 

Supponiamo  d'aver  fatto  la  trasformazione  di  cui  al  numero  precedente  e 
continuiamo  a  chiamare  l\{s\  per  semplicità,  la  funzione  incognita. 

Si  ponga 

convenendo  che  sia  ujfi)-=z  v{$). 

Sostituendo  questo  valore  di  h(8)  nella  (A)  e  ponendo 


»wi         ^ 


s'ottiene 


che  è  ancora  un'equazione  del  tipo  (A). 


1 


X  i»i  X 

Supposto  che  i  prodotjti  Kr(s,t)f^''\uJ^t)]  siano  integrabili,  poniamo 
sostituiamo  questo  valore  di  io^(«)  nella  (5);  otterremo 

» 


r— 1 


Analogamente,  posto 
operando  indefinitamente  come  sopra,  arriveremo  all'uguaglianza  fùrfMXe 

oo 


ft(.)=2««W- 


9U-4 


3.  Passiamo  ora  a  discutere  la  convergenza  della  serie  ottenuta. 
Supposto  che,  x>er  ogni  valore  intero  e  positivo  dell'indice  t ,  sia  |«i(^,)|<!V; 
ti  ha  subito 


•  \^m  <  V. 


Per  la  -i»,(j<)  scriviamo 


p 

da  cai  pel  teorema  del  valor  medio  si  deduce 


■ 
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ed  anche,  ricordando  le  condizioni  del  n.  1, 


«tto*)!  <  v|i  -  H  +  l\l«.  +  \Mp^ 

<  v(l  -  P). 


Similmente  per  la  uJgi)  acriviamo 


«,(fl'<)=«,(fl'<)— |<l>[«,(«'«)-}-«,(?«)]— ♦Ws'*)]  (— ^)T[«i(tf'+i)+«»(*«+i)] — f  f«i(?<+i)l  f 


da  cai  si  ha 


^,{Si)==^t(9i)  |i-'i''»,(,,)  f«i(«'.)+S(p*)]|->^i«,a)'*+i)  T'«^(p^^)K(^*+i)+o'iS(i^.+»)] 


E  poiché 


\*tM  < v(l  -  p)< V , 


sarà 


|«»(^.)|  <  v(l  -  p)  |1  -  m|  +  v(l  -  p)  |Xj«i,  +  v(l  -  p)  |X|  j»M 


<  v(l  -  p)*. 
Oosì  per  essere  \u^{9i)\<!i^9  ragionando  come  sopra^  s'avrebbe 

ed  in  generale 


Kigàl  <  v(i  -  pr  *. 


Per  cai  avremo 


oo 


oo 


|*(«)|  ^2l«,(«)|  <  v2(l  -  P)"-'  5 


M^l 


«N-l 


il  cbe  prova  la  convergenza  uniforme  ed  assolata'  della  serie  trovata. 


j 
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Se  ì  lìmiti  dell'integrale  dell'equazione  (A)  fossero  costanti,  si  potrebbero 
qui  ripetere  le  considerazioni  fatte  alla  fine  del  Capitolo  precedente. 

4.  Qualora  nella  i)ratica  riuscisse  difficile,  od  anche  impossibile,  la  riso- 
luzione del  sistema  delle  disuguaglianze  stabilite  per  la  determinazione  delle 
costanti  nella  trasformazione  indicata  al  n.  1  del  presente  Capitolo,  si  potrebbe 
usufruire  della  proprietà  della  soluzione  ora  trovata  di  essere  una  soluzione 
effettiva  quando  sia  sommabile  col  metodo  del  Borei. 

Prima  di  dimostrarlo,  ricordiamo  che  una  serie  di  funzioni   «„(«)  (nizi  1 , 
2,3,...)?  <]ate  in  un  intervallo  (a,  6),  dicesi  sommabile  in.  esso  se 
1*)  la  serie 


oo 


2  il? 


n—O 


i  convergente  per  ogni  x^O  finito  e  per  ogni  s  in  (a ,  b)  ; 

2^)  V  espressione  «"■*S(« ,  x)  tende,  al  crescere  indefinito  di  a?,   ad  un  li- 
mite determinato  e  finito  8(8),  che  noi  assumeremo  come  somma  della  serie. 

JS^oi  qui  ammétteremo  che  la  convergenza  della  S(«,a?)  verso  il  suo  limite 
S(8)  sia  uìiifoì'me, 

Bignardo  alle  operazioni  <j),*y  ed /^''^  faremo  queste  ipotesi: 

1**)   che  esse  siano  continue,  eccettuati  per  le/^''^  tutt'ai  più  i  punti  in 
cui  sono  singolari  ; 

2*)   eh'  esse  siano  distributive  anche  rispetto    alle    serie    uniformemente 
convergenti  ; 

3^*)  se  V  è  un  numero  maggiore  del  limite  superiore  dei  valori   assoluta 
(Vana  funzione  x(«)  in  (^>&)>  ^^  abbia 

i<i'ix(«)]|<v;p[i]  0 

ed  analogamente  per  le  (p  ed  /<**^  ;  dove  col  simbolo  ^[1]  si  deve  intendere 
che  le  eventuali  funzioni  colle  quali  si  opera  devono  considerarsi  i)rese  in 
valore  assoluto. 


/ 


(*)  NoD  ti  deve  credere  che  ^1]  debba  essere  necessariamente  nna  costante.  Se,  ad  esem- 
pio, fosse 


r)]=/   M(t, 


•'  atrsbbe  «{{1]  »  |    |M(t  ;  0|  di,  che  è  una  funzione  della  t. 


-/: 
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Supporremo  inoltre  che  le  K^(«  ,<)(»"=:  1 ,  2  , ...  p) ,  ^[1]  e  f[l]  siano  limi- 
tate ed  integrabili  nel  campo  che  qui  sì  considera  e  che  i  moduli  di  u{i)  e  di 
it(g)  siano  entraipbi,  per  ogni  valore  di  s  in  (a,b\  minori  del  nomerò  i)08i- 
tivo  V. 

5.  Supposto  che  sia 

r  ()  ^ 


r^i 


nell'ipotesi  beninteso  che  i  prodotti  |K^(« ,  t)| /^''^[l]    siano    inte§:rabili ,   ricor- 
dando le  espressioni  ottenute  per  le  ii^(«)  al  n.  2.  si  ha  immediatamente 

<v(l  +  p), 
|«.(«)|  <  v(l  +  P)*  , 

ed  in  generale 

|«„(«)|  <  v(l  +  p)"-'  ; 

per  cai  sarà 

K{»)\  <  v[i  +  a  +  p)  -f  (1  +  p)*  +  • .  •  +  (1  +  p)"-'] 
<,(L±Pr::J., 

P 

Avremo  così  in  definitiva 

oo  oo  oo 

1(1  -|-pr+*— 1    ar 


niU)  n—O  «i«»0 


OO  OO 

p      ^       n!  p^n! 

9Icb9  n«JO 


P  P 


e  con  ciò  la  prima  condizione  è  verificata. 


n  i 


t 


r 
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6.  Sapposto  che  sia  veriticata  anche  la   seconda,   sostituiamo   nell'equa- 
zione data  alla  h(8)  l'espressione  Iìdi  e'^S(s ,  x), 

«=oo 

Se,  come  noi  ammettiamo,  i  prodotti  K^(«,  <)/<'"^[lim  c~*S(/ ,0?)]  sono  inte- 
grabilij  avremo  »=oo 


[  lim  e-'S(^  ,  a:)  ]  +  \tp[  lim  e-'8{g  ,  x)  ]+Xr  ^'^ ^^i«  7  O/^'^F  1»^  «"'SC^ ,  x)  \dt= 


r-i  V 


00 


CXD 


=  lim  e"  'S^K+.i»)]  ^  +  lim  X.  e-  y^^[On+M  ^  + 


»=C» 


M— U 


«=00 


•1-^0 


00 


+  lim  Xe-*  y-^f^,^*^  y K.(» ,  <)/"H«»+i(<)]  rf<  (* 


)  = 


*}-^ 


r—l 


00 

:  lim    <«"'*'  >^ — r 


^[u,m+(^u,(H)]-\-...+^[u^^{8)]-\-k,\f[u,(g)\-i-f[u,m-\-'-' 


e» 


=  lim    je~** 

2=00  V 


2  a?** 


ft->0 


(«,(«)— tt,(«))+(ll,(«)—IÌ3(«))+  .  .  .  .\.{u^j^.^{9)—Un^(8)) 


00 


=  «W  —  lini  c-*y]  u^+,(»)  ^. 


»=oo 


ytc^ 


(^)  Si  ha  infatti,  se  a  è  nn  punto  singolare  per  una  delle  f-''\ 


Ir(«) 


=[7^  Kr(s,t)fr)^  lim  e-*S(<,x)]  dt  =  lim     \(  f  **  '  +  T^V^Ca  O/^'-^E  Hm  e-*8(i,«)J dif. 


E  poiché,  negli  intervalli  [|j.(«)  ,  a —  e]  ,  [«  +  tj  ,  ^(«)],   la  funzione  sotto  il  segno  è  sempre  fl- 
nita,  la /<''>  è  oontinna  e  la  convergenza  per  x  =  qo  h  nniforwe,  si  potrà  asportare  il  segno 
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7.  Osserviamo  che  la  serie  associata 


v{s^x)  =  iijis)  +  uj^s)x  +  n^{s)  -07  +  •  • . 


per  essere 


(1  +  pfar 

n— 0  *»— 0 


«MI  ^  2 1''"+'^*^'  -S-  <  ^  2   »  ! 


è  uniformemente  convergente,  e  quindi  derivabile  termine  a  termine,   rispetto 
alla  x'y  sarà  di  conseguenza 


oo 


2X^ 


nnìO 


Perciò  il  secondo  membro  dell'ultima  uguaglianza  del  numero   precedente 
potrà  scriversi 

v{s)  —  lim  e-'^v'^.is^x). 

fl5=00 

8.  Indicando  ora  con  8\s^x)  la  derivata  della  8(«,ir)    rispetto    ad     a?,    può 
scriversi 

e-^iS'is.x)  —  Sis,x)]  =  e--v'^{s,x)  ; 


dì  limite  tanto  dal  simbolo  /^'"^  quanto  da  quello  d'integrale  o  Bcrivere  : 

lr(8)  =  lim       lim     !(['*'+  f^ì  Krt«,0/"^[e-*S(t,x)]  di 
£,7)=0  a;:=oo  (VJ^w        ^<M-ii/ 

La  funzione  entro  la  parentesi  |  j  converge  per  £  =  tj  =  0,  in  modo  uniforme  verso  il  suo 
limite:  potremo  perciò  invertire  i  due  segni  di  limite 


I^(»)  =  lim 
'   af=oo 


dt 


oo 


—J     k,(«,o/"*[-<jh+ì(<>]  di, 

^ — —  J  ^w 

n-0 


Del  resto  per  accertarsi  di  quanto  sopra,  basterebbe  leggere  i  ^%  286  e  seg.   a     pag.    39'» 
dei  FondamtìiXx  per  la  teoria  delle  funzioni  di  vaìiahili  reali  del  D  i  n  i. 


cioè 


)(  1»7  )(     • 


dx 


c-*S(«,a?)  =  er'v'J^s^x). 


E  poiché 


oo 

0 


c-*S(«,a;)       =  S(«)  —  !/(*) , 


sarà  pure 


(6) 


OO 


S(«)  —  «(«)  =  /e-*t?',(«,a?)  (fa?  ; 


<ìa  cui  integrando  per  parti 


S(«)  —  «(*)  =  —   c-^r'^(4,j;)       +  /e-*t?"^,^(«,a?)  (/a?. 


oo 

0 


oo 


0 


Esistendo  Anito  e  determinato  il  lim  [6~*t?'jp(«,rr)],  conversferà  l'integrale  del 
fecondo  membro  ;  e  sarà  (') 


«=oo 


lim  [e^^v'asis^x)]  =  0. 


«=oo 


La  funzione  lim  e-~^'S{8^x)  sarà. perciò  una  soluzione  dell'equazione  prox)08ta. 


«=oo 


(')  Ciò  in  grasia  del  seguente  teorema  (v.  Hardy,  Quaterìy  Journal  of  MathematicM^ 
V.  35;  1903). 

Se  f{x)  è  una  funzione  continua  Msieme  alla  sua  derivata  prima  f\x)  per  x  ^  0,  e  «e  Vinte- 
gralt  improprio 


/: 


oo 
e-*  f(x)  dx 


converge,  è  pure  convergeute  l'altro 


/: 


oo 

e-*/(x)d«; 


^  ^'inoltre 


(  lim  «"*»/(«)  =*  0. 

«=sOO 
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9.  Integrando  per  parti  l'integrale  del  secondo  membro  della  (6)  s'ottiene 

e-'^v'J^8^x)  dx  =  6"*^t5(«,ir)      +  \e^v{s^x)  dx. 

Esistendo  l'integrale  del  primo  membro  esisterà  anche  quello  del  secondo 
e  sarà  inoltre 


lim  €r^v{8^x)  =  0  ; 


«=oo 


avremo  perciò  per  la  (6) 


oo 


S(«)  =  |^*t?(«,a?)  dx. 


10.  Non  è  inopportuno  far  qui  notare  come  le  equazioni  integinli  di 
3*  specie  del  Picard  (^)  siano  un  caso  particolarissimo  cklFequazione  (A)  ora 
studiata. 

Basta  infatti  porre 

dove  la  p(/«)  è  una  funzione    assegnata    che    può    annullarsi    per    certi   valori 
della  «,  per  ottenere 

u{h)  =  |5(«)  n{H)  -f  /k(«,<)  h{t)  dt  ; 


che  è  precisamente  quella  studiata  dal  Picard. 
Essa  può  ottenersi  dalla  (A)  anche  col  porre 

Mh{i;)]=h{8)  ;  (p=0  ;  p=rX=l  ;  it(*)=a  ;  g{8)=b   ;  /[*(«)]=  ^  ) 

però  il  primo  modo  di  deduzione  è  preferibile  perchè  evita  le  singolarità. 

È  da  notare  però  che  il  Picard  ha  considerato  soltanto  il  ea  o  in  t"i 
la  p(»)  abbia  degli  zeri  di  prim'ordine;  mentre  quello  in  cui  la  p(«)  possieda  degli 
zeri  d'ordine  più  elevato  venne  studiato  poco  dopo  dal  F  u  b  i  n  i  f ).  Il  meto<lo 


(*)  Hur  le$  équatiom  intégraUs  de  iroisième  espèce;  Annales  de  V  É«ole  normale  siiperiènre, 
serie  3*;  t.  18,  pp.  459-472. 

(•)  Sulle  equazioni  integrali  di  Picard  dt  3^  specie,  Reud.  Acc.  Lincei;  voi.  XXI,  «•  5*; 
1^  lem.  pp.  325-330. 
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da  Doì  qui  esposto  invece  non  fa  distinzioni   circa  la  natura  degli  zeri  even- 

4 

tualmente  posseduti  dalla  %h)  ;  ed  ha  perciò  il  vantaggio  di  godere  della  mas- 
sima generalità. 

Però  per  quest'equazione  la  trasformazione  indicata  al  n.  1  del  presente 
Capitolo  non  si  presta  pel  fatto  che  la  ^'„  possiede  degli  zeri  e  perciò  il  lì- 
mite inferiore  dei  suoi  valori  non  ])uò  rendersi  maggiore  d'un  numero  m  po- 
sitivo. Sarà  perciò  necessario  ricorrere  alla  trasformazione  esposta  nel  Capitolo 
precedente  e  rinunciare  alla  proprietà  distributiva  dell'operazione  ^. 

11.  Oasers'eremo  inoltre  che  nella  (A)  rientrano  le  equazioni  integrali  li- 
neavi a  nucleo  singolare,  purché  questo  sia  tale  da  potersi  porre  sotto  la  forma 


KM  =Ì^>  ; 


r_l 


dove  le  M^»,<)  rappresentano  delle  funzioni  regolari,  e  le   ajj)   delle    funzioni 
aventi  degli  zeri. 

Basterebbe  infatti  porre 

f  «»v) 

per  far  sì  che  l'equazione  lineare  di  seconda  specie  a  nucleo  singolare^  rientri 
nella  (A). 

Por  far  rientrare  quella  di  prima  specie  basterebbe  aggiungere  la  condì 
zione  (p  ^  0. 

12.  Noteremo  inOne  che  i  risultati  esposti  in  questi  due  Capitoli  conti- 
nuano ad  essere  validi  anche  se  la  funzione  u{8)^  e  di  conseguenza  anche  la 
fc(«),  siano  funzioni,  oltre  che  di  «,  anche  di  altre  variabili  x ,y  yZ y . , .  ^  defi- 
nite in  un  dato  campo  per  ogni  valore  di  8  entro  il  suo  campo  di  variabilità, 
e  le  operazioni  ^|> ,  y  ed  /^^"^  (»•  =  1  ,  2  , . . . ,  j>)  siano  il  risultato  di  una  od 
anche  piti  operazioni  eseguite  rispetto  ad  una  o  più   delle   suddette   variabili 

•^  ?  y  )  ^  ?  •  •  •  • 

Con  ciò  si  possono  far  rientrare  nella  (A)  anche  i  vari  tipi  di  equazioni 
integrodifferenziali  studiati  dal  Volterra,  come  ho  fatto  vedere  nella  mia 
Ueoìoria  éitata  nell'introduzione. 
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CAPITOLO  Ili. 


Caso  particolare  dbjlj.'equazione  (A). 


1.  Liquazione 

(B)  u{m)  =  h(s)  -  \MH9)]  -  x/"''^'^  y  KX*,0/  '"-'im  ^^ 

nella  quale  le  operazioni  f  ed  /<'">  (r  =  1 ,  2  , . . .  ,|>)  sono  supposte  «listribo- 
tive,  è  un  caso  particolare  dell'equazione  (A)  precedentemente  studiata;  a<i 
essa  è  quindi  applicabile  il  procedimento  esposto  nel  Capitolo  precedente. 

Noi  tuttavia  cercheremo  qui  di  ottenere  una  nuova  forma  per  la  solu- 
zione, senza  servirsi  dell'  ipotesi  circa  V  esistenza  della  derivata  delle  opera- 
zioni che  figurano  nella  (B). 

2.  A  tale  scopo,  facciamo  le  seguenti  ipotesi  : 

!•)  la  successione  g„{8)  (n  =  0  , 1 ,  2  , . . .)  sia  limitata  ; 
2®)  sia,  per  ogni  valore  intero  e  positivo  di  », 

M«)  -  Ki/«-.(»)]|  ^  W  ;  • 

3°)  H9n)\<m  (n  =  0,l,2,...);  •    ' 

4**)  l'operazione  regolare 'f  sia  applicabile  quel  nnmero  di  volte,  fluito  o 
no,   che   sarà   necessario,    e   sia   inoltre    tale    da   aversi,    per    ogni  funzione 

|X(»)I  <  V, 

|9[X(«)]1  <  Av  ; 

dove  A  è  una  costante  positiva  soddisfacente  alla  condizione  A|XJ  <^  1  ; 

5*)  le  operazioni  /^""^  regolari  o  singolari  che  siano,  per  ogni  funzione 
lx(^)l  "^  ^9  soddisfino  alla  condizione 

ìf^Klis)]  I  <7<^>(v)=v/>)[lJ  ,  (r  =  1 ,  2 , . . .  ,1») 

dove  iL  simbolo  Z^*"^  ha  il  significato  che  gli  abbiamo  attribuito   al    n.  4  del 
Capitolo  precedente. 

Nel  caso  che  la /^^"^  dipenda  dal  campo  entro  cui  varia  "^  un  parametro 
come  accadrebbe  se  fosse 


/ 


ir) 


[%(.»)]  =/p[^^  M^«,t.)  x(»)  dv, 


)(  201  )( 

atti  111  et  ter  emo  che  si  i>oksu  trovjire  uu  numero  q^O  e  fluito  tale  cbe  il    prò* 
dotto  q  \h\    risulti  maggiore  tìi  tutti  i  valori  assunti  da  v  in  /^'"^  ; 

6?)  se  7  è  una  costante  positiva,  per  ogni  valore  di    w    e    per   r  =  1  , 
2  ,  .  .  .  ,  p,    si  abbia 


Jìfign) 

3.   Ciò  posto,  cercLiamo  se  è  possibile    soddisfare   la   (B)    loediante    una 
serie  del   tipo 

(7)  •    A^,)  +  A^(,)  +  A^(,)  +  . . .  +  ft,(,)  +  . . . . 

PoBiamo 

H»)  -  \f[M9)] = ^'l^  ^Kji^,t)r^\hit)]  dt, 

>■«■! 


In  ciascuna  di  queste  equazioni,  dopo  aver  mutato  s  in  p(«),  applicliiamo 
Ad  ambo  i  membri  Poperasione  \f  ;  e  così  successivamente. 

ludicando  con  p,,  l'operazione  che  risulta  dfill'npplicazione  della  p,  n  volte 
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CAPITOLO   III. 


Caso  pabticolaee  dell'equazione  (A). 


1.  L^equazione 

(B)  «(«)  =  h{»)  -  XMKff)]  -  4"!'!  y^^ri»,*)/ ^-'[*(01  «?'> 

nella  quale  le  operazioni  y  ed  f^""^  (r  =:  l ,  2  , . . . ,  jp)  sono  supposte  distribu- 
tive, è  un  caso  particolare  dell'  equazione  (A)  precedentemente  studiata  ;  a<l 
essa  è  quindi  applicabile  il  procedimento  esposto  nel  Capitolo  precedente. 

Noi  tuttavia  cercheremo  qui  di  ottenere  una  nuova  forma  per  la  solu- 
zione, senza  servirsi  dell'  ipotesi  circa  V  esistenza  della  derivata  delle  opera- 
zioni che  figurano  nella  (B). 

2.  A  tale  scopo,  facciamo  le  seguenti  ipotesi  : 

1^)  la  successione  g„{9)  (n  =  0  , 1 ,  2  , . . .)  sia  limitata  ; 
2^)  sia,  per  ogni  valore  intero  e  positivo  di  n, 

\M»)-v\Sn.M\^\'>\i  • 

3")  |«(«r„)l<«t  («  =  0,1,2,...);  •    ' 

à")  l'operazione  regolare 'f  sia  applicabile  qael  nnmero  di  volte,  finito  o 
no,   che   sarà   necessario,    e   sia   inoltre    tale    da    aversi,    per   ogni  funzione 

|X(»)I  <  V, 

It[x(»)]|  <  Av  ; 

dove  A  è  una  costante  positiva  soddisfacente  alla  condizione  A|XJ  <;[  I  ; 

5**)  le  operazioni  /^''^  regolari  o  singolari  che  siano,  per  ogni   fanzìone  ' 
lx(^)l  <^  ^y  soddisfino  alla  condizione 

ir^M^)]  I  <7<'-Kv)=v/<^)[lJ  ,  (r  =  1 ,  2  , . . .  ,1,, 

dove  iL  simbolo  /<*'>  ha  il  significato  che  gli  abbiamo  attribuito   al    n.    4    del 
Capitolo'  precedente. 

Nel  caso  che  la /<'*>  dipenda  dal  campo  entro   cui    varia  ^  un    parametro 
come  accadrebbe  se  fosse 


/ 


'''[XW]  =f^^  MX.,t,)  x(*)  dv, 
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amuietterenio  the  si  poi^^u  trovare  un  numero  g>0  e  finito  tale  cLe  il    pro- 
dotto q  \h\    risulti  maggiore  di  tutti  i  valori  assunti  da  v  in  f^*"^  ; 

0?)   se  7  è  una  eostante  positiva,  per  ogni  valore  di    n    e    per   r  =  1  , 
2  ,  .  .  .  ,  p,    di  abbia 


3.   Ciò  posto,  cerchiamo  se  è  possibile    soddisfare    la   (6)    mediante    una 
serie  del  tipo 

(7)  •     hj^s)  +  \{s)  +  hJis) +  ...-{- K{8) +  ...  . 

m 

PoMiamo 


r=l 


V 


In  ciascuna  di  queste  equazioni,  dopo  aver  mutato  h  in  gis),  applichiamo 
ad  ambo  i  membri  l'operazione  \(f  ;  e  cosi  successivamente. 

Indicando  con  7,,  l'operazione  che  risulta  dall'applicazione  della  y,  n  volte 
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I 


} 
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consecutive,  otteniamo 


rmmX 


r  r      ' 


r  r       * 


P 
L  J  \^(9n-l)   ^^ 


f-^1 


da  cai,  mediante  addizione,  si  deduce 


n— 1  ,1 


t.=0  ra.1 


convenendo  che  f^  indichi  Toperazfone  identica. 

to' 

Supposto  cbe  I»  hy(g„),  per  ogni  valore  di  n,  sia  limitata,  sarà 

liin   |X,"  ^„[K(g„)\  1  =  0; 


«=00 


ed  avremo 


oo 


n«0  r«i 


4.  Bimane  ora  a  discutersi  la  convergenza  della  serie  (7). 
Per  la  hjis)  si  ha 

h,{s)  ^  !/(«)  +  \^[n{g)]  +  K'rfj^nig^]  +  . . .  +  V^Jn^/J]  +  . . 

e  quindi,  per  le  ipotesi  fatte. 
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m 


1 


id  auche,  X>onendo 


1— AlX 


=  a,        |/t^(«)|<am. 


Indi 


oo 


n-=0  r—1 


OO 


< 


oo 


< 


2A"|X,|"iX|  p».a  /'^'";|K.(</,. ,  t)\r'\\\  dt. 


Applichiamo  all'ultimo  integrale  la  disuguaglianza  di  Schwarz. 
Tenendo  presente  la  condizione  2*),  avremo 


<T>^; 


e  quindi  anche 


oo 


|A.(»)I  <2l^'l"^"l'^l  P"'*f*'  H  =  1^1  ^"'"*  ^  '*'  ' 


M^O 


0  più  semplicemente,  ponendo  |X|  pa.^  =  p, 


|/VK)|<pmay|«|. 

5.  Per  la  funzione  hjis)  ricordiamo  che  per  V  ipotesi  5'),  potremo  trovare 
'»n  numero  q  finito  e  positivo  tale  che-  il  prodotto  q\t\  risulti  maggiore  del 
limite  superiore  dei  valori  assoluti  che  può  assumere  un  eventuale  parametro 
variabile  entro  un  campo  da  cui  possono  dipendere  le  /^''^  Noi  sceglieremo 
9  in  mòdo  da  valere  per  tutti  i  valori  1 , 2 , . . .  ,p  dell'indice  r. 

Dopo  ciò,  abbiamo  : 

oo  p  ' 


91^0 


«Wl 


K  204  )( 


< 


2  A1XJ"|X|  pmpiqa  f  ^^'j|K.(j/„  ,  e)|  ^^  /"<-'[l]  dt  ; 


«--0         ^ 


ed  avendosi  \ìev  la  disuguaglianza  di  Schwarz 


sarà 


l/Hl 

\   2!   ' 


|A,(,)|<|X|pp».ay9|/-Llj 


<;  wiap'y  ^ 


Similmente  per  la  funzione  liM  coU'osservare  che 


VX 


■TI'   «* 

'  '  '  dt. 


0      2! 


s'ottiene  in  modo  analogo 


|A,(.)|<map»|/«|/|l-|/|l. 


Avremo  così  in  generale 


V— 1 


6.  Ora  osserviamo  die  He  o  indica  un  numero  intero  maggiore  dì  ^  ,  il 
fattore  -ryi  per  f  >o,  va  decrescendo  al  crescere  di  ^t;  perciò  se  v  — J.  Z>  5, 
sarà 

t!         1!    2!    3!    "*  a!   (0+ l)!"*(v— 1)  I*^ 


'^  1  !  2  ! ...  0  !\(ri  +  1  )  !/  '' 
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per  cui,   posto 


l!2!...oI 


P_(a+i)  ^  ^.2        .         p  -^ 


»o+l 


(0+1)!' 


avremo 


V— i 


m  <  * 


!:«-()  • 


Perciò  da  un  indice  v  >  o  in  poi,  sarà  , 


\hy(8)\  <  mao 


)/«. 


il  che  prova  che  la  convergenza  assoluta  ed  uniforme  della  serie  (7). 


6.  Passiamo  ora  a  dimostrare  che  la  soluzione,  trovata  è  unica,    - 
Supposto  che  esistano  due  soluzioni  distinte,  la  loro  differenza  x(^)  dovrà 
soddisfare  l'equazione 


p-(«) 


r«l 


che  noi  ]K)tremo  risolvere  usando  il  procedimento  dei  numeri  precedenti. 

Mutando  in  essa  %  in  g{i)  ed  applicando  successivamente  l'operazione  \^^ 
si  deducono  le  equazioni 


»•— 1 


(i  =  1 ,  2  ,  3  , . . . ,  n) 


dalle  quali  sommando  sì  deduce 


n 


E  poiché,  posto  per  ogni  n,  Ixis»)]  <[  v 


li™  W" f «171.(9»)] \<  li'n  |XJ"A"v=rO, 


M=-=CX> 


TI  — OO 
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avremo 


oo 


(8) 


x(«)=2Vt. 


ù-0 


dalla  quale  si  deduce 


oo 


oo 


< 


t.»0  r»  I 


dt 


<Ccf.\\\pT(Ì  \9\     =yp^  j«| 

Sostituendo,  uel  secondo  membro  della  (8),  alla  y(j?)  questo  valore  s'ottiene 


oo 


t™0  >•  ^1 


oo 


< 


«|X|W)/Vj/|ll:-vpt3[,''^. 


Sostituendo  nuovamente  nel  secondo  membro   della    (8)    alla    x(*)    questa 
nuova  espressione,  e  così  successivamente,  otterremo 


|X(«)I  <  vp" 


<  vo 


/[pwr 


v^ 


il  cui  limite  per  n  =:  oo  è  lo  zero. 
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7.  Se  i  lituiti  dell'  integrale  dell'equazioue  data  fossero  costanti,  nel  qual 
jaso  l'equazione  (B)  dovrebbe  scriversi 


(B') 


9 

«(.)  =  A(,)  -  X,<p[%)]  -  x[  2k,(»  ,  O/^-'WOl  àt , 


r-1 


8i  dovrebbero  omettere  le  condizioni  1*"  e  2*  del  n.  2  ed  alla  6*  sostituire   le 
seguenti 


(r  =  1  ,  2  , . . . ,  jp) 


Applicando  alla  (B')  il  procedimento  precedentemente  seguito  per  l'equa 
zione  (B),    si  troverebbe  per  le  hj(s)  l'espressione 


oo 


e  le  seguenti  relazioni 


l^oWI  <  ^«> 


oo 


<  |Xlw|)Ya*  =r-  ptwa, 


oo 


i*.(«)i  <  2^"i'^'i"'^^i2f""''  0^-^'  '  *^i-^""'f^J  ''' 


«— 0 


r^l 


<;  |X|wipa'7  ==  wiap* , 


<?<!  in  generale 


|/<v(«)|  <  wap\ 


Se  quindi  sarà  soddisfatta  la  condizione  p  <C  ^^  cioè 


i^K^' 


lii  (7)  sarà  la  soluzione  della  (B'). 
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CAPITOLO  IV. 


Equazioni  di  1*  specie. 


1,  L'equazione  di  1*  specie 


(C)  n(8)  =  X  r'  ^KAs  ,  t)/<Jh(t)]  di 

J  tt{,)  ^ 


r-i 


dove  le  /^'^  sono  simboli  di  operazioni  funzionali  regolari,  od  anche  tutte  od 
in  parte  singolari,  si  può  dedurre  dall'equazione  (A)  facendovi  t  ^  »]<  =  0;  op- 
pure si  può  a  q\iesta  ricondurre  scrivendo 

J  M(i)  -^"  J  ìli»)  ^^ 


r— 1  r^ 1 


ovvero  anche 


u{8)  =  X  /  ''' K,(/r ,  t)r\h{t)\  ài  +  X  r'  Yk.,(*  ,  t)f^^\h{t)\  di  5 


col  •  porre  nel  primo  caso 


r— I 


e  nel  secondo 


X  r*  K,(«  ,  0/<*^[AW]  ài  =  (|)[/K*)]     ;  ?  =  0. 

Noi  qui  però  ne  faremo  uno  studio  a  parte  proponendoci  il  problema  di 
ricercare  se,  e  sotto  quali  condizioni,  la  C  possa  ammettere  una  soluzione  della 


QO 


forma    ^^^n^nW»  dove  le  «„  sono  dei  coetlìcienti  costanti  da  determinarsi  e  le 


n=l 


y„(«)  delle  funzioni  assegnate,  assoggettate  alla  condizione  che  i  prodotti 
K^(« ,  f)/^'*^[^„(f)]  siano  integrabili,  per  ogni  n  intero  e  positivo  e  per  r  =  l? 
i2 ,  •  •  • ,  ^» 

2.  Supposto  che  le  operazioni  /^""^  siano  distributive,  poniamo 
dove  per  n>n   sia  |R„(«)|<::^8,  con  t<;0  arbitrariamente  piccolo. 


H  209  )(. 
Sostituendo  nella  (0)  otteniamo 


(9) 


4-  «,X/       yKXs ,  0/<'H?,(OJ  d^  +  . . .  «nX         >K,.(*  ,  t)r^>[rfM  dt. 

Mutato  in  questa  «  in  r,  inoltiplichiainone  ambo  i  membri  snocessivamente 
per  Kr(s  jV)  (r  =  1  ,  2  , . . . ,  j>),  poscia  integriamo  ed  applidiiamo  il  sommatorio 
rispetto  ad  r. 

Posto 

K/*>(*  ,  t)  =  K,.(«  ,  t) , 

K.<">(*  ,  f).^         >  KXx  ,  r)r?r        K,<"-»>(r  ,  <)/ff,  (n>l) 

usanilo  nna  notazione  abbreviata,  potremo  scrivere 

V  f  P 


'-i  r^l  r«^l 


r«l  r„l 


Ripetendo  sn  qnesta  il  procedimento  fatto  sulla  precedente,  otterremo 
altre  {n  —  2)  equazioni,  le  quali  assieme  alle  due  .precedenti,  costituiranno  uu 
sistema  di  n  equazioni  lineari  nelle  n  incognite  a^a^.  ,  ,  a,,  ^  che  potreim»  scri- 
vere schematicamente  così  : 

\ì  '*"kV'»w(/)  fìt  -XV  K,."+'>/"'|lt.,|  'H  =  «.X  Y/  "'"K,.<-+"/<"[y,]  dt 

<-«  I  Tv  1  .  r—  I 


p  P 


r— l  /•  -l 


(/xz:0,l,2,...,W  —  1) 
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convenendo  che  sia 
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Noi  Knpi>oiTeuio  che  il  determinante  dei  coefficienti-  delle  incognite 


^        V  9  9 


D,  =  X" 


non  sia  identicamente  nullo;  allora  a])pli<*ando  la  regola  di  (^ramer    e<l   in- 
dicando con  D^"\j  il  complemento  algebrico  i^ell'elemento  di  posto  (i  ,_;),    s'avià 


fi 


=  s 


^»« 


S' 


3.  Poniamo  ora  le  seguenti  condizioni 


V) 


\g(sy—  {i.(*)|  ^  (1^) 


2°)  per  ogni  valore  intero  e  positivo  di  n,  sia 


D 


n 


<  fiA,]'  ; 


Aj  indicando  una  successione  di  numeri  positivi  decrescenti,  al  crescere  di  j\ 
e  tali  che  lim  j{Aj  —  A;^^)  zn  +  oo  ; 


^ 
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3*)  esista  determinato  e  flnifn  il 


li...   'i-i^^A,,; 

tt=00       ^n 


P  ^ 

4»)  Sia  |«(«)|  <  V  ;  2l^-(«  »  <)!<  M  ;  j\^  2'^^*  '  *^''  ^  ^*  ' 


5^)   se  l7.(«)K^j  le/<''>  siano  tali  da  aversi 


|/^''1xWJl</^^HP]  =  P/^''^[^]5 


(k:iz:1,2;...,P) 


(V)    i    prodotti  .lK,(/r,f)l- )/:>[!] f  siano    integrabili;   ed  inoltre  tali  che 


(r  =  1 ,  2  , . .  . ,  p) 


4.  Si  ha  allora 


<Mv 


J  0 


Mv|»i  ; 


<»)| 


y  K/>(^ ,  t)  u(t)  dt 

J  \i(s)  ^^ 


P 

'A     y\Ki,,t)\\\,{xì)\àt 

J  n(f)  -^^ 
r-.vM\ 


< 


/o 


|r,(«)l  --rz 


j  "*''  V  K,<«(«  ,  «)  u(t)  dt  ^i  '  "  \^\Kr{s  ,  v)\  \l,(v)\  de 

ri  '•-1 


< 


«/  0 
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ed  in  generale 


« 


|I,<»)|  <  vM'  -4-. 


Avremo  perciò 


n 


|Sj,„|  ^  -rrr   _^, 


n 


D 


n 


i.-iWi  <  -^2  ^^^'^'  ^^'"*  '*' 


ii-i 


1 1 


1^1 


(i-l)!   ' 


i^l 


e  quindi 


V  jA,-M|«| 

»=oo  IN 


Noi  supporremo  che  il  limite  per  w  m  oo  della  S^,»  si»  contante,    cioè    im- 
dipendente  dalla  a. 

5.  PaSoiamo  ora  a  cercare  il  limite  delPalIra  somma  S'j,n- 


J,(*)|  == 


*H') 


H(«) 


Supposto  »]>H,  sarà  |R„{<)|<^s  e  qnimli 


I  Ji(*)|  <  £ 


■.(«,<)|/'-1i]«^'; 


ed  anche^  per  la  disuguaglianza  di  8cliwarz, 


<i>siY  H . 


Inoltre 


r  .-1  /•  -i 


r^4 
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e  poiché  per  la  disuguaglianza  di  Scliwarz  si  ha 


sarà 


|J,W|<PsPN 


1/^- 


Analogamente 


\JM  = 


'9{») 


M(') 


2j^.^'n«,^)/^"W)]^< 


r=.l 


d       >  K,(« ,  t) 


I  J^<)  I  dt 


rc=ri 


< 


•al») 


»»(«) 


Vk,.(«,«)|  rf< 


tó'"''.' 


(e)|*d< 


rr:,»! 


<i?srN' 


y/s 


d<==pePN'|/-^; 


ed  in  generale 


J,(/»)|  <  psPN'-'|/^. 


Avremo  perciò 


« -1  ^  21^1  '•'■••>i  <i;«^>''3'  n'^f 


1-  1 


r«l 


<.4q 


dove,  supposto  |»|  <  8, 


oo 


Q  >2(-'^^J^'y  TT  ' 


U.1 
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sarà  qnindi  al  limite  , 

lim  |S',g<p^lim  e  =  0. 
6.  Abbiamo  con  ciò  trovato  pei  coefficienti  Oj  l'espressione 

OO  p 

dove  fu  lecito  il  pas»agpo  al  limite,  in  ciascun  ti^riiiine,  i»er  n  =  oo,  a  eausa 
della  convergenza  uniforme  della  serie  del  secondo  membro. 

Giova  poi  qui  ricordare  che  affinchè  il  procedimento  esposto  possa  rep:- 
gersi,  è  necessario  che  il  secondo  membro  della  precedente  eguaglianza  risnlti 
indipendente  dalla  s,  come  noi  abbiamo  8ui>j)08to. 

Rimane  ora  a  discutere  la  convergenza  della  serie  ^ajfj(8). 

Ricordiamo  a  tale    scopo  che  per  le  Gj  fu   trovata   la   seguente    relazione 


N<-TrrMj  «■         , 


per  cai,  supposto  che  sia 

^fj(s)\<in^-         ;         M<8, 


avremo 


ex:  co  cx> 


Ora  si  dimostra  subito  che  la  serie  dell'  ultimo    membro    è    convergente 
Invero  il  rap[iorto  d'un  termine  al  suo  precedente 

jAjìlù  j  Aj 

)Aj  e  -^  ^ 

« 

al  crescere  di  j,  tende  allo  zero,  in  quanto  che  le  differenze  (A^^j  —  Aj)  sono 
per  l'ipotesi  2*  del  n.  3,  tutte  negative  ed  il  limite  di  Aj^^  è  Unito. 

La  serie  in  questione  gcdrà  perciò    della    convergenza   assoluta    ed     ani- 
forme. 

Ponendo  in  ]mrticolare  'fj(s)  =  s'^  s'ottiene  la   soluzione    sotto    forma     di 
serie  di  potenze. 

Cagliari,  Novembre  1921. 
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CIRCUITAZIONE  SUPERFICIALE 


V 

M  E  M  O  B  I  A  («) 


ni 


MARIO    PASCAL   (a  Napoli) 


È  ben  noto  come  i  problemi  idrodìnamici  si  studino  d'ordinario  bidimen- 
sionalmeiàte,  ammettendo  l'ipotesi,  contraddetta  del  resto  dalla  più  elementare 
esperienza,  che  il  moto  del  fluido  avvenga,  come  si  dice,  per  piani  paralleli, 
e  che  quindi  i  risultati  raggiunti  per  uno  di  tali  }>iani  valgano  del  pari  per 
tutti  gli  altri.  Se  tale  modo  di  considerare  i  problemi  idrodinamici  porta  a 
semplificazioni  grandissime,  specialmente  per  l'ausilio  che  si  può  ottenere  dal- 
Tuso  sistematico  della  teoria  delle  funzioni  di  variabili  complesse  e  della  rap- 
presentazione conforme,  è  ben  evidente  però  -che  esso  non  può  fornire  cbe 
un'idea  necessariamente  molto  ristretta  dell'effettivo  moto  di  un  fluido  nello 
spazio.  Sarebbe  perciò  molto  desideraì)ile  che  si  riuscisse  sempre  a  trasformare  • 
i  teoremi  del  moto  di  una  corrente  fluida  piana  parallela,  in  teoremi  del  moto 
di  una  corrente  tridimensionale,  e  a  risolvere  i  problemi  idrodinamici  spaziali. 

Nell'intento  appunto  di  portare  nello  spazio  il  teorema  della  forza  sosten- 
tatrice,  dimostrato  da  K.  Joukowski  nel  caso  di  una  corrente  piana  paral- 
rela,  ci  si  è  presentato  il  problema  di  estendere  alle  superficie  chiuse  P  ordi- 
nario concetto  di  circuitazione  di  un  vettore  lungo  linee  chiuse. 

Cominceremo  pertanto  a  definire  quello  che  devesi  intendere  per  circui- 
tazione superficiale,  ne  daremo  la  forma  cartesiana  e  faremo  vedere  che,  a  dif- 
ferenza di- quanto  accade  per  l'ordinaria  circuitazione,  la  circuitazione  superh  • 
ciale  riAlta  essere  un  vettore  e  non  un  numero  (n.  1,  2)  ;  sarà  facile  allora 
darne  la  forma  assoluta  ed  instituire  anche  un  confronto  fra  le  due  specie  di 
circuitazione  (n.  3),  nonché  dimostrare  alcuni  teoremi    analoghi    a    quelli    ben 


(^)  Un  rìassanto  di  questa  Memoria  è  stato  pubblicato,  diviso  in  tre*  brevissime  Note  e 
senza  le  esemplificazioni,  nei*  Rend.  della  R  Acc.  dei  Lincei:  Circuitazione  superficiale.  I:  E' 
8ten9ione  delV ordinario  concetto  di^  circuitazione.  [(5),  t.  29^  ,  1920];  II:  Sua  espressione  vettoriale 
t  teoremi  generali  analoghi  a  quelli  sulla  ordinaria  circuitazione.  [(5),  v.  30^  ,  1921];  III:  Il  teo* 
rema  della  forza  sostentatnce  nel  caso  di  una  corrente  fluida  spaziale.  [(5),  v.  30^,  1921]. 
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noti  sulla  circuitazione  ordinaria  indicando  le  varie  forme  che  possono  asBii- 
mere  le  espressioni  delle  componenti  del  vettore  circuitazione  8uper6«iale  (n.  4). 
Procederemo  poi  ad  an  calcolo  diretto  di  circuitazione  8ui)erdcia]e  per  uua 
particolare  forma  di  potenziale  cinetico  (n.  5).  Infine  applicheremo  i  naovi 
concetti  alla  dimostrazione  di  un  teorema  pel  moto  tridimensionale  di  un  so- 
lido, che  pnò  considerarsi  come  l'  estensione  del  teorema  della  forza  sostenta- 
trice  (n.  6). 


1.  Concetto  di  oiecuitazione  superficiale.  Definizioni  fondamentali. 

Sia  data  una  (fualunque  superfìcie  chiusa  o  in  ogni  punto  della  quale  sia 
definito  un  vettore  V  :  supporremo  i)er  semplicità  che  l'origine  degli  assi  car- 
t/esiani  ortogonali  sia  nellMnterno  dello  spazio  racchiuso  dalla  superficie. 

Immaginando  ora  di  sezionare  la  superficie  data  mediante  piani  xiarai/Wi 
al  piano  coordinato  xy  e  vicini  quanto  si  vuole  l'  uno  all'  altro,  consideriamo 
per  ogni  punto  generico  P  la  componente  tangenziale  C)  della  proiezione  de\ 
vettore  V  su  quello  dei  piani  secanti  che  i)iissa  per  P  :  e  sia  V,'''''. 

Diremo  allora  circuitazione  del  vettore  V,  lungo  la  superficie  chiusa  a,  se- 
condo la  direzione  delVanse  z  Vintegrale  doppio 


(1)  C"'^  =:/\V"''8en7-f/'5 


essendo  y  Vangalo  che  la  normale  interna  alla  superficie  o  nel  punto  P  forma 
con  Passe  z. 

Possiamo  trovare  subito  una  espressione  piìl  signifìcativa  della  (1). 

Il  vettore  V  nel  punto  generico  P  della  superficie  abbia  per  componenti 
secondo  gli  assi  w,  r,  ?r  ;  siano  a,  g,  7  gli  angoli  che  la  normale  interna  a  -3 
in  P  fa  con  gli  assi  j  e  7:  —  a',  ;:—?',  v'  =  90*'  gli  angoli  che  con  pll  assi 
forma  la  proiezione  della  normale  interna  sul  piano  secante  che  passa  per  P, 
IVoiettantlo  V  su  tale  piano  in  V'",  ed  osservantìo  che  le  ('om{>onenti  di  V-*-*'  sono 
ancora  u  e  r,  si  ottiene 

(2)  V/"  =  u  sena'  —  v  cosa'. 

* 

Questa  espressione  può  con  facilità  essere  trasformata  tenendo  conto  del 
fatto  che  l'angolo  della  normale  interna  con  la  sua  proiezione  sul  piano  xy  è 


(^)  11  senso  dato  alla  tangente  essendo  contrario  a  quello  della  rotazione  degli    ìndioì    di 
nn  orologio  yolto  verso  il  senso  positivo  dell'asse  z. 


'){  217  X 

coniplemeutare  dell'angolo  che  la  stessa  normale  forma  con  Tas^e  2  ^  dalle  re- 
lazioni 

sen*Y  =  co8*a  -[-  eos*p         5         sen^  =  —  cosa  cosa'  —  cosp  sena' 
esistenti  fra  gli  angoli  a,  p,  7  ;  a'  si  ricava  ^ 


o 


/«x  /  cosa  ,  cosa 

(3)  cosa  = ,     sena  = 

^  ^  •         .       senv  sen7 

La  (1)  perciò  —  a  meno  del  segno  che  del  resto   può    variare    a   seconda 
del  senso   col  quale  si  intende  calcolato  Pintegrale  doppio  —  può  scriyersL 


(4)  C*'^  =/>  w  cosp  —  r  cosa  (  f?r5. 


Analogamente,  immaginando  di  operare  sezioni  della  superficie  a  con  piani 
vicini  quanto  si  vuole  Puno  all'altro  e  paralleli  ai  piani  yz  e  zxj  e  ripetendo 
il  rngionamento  fatto,  si  ottengono  le  espressioni 


(5)  (J^*  =/)  ^'  <'OS7  —  ic  cosp  j  da 


(6)  C**  =/)  te  cosa  —  u  cosY  (  ^^ 


(lie  sono  rispettivamente  le  circuitazioni  del  vettore  V  lungo  la  superficie  a  se' 
condo^  le  direzioni  degli  assi  x  e  y,  nel  senso  positivo  che  abbiamo  già  fissato 
P^T  la  tangente  alle  linee  sezioni  della  superficie. 

Se  si  pone  P  equazione  della  superficie  0  sotto  la    forma  z  =  z(x  y  y)   me- 
aliante  le  note  formole    - 


cosa  = -z====r=      ;       nnsp  =:-  ;       COS' 


(dz  dz\  I 


VOI.  ux.  28 
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la  (4)  si  può  scrivere 


(7)  C^^  z=jl)uq  —  vp\dx  dy 


mentre  le  (5),  (6)  diventano  anàlogamente 


(8)  C'''=l  )v  —  wq\(ìxdy 


(9)  C**  =lhu)p-'U\  dx  dy. 


2.  Il  vettore  C  della  circuitazione  superficiale» 

'        Le  C' ,  C**  ,  C**^  non  sono  evidentemente  altro  che  le  componenti  secontìo 
gli  assi  coordinati  di  un  vettore  C  della  circuitazione  superficiale. 

Si  può  infatti  subito  mostrare  che  la  circuitazione  lungo  una  superfiik 
chiusa  secondo  una  qualsiasi  direzione,    si  può    esprimere    linearmente   niediauU 

Sia  data  una  qualsiasi  retta  C  uscente  dall'origine  e  che  faccia  con  gii 
assi  rispettivamente  gli  angoli  a,  &,  e  ;  sezioniamo  la  superficie  data  mediante 
piani  vicini  quanto  si  vuole  l'uno  all'altro  e  perpendicolari  a  C. 

i.a  normale  interna  in  un  punto  generico  P  della  superficie  faccid,  al  so 
lito,  gli  angoli  a,  %  y  ^^^  &iì  ^ssi  ;  chiamiamo  inoltre  a^ ,  p^ ,  j^  gli  angoli  cbe 
fa  con  gli  assi  la  tangente  in  P  alla  linea  sezione  della  superficie  con  il  piami 
perpendicolare  alla  direzione  C  e  passante  per  P.  Essendo  tale  tangente  jh-t- 
pendicolare  tanto  alla  normale  interna  quanto  a'C?  si  hanno  le  relazioni 

cosa^  cosa  -|-  cosp^  cosp  -f-  cosy^  cosy  =  0 
€osa^  cosa  +  cosp^  cosfe  +  cosy^  cose  =  0 

dalle  quali  si  ricavano  subito,  a  meno  di  un   fattore    p    di    proporzionalità,  i 
valori  di  cosa^ ,  cos^^  ^  cosy^  quali  minori  della  matrice 

cosa         cosp         COSY 
cosa         cosZ»         cose 

Se  allora  Yi  ^  1'  angolo  che  la  normale  interna  fa  con  la  direzione  l  si 
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1,  quale  espressione  della  circuftstzi^Hie  superficiale  secondo  la  direzione   C   6 
fi  senso  positivo  già  fissato 


OSP  cose  —  COSf  COsft  (  +  v)  C08Y  ^^^^  —  <'^8*  c<>»<j(  -j- 


-[-  fi^cosa  cosft — cosp  cosie^ 


schy',  •^*'* 


11  fattore  p  è  dato,  come  ò  noto,  da 


P  = 


senY  4 


perciò,  notando  clie  a,  ò,  o  non  variano, 


['rnCOSd 


j)  V  cosif  — 


?r  cosp  (  <?a-[-co86  ij  tv  cosa — te  cosy  \  ^^  + 


loe 


-[-cose/ J  u  cosp — T  cosa  (  do 


(10) 


Cj;j=  C"'  cosa  +  0'"*  cosfò  -f  C'^^  cose. 


La  forinola  precedente  dimostra  V  assunto  e  ci  fa  vedere  clie  0^  non  è 
^tro  che  la  proieziojne  nulla  direzione  C  del  vettore  C  della  circuitazione  nuperjl- 
kle  le  cui  componenti  secondo  <jli  assi  x,  y,  z  sono  rispettivamente  C*" ,  C** ,  C*^. 

3.  Forma  assoluta  della  oiROtTiTAzioKB  superficiale. 

£  agevole  dedurre  dalla  definizione  posta,  la  forma  assoluta  del  vettore 
^lla  circuitazione  superficiale. 

Indichiamo  con  i ,  J ,  k  tre  vettori  fondamentali  ;    con  u,  v,  w   le   oompo-. 
«*nti  secondo  le  direzioni  di  essi  del  vettore  V  ;  e  con  cosa,  cosp,  cosy   i  co- 
Hii  direttori  del  vettore  unitario  n  parallelo  alla  norm:ìle  interna  alla  super- 
eie  0.  Si  ha  allora,  come  è  ben  noto, 


VAn  = 


i       J 


U 


V 


w 


cosa    cosp    COSY 
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Evideatemeiite  allora  il  vettore  della  circuitazione  superficiale  è 


(11)  C  =  Nf\n'do. 


Tale  espressioue  potrebbe  darsi  direttanieute  etnie  deliaizione  della  cir 
cuitazione  supertìciale  riguardata  come  esteasioue  immediata  della  ordiuaria 
circuìtazioue  lungo  liuee  cbiuse. 

.  Ricordiamo  iafatti  clie  questi,  è  dotiuit.i  come  riiitegrale  esteso  a  tutta  la 
*  linea  considerata,  della  proiezione  del  vettore  V  sulla  tangente  in  ogni  panto 
della  lìnea  stessa. 

Se  si  vu<^>l  procedere  in  modo  analog  >  nel>  ciso  di  una  superficie  chinsa, 
b  ista  notare  che  la  componente  del  vettore  V  norm  ile  al  vettore  unitario  n, 
cioè  la  proiezione  di  V  sul  piano  tangente  alla  superficie,  è  (^) 

n/\(VA«)  =  V  — Vxn.n  • 

•  •  • 

'   eil  ha  lo  stesso  modulo  di  V/\n  che  si  ottiene  applicando  1'  oi>eratore  i  (rota- 
zione di  un  retto)  intorno  a  n.   ^ 

È  interessante  porre  a  confronto  il  vettoie  (11)  della  circuitazione  suiier- 
ficisìle  col  numero 


Vx<fP 


che  esprime,  come  si  sa,  la  circuitazione  ordinaria  del  vetfòre  V  lungo  la  linea 
chiusa  s.  Ciò  porterà  anche  a  vedere  più  addentro  sulla  natura  dei  due  enti. 

Immaginiamo  che  la  superficie  a  tenda,  appiattendosi,  a  ridursi  ad  ima 
porzione  piana  limitata  da  una  linea  chiusa  «.  È  evidente  allora  che  i  vettori 
V/\n  tendono  ad  essere  tignali,  paralleli  e  di  verso  contrario  per  tutti  i  punti 
compresi  nelle  dne  faccie  deir<)rea  piana  limitata  da  «,  mentre  per  i  punti  del 
contorno  mod(V/\n)  ha  valori  finiti.  Per  tali  punti,  n  giace  nello  stesso  piano 
fondamentale  nel  quale  è  contenuto  il  vettore  V  e  sul  quale  la  superficie  o  è 
stato  supposto  che  si  sia  schiacciata.  , 

In  tali  condizioni  V  integrale  doppio  (9)  tenderà  —  a  meno  di  un  fattore 
infinitesimo  —  ad  un  integrale  semplice  esteso  al  contorno  «. 

D'altra  parte  il  vettore  V/\n  per  ogni  punto  di  h,    è    normale    al    piano 


(3)  B  II  r  a  l  ì  -  P  o  r  t  i    e    M  a  r  e  o  I  o  ii  k  "  i    Eietnenti    di    cai  vlo    vettoriale.  Bologna,  Zani- 
ehelli,  2»  ed.,   1921. 
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fondamentale,  e  l'integrale  suddetto  rappresenta  la  risaltante  di  tatti  i  vettori 
paralleli  V/\n  sul  contorno.  Il  modulo  del  vettore  risaltante  è,  nel  piano,  uguale 
all'  integrale  del  modulo  di  V/\n  esteso  a  s  :  possiamo  quindi  operare  sui 
moduli. 

Se  t  è  un  vettore  unitario  parallelo  alla  tangente  a  8  nel  punto  generico 
P,  essendo  V,  n,  t  complanari  e  quindi 

m 

sen(V  ,  n)  =  co8(V  ,  t) 
8i  ha 


mod(V/\n)  =  modV-modn-sen(V  ,  n)  zm  modV-modt.co8(V  ,'t)  =  V  x  t. 

L'integrale  doppio  (11)  pertanto,  nelle  ipotesi  fatte  ed  a  meno  di  un  fat 
tore  infinitissimo,  diventa 


I 


Vxt.d*=/VxdP  ; 


cioè  al  tefidere  della  superficie  o  ad  una  porzione  piana  limitata  dalla  linea  s,  la 
circuitazione  del  vettóre  V  lungo  la  superficie  o  tende  alV espressione  delV ordinaria 
circuitazione  di  V  lungo  s. 

Qnesto  ci  dice  in  altre  parole  che  se  consideriamo  il  nuwero  circuitazione 
ordinaria  lungo  nna  linea  Sj  come  il  modulo  di  un  vettore,  questo  vettore  è 
precisamente  quello  al  quale  si  riduce  il  vettore  della  circuitazione  superficiale 
quando  la  superfìcie  si  schiaccia  su  uh  piano  e  diventa  la  porzione  piana  li- 
mitata da  s. 


4.  Teoremi  sulla  circuitazione  superficiale. 

Possiamo  ora  dimostrare  due  teoremi  affatto  simili  a  quelli  noti  sulla  cir- 
cuitazione ordinaria. 

In  tutto  quello  che  segue  supporremo  che  il  vettore  V,  definito  per  ogni 
punto  della  superficie  o,  sia  quello  della  velocità  di  una  corrente  fluida  tridi- 
mensionale in  seno  alla  quale  è  tracciata  o. 

Si  ha  subito  che  :  Se  la  circuitazione  superficiale  è  nulla  qualunque  sia  la 
superficie  lungo  la  quale  è  calcolata,  le  velocità  del  Huido  dipendono  da  una  fun- 
zione potenziale  uniforme. 
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La  (11),  mediante  nna  formola  nota  (%  sì  pnò  scrivere 


(12)  C=i/VAn.(?(3=/rotV(«t 


avendo  accennato  con  t  il  volume  di  fluido  racchiuso  dalla  superficie  a. 

Se  si  sappone  nullo  il  vettore  C  della  circuitazione  superficiale   per    qua- 
lunque superficie,  sarà 

rotV  =  0 

e  quindi,  per  un  teorema  n<  to  (%  e  snppouendo  (ciò  che  si  pnò  fare  senz» 
togliere  generalità)  il  cauipo  r  seu^plicemeiite  connesso,  il  vettore  V  è  il  gra- 
diente di  una  funzione  uniforme,  cioè  è 

V  =:  grad^ 

in  cui  4>  è  il  potenziale  (monodromoj  di  velocità. 

Se  il  campo  z  fosse  ciclico,  <I>  non  risulterebbe  uniforme. 

Si  può  dimostrare  subito  anche  la  inversa:  Se  le  velocità  dipendono}  da  una 
funzione  potenziale  uniforme  la  circuitazione  superficiale  è  nulla» 

Infatti  si  ha  in  tal  caso 


rotV  =  rot  grad4>  =  0 


relazione- — è  bene  notarlo — che  è  zero  soltanto  quando  4>  è  una  funzione 
monodroma.  Quando  ^  è  polidroma,  tanto  la  circuitazione  superficiale,  quanto 
quella  ordinaria,  non  sono  in  generale  nulle. 

Lo  stesso  teorema  può  essere  dimostrato  anche  in  un  altro  modo  che  ci 
dà  occasione  di  porre  le  componenti  del  vettore  della  circuitazione  superficiale 
sotto  una  terza  forma  che  ci  potrà  essere  utile. 

Possiamo  porre  infatti 

cosa  do  z=  dy  dz     ,     cosp  do  :z=:dz  dx     ,     coSY  do  =  dw  dy 


(*)  Burali-Forti  e  Marcolongo,  loo,  cit. 
(*)  Ibid. 
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e  quindi  per  esempio 


(13)  C*"^  =  h^  <508P  —  V  cosa  (  do  =/  /[w  dz  dx  —  v  dy  de] 


con  la  convenzione 


(14)  ll[u  dz  dx  —  V  dy  dz]=i  —  li\udx  dz  —  v  dz  dy]  ; 


la  espressione  sotto  il  segno  è  ora  una  forma  differenziale  del  tipo  considerato 
dal  Poincaré  (•)  e  cioè  del  tipo 

Ady  dz-^-Bdz  dx-\-  C  dxdy 

0 

A,  By  C  essendo  funzioni  regolari  delle  tre  variabili. 

La  condizione  perchè  l'integrale  doppio  di  una  forma  differenziale  siffatta, 
sia  indipendente  dalia  superfìcie  d'integrazione,  cioè,  esteso  ad  una  superficie 


(*)  H.  Poincaré,  Sur  lc8  residus  des  iniegralen  douhìes.  Aota  Mnth.,  Bd.  9,  1887;  vedi 
anche:  M.  Pascal,  Sull'integrale  multiplo  di  una  forma  differenziale.  Rend.  R.  Acc.  di  Na- 
poli, (3),  V.  26,  1920. . 

La  ragione  della  necessità  della  convenzione  fsitta  può  farsi  vedere  con  un  esempio  sem- 

plicissimo.  Si  consideri  l'integrale    jldxdy  che  rappresenta  l'area  di  un  cerchio  di  raggio  r. 


Se  si  fa  prima  V  integrazione  rispetto  a  y,  e  si  fìssa  come  senso  positivo   del  contorno  quello 
orario  si  ha 


/' 


dx 


i  cui  limiti  sono  da  —  r  a  -f  '' »  s^  si  vuole  invece  far  prima  l'integrazione   rispettosa   x,  e 
conservare  il  prefissato  senso  positivo  è  necessario  scambiare  i  limiti  d'integrazione  cioè  porre 


/. 


xdy 


vi  è  dunque  un  cambiamento  di  segno:  il  che  porta  che  non  è  indifterente  l'ordine  col  quale 
si  compiono  le  integrazioni  successive  negli  integrali  multipli. 

La  convenzione  (14)  è  del  Poincaré.  V.  anche:  E.  Picard,  Traile  d*Analyèe.  Paris, 
Qanthier  Villars,  1905;  Gap.  IX,  }  3.  ^ 
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chiusa,  sia  zero,  è 


dA    ^    dB    ,    dC 
da:         dy         dz 


Nel  caso  della  (13)  e  nelP  ipotesi  che  u  ,  v  dipendano  da  un  potenziale 
uniforme  e  siano  esse  stesse  uniformi  in  tutto  il  campo,  la  precedente  condi- 
zione risulta  senz'altro  verificata  avendosi 


dy         dx 


? 


e  quindi  C*^  =  0. 

Analoghe  considerazioni  possono  farsi  per  le  altre  comiìonenti  del  vettore 
della  circuitazione  superficiale  poste  sotto  la  forma 


(15)  C'  =\\[vdxdy  --wdz  dx\ 


(1 6)  C*^  =/  \\ic  dy  dz  —  tt  dx  dy] . 


La  forma  (13)  delle  componenti  del  vettore  circuitazione  superficiale  dà 
luogo  ad  altre  considerazioni. 

Se  le  velocità  dipendono  da  una  funzione  potenziale  polidroma  si  ha  iden- 
ticamente 


C^'^zzi/  \[u  dz  dx  —  v  dy  dz]  =\dz  \  -^dx-\--j-dy 

Considerando  z  costante,  la  quantità  sotto  il  segno  è  il  differenziale  esatto 
di  <t>  rispetto  a  a?  e  t(,  quindi,  l'integrale  essendo  esteso  alia  curva  chiosa  se- 
zione delia  superficie  col  piano  z  =  cost.,  il  risultato  dell'integrazione  è  preci- 
samente la  differenza  dei  valori  che  assume  4>  in  ufi  punto  della  curva  prima 
e  dopo  un  giro  )  e  cioè  una  funzione  di  z  che  può  considerarsi  come  la  co- 
ntante ciclica  di  ^  per  ogni  z  =  cost.  Indicandola  con  k^ ,  si  ha 


(17)  Q^  =  \lc,dz. 


=> 
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Analogamente  si  avrà 


X 


dx        ;         0**  =\ky  dy 


Se  poi  il  potenziale  è  simmetrico  e  dipende  per  esempio  soltanto  da  a;  e  ^, 
l'integrale  r 


d4>  d$ 

doc  +  -r—dy 


dx  Sy 


è  proprio  la  costante  ciclica  di  4>.  Indicandola  con  Jc,  le  componenti  del  vet- 
tore circnitazione  superficiale  sono 


(18) 


essendo  y„  ^  ^'y  rispettivamente  le  costanti  cicliche  di  ^  per  «=cost,  e  y=:co8t. 

Risulta  in  tal  modo  immediato  il  calcolo  effettivo  della  circuitazione  su- 
perficiale. 

Si  può  dimostrare  ora  il  teorema  :  Se  esiste  potenziale  di  moto  {polidronu)) 
la  circuitazione  superficiale  è  indipendente  dalla  superficie  chiusa  lungo  Ut  quale 
è  calcolata.  In  altri  termini  se  due  superficie  chiuse  circondano  un  medesimo 
insieme  di  punti  singolari,  la  circuitazione  superficiale  calcolata  su  una  di  esse 
è  ugnale  a  quella  calcolata  sull'altra,  qualora  naturalmente  u^  v^  w  non  siano 
singolari  nello  spazio  compreso  fra  le  due  superficie. 

Supponiamo  che  le  velocità  dipendano  da  un  potenziale  (polidromo)  ;  1'  e- 
spréssione  (7)  ci  dà 


(19)  0^=111^  q-^p^dwdy. 


Per  dimostrare  allora  il  nostro  assunto  basterà  far  vedere  che  il  precedente 
integrale  (ed  analogamente  gli  altri  due  simili)  è  indipendente  dalle  variazioni 
di  z  cioè  dalle  variazioni  della  superficie  a  di  equazione  z=z{Xyy). 

Ed  invero  ponendo 

V(x,y,z,p,q)=-^q-^p 

TOL.  ux,  29 
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noti  sulla  ciré  lutazione  ordinaria  indicando  le  varie  forme  cbe  possono  assii 
mere  le  espressioni  delle  componenti  del  vettore  circuitazione  superfìdale  (n.l). 
Procederemo  poi  ad  un  calcolo  diretto  di  circiiitazioae  sui)erflcia)e  insr  uiih 
particolare  forma  di  potenziale  cinetico  (n.  5).  Infine  applicheremo  i  nuovi 
concfetti  alla  dimostrazione  di  un  teorema  pel  moto  tridimensionale  di  un  so- 
lido, che  può  considerarsi  come  V  estensione  del  teorema  della  forza  sostenta- 
trice  (n.  6). 


1.  Concetto  dt  ciecuitazione  superficiale.  Definizioni  fondamentali. 

Sia  data  una  (fnalunque  superfìcie  cbiusa  o  in  ogni  punto  della  quale  sia 
definito  un  vettore  V  :  supporremo  per  semplicità  die  l'origine  degli  assi  car- 
tesiani ortogonali  sia  nell'interno  dello  spazio  raccbiuso  dalla  superficie. 

Immaginando  ora  di  sezionare  la  superfìcie  data  mediante  [nani  paral/Wi 
al  piano  coordinato  xy  e  vicini  quanto  si  vuole  1'  uno  all'  altro,  consideriaiuo 
per  ogni  punto  generico  P  la  componente  tangenziale  (*)  della  proiezione  del 
vettore  V  su  quello  dei  piani  secanti  che  imssa  per  P  :  e  sia  V/". 

Diremo  allora  circuitazione  del  vettore  V,  lungo  la  superficie  chiusa  %  w- 
comio  la  direzione  deWasse  z  Vintegrale  doppio 


(1)  C-^*"  =lVt'^i^eu^'dG 


etisendo  y  V angolo  che  la  normale  interna  alla  superficie  o  nel  punto  P  form 
con  Passe  z. 

Possiamo  trovare  subito  una  espressicme  più  significativa  della  (1). 

Il  vettore  V  nel -punto  generico  P  della  superficie  abbia  per  comi)onenti 
secondo  gli  assi  u,  r,  w  ;  siano  a,  p,  7  gli  angoli  che  la  normale  interna  a  ^ 
in  P  fa  con  gli  assi  j  e  iz  —  a\  7:  —  g',  7'  =  90*  gli  angoli  che  con  gli  assi 
forma  la  proiezione  della  normale  interna  sul  piano  secante  che  passa  per  P. 
IVoiettnndo  V  su  tale  piano  in  V'",  ed  osservando  che  le  ('om{)onenti  di  V^"  sorm 
ancora  u  e  v,  si  ottiene 

(2)  V/''"  =  u  sena'  —  v  cosa'. 

•  - 

Questa  espressione  può  con  facilità  essere  trasformata  tenendo  conto  del 
fatto  che  l'angolo  della  normale  interna  con  la  sua  proiezione  sul  piano  xy  è 


(^)  Il  8eD80  dato  alla  tanj^cnte  esHendo  contrario  a  quello  della  rotazione  degli    indioi  Ai 
UD  orologio  volto  Terso  il  senso  positivo  delFasse  z. 
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eooipleineiìtare  dell'angolo  che  la  stessa  normale  forma  con  Tasse  z  ;  dalle  re- 
lazioni 

sen*Y  =  cos*a  -\-  cos*p         ;         sen^  =  —  cosa  cosa'  —  cosp  sena' 

esistenti  fra  gli  angoli  a,  p,  ^  ^  ^'  ^ì  ricava  ^ 

/«x  /  cosa  ,  cosS 

(3)  cosa  = ,     sena  = —. 

^  •         .        senv  sen7 

La  (1)  perciò  —  a  meno  del  segno  che  del  resto   può    variare    a   seconda 
del  senso  col  quale  si  intende  calcolato  l'integrale  doppio  —  può  scriversi. 


(4)  C"*'' ZZI />  w  cosp  —  r  cosa  (  rfrj. 


Analogamente,  immaginando  di  operare  sezioni  della  superficie  a  con  piani 
vicini  quanto  si  vuole  l'uno  all'altro  e  paralleli  ai  piani  yz  e  zx^  e  ripetendo 
il  ragionamento  fatto,  si  ottengono  le  espressioni 


(5)  C^*  =j)v  COS7  —  ir  cosp  (  da 


(6)  C**  =/ )  w  cosa  —  u  cosY  (  ^^ 


<'iie  sono  rispettivamente  le  circuitazioni  del  vettore  V  lungo  la  superficie  a  se' 
condq  le  direzioni  degli  assi  x  e  y,  nel  senso  positivo  che  abbiamo  già  fissato 
p^r  la  tangente  alle  linee  sezioni  della  superficie. 

Se  si  pone  1'  equazione  della  superficie  s  sotto  la    forma  z=zz(x  ,  y)   me- 
diante le  note  formole    - 


P 

fiORft  =  ^   ,       -      ;      f*nsp  irr—  ;      CO^Y 


>'i+/+9*  .         nw+9'  j'i+p'+fl' 


H 


dz  dz 


,     fl  =  -r-  ;         dn  —  )\-\p^-\-q^,dxdy    - 


dx  dy 


VOL.   LIX.  28 


)(  218  J( 


la  (4)  si  può  scrivere 


(7)  C^  =  /  /)  uq  —  vp\dxdy 


mentre  le  (5),  (6)  diventano  anàlogamente 


(8)  G'''=\\)v  —  wq\fixdy 


(9)  C*'=\\)wp^u\dx  dy. 


2.  Il  vettore  C  della  ciecuitazionb  superficiale» 

'        Le  C* ,  O**  ,  C^  non  sono  evidentemente  altro  che  le  componenti  8econd( 
gli  asRÌ  coordinati  di  un  vettore  C  della  circuitazione  superficiale. 

Si  può  infatti  subito  mostrare  che  la  circuitazione  lungo  una  superfiài 
chiusa  secondo  una  qualsiasi  direzione,    si  può    esprimere    linearmente  mediauU 

Sia  data  una  qualsiasi  retta  C  uscente  dall'  origine  e  che  faccia  con  gli 
assi  rispettivamente  gli  angoli  a,  &,  e;  sezioniamo  la  superfìcie  data  mediante 
piani  vicini  quanto  si  vuole  Tuno  all'altro  e  perpendicolari  a  C. 

iia  normale  interna  in  un  punto  generico  P  della  superficie  faccia,  al  so 
lito,  gli  angoli  a,  p,  7  con  gli  assi;  chiamiamo  inoltre  «^ ,  P^ ,  t^  gli  angoli  tbe 
fa  con  gli  assi  la  tangente  in  P  alla  linea  sezione  della  superficie  con  il  piano 
perpendicolare  alla  «lirezione  C  e  passante  per  P.  Essendo  tale  tangente  i^r- 
pendicolare  tanto  alla  normale  interna  quanto  a  C9  si  banno  le  relazioni 

cosa^  cosa  -\-  cosp^  cosp  -f-  cos^^  CO87  =  0 
cosa^  cosa  +  cos^j  cosfe  +  cos^^  cose  z=  0 

dalle  quali  si  ricavano  subito,  a  meno  di  un  fattore    p    di    proporzionalità,  i 
valori  di  cosa^ ,  cos^^ ,  cos^^  quali  minori  della  matrice 

cosa         cosp         CO87 
cosa         cosZ»         cose 

Se  allora  7^  è  l'angolo  che  la  normale  interna  fa  con  la  direzione  C,  si 


1 

I 
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,  quale  espressione  della  circuit.j» zinne  saperficiale  secondo  la  direzione   C   © 
1  senso  positivo  già  fissato 


4 


n^cosp  cose  —  cosf  cos6(  +  v)  cosy  ^^^^  —  **^sa  co8c(  -j- 


-|-  n^cosa  cosft — cosp  cosa^ 


seri^'j-rfa. 


11  fattore  p  è  dato,  come  è  noto,  da 


P  = 


sen^  ^ 


IHfrciò,  notando  die  a,  ò,  e  non  variano, 


';=cosa  h  t?  cosif — ?r  cosg  ^  <?o-[-co8ò/)  n;  cosa — w  cos7  \  <^^  + 


-f- cosci J  u  cosp — T  cosa  ^  do 


loe 


10) 


C^  z=  C'^=  cosa  +  C"'  cosfc  4-  C^^  coso. 


La  formola  precedente  dimostra  V  assunto  e  ci  fa  vedere  clie  O^  non  è 
\ltro  che  la  proieziojne  nulla  direzione  C  del  vettore  C  della  circuitazione  Huperfi- 
•j«ic  le  cui  componenti  secondo  gli  assi  x,  y,  z  sono  rispettivamente  C*" ,  C* ,  C*^. 

3.  Forma  assoluta  della  ci rouit azione  superficiale. 


E  agevole  dednrre  dalla  definizione  posta,  la  forma  assoluta   del   vettore 
>1U  circuitazione  superficiale. 

Indichiamo  con  i ,  J  ,  k  tre  vettori  fondamentali  ;    con  u,  v,  w   le   oompo-. 
itMUi  secondo  le  direzioni  di  essi  del  vettore  V;  e  con  cosa,  cosp,  cosy   i  co- 
Pili  direttori  del  vettore  unitario  n  parallelo  alla  normale  interna  alla  super- 
ne (3.  Si  ha  allora,  come  è  ben  noto, 


VA» 


i        J 


U 


V 


w 


cosa    cosp    COSY 
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Evidt^Dtemeiite  allora  il  vettore  della  circuitazione  superficiale  è 


(11)  C  =  N/\ndci, 


Tale  espressione  potrebbe  darsi  direttamente  co  ne  detinizione  della  cir 
cuitazione  supertìciale  riguardata  come  estensione  immediata  della  ordinaria 
circuitazione  lungo  linee  cbiuse.    . 

.  liicordiamo  infatti  dm  queliti  è  dotìnit.i  come  Fiiitegrale  esteso  a  tutta  la 
*  linea  considerata,  della  proiezione  did  vettore  V  sulla  tangente  ia  ogni  paato 
della  linea  stessa. 

Se  si  vu'^d  procedere  in  modo  analog)  nel.ciso  di  una  superficie  chinsa, 
bista  notare  che  la  componente  del  vettóre  V  norm  ile  ai  vettore  unitario  n^ 
cioè  la  proiezione  di  V  sul  piano  tangente  alla  superficie,  è  0 

k 
i 

■    nA(VAn)  =  V-Vxn.n  ■ 

'   etl  ha  lo  stesso  modulò  di  V/\n  che  si  ottiene  applicando  V  operatore  i  (rota- 
zione di  un  retto)  intorno  a  n.   ^ 

È  interessante  porre  a  confronto  il  vettore  (11)  della  circuitazione  8ui)er- 
ficiiile  col  numero 

VxrfP 


s 


ebe  esprime,  come  si  sa,  la  circuitazione  ordinaria  del  vetfbre  V  lungo  la  linea 
chiusa  «.  Ciò  porterà  anche  a  vedere  più  addentro  sulla  natura  dei  due  enti. 

Immaginiamo  che  la  superfìcie  a  tenda,  appiattendosi,  a  ridursi  ad  una 
porzione  piana  limitata  da  una  linea  chiusa  «.  È  evidente  allora  che  i  vettori 
V/\ll  tendono  ad  essere  ognali,  paralleli  e  di  verso  contrario  per  tntti  i  punti 
compresi  nelle  due  faccie  dell'area  piana  limitata  da  «,  mentre  per  i  punti  del 
contorno  mod(V/\n)  ha  valori  finiti.  Per  tali  punti,  n  giace  nello  stesso  piano 
fondamentale  nel  quale  è  contenuto  il  vettore  V  e  sul  quale  la  superficie  a  è 
stato  8uppo6t>o  che  si  sia  schiacciata.  , 

In  tali  condizioni  V  integrale  doppio  (9)  tenderà  —  a  meno  di  un  fattore 
infinitesimo  —  ad  un  integrale  semplice  esteso  al  contorno  #. 

D'  altra  parte  il  vettore  V/\n  per  ogni  punto  di  »,    è    normale    al    piano 


(3)  B  11  r  a  1  i  -  F  o  r  1 1    e    M  a  r  e  o  1  o  n  ^  o  ,    EleMenli    di    cai  oìo    p«ttoriaU.  Bologna,  Ziiiii* 
eUelli,  2»  ed.,   1921. 
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fondamentale,  e  l'integrale  8iuldetto  rappresenta  la  risultante  di  tatti  i  vettori 
paralleli  V/\ll  sul  contorno.  Il  modulo  del  vettore  risultante  è,  nel  piano,  uguale 
all'integrale  del  modulo  di  V/\ll  esteso  a  s:  possiamo  quindi  operare  sui 
moduli. 

Se  t  è  un  vettore  unitario  parallelo  alla  tangente  a  8  nel  punto  generico 
P,  essendo  V,  n,  t  complanari  e  quindi 

8en(V  ,  n)  =  cos{V  ,  t) 
bi  ba 

mod(V/\n)=:modV-modn-sen(V  ,  n)  =z  modV«modt.cos(V  /t)  =  Vxt 

L'integrale  doppio  (11)  pertanto,  nelle  ipotesi  fatte  ed  a  meno  di  un  fat* 
tore  infinitesimo,  diventa 


i 


yxt'difzzzNxdP  ; 


cioè  al  tendere  della  superficie  o  ad  una  porzione  piana  limitata  dalla  linea  8,  la 
circuitazione  del  vettóre  V  lungo  la  superficie  o  tende  alV espressione  delVordinaria 
circuitazione  .di  V  lungo  s. 

Questo  ci  dice  in  altre  parole  che  se  consideriamo  il  numei^o  circuitazione 
ordinaria  lungo  una  linea  «,  come  il  modulo  di  un  vettore,  questo  vettore  è 
precisamente  quello  al  quale  si  riduce  il  vettore  della  circuitazione  superficiale 
quando  la  superficie  si  schiaccia  su  uh  piano  e  diventa  la  porzione  piana  li- 
mitata da  s. 


4.   TE0RE>II    sulla    circuitazione   SUPEKPICIALE. 

f 

Possiamo  ora  dimostrare  due  teoremi  affatto  simili  a  quelli  noti  sulla  cir- 
cuitazione ordinaria. 

In  tutto  quello  che  segue  supporremo  che  il  vettore  V,  definito  per  ogni 
punto  della  superficie  cr,  sia  quello  della  velocità  di  una  corrente  fluida  tridi- 
mensionale in  seno  alla  quale  è  tracciata  a. 

Si  ha  subito  che  :  Se  la  circuitazione  superficiale  è  nulla  qualunque  sia  la 
superficie  lungo  la  quale  è  calcolata,  le  velocità  del  Huido  dipendono  da  una  fun- 
zione potenziale  uniforme. 
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La  (11),  mediante  ima  formola  nota  (%  si  può  scrìvere 


(12)  C=ly/\n.do  =  jroty'dT 


avendo  accennato  con  z  il  volume  di  fluido  raccbiuso  dalla  superficie  C3. 

Se  si  8U))pone  nullo  il  vettore  C  della  circuitazione  superficiale   per   qua- 
lunque superficie,  sarà 


rotV  =  0 


il 


e  quindi,  per  un  teorema  n(  to  {%  e  supponendo  (ciò  che  si  può  fare  senza 
togliere  generalità)  il  caujpo  t  seiApliceinente  connesso,  il  vettore  V  è  il  gra- 
diente di  una  funzione  uniforme,  cioè  è 

V  =  grad4> 

in  cui  <l>  è  il  potenziale  (monodromoj  di  velocità. 

Se  il  campo  i  fosse  ciclico,  4>  non  risulterebbe  uniforme. 

Si  può  dimostrare  subito  anche  la  inversa:  Se  le  velocità  dipendono}  da  una 
funzione  potenziale  uniforme  la  circuitazione  superficiale  è  nulla. 

Infatti  si  ha  in  tal  caso 

rotV  =  rot  grad<^  =  0 

relazione- —  è  bene  notarlo  —  che  è  zero  soltanto  quando  4>  è  una  funzione 
monodroma.  Quando  <l>  è  polidroma,  tanto  la  circuitazione  superficiale,  quanto 
quella  ordinaria,  non  sono  in  generale  nulle. 

Lo  stesso  teorema  può  essere  dimostrato  anche  in  un  altro  modo  che  ci 
dà  occasione  di  porre  le  componenti  del  vettore  della  circuitazione  superficiale 
sotto  una  terza  forma  che  ci  potrà  essere  utile. 

Possiamo  porre  infatti 

cosa  da  =  dy  dz     ,     cosp  do  :=:dz  dx     ,     cosy  dei  =dxdy 


(*)  B  11  r  a  li  -  F  o  r  t  i  e  M  a  r  e  o  1  o  d  g  o  ,  loc,  cit. 
(*)  Ibid. 
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e  quindi  per  esempio 


(13)  C^  =  h  u  cosp  —  V  cosa  \da=ill[udz  dx —  v  dy  dz\ 


a  ' 


con  la  convenzione 


(14)  ll\u  dzdx  —  V  dy  ds]=::  —  ll\udx  dz  —  v  dz  dy\  ; 


la  espressione  sotto  il  segno  è  ora  una  forma  differenziale  del  tipo  considerato 
dal  Poincaré  (®)  e  cioè  del  tipo 

Ady  dz  -{-Bdzdx-^-  C  dx  dy 

A,  B,  G  essendo  funzioni  regolari  delle  tre  variabili. 

La  condizione  perchè  l'integrale  doppio  di  una  forma  differenziale  siffatta, 
sia  indipendente  dalla  superfìcie  d'integrazione,  cioè,  esteso  ad  una  superficie 


(^)  H.  Poincaré,  Sur  Ics  rcsidus  (fcs  iniegràlea  douhies,  Aota  Math.,  Bd.  9,  1887;  ve<li 
anche:  M.  Pascal,  SuWintegrale  multiplo  di  vna  forma  differenziale,  Rend.  R.  Acc.  di  Na- 
poli, (3),   V.  26,  1920. . 

La  ragione  della  necessità  della  convenzione  fatta  può  farsi  vedere  con  nn  esempio  sem- 
plicissimo. Si  consideri  ^integrale    lldxdy  che  rappresenta  l'area  di  un  cerchio  di  raggio  r. 


Se  si  fa  prima  V  integrazione  rispetto  a  y,  e  si  fissa  come  senso  positivo   del  contorno  qnello 
orario  si  ha 


lydx 


i  cui  limiti  sono  da  —  r  a  -{-  ^' >  ^^  si  vuole  invece  far  prima  T  integrazione   rispettosa   x,  e 
conservare  il  prefissato  senso  positivo  è  necessario  scambiare  i  limiti  dMntegrazione  cioè  porre 


/. 


xdy 

-fr 

vi  è  dunqne  nn  cambiamento  di  segno:  il  che  porta  che  non  h  indifterente  Pordine  col  qnale 
si  compiono  le  inte^^razioni  successive  negli  integrali  multipli. 

La  convenzione  (14)  è  del  Poincaré.  V.  anche:  E.  Picard,  Traile  d'Analyse.  Paris, 
Qantfaier  Villars,  1905;  Gap.  IX,  $  3.  ^ 
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chiusa^  sìa  zero,  è 


dA        dB    ^    dC 

dx         dy         dz 


Nel  caso  della  (13)  e  nelF  ipotesi  che  u  ,  v  dipendano  da  un  potenziale 
nniforme  e  siano  esse  stesse  uniformi  in  tutto  il  campo,  la  precedente  rondi- 
zione  risulta  senz'altro  verificata  avendosi 


du        dv 


dy  dx 


? 


e  quindi  0*^  =  0. 

Analoghe  considerazioni  possono  farsi  per  le  altre  com|)onenti  del  vettore 
della  circuitazione  superficiale  poste  sottó  la  forma 


(15)  ^""'=11  [^  dxdy  ^w  dz  dx] 


(1  fi)  C'^  =/  l\w  dy  dz  —  udx  dy] . 


La  forma  (13)  delle  componenti  del  vettore  circuitazione  superficiale  Ak 
luogo  ad  altre  considerazioni. 

Se  le  velocità  dipendono  da  una  funzione  potenziale  polidroma  si  ba  iden- 
ticamente 


dx  -f-  -5—  dy 


C^^'ziz/  l[u  dz  dx  —  v  dy  dz]  = 


dx  dy 


Considerando  z  costante,  la  quantità  sotto  il  segno  è  il  differenziale  esatto 
di  4>  rispetto  a  ^  e  y,  quindi,  l'integrale  essendo  esteso  alla  curva  chiusa  se- 
zione della  superficie  col  piano  z  zzi  cost.,  il  risultato  dell'integrazione  è  preci- 
samente la  differenza  dei  valori  che  assume  <l>  in  u#  punto  della  curva  prima 
e  dopo  un  giro;  e  cioè  una  funzione  di  z  che  ])uò  considerarsi  òooie  la  co- 
ntante ciclica  di  4>  per  ogni  z  =  cost.  Indicandola  con  k^ ,  si  ha 


(17)  C''^  =  lk,dz. 
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Analogamente  si  avrà 


Kdx         ;  0«=/fc.dy 


Se  poi  il  potenziale  è  simmetrico  e  dipende  per  esempio  soltanto  da  a;  e  y, 
rintegrale  :^ 


dx  +  -5— ^y 


dx      '         Sy 


è  proprio  la  costante  ciclica  di  4>.  Indicandola  con  ^,  le  componenti  del  vet- 
tore circaitazione  superficiale  sono 


(18)  Q?''=\V„dx         ;         Q^z^ìlc'ydy 


essendo  h'^  e  Vy  rispettivamente  le  costanti  cicliche  di  4^  per  ar=:cost.  e  y=cost. 

Risulta  in  tal  modo  immediato  il  calcolo  effettivo  della  circuitazione  su- 
perficiale. 

Si  può  dimostrare  ora  il  teorema  :  8e  esiste  potef^ziale  di  moto  (polidromo) 
la  circuitazione  superficiale^  è  indipendente  dalla  superficie  chiusa  lungo  la  quale 
è  calcolata.  In  altri  termini  se  due  saperficie  chiuse  circondano  un  medesimo 
insieme  di  punti  singolari,  la  circuitazione  superficiale  calcolata  su  una  di  esse 
è  uguale  a  quella  calcolata  sull'altra,  qualora  naturalmente  ie,  v^  w  non  siano 
singolari  nello  spazio  compreso  fra  le  due  superficie. 

Supponiamo  che  le  velocità  dipendano  da  un  potenziale  (polidromo)  ;  V  e- 
spressione  (7)  ci  dà 


(19)  o-*=/n^3--^pM^«?y. 


Per  dimostrare  allora  il  nostro  assunto  basterà  far  vedere  che  il  precedente 
integrale  (ed  analogamente  gli  altri  due  simili)  è  indipendente  dalle  variazioni 
di  z  cioè  dalle  variazioni  della  superficie  a  di  equazione  0 = 2^(07,  y). 

Ed  invero  ponendo 

TOL.  ux.  29 
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dal  Calcolo  delle  variazioni  sappiamo  che  affinchè  la  variazione  dell'  integrale 
(19)  al  variare  di  z  sia  nulla,  deve  essere  soddisfatta  la  condizione 

B¥        d    dF        d    SF  _ 
dz        dx  dp        dy   dq  ' 

ora  si  ha  infatti  identicamente 


dxdz  dydz  dxdy       dz  dy.  dxdy       dxdz 

Il  ragionamento  fatto  pnò  evidentemente  ripetersi  con  uguale  risaltato 
per  ciascuna  delle  altre  componenti  del  vettore  della  circuitazione  superficiale. 

Possiamo  poi  interpretare  la  forma  (12)  della  circuitazione  superficiale 
enunciando  un  teorema  che  può  essere  considerato  come  l'analogo  del  teorema 
di  iS  t  o  k  e  s  per  l'ordinaria  circuitazione. 

Bicordando  infatti  che  -  rotV  è  il  vett^ore  della  velocità  istantanea  di  ro- 

tazione  delle  particelle  del  fluido  in  moto,  si  pnò  dire  che  la  circuUaaione  luìigo 
la  superficie  a  è  uguale  al  doppio  della  somma  delle  velocità  istantanee  di  rota- 
zione, moltiplicate  per  Velemento  del  volume  che  ha  o  per  contorno. 

Nel  quadro  seguente  sono  riunite  le  varie  forme  che  abbiamo  via  via 
dato  alle  espressioni  delle  componenti  della  circuitazione  superficiale 


C^*  =1^0  cosY — to  cosp(  da  =1  l\v  —  tcq\ dxdy  =:zll\v  dxdy  —  w  iz  dx]  =jkjg dx 


\w  cosa— «  cos7(  flte  =  1  Atrp  —  it|  dx  dy  =jj[w  dy  dz — u  dx  dy\  =/fcy  dy 


C^ =hu  cosp— u  cosa(  da  =1  i^uq^-vp^  dx  dy  =j  l[u  dz  dx  —  v  dz  dy] 


5.  Calcolo  della  ciecuit azione  superficiale  in  un  caso  pabticolabb. 

Per  meglio  illustrare  quanto  abbiamo  detto,  vogliamo  ora  dare  un  esempio 
di  calcolo  della  circuitazione  superficiale. 

Supponiamo  che  un  ostacolo  sferico  a  di  raggio  a  con  il  centro  nell'ori- 
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gine  delle  coordinate  cartesiane  ortogonali,  sia  investito  da  una   corrente  tri- 
dimensionale il  cui  potenziale  (polidromo)  sia 


(20)  0  =  --  V.a?ll  +  --r-J  +  are  cos 


*=:-V„^l  +  ^j  + 


J'x^+y* 


La  precedente  funzione  è  armonica  talché  —  come  è  facile  verificare  — 


A,<^  =  0 


e  soddisfa  alla  condizione  al  contorno 


avendo  posto  la  (20)  in  coordinate  polari  (6  =  distanza  zenitale  ;  ^  =  azimut), 
ed  alle  condizioni  all'infinito 


dx  ^  dy  dz 


Le  componenti  della  velocità  sono 


dx  «        2r*    "^      tif^  a?*  +  y* 


=  —  V, 


1  + 


a'^  1      SY^a^  sen^e  cos*y        sen^ 


2r^ 


2r^  •  r  sen6 


COSf 


c^  3Y ^a^xy  _i        ^       SY^a^  sen*6  cos^  sen^ 

'di~^  ~  ~2?       '   a?«-f-y*  ""  2?  '"  r  sene 

0 

è^ ZY^a?xz 3  V^a'  senO  cosO  cosy 

"57  ~  ^  ""      2r*     ~  2?  • 

È  bene  notare  subito  che  tali  componenti  conservano  la  singola-, 
rità  snlP  asse  delle  z  ,  di  cui  è  dotata  la  4^  :  questo,  se  può  influire  ad 
alterare  le  condizioni  fisiche  del  moto,  in  quanto  che  su  tutto  V  asse  delle 
z  la  velocita  non  ha  più  un  valore  determinato,  non  modifica  però  V  esem- 
pio che  ci  siamo  proposti  di  fare  pel  calcolo  effettivo  di  circuitazione  super- 
ficiale. 
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Dicendo  al  solito  ol  ^  ^  j  '^  gVi  angoli  della  normale  interna   con    gli   assi 


si  ha 


cosa  =  —  senO  cosy  ;  cosp  =  —  senO  sen^  ;  cosif  =  "^  cosO 


da  =  r*  8en6  M  d(p  ; 


quindi  sostituendo  nella  (4)  si  ottiene 


C*^=/)tt  cosp  —  V  cosai  da  = 


Y^a^       3  V^^a'sen'^e  cos*^        seny 


2r^ 


2r« 


r  sen6 


sen8  sen^  •  r*  senO  d6  df  + 


H-//P 


^sen*6  cosy  seny       cos^ 
2r^  "  "^  r  sene 


sen6  cos^  •  r*  sen6  d6  df  =: 


(21) 


sen6  db 


/•2JI 

9/     df=:4:nr. 


Ponendo  C*^  sotto  la  forma  (13)  il  calcolo  riesce  molto  più  spedito.  Tra- 
scurando infatti  gli  integrali  dei  termini  uniformi  delle  velocità  che  —  come 
sappiamo  —  non  portano  alcun  contributo,  si  ha 


=  29c/      da  =  4ica. 


are  cos 


X 


ì/r^  —  z*  \+Y;;szTt 


-jfsz:;^ 


Con  calcoli  perfettamente  analoghi  si  trova  facilmente  C*"  =  C**  =  0. 

Tali  risultati  sono  confermati  dalle  (18)  essendo  nel  nostro  cg^so  V^^  =z=  jl^'^  =  0 
A;  =  2w. 

Delle  tre  componenti  del  vettore  circHìtazione  superficiale,  i'  unica  non 
nulla,  è  quella  secondo  Fasse  z  che,  per  la  sfera  di  raggio  a,  vale  4:ca. 

Questo  valore  dipende  dal  raggio  della  sfera,  come  era  da  aspettarsi  es- 
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sendo  tatto  Passe  z  singolare  per  la  funzione  potenziale  .(20)  e*  per  le  sue  de- 
rivate (componenti' della  velocità).  Tenendo  presente  Pultima  delle  (18)  è  ben 
facile  persuadersi  cbe  la  ciróuitazione  superficiale  sarà  invece  sempre  la  stessa 
per  qualunque  superficie  che  circonda  la  sfera  data  di  raggio  a  e  passa  per  i 
punti  0  =  +  a.  Se  manca  questa,  condizione  nello  spazio  comi)reso  fra  la  sfera 
iniziale  e  la  nuova  superficie,  rimarranno  inclusi  nuovi  punti  singolari  per  la 
funzione  ^  e  le  sue  derivate.  Basta  osservare  del  resto  che  varierebbero  i 
limiti  dell'integrale  rispetto  a  z  nell'ultima  dejle  (18). 


7.  Il  teobema  della  pobza  sostentatbioe 
nbl  caso  di  una  gobbette  fluida  tbidimbnsionale. 

Il  teorema  della  forza  sostentatrice  C)  nel  caso  piano  dà,  come  è  noto, 
l'espressione  di  una  delle  componenti  della  resistenza  totale  incontrata  da  un 
contorno  di  ostacolo  opposto  ad  una  corrente  fluida  piana  parallela,  mediante 
il  prodotto  della  densità  del  fluido,  della  velocità  limite  della  corrente  e  delia 
circuitazione  delle  velocità  lungo  una  linea  chiusa  circondante  l'ostacolo,  cir- 
cuitazione che,  nel  caso  che  le  velocità  dipendano  da  un  potenziale,  è  uguale 
a  quella  calcolata  lungo  il  contomo  stesso  dell'ostacolo. 

Con  la  scorta  del  nuovo  concetto  di  circuitazione  superficiale  che  abbiamo 
introdotto,  e  dei  risultati  che  abbiamo  precedentemente  raggiunto,  ci.  è  fàcile 
ora  dimostrare  il  seguente  teorema  cbe  può  considerarsi  come  l'estensione  del 
teorema  della  forza  sostentatrice  al  caso  di  una  corrente  fluida  tridimensionale. 

Se  una  corrente  fluida  tridimensionale  di  velocità  limite  Y^ ,  diretta  nel  senso 
negativo  deWasse  x,  investe  un  ostacolo,  la  risultante  delle  'pressioni  del  fluido  sulla 
superficie  deWostacolo  giace  nel  piano  yz,  I  valori  delle  sue  componenti  secondo 
gli  assi  y  e  z  sono  rispettivamente  uguali  al  prodotto  della  densità  del  fluido  e  della 
velocità  limite  della  corrente  per  le  componenti  secondo  gli  assi  z  e  y  del  vettore 
Mia  drouitazione  superficiale,  calcolata  lungo  una  superficie  che  circonda  >  V  o- 
stacolo. 

Dimostreremo  tale  teorema  basandoci  —  come  fa  il  Joukowski  —  sul 
teorema  di  E'u  1  e  r  o ,  esprimendo  cioè  che  tutte  le  forze  che  agiscono   sopra 


O  Tale  teorema  fn  ,  per  qnel  che  ne  dice  egli  stesso,  ennociato  per  la  prima  volta  dal 
K  n  1 1  a  nella  sna  tesi  di  laurea  (1902)  non  pubblicata  (Cfr.  K  u  1 1  a  ,  Ueber  eine  mit  den  Grund- 
lagen  des  FlugprohUme  in  Beeiehuvg  atehende  zweidimen atonale  Stròmnng,  Sitzb.  Bayer.  Ak.  der 
Wi88.,  1910)  ;  fu  ritrovato  e  dimostrato  da  N.  Joukowski  nel  1906.  Cfr.  N.  J  o  u  k  o  w- 
Bki,  Aérodynamique  [trad.  par  S.  Drzewiec](i],  Paris,  Gautliier  Villars,  1916;  H.  Lamb, 
^yàrodynamios.  Cambridge,  1916,  p.  666.  Vedi  inoltre:  P.  Bnrgatti,  Sopra  un  teorema  di 
^oukowBki  relativo  alla  forta  sostentatrice  nei  corpi  in  moto  traslatorio  uniforme  entro  un  fluido, 
Hend.  R.  Acc.  Bologna,  1917-18. 


)(  230  )( 

una  massa  fluida  in  movimento  sono  equilibrate  dalle  forze  dovute  alle  quan 
tità  di  moto. 

Sia  H  un  corpo  che  formi  ostacolo  ad  una  corrente  non  vorticosa  di  ve- 
locità limite  Yq  ,  diretta  nel  senso  negativo  delibasse  x.  Assumiamo  quale  ik) 
tenziale  di  velocità 


(23) 


^  =  —  ^0^  +f{^ ,  y  »  ^) 


in  cui  /  è  una  funzione  armonica  e  soddisfacente  alle  condizioni  al  contomo 
ed  all'infinito. 

È  supei'fluo  aggiungere  che  /,  e  quindi  4>,  devono  essere  non  uniformi  : 
se  <I>  fosse  uniforme  abbiamo  -già  visto  cbe  la  circuitazione  superficiale  non 
può  che  essere  nulla,  e  quindi  dal  teorema  die  abbiamo  in  animo  di  dimostrare 
si  ricadrebbe  immediatamente  nel  ben  noto  paradosso  di  d'Alembert  (^). 

Circondiamo  l'ostacolo  H  con  una  qualsiasi  superficie  chiusa,  ad  esemp 
una  sfera  g  ;  per  il  teorema  di  Eulero,  applicato  alla  massa  fluida  compressi 
fra  la  superficie  dell'ostacolo  e  quella  della  sfera  a,  la  somma  delle  pressioni 
—  X ,  —  Y ,  —  Z  esercitate  dal  corpo  H  sul  fluido  ;  delle  pressioni  idrodiua 
miche  p,  e  delie  forze  dovute  alle  quantità  di  moto,  deve  essere  nulla. 

Le  componenti  della  velocità  sono 


«  =  -Vo  + 


dx 


V  = 


dy 


w 


~"  dz 


e  quindi,  indicando  con  a,  %  y  gli  angoli  che  la  normale  interna  in  un  punto 
generico  della  superfìcie  g  fa  con  gli  assi  ;  e  con  p  la  densità  (costante)  del 
fluido,  la  massa  di  fluido  che  nell'  unità  di  tempo  entra  attraverso  1'  elemento 
dG,  è 


p)ti  COSa+l?  COSp-f  ÌJO  C08y(  doz::^^ 


ì-Vo  + 


'  <08a  +  "^  cosg  +  -~^  C087 


Sx 


dy 


dz 


do; 


(«)  Cfr.  U.  C  i  8  o  1 1  i ,  Sul  paradosso  di  d'Alembert.  Atti  R.  Ist.  Veneto,  t.  63,,  1903-04;-. 
Sul  moto  permanente  di  un  solido  in  un  fluido  indefinito.  Atti  R.  Ist.  Veneto,  t.  69,  i  1909-10;''. 
Sul  moto  di  un  solido  in  un  canale,  Rend.  Ciro.  Mat.  Palermo,  t.  28, ,  1909;  T.  [Boggio, 
Sul  moto  permanente  di  un  solido  in  un  fluido  indefinito.  Atti  R.  Jst.  Veneto,  t.  69,  1909-10.— 
Nelle  oouBiderazioni  di  questi  Autori  t>anto  il  potenziale  di  velocità  quanto  n  ,  v ,  ir  v>^^ 
sempre  implicitamente  supposte  uniformi  in  tutto  il  campo:  essi  trovano  che,  in  problema 
simile  a  quello  qui  trattato,  tanto  la  resistenza  diretta  quanto  le  azioni  deviatrioi  sono  sempre 
nulle.  £  ciò  è  a  considerare  quale  conferma  dei  risultati  da  noi  ottenuti.  Cfr.  inoltre  :  £• 
A  1  m  a  n  8  i ,  Azione  esercitata  da  una  miissa  liquida  in  moto  sopra  un  corpo  fisso.  Note  1,  I^> 
III,  IV,  V.  Rend.  R.  Acc.  Lincei,  (5),  v.  18, ,  1909;  v.  19^ ,  1910. 
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dna  forinola  nota  ci  dà  poi 


p  =  cost.  — 


i-.H-ff  +  lff+Ilfj. 


Si  ba  cosi 


X  =  lpeoHa.da  +  p/J-  V„+  -^ 


,      dfì  df  Sf 


da 


J)  j  Y  1=  jp  cos^'do  +  p 


df 


dy 


df  )  df  df 

^0+  "FT'C  ^^®^  "i""^  C0SP-| — ^C087 


dx 


dy 


dz 


da 


Z  =  /  p  cosY  da  -{-  p 


Sf 


y 


5/ 


—  V.+  -^[  C08a+-^-  f08p+-3-C0B'r 


Sx 


dy 


dz 


da 


EsegHendo  le  soRtituzioni  e  gli  sviluppi  indicati,  e  trascurando  i  termini 
cbe  risultano  essere  infinitesimi  di  ordine  superiore  oppure  del  tipo  cost.cosa  da, 
si  ottiene  facilmente 


X  =  -pV, 


h  ^0  +  ^j  cosa  +  ^  cosp  +  ^  COST 


da=0 


poiché  tale  integrale,  non  rappresentando  altro  che  la  quantità  totale  di  fluido 
entrata  nella  sfera  o,  è  nullo. 

Le  altre  due  componenti  sono  invece 


df 


Sf 


Y  =  pVM  -^  cobP 5^  cosa  \  da 


dx 


dy 


(24) 


Z  =  —  pVjj  -^  cosa  —  -^  eosT  \  da. 
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Gli  integrali  che  figurano  nello  precedenti  espressioni  sono  rispettivamente 
le  componenti  secondo  gli  assi  z  e  y  del  vettore  della  circuitazione  superficiale 
calcolata  lungo  la  superficie  a,  e  dovuta,  possiamo  dire,  a  tutta  la  funzione 
^potenziale  (22)  giapchè  il  primo  termine  di  tale  potenziale  è  monodromo  e  quind 
non  fornisce  circuitazione. 

Supponendo  soddisfatte  le  condizioni  volute  dal  teorema  della  indipendenza 
della  circuitazione  superficiale  dalla  superficie  (v.  n.  4)  o  in  ogni  caso  imma- 
ginando che  la  0  si  discosti  di  poco  dalla  superficie  dell'ostacolo  e  qniodi  poà 
chissimo  diverse  siano  le  due  circuitazioni,  potremo  scrivere 


Y  =  pV  J^ 

(26) 

Z  =  -pV,I 


XX 


se  1^''  e  I"^  sono  rispettivamente  le  componenti  secondo  z  ey  del  vettore deUa 
circuitazione  sulPostacolo. 

Le  Y,  Z  sono  quelle  che  furono  chiamate  dal  Oisotti  (^  azioni  dem 
trioi  :  la  loro  risultante  giace  evidentemente  sul  piano  yz  e  potrebbe  assumere 
il  nome  di  forza  sostentatriee. 

Per  l'esempio  fatto  precedentemente  della  corrente  definita  dal  potenziale 
(20)  e  che  investe  una  sfera  fissa  di  raggio  a,  la  forza  risultante  delle  pres- 
sioni del  fluido  sull'ostacolo  si  calcola  immediatamente  in  base  ai  risultati  gi 
ottenuti.  Essa  è 

(26)  F  =  4ica.pVo  . 

ed  è  diretta  secondo  l'asse  delle  y.  Essa  è  uguale,  come  abbiamo  visto,  per  tatte 
le  superficie  che  circondano  la  sfera  e  passano  per  i  punti  z:=  +  a. 


7.  INYABIAICZA  BELLA  FOBZA  SGSTENTAT&IOE  BISPETTO  AGLI  ASSI. 

È  bene  ora  fer  vedere  —  cosa  del  resto  molto  facilmente  prevedibile  - 
che  la  espressione  della  forza  sostentatrice  è  invariante  rispetto  alla  direzione 
degli  assi.  In  altre  parole,  se  scomponiamo  la  forza  sostentatrice  F  ^nel  sao 
piano  secondo  due  altre  direzioni  ortogonali,  le  nuove  componenti  si  esprimono 
ancora  mediante  le  componenti  secondo  le  nuove  direzioni  de),  vettore  della 
circuitazione  superficiale. 


(^  U.  Oisotti;  loo.  oit. 
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Lasciando  infatti  inalterata  la  direzione  dell'  asse  x  (asse  del  moto)  fae- 
ciaino  rotare  nel  'suo  piano,  intorno  a  tale  asse  e  nel  senso  della  rotazione 
degli  indici  di  un  orologio  volto  verso  -|-  a?,  la  coppia  yz  di  un  angolo  8  :  e 
sia  y'j  z'  la  nuova  posizione  degli  assi. 

La  componente  di  F  secóndo  y'  è 


¥'.==  Y  coaS  -f  Z  senS  =  pVo[I**  cosS  —  I**  senS]. 

Basterà  far  vedere  che  la  quantità  in  parentesi  è  precisamente  la  compo* 
nente  del  vettore  della  circuitazione  snperflcfale  secondo  la  nuova  direzione  y', 
e  ciò  potrebbe  dedursi  iraoìediatamente  dal  calcolo  che  abbiamo  già  fatto  in 
altra  occasione  (v.  n.  2)  :  riteniamo  utile  però  procedere  al  calcolo  diretto. 

Siano  al  solito  a,  p,  y  gli  angoli,  con  gli  assi-  a?,  y^  z^  della  normale  in- 
terna a  o  in  un  punto  generico  P,  e  w  —  a',  %  —  p',  y'  =  ^^^  quelli  della  sua 
proiezione  sul  piano  secante  perpendicolare  a  2;'  e  passante  per  P.  La  compo- 
nente tangenziale  della  proiezione  della  velocità  Y  (in  P)  su  tale  piano  è 


V**'',  =  tt  sena'  —  )t?  cos8  -f  w  sen6{  cosa' 


di  guisa  che  la  componente  del  vettore  circuitazione  superficiale   lungo  a   se- 
condo  «'  è 


(27)  C^'  =/Jm  sena'  —  »  cosS  cosa'  —  w?  senS  cosa'(  senY^da 


avendo  indicato  con  a^  =  a  ;  ^^  ;  Yi  %^^  angoli  che  la  normale  interna  a  0  in  P 
fa  coi  nuovi  assi  x^  y\  z\  Mediante  un  calcolo  del  tutto  simile  ad  un  altro 
già  fatto  (v.  u.  1)  si  ottengono  i  valori 


cosa  ,  cos3. 

cosa  = ;     sena  = -^ 

seuY,  seuY^ 


essendo 


cosp^  =  eosp  cos8  +  cosy  sen8. 
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Sostituendo  tali  valori  nella  (27)  si  bn,  a  meno  del  segno  che,  come  ab- 
biamo gìk  fatto  notare,  può  variare  a  seconda  del  senso  col  quale  si  intende 
calcolato  l'integrale  doppio, 


C**''  =  cosS/ Ji4  cosp  —   V  cosa(  d'i  —  seufil J?r  cosa  —  ti  cosy|  d'i  =  0**'cos8 — C**seiiò 


e  quindi,  nell'ipotesi  già  fatl>a, 


Y'  =  p-\J^y' 


In  modo  simile  e  con  analogo  risultato  potrebbe   trovarsi    la  conij>oiiei\W 
secondo  z\ 


1 
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L.  ToNELLi. — Fondamenti  di  Calcolo  delle  variazioni.  Voi.  I.  Bolognn,  Za- 
nichelli, 1921  (di  p.  VII  +  456). 

Ne^li  ultimi  decenni  del  secolo  passato  il  Calcolo  delle  variazioni  subì  una 
profonda  trasformazione  per  opera  specialmente  di  W  e  i  e  r  s  t  r  a  ss  ,  D  a  r- 
boux,  Knesèr  i  quali  si  allontanarono  dai  metodi  infinitesimali  adoperati 
(laLagrangeeJacobi. 

L'A.  impostando  i  problemi  di  Calcolo  delle  variazioni  come  problemi  di 
Calcolo  funzionale,  ricerca  metodi  nuovi  fondati  specialmente  sul  concetto  della 
mnicontinuità  intro<iotto  da  B  a  i  r  e. 

In  questo  primo  volume  dell'  Opera,  dopo  un  accurato  cenno  storico,  si 
passa  allo  svolg^imento  delle  teorie  introduttorio  cioè  della  semicontinuità  degli 
iiìtegrali,  funzioni  di  linee  piane,  dipendenti  soltanto  dalla  posizione  dell'ele- 
mento geuerico  della  curva  e  dalla  sua  direzione. 

G.  Scorza. —  Corpi  numerici  ed  algebre,  Messina,  Principato,  1921  (di 
p.  IX  +  451). 

È  il  primo  volume  della  nuova  Biblioteca  di  Matematiche  Superiori  ini- 
ziata e  diretta  dagli  illustri  proff.  Marcolongo  e  Scorza  ed  edita  dal 
Peincipato. 

In  esso  l'A.  con  brillante  e  cbiarissìma  esposizione,  svolge  in  una  prima 
parTte  la  teoria  generale  dei  corpi  numerici,  ed  in  una  seconda  la  teoria  delle 
algebre  intese  come  sistema- associativo  di  numeri  a  più  unità. 

Come  dice  FA.  stesso  nella  Prefazione,  è  forse  questo  l'unico  libro  di 
sintesi  precisa  che  possa  permettere  allo  studioso  di  impadronirsi  rapidamente 
«lei  concetti  fondamentali  di  tali  teorie,  perchè  è  l'unico  libro  dove  queste  siano 
esposte  in  forma  compatta  e  metodo  uniforme.  Ciò  che  naturalmentiC  non  può 
fiirsi  se  non  da  chi,  come  l'A.,  sia  penetrato  fino  alle  radici  delle  teorie  studiate 
e  vi  abbia  apportato  notevolissimi  contributi. 


R.  ÌAAnCoi.Oì!fQO.— Relatività.  Messina,  Principato,  1921  (di  p.  VII+192). 

La  teoria  della  Eelatività,  sorta  da  una  quindicina  d'anni,  ha  suscitato 
in  questi  ultimi  tempi  in  seguito  ai  brillanti  lavori  di  Einstein  ed  in 
virtù  delle  conferme  sperimentali  che  si  sono  ottenute,  larga  ed  impaziente 
curiosità  anche  fra  il  pubblico  profano. 

Ma  non  è  a  questo  che  si  indirizza  l'A.  che  ha  raccolto  nel  volume  le 
lezioni  che  per  due  anni  consecutivi  impartì  con  la  rara  maestria  che  tutti 
conoscono,  agli  studenti  dell'Università  di  Napoli. 

La  priina  metà  del  volume  contiene  l'esposizione  dei  fondamenti  analitici 
necessari  alla  costruzione  dell'ossatura  matematica  della  teoria  della  relatività. 

Nella  seconda  e  nella  terza  la  relatività  in  senso  stretto  e  quella  generale 


(^)  Queste  Piccole  XcUf  cominciate  a  pubblicare  nel  voi.  4S  (1910)  e  continuate  ininter- 
rottamente fino  alla  XXII  contenuta  nel  voi.  55  (1917),  furono  ppi  interrotte  durante  gli  anni 
orribili,  così  nefasti  alla  cultura  e  alla  scienza.  Ora  si  riprendono  e  ne  affido  la  redazione  a 
Olio  figlio  Mario.  E.  Pl 
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sono  esaarientemeote  sviluppate.  L'abbondanza  e  l'esattezza  delle  citazioni  bi 
blìografiche  rende  facile  risalire  alle  fonti  ed  è  uno  fra  i  molti  pregi  dell'Opera. 
La  quale  in  ultimo  espone  i  due  piti  importanti  risultati  della  teoria:  la  spie- 
gazione dello  spostamento  secolare  del  perielio  di  Mercurio  e  la  flessione 
dei  raggi  luminosi  in  un  campo  gravitazionale,  prevista  da  Einstein  ed 
accertata  nell'eclissi  di  sole  del  1919. 

« 

U.  CisOTTi.  —  Idrodinamica  piana,  Milano^  Tamburini,  1921  (di  p.  Vili 
+  152).  Parte  prima. 

Questo  volume  è  la  prima  parte  di  un'Opera  più  vasta  cbe  l'A.  si  ripromette 
di  svolgere  trattando  di  tutti  i  }>roblemi  di  moto  fluido  piano  parallelo,  unico 
,   caso  questo  in  cui  si  sia  potuto  effettivamente  giungere,  in  virtù  dell'applica- 
zione sistematica  della  teoria  delle  funzioni,  a  notevoli  ed  interessanti  risnlt^ìti. 

Essendo  scopo  dell'  À.  di  farsi  leggere  non  soltanto  dai  cultori  di  mate 
matica  ma  anche  particolarmente  dagli  ingegneri  idraulici,  il  libro  si  inizia  con 
una  chiara  e  compefidìosa  esposizione  delle  parti  fondamentali  della  teoria 
delle  fun/joni  <]i  variabili  complesse  e  prosi  glie  raccogliendo  e  rimaneggi«D(lo 
i  numerosi  lavori,  del  Bog'gio,  del  C  a  I  <l  u  n  a  z  z  o  ,  del  Ci  sotti  stesso 
e  di  altri  riguardanti  campi  di  moto  limitali  da  soli  peli  liberi  o  da  sole  va 
reti  rigide,  lavori  tutti  che  derivano  in  linea  diretta  da  quello  fondamenta^ 
col  quale  il  L evi-Civita  introdusse  un  metodo  fecondissimo  di  not^jvoli 
•    applicazioni. 

I  problemi  di  moto  con  scia,  dei  getti  liquidi,  delle  correnti  fra  pareti 
rigide  e  peli  liberi,  dei  moti  ondosi  saranno  trattati  nelle- parti  seconda  e  terza. 

L'opera  del  Gisotti  è  di  non  dubbio  interesse. 

0.  BuBALi-FoBTi  e  T.  BoGGio. — Meccanica  razionale,  Torino,  Lattea  e  €.. 
1921  (di  p,  XXIV  f  425). 

È  un  trattato  di  indole  didattica  in  cui  i  mezzi  vettoriali,  che  sono  ora 
entrati  nell'uso  comune  nei  corsi  di  Meccanica,  ri(5evono  una  estensione  mag 
giore  che  d'ordinario  con  l'applicazione  sistematica  delle  omografie  e  delle  iso- 
merie vettoriali. 

La  trattazione  diversifica  in  molti  punti  da  quella  che  usualmente  si  f^; 
notiamo  p.  es.  l'ostracismo  dato  a  tutti  i  moti  relativi. 

T.  BoGGio. — Calcolo  di^erenziale  con  applicazioni  geometriche,  Torino,  Lat 
.    tes  e  C,  1921.  Voi.  I  (di  p.  XVIII   f  611). 

L'A.  si  limita  in  questo  primo  volume  ad  esporre  le  proprietà  fondamen 
tali  delle  funzioni  d'una  variabile  reale  e  le  applicazioni  geometriche  piii  no 
tevoli  alla  teoria  delle  curve. 

II  simbolismo  della  logica  matematica  e  i  metodi  vettoriali  per  le  appli- 
cazioni geometriche  -  vi  hanno  larga  parte.  Numerosi  esempi  ed  esercizi  corre- 
dano il  volume  e  ne  sono  un  pregio. 

C.  Bqrali  Forti  e  R.  Maecolongo.  —  Elementi  di  calalo  vettoriaU. 
2*  ediz.,  Bologna,  Zanichelli,   1921  (di  p.  XIX  +  250). 

È  la  seconda  edizione*  del  libro  ben  noto  che  ha  formato  e,  forma  il  testo 
dei  vettorialisti  italiani.  Le  aggiunte  e  le  modificazioni  numerose  che  gli  -Aa 
tori  hanno  apportato  alla  nuova  edizione  ne  accrescono  il  valore.  Notiamo  per 
es.  la  uniformità  ora  introdotta,  nelle  definizioni  di  «^^radiente,  rotore  e  diver 
gonza,  e  le  molte  aggiunte  nel  capitolo  delle  applicazioni. 

Maeio  Pascal 
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«  Beati  voi  matematici  che  pel  vostro  insegnamento  non  avete  bisogno  ohe  dalfo 
lavagna  e  del  gesso!». 

Ecco  il  ritornello  che  mi  sento  spesso  ripetere  dai  miei  colleglli  di  altre 
Facoltà  (e  che  uon  deve  essere  ignoto  neppure  a  voi),  sopracatto  quando  si 
tratta  di  dividere  le  ]X)che  centinaia  di  lire  che  il  manifico  ministero  mette 
a  di8iK>sizione  ogni  anno  pei  laboratori  scientifici.  Veramente,  non  saprei  dire 
86  la  presupposta  condizione  di  favore  in  cui  si  troverebbero  i  matematici  sia 
efletto  di  una  profonda  ignoranza,  da  parte  dei  collegfai,  dei  bisogni  del  nostro 
iusegnamento;  o  del  caritatevole  desiderio  di  devolvere  quelle  poche  centinaia 
(li  lire  a  beneficio  dei  loro  Istituti  scientifici,  non  dando  nulla  a  quei  poveracci 
di  matematici  che  non  hanno  bisogno  che  della  lavagna  e  del  gesso  1 

Con  ben  altre  intenzioni  Io  dice  pure  un  grande,  il  Fabbb,  nei  auoi  sta- 
{)endi  Souvenir s  entòmologiques  : 

«  E  per  tenere  a  freno  questo  mondo  irrequieto  (degli  allievi),  dare  ad 
«  ogni  intelligenza  il  lavoro  a  seconda  delle  proprie  forze,  tenttrne  desta  l'at- 
«  tenzione,  cacciare  infine  la  noia  della  triste  sala,  le  cui  mura  trasudavano  la 
«  tristezza,  più  che  l'umidità,  favais povr  unique  ressource.la  parole,  pour  unique 
^mobilier  un  hàton  de  oraie». 

Ora  ciò  è  completamente  ingiusto  o  falso. 

In  ogni  scuola,  di  qualsiasi  grado,  accanto  ai  gabinetti  di  fisica,  di  chimica, 
di  scienze  naturali,  di  disegno,  di  topografia,  ecc.,  ecc.,  vi  deve  essere  quello 
di  Matematica.  Ogni  insegnante  dovrebbe  avere  a  sua  disposizione  e  costan* 
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temente  valersene  nell'insegnamento,  facendo  esperienze,  libri,  disegni,  modelli, 
macelline  e  tavole  matematicbe,  che  debbono  agevolare  Fapprendiraento  della 
materia,  il  gusto  per  la  ricerca  scientifica  e  rendere  lo  stadio  piii  attraente, 
più  facile  e  piti  redditizio  ! 

Un  docente  che  non  abbia  a  sua  disposizione  tntti  questi  necessari  bus 
sidi,  mi  pare  assomigli  ad  un  meccanico  cbe  debba  riparare  o  far  funzionare 
una  macchina  senza  la  borsa  dei  suoi  ferri,  a  dispetto  di  tutti  i  metodi  Taylor. 
A  furia  di  pazienza,  di  ingegno  potrà  forse  venir  a  capo  della  sua  bisogna; 
ma  quanto  tempo  perduto  cbe  può  essere   assai  più  profìcuamente  impiegato! 

Vediamo  dunque  in  abbozzò  quello  cbe  di  più  indispensabile  dovrebbe 
contenere  il  nostro  ideale  Gabinetto  di  Matematica;  vediamo  in  qual  modo  si 
possa  fornarlo,  e,  come  un  organismo  potente  e  vitale,  possa  vivere  e  pro- 
sperare. 

Anzitutto,  non  si  spaventi  qualche  capo  d'Istitato,  nessuna  preoccai)azione 
pei  locali.  Il  mio  ideale  gabinetto  di  matematica  non  ha  bisogno  di  locali  gniri- 
diosi  come  quelli  di  fisica,  di  chimica,  di  scienze  naturali.  Può  trovare  la  !>nA 
degna  sede  in  qualche  modesto  armadio  della  biblioteca,  o  della  sala  dei  pio* 
fessori  o,  in  caso  disperato,  nel  sancta  sanctorum  della  Direzione  che,  almeno, 
non  manca  mai;  e  in  qualche  cartella  per  collocare  i  disegni.  Sono,  come 
ognun  vede,  esigenze  molto  modeste  facilmente  raggiungibili  nel  più  modesto 
degli  Istituti  secondari  e  con  spesa  o  nulla  o  assai  lieve.  Meglio  se  qualche 
fortunato  potrà  avere  una  stanza,  cui  intitolare  orgogliosamente  :  Istituto  di 
Matematica;  ma  è  meglio  non  farsi  troppe  illusioni  I 

E  dopo  aver  i>ensato  ai  locali,  provvediamo  ad  addobbarli  scientificamente, 
ed  anzitutto  pensiamo  ai  libri,  sopratutto  ai  libri  di  consultazione. 

Kelle  mie  varie  peregrinazioni  nelle  scuole  medie,  specialmente  del  mez 
zogiorno,  mi  è  spesse  volte  accaduto  di  trovare  nella  biblioteca  di  qualclie 
modesto  Istituto,  e  sino  in  un  minuscolo  ginnasio  di  Sicilia,  le  VorUsmge* 
«  Uber  Geometrie  di  Clbbsoh  e  V Algebre  supérieure  del  Sbbret. 

Erano  stati  acquistati  chi  sa  quanti  anni  prima  da  qualche  insegnante 
che  voleva  approfondire  (scopo  santo  e  lodevolissimo)  la  propria  cultura  o 
continuare  (egregiamente)  gli  studi  universitari.  Tale  insegnante  (e  chi  può 
fargliene  rimprovero)  non  avrà  avuto  la  for^sa  di  far  proprie  le  commoventi 
parole  di  Fabbk  :  «  i  miei  emolumenti,  dice,  dovevano  bastare  a  tutto,  nutri* 
«  mento  del  corpo  e  dello  spirito.  Ciò  che  io  darò  di  più  all'uno,  io  lo  toglierò 
«  all'altro,  balamce  à  laquelle  doit  fatalement  se  résigner  quiconque  prend  la  science 
pour  gagnepain  >>. 

Poi  il  professore  era  stato  trasferito;  il  successore  non  si  occupava  di 
alta  matematica,  e  i  due  celebri  volumi  compirono  indisturbati  i  loro  trauqnDii 
sonni  in  compagnia  dei  classici  greci  e  latini,  senza  che  una  mano  amica  osasse 
levarli  dallo  scaffale  per  togliere  lo  spesso  strato  di  polvere  che  gli  anni  vi 
aveva  accumulato  I 

Ora  —  e  spero  di  non  incorrere  nel  pericolo  di  essere  fraint*»so  —  sta  be- 


K  3  )( 

QÌS8ÌU10  se  si  potranno  acquistare  libri  di  alta  scienza,  per  allargare  la  coltura 
e  sollevare  lo  spirito  dell'insegnante;  ma  prima  di  pensare  al  superfluo,  pen- 
siamo al  necessario;  prima  che  agli  abiti  di  festa,  provvediamoci  degli  utili 
abiti  di  lavoro  ! 

Non  mancheranno  naturalmente,  in  prima  linea,  i  migliori  libri  di  testo 
nostri  e  stranieri  e  tra  questi  ultimi  mi  sia  permesso  citare  quelli  del  Tanneky, 
del  BoBEL,  delPHADAMARD;  quello  meraviglioso  del  Kabpinski;  mentre  sarei 
assai  imbarazzato  a  citare  tutto  ciò  che  di  veramente  bello  e  ammirabile  si 
ba  dalla  Germania.  E  in  una  produzione,  fin  troppo  rigogliosa,  si  sappia  so- 
pratutto ben  scegliere:  siano  ])ochi  e  buoni;  scelti  anno  per  anno  con  cura  e 
accumulati  nel  nostro  scaffale  \  cr  un  ventennio  e  piìl,  da  vari  professori,  di- 
versi di  cultura  e  d'ingegno,  s  ;;r:i:no  a  rappresentare,  dai  vecchi  ai  nuovi, 
a  traverso  le  varie  edizioni,  la  storia  piti  vera  e  piti  eflScace  di  tutto  un  i)e- 
riodo.  E  sarà  una  raccolta  ben  più  vasta,  ben  altrimenti  ricca  di  quella  che, 
assai  facilmente  per  le  recenti  edizioni,  può  farsi  ciascun  insegnante  ! 

Né  dovrebbero  mancare  i  periodici  dedicati  alle  questioni  didattiche:  il 
bollettino  di  Matematica  del  benemerito  collega  Conti;  il  Periodico,  risorto  a 
nuova  vita  per  merito  dei  nostro  illustre  Presidente;  e  che  io  non  ho  mai 
trovati  o  trovati  deplorevolmente  incompleti  in  tutti  gli  Istituti  da  me  visitati! 

Ma  vi   sono  altri  indispensabili  ferri  del  mestiere;  le  raccolte  di  esercizi! 

Tutti  sanno  quale  miniera  inesauribile  siano  quelle  di  F.  I.  0.  (Frère 
I  r  I  i  d  e  C  a  z  a  n  e  u  V  e)  e  F.  G.  M.  (F.  G  a  b  r  i  e  1  M  a  r  i  e).  Se  le  teorie  vi 
sono  esposte  in  modo  che  i  nostri  insegnanti,  di  palato  più  squisito,  non  saprebbero 
accettare,  la  raccolta  di  esercizi,  frutto  di  una  sapiente  collaborazione,  è  vera- 
mente pn-gevole!  Ma  non  sono  i  soli;  e  qui,  per  ovvie  ragioni  di  delicatezza, 
mi  limito  ad  accennare  soltanto  ad  alcuni  degli  stranieri. 

Il  L  a  i  s  a  n  t ,    così  benemerito  della  scuola  o  degli  studi,  ha  avuto  l'ot 
tinta  idea  di  fare  lo  spoglio  di  tutto  quanto  di  bello,  di  utile  e  di  interessante 
si  trova,  in  materia  di  esercizi,  nei  periodici  francesi,  inglesi  e  tedeschi  e  ne 
sono  sorti  tre  volumi  ottimi,  coi  soli  enunciati  e  i  nomi  degli  autori,  una  col- 
lezione rara  alla  portata  di  tutti  e  con  preziose  indicazioni  bibliografiche..* 

A  quante  osservazioni,  a  quanti  riscontri'  curiosi  con  molti  libri  di  testo 
^H  tutti  i  tempi,  si  presta  l'opera  del  Laisant!  Quali  storie  curiose  di  se- 
eolnri  ripetizioni  di  esercizi,  di  problemi,  dai  nostri  vecchi  quattrocentisti  alla 
sempre  fresca  e  i)rofonda  raccolta  dAV Arithmetioa  universale  di  Newton! 

Quante  prove,  a  volte,  che  il  più  recente  Autore  ha  copiato  di  seconda 
mano  l'esercizio  (e  ciò  non  è  certamente  un  male),  senza  darsi  la  pena  di  ri- 
solverlo (e  ciò  invece  sta  malissimo)  ! 

Basti  ricordare  il  caso  del  famoso  problema  della  costruzione  di  un  tri- 
angolo date  le  tre  bisettrici. 

E  col  Laisant  mi  sia  permesso  citare  gli  ottimi  libri  del  L  e  f  e  b  u  r  e 
<^on  eccellenti  note  storiche;  quelli  del  Desboves  e  dell' Ho  bson  per 
^a  trigonometria;  e  tutti  indistintamente  i  libri  inglesi...  Ma  non  siamo  troppo 
esigenti  ! 
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Bisognerebbe  del  pari  provvedere  la  nostra  bibliotechina  di  una  bnon^ 
enciclopedia  di  matematiche  elementari;  ma  qui  non  saprei  dare  saggeriuieutil 
Un  noto  libro  recente  dei  B  r  o  e  a  r  d  (che  non  è  nemmeno  ana  euciciopeili^ 
nel  vero  senso  della  parola)  non  riguarda  che  la  geometrìa,  e  la  enciclopedis 
del  Weber  e  Wellenstein  (malgrado  il  nome  illustre  di  uno  de^l 
autori)  non  mi  -soddisfa  affatto.  Vari  anni  or  sono  la  nostra  associazione  presi 
l'impegno  di  farne  una  italiana;  ma  poi  la  cosa  non  ebbe  più  seguito.  N'>t 
sarebbe  forse  il  caso  di  riprendere  Pidea! 

In  mancanza  di  meglio  si  potranno  acquistare  (costano  assai  lìoco)  i  nu- 
merosi volumi  della  Bibliotheca  matheni.  del  Lietzmann,  ven  gioielli  ti 
cultura  e  di  didattica,  per  quanto  di  eccessivo  sapore  teutonico!  \ 

E  poiché  ogni  insegnante  deve  interessarsi  delle  questioni  storiche  dt* 
proprio  insegnamento  (e  tutti  sanno  quanto  esse  interessino  anche  gli  steR^i 
scolari)  non  mancheranno  nel  nostro  scaffale  i  due  volumi  i>oderosi  del  Tnl- 
p  f  k  e  e  quello  piti  recente  del  O  aj  o  r  i  di  [)iù  modesto,  ma  sempre  di  intervs 
sante  contenuto;  e  infine,  specialmente  in  uno  Istituto  classico,  ci  saranno  \ 
principali  classici  greci  nelle  splendide  edizioni  H  e  i  b  e  r  g  . 

Finalmente  un'ultima  raccomandazione:  non  manchi  lo  splendido  libro  dd 
Simon;  esso  solo  vale  (almeno  ]>er  la  parte  geometrica)  una  intera  biblioteca] 
Perchè  qualcuno  dei  nostri  attivi  e  colti  insegnanti  non  pensa  a  dargli  un 
indispensabile  compagno  per  la  parte  analitica? 

Gosi  dopo  aver  provvisto  di  libri  il  nostro  Istituto  in  modo  da  riempire 
uno  degli  scaffali  dell'ipotetico  armadio,  supponendo,  come  nello  favole  ddj 
buon  tempo  antico,  che  siano  trascorsi  già  molti  e  molti  anni;  passiamo  alla 
parte  più  importante;  cioè  a  riempire  i  restanti  scaffali!! 

m 

Il  professore  di  scienze  naturali  con  un  po'  di  buona  volontà  (ed  io  ne  ho 
visti  esempi  meravigliosi)  fa  relativamente  assai  presto  ad  arricchire,  con  lieve 
spesa,  il  proprio  gabinetto  per  opera  propria  o  colla  collaborazione,  spesso 
efficacissima,  degli  allievi.  Si  fa  presto  un  buon  erbario,  una  raccolta  di  nccelii. 
d'insetti;  o  di  minerali.  !Non  è  chi  non  sappia  quanto  esse  siano  efficaci  u^^lli 
insegnamento  delle  scienze  naturali  ;  insegnamento  che  è  solo  veramente  pnv 
ficuo  quando  si  è  visto,  oi^erato  ed  osservato! 

Come  formerà  il  matematico  la  propria  raccolta,  il  proprio  erbario?  In  un 
modo  egualmente  facile  e,  più  importante  ancora,  poco  dispendioso. 

Nelle  prime  classi  ginnasiali,  nelle  scuole  tecniche  e  complementari,  iK>icbf 
è  in  qualche  caso  esplicitamente  richiesto  dai  programmi,  i  giovani  studenti 
fanno  qualche  disegno  delle  figure  geometriche  che  studiano;  fanno  o  dovrt^b- 
bero  fare  molti  calcoli  numerici  (anche  mentali);  sono  esercitati  coi  soliti  istrn 
menti  a  riprodurre  le  più  note  e  le  più  semplici  costruzioni  geometriche  (tutt\il 
più  con  la  costante  esclusione  del  doppio  decimetro).  Nel  ripeterle  alla  lavagna, 
dovrebbero  valersi  della  riga  e  del  grosso  compasso  di  legno  ;  ma  anche  questi, 
«e  pur  esistono,  tengono  il  più   delle    volte  buona  compagnia  all'Algebra  del 
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erret  e  alla  Geometria  di  Clebscbl  Purtuttavia,  poco,  molto  poco,  ma  in  qae- 
io  primo  studio  dell'iuseguaoieuto  geometrico^  qualche  cosa  di  pratico  e  di 
rafico  si  fa. 

Ma  dopo  questo,  più  nulla  o  quasi  nulla! 

La  geometrìa  e  Panalisi  diventano  insegnamenti  arìstocratici  e  la  geometrìa 
wi  La  più  (Dio  liberìf)  nessuno  scopo  pratico.  Coi  suoi  procedimenti  logici; 
)1  SQO  rigore  deve  formare,  x>lasmare  le  intelligenze;  e  se  occorrerà  risolvere 
aalcbe  problema,  sia  pure  nel  piano,  basterà  accennare  le  costruzioni  :  si 
"accia  una  retta  di  qui,  un  cerchio  di  là  e  si  trova  quello  che  si  deve  tro- 
are,  perchè  così  ce  ne  convince  (ed  è  ottimo)  il  puro  ragionamento  e  i  teoremi 
idisciissi  della  geometria!  La  verifica  è  perfettamente  inutile;  alcuni  pensano 
aulte  che  il  meglio,  Pideale,  sarebbe  addirittura  l'abolizione  delle  figure  (i  som- 
li  geometri  greci  non  si  contentavano  forse  delle  grossolane  figure  tracciate 
nlla  sabbia!);  infatti  le  rette  che  voi  tracciate  sul  foglio  coll'arte  e  la  perizia 
itt  raffinate  non  saranno  che  una  grossolana  rappresentazione  delle  rette  dei 
«oinetri;  il  foglio  di  disegno  il  più  levigato  non  è  quello  dei  geometri. 

E  la  cosa  è,  nelle  ultime  classi  delle  nostre  scuole  secondarie,  talmente 
ene  intesa  ed  è  qua^i  unanime  il  consenso  che,  salve  rarissime  eccezioni,  io 
on  ho  mai  viste  eseguite  le  costruzioni  uè  in  iscuola,  né  in  casa. 

Xon  diciamo  poi  nulla  sull'abisso,  mai  colmato,  tra  la  poesia  delle  sapienti 
)inl)inazioni  algebriche  e  la  prosa  delle  applicazioni  numeriche! 

Ora  senza  voler  toglier  nulla  al  valore  educativo  delle  teorie  rigorose 
M)inetriehe  ed  algebriche,  quanto  sopra   ho   notato  a  me  non  sembra  giusto. 

Tutti  sanno  la  grande  importanza  che  Monge  e  la  sua  scuola  attribui- 
to al  disegno  nitido  e  sapientemente  condotto,  con  felice  vocabolo  chiamato 
ép^ire»',  tutti  sanno  quanto  occorra  saper  bene  e  rapidamente  calcolare  in 
itte  le  a])plicazioni  della  vita  moderna.  In  un  insegnamento  ben  condotto, 
m  (leve  mancare  la  parte  formativa,  teorica,  es|M)8ta  con  il  rigore  conciliabile 
un  insegnamento  elementare;  ma  non  deve  mancare  assolutamente  la  patte 
^plicatjva,  integrazione  della  prima;  il  disegno,  il  calcolo  numerico.  Più  o 
eiìo  estesa,  s'intende,  a  seconda  dell'indirizzo  della  scuola,  delle  naturali  di- 
osizioni  degli  allievi;  per  quanto  il  disegno  e  la  pratica  del  calcolo  siano 
^niai  quasi  indispensabili  a  tutti.  Perchè  mai  il  professore  di  matematica 
Jve  far  meno  del  collega  di  geografia  che  pure  esige  schizzi  e  carte  e  pro- 
getti ? 

Ho  si>esse  volte  assistito  ad  ottime  lezioni  e  rii>etizioni  ;  gli  allievi  mi 
inno  saputo  perfettamente  ripetere  costruzioni  non  facili  e  descrizioni  di  curve 
Psiche;  ma  alla  mia  domanda:  le  avete  mai  disegnate!  non  ho  avuto  che 
»a  risposta:  no;  basta  la  figura  del  libro;  il  disegno  esige  troppo  tempo  e 
n  viene  mai  bene,  come  ci  ha  assicurato  il  professore. 

Credo  che  ben  i>ochi  (e  voglio  essere  ottimista)  di  quelli  che  parlano  del 
oblema  dei  contatti  circolari  e  del  famoso  problema  di  Apollonio  si  siano 
ù  presi  la  briga,  mai  abbiamo  avuto   la   curiosità  di  fare  o  di  far  eseguire 
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il  disegno  e  di  vedere  nel  caso  più  ovvio  e  lampant?  gli  otto  bei  cerchi  tan- 
genti a  tre  dati! 

In  qualche  caso  di  giovanile  entusiasmo,  il  professore  si  è  pare  permesse 
qualche  piccola  escursione  nel  piccolo  orto  della  geometria  del  triangolo.  Lieve 
colpa,  X)erchè  chi  di  noi  non  è  stato,  in  giovane  età,  ghiotto  di  queste  qat^ 
stioni,  non  è  stato  un  triangoli  sta  ?  E  del  resto  non  si  trova  sino  uu  cenno 
di  geometria  del  triangolo  (sia  pure  come  interessante  esercizio  di  pìegatnrii 
di  carta,  giuoco  sapiente  e  altamente  istruttivo)  nella  geometria  per  i  pici*nli 
dei  coniugi  Y  o  u  n  g  ! 

Ebbene:  avete  mai  disegnato  o  fatto  disegnare  il  cerchio  di  Feuerbach 
e  i  suoi  primi  sedici  cerbi  tangenti;  o  quello  non  meno  famoso  di  B  rocard? 

Ora  io  penso  che  il  professore  deve  esigere  che  si  disegnino  le  cose  piò 
importanti  che  riflettono  l'insegnamento  della  geometria.  I  migliori  disegni  f^rti 
anno  per  anno  dai  migliori  allievi  costitnimnno  il  proprio  album,  il  proprio 
erbario;  anche  da  rinnovarsi  di  tanto  in  t:inl(>.  Oppure  si  potranno  porre  in 
appositi  quadri  esposti  nella  sala  delie  lezioni,  per  stare  costantemente  ^U(> 
gli  occhi  degli  alunni;  e  per  eccitarne  la  curiosità,  eccitarne  Temulaziune!  \\ 
forse,  chi  sa,  non  soltanto  questa.  Sofia  Kowalewski  nei  ni  Soucenìn 
de  ma  jennesse  »  racconta  della  forte  impressione  ricevuta  da  vecchi  dii^.gni  « 
dalle  formule  che  ella  vedeva  su  vecchi  fogli  di  carta  incollati  alle  ])areti  delia 
sua  stanza,  e  appartenenti  al  padre,  generale  russo! 

Quanto  materiale  egli  potrà  raccogliere  in  pochi  anni,  sia  col  lavoro  ])n> 
prio,  sia  colla  collaborazione  di  più  generazioni  di  studenti  ! 

In  pochi  anni,  non  l'insegnante,  ma  la  scuola  avrà  un  album  e  quadri  in 
tale  quantità  da  poter  largamente  rieminre  il  secondo  degli  scaffali  del  nostro 
armadio.  La  varietà  dei  disegni  si  imporrà  da  sé;  a  seconda  della  cultura,  deilvi 
predilezioni  del  docente,  anzi  dei  vari  docenti  che  per  forza  inelutt^ibile  «li 
eventi  si  succederanno  nella  scuola. 

Non  ho  la  pretesa  di  dare  dei  consìgli  a  chi  ne  sa  più  di  me.  Mi  limito 
ad  accennare  a  qualche  altra  cosa. 

Si  potranno  far  disegnare    le    più    celebri    dimostrazioni    del    teorema  «li 
Pitagora:    da  quella  meravigliosamente  semplice  dovuta  forse  ad   un  eoai 
mentatore  arabo  di    Euclide    che  riuscì  a  decomporre  il  quadrato  della  ipo 
tenusa  in  tre  triangoli,  un  quadrilatero  ed  un  pentagono  rispettivamente  eguali 
e  diversamente  situati  nei  quadrati  dei  cateti  (ridotta  a  mirabile  piegatura  ih 
carta  dai  coniugi  7  o  u  n  g  );    a    quelle    dell'  E  p  s  t  e  i  n  ,    del    N  i  e  1  8  e  n  :   o 
far  costruire  degli  abachi  grafici  per  la  risoluzione  in  numeri  interi  delPeqna 
zione  pitagorica;  o  per    quella    dei    triangoli  eroniani.    La    risoluzione  graficii 
delle  equazioni  (con  rispetto  alle  dimensioni)  e  l'uso  costante  della  carta  mil 
limetrata,  col  sussidio  di  coniche  o  di  qualche  semplice  curva  algebrie^i  o  tra- 
scendente offre  uno  sterminato  cami)o  di  disegni,  di  osservazioni  preziose.  (ìii 
studenti  vi  si  dilettano  in  modo  meraviglioso,  anzi  con  entusiasmo! 

E  se  poi  il  professore  di  matematica  vorrà  (e  dovrebbe)  anirsi  in  fraterna 
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diaborazìone  col  suo  collega  di  fìsica  e  di  cbimica  ;  quale  altro  iinineuso  campo 
ile  rappresentazioDÌ  grafiche  delle  oscillazioni  armoniche  e  delle  svariate  loro 
>inpo8izioni ;  al  moto  dei  proiettili;  alla  teoria  del  potenziale;  alle  più  sem- 
liei  curve  cinematiche  (moto  a  tre  aste,  p.  es.)  che  pure  interessano  gli  alunni 
i  una  delle  sezioni  dell'Istituto  tecnico. 

La  pazienza  e  l'abilità  di  ottenere  un  disegno  bello  ed  esatto;  le  dimen- 
oni  stesse  del  disegno  ben. più  ampie  di  quelle  del  testo;  la  diversa  colora- 
rne delle  parti  del  disegno;  le  pìccole  questioni  che  il  giovane  disegnatore 
ere  superare  da  sé  in  ogni  momento;  insomma  queste  prime  esperienze  geo- 
etriche,  non  solo  sviluppano,  acuiscono  il  senso  estetico  e  geometrico,  non 
}to  possono  promuovere  la  invenzione  geometrica,  e  la  discussione  dei  problemi, 
la  danno  una  sicurezza  ed  una  padronanza  della  materia  che  difficilmente 
i  acquisterebbe  in  altro  modo. 

Anche  in  questo  i  tedeschi  sono  maestri.  Senza  ricordare  ciò  che  si  fa 
elle  scuole  tedesche,  mi  sia  permesso  richiamare  la  vostra  attenzione  sopra 
lUe  libri  in  cui  si  possono  avere  ottimi  modelli  :  quello  del  N  o  o  d  t  :  Mathe- 
iUìHche  Experiementietmappe  fiir  die  ffand  der  Sohiiler;  e  quello  meraviglioso 
i  Auerbach,    Die  PhyHik  in  graphisehen  Barstellungen. 

Quel  poco  che  io,  iu  via  di  modestissimo  esperimento  e  coU'aiuto  di  una 
lia  distìnta  allieva  (proveniente  dal  liceo),  ho  potuto  fare  in  pochi  mesi,  mi 
à  completo  affidamento  che  quanto  ho  proposto  non  sia  di  impossibile  at- 
lazione. 

Voi  vedrete,  giudicherete  e  certamente  saprete  fare  assai  meglio. 

E  vengo,  rallegratevi,  alFultima  parte  di  questo  mio  discorso;  anzi  a  quella 
kedevrebbe  essere  la  più  interessante;  ai  modelli,  ed  agli  strumenti  matematici. 

È  incredìbile  tutto  ciò  che  la  più  fine  industria  di  artisti,  di  meccanici, 
i  matematici  ha  saputo  produrre  in  questo  campo  che  va  arricchendosi  ogni 
ionio  di  più. 

Dai  semplici  e  antichissimi  istrumentì:  la  riga,  il  compasso,  la  squadra, 
tntta  la  ricca  collezione  di  compassi  pel  tracciamento  di  determinate  curve 
illiB8ografo,  spiralografo,  compassi  cicloidali  del  Bidolfi,  sistemi  arti- 
riati,  ecc.);  dalle  varie  squadre  cicloidali,  evolventi,  polisetfcrici ;  dai  curvime- 
la planimetri,  agli  integrafi  di  Abdank-Abakanowicz  a  quelli  del 
ascal  per  la  integrazione  delle  equazioni  differenziali,  per  la  risoluzione  del 
roblema  balistico;  a  quelli  dello  S  e  a  t  i  z  z  i  ;  agli  integrafi  per  le  equazioni  in- 
'grali  di  Eredholm;  all'analizzatore  armonico  diCoradi  e  di  Michel- 
on,  veri  miracoli  di  ingegnosità  e  di  meccanica  di  precisione;  dai  fiori  geo- 
iHi'ici,  dall'anello  prestigioso  del  S  u  a  r  d  i  (1672)  capaci  di  descrivere  oltre 
«Ile  curve  antiche  e  moderne,  alle  miracolose  penne  geometriche  del  K  e  r  r , 
i  vari  armoniografi,  wondergraph,  sAVauto  Vibratian  Becorder^  e  al  pendolo 
iroscopico  di  G  r  u  e  y  ;  dai  semplici  modelli  di  solidi  in  cartone,  in  gesso  in 
ìlluloide,  in  cristallo;  dai  semplici   solidi    decomponibili  del  Dupin    e    del 
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Bossi,  agli  eleganti  modelli  geometrici  e  cinematici  dello  Schilling 
del  B  r  ì  1 1  ;  dalle  semplici  costruzioni  di  carta  delle  saperficie  quadricht^  iii 
diante  le  loro  sezioni  circolari,  alle  sapienti  e  raffinate  costruzioni  in  gesso,  I 
fili  di  seta,  in  celluloide,  di  superficie  algebriche  e  trascendenti,  anche  le  più  cot 
plicate;  dal  regolo  calcolatore  e  dai  vari  compassi  geometrici  alle  porteoto? 
macchine  calcolatrici  (Brunswìga,  Borrunghs)^  dalle  figure  stereoscopiche  de 
Greenhill,  agli  anaglifi  del  Yuibert;  si  ha  una  tale  quantità  di  m\ 
delli,  di  strumenti  matematici,  di  potente  ausilio  per  l'insegnamento  elementa^ 
e  superiore,  che  a  volerli  nominare  tutti  ci  sarebbe  da  scrivere  un  volum<j 
e,  possedendoli,  ci  sarebbero  da  riempire,  non  uno  scaffale,  ma  parecchie  salj 

Chi  ami  avere  particolari  completi  ricorra  al  libro  del  Galle,  al  voìoiti 
pubblicato  in  occasione  del  trecentenario  di  Ne  pero,  alle  opere  di  Abakaj 
n  o  w  i  e  z    e   di    Pascal,    ai    cataloghi  dello    Schilling    e  del    B  r  i  11 

Ne  vedrete,  mi  auguro,  buon  numero  nella  visita  che  faremo  ai  Gabioetl 
della  nostra  Facoltà  ed  alla  minuscola  mostra  che  ho  preparato. 

Il  nostro  ideale  Gabinetto  di  Scuola  secondaria  non  può  naturalment^ 
aspirare  a  tanta  ricchezza,  la  quale,  per  molti  lati,  sarebbe  del  tutto  fuor  ì 
luogo  e  superflua. 

Vediamo  quello  che  è  i)ossibile  e  ragionevole  collocare  nel  nostro  Gabinetti 

Anzitutto  i  modelli  dei  solidi  della  geometria  elementare.  É  presto  fati 
Paravia  vende,  a  poco  prezzo,  una  buona  raccolta  di  solidi  di  legno,  larg 
mente  profusa,  ma  non  egualmente  utilizzata,  in  tutte  le  scuole  d'Italia. 

Ho  avuto  sempre  pochissima  simpatia  per  queste  raccolte;  sono  tropi 
rigide,  troppo  tozze;  lasciano  vedere  poco  o  nulla  dell'interno  e  se  cadonc»  | 
deteriorano  facilmente.  Peggio  anex)ra,  non  sono  fatte  dagli  studenti  ;  rapprj 
sentano  una  esperienza  già  fatta;  invece  l'esperienza  la  deve  fare  lo  studenti 
guidato  naturalmente  dal  professore. 

Quanto  sono  preferibili  i  modelli  in  cartone,  quelli  costruiti  con  sotti! 
asticelle  di  legno  connesse  con  un  po'  di  cera  e  con  sottili  fili  di  seta,  dag] 
studenti  I 

Colla  carta  si  fanno  cose  meravigliose  (l'osservava  lo  stesso  compiane 
Vailati)  come  sa  bene  chi  ha  letto  il  più  volte  citato  libro  degli  Young.  E  n<^ 
si  può  credere  con  quale  arte  consumata  vi  si  provino  gli  studenti,  spe<ei<ii 
mente  le  donnei 

Non  so,  del  resto,  se  abbiate  mai  fatto  l'osservazione  che  i  bambini  gin<j 
cano  più  volentieri  con  dei  rozzi  fantocci  disegnati  e  ritagliati  da  un  pezxj 
di  carta  colorata,  che  con  una  bambola  artistica  I 

Nessuno  dubiterà,  io  spero,  che  chi  doiK)  aver  studiato  con  ogni  rìgor| 
geometrico,  per  es.,  i  cinque  solidi  regolari,  si  sarà  ingegnato  a  costruirli,  ré 
sterà  più  soddisfatto  e  ne  saprà  assai  di  più  di  chi  si  è  contentato  di  studiar! 

e  di  vederli  sul  libro;  poiché  alla  teoria  avrà  fatto  seguire  la  veritìca  si»*n 

i 

mentale.  Dirò  di  più:  anche  la  lezione    del    professore  sarà  assai  più  efficat^^ 
(perchè  meno  astratta  e  quindi  meno  noiosa)  se  la  dimostrazione,  la  costruzìoDJ 
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teorica  sarà  fatta  di  pari  passo  (quando  è  possibile  e  lo  è  il  più  delle  volte) 
H)ll'e8aine  del  modello.  Kon  si  esercitano  forse  le  facoltà  di  astrazione  dell'al- 
levo! Eh!  lasciamo  andare. 

Questa  facoltà  di  astrazione  ben  pochi  la  posseggono  a  sedici  anni;  in 
)giii  modo,  tra  mani  sapienti,  il  piccolo  modello  può  essere  una  fonte  inesau- 
ribile di  piccole  esperienze,  di  facili  constatazioni,  un  avviamento  ali'osserva- 
lione,  alla  scoperta  sperimentale  di  nuove  proprietà  che  poi  l'allievo  cercherà 
ì\  dimostrare  per  via  logicamente  rigorosa. 

Non  poche  volte  ho  assistito  ad  una  prima  lezione  di  geometria  solida.  ' 
[|  Professore  si  è  presentato  avanti  alla  scolaresca  arni  ito  del  libro  di  testo 
e  del  solito  pezzo  di  gesso  (che  del  resto  non  ha  adoperato).  Ed  ha  cominciato 
la  sinfonia  colla  introduzione  degli  assiomi  e  postulati;  ha  seguitato  poi  col 
maestoso  e  coll'adagio  dei  teoremi,  terminando  con  l'allegro  di  qualche  eser- 
cizio; il  tutto,  ben'inteso,  in  chiave  di  pura  astrazione.  Nove  volte  su  dieci, 
con  questo  sistema,  malgrado  la  sapienza  del  docente,  non  si  arriva  a  tener 
desta  più  di  un  quarto  d'  ora  V  attenzione  di  una  scolaresca,  che  ha  poc'anzi 
udito  il  cemento  di  un  classico,  o  è  stata  deliziata  dai  misteri  della-  gramma- 
tica greca  o  latina,  o  ha  assistito  ad  una  lezione  di  fisica  o  di  chimica  in  cui 
ha  par  visto  e  sentito  qualche  cosa  I 

La  noia  guadagna  più  o  meno  tutti  quanti,  compreso  l'Ispettore  (che  il 
forte  sentimento  del  dovere  costringe  a  slare  cogli  occhi  aperti);  e  non  è  pos- 
sibile ripetere  lo  scherzo  di  quel  tale  accademico  in  una  grave  seduta  in  cui 
si  parlava  dell'  échappeinenL 

Ma  fate  che  il  professore  venga  alle  lezione  armato  di  modelli,  di  fogli 
di  carta  (meglio  se  colorati);  che  faccia  prima  osservare,  sperimentare,  e  poi 
dedarre  e  legiferare  e  tutti  vedranno  (come  qualche  volta  ho  visto  io)  un  cam- 
biamento di  scena;  la  scolaresca  si  anima,  comprende  e  (permettetemi  la  frase) 
digerisce  sabito. 

Io  parlo  qui  anche  per  mia  esperienza  personale,  che,  sebbene  si  eserciti 
in  campi  diversi,  ha  pure  un  certo  valore. 

Dunque  si  facciano  costruire  dei  modelli  di  solidi  decomponibili,  con  date 
dimensioni  e  di  cui,  in  determinati  casi  l'allievo  misurerà  gli  angoli  confron- 
tandoli con  quelli  teorici;  modelli  che  realizzino  qualche  difficile  dimostrazione 
di  geometria  piana  e  solida;  e  sono  innumerevoli  quelli  che  si  possono  ideare 
pel  teorema  di  Pitagora;  pei  triedri  e  loro  supplementari;  con  i  triangoli  sfe- 
rici di  varia  specie  tracciati  su  sfere  reali  di  gomma,  di  celluloide,  di  legno. 
E  8i  otterrà  una  delle  più  belle  ed  efficaci  integrazioni  al  proprio  insegna* 
loento;  si  faranno,  in  piccolo,  delle  vere  e  proprie  esperienze. 

Certo,  non  tutti  gli  allievi  riusciranno  egualmente  bene;  ma  si  tenga  ben 
presente  il  famoso  proverbio  inglese  :  nessuno  sa  mai  quello  che  è  capace  di  fare 
fino  a  che  non  ci  si  prova  !  Si  provi,  si  tenti  e  si  avranno  risultati  e  sorprese 
mirabili. 

VOL.  LX.  ^ 
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I  modelli  migliori,  i  più  artistici,  verranno  a  far  parte  del  patrimonio  dellj 
scuola  e  riempiranno  il  terzo  ed  ultimo  scaiìale  del  nostro  armadio.  La  raccolta 
crescerà  di  anno  in  anno  e  la  emulazione  potrà  ikr  fare  miracoli;  l'esperiena 
degli  anni  precedenti  sarà  savia  ammaestratrice  per  le  costruzioni  future  :  1 
materiale  non  sarà  disperso;  ogni  professore  a  seconda  delle  sue  preferenza, 
delle  sue  attitudini,  del  suo  ingegno,  facendo  tesoro  dell'esperienza  dei  sdo: 
predecessori,  troverà  nuovi  metodi  per  migliorare,  est-endere  il  campo  delh 
esperienze  e  arricchire  il  Gabinetto  della  scuola  colla  diretta  collaborazione 
degli  allievi;  effettuando  così,  con  pochi  sforzi  e  con  poca  spesa,  una  vera  e 
felice  integrazione  di  lavoro! 

Ma  qui  è  possibile  che  «  qualche  vecchio  brontolone  »  obbìetterà  :  Dovrem< 
dunque  noi  insegnanti  di  matematica,  abituati  a  spaziare  nei  campo  della  pnn 
astrazione  e  della  immaginazione,  armati  dei  severi  e  formidabili  ìstrumeutì 
della  logica  (e  qualche  volta  anche  dei  simboli),  ridurre  i  nostri  allievi  a  dei 
puri  artefici,  a  dei  piegatori  di  carta,  a  dei  ritagliatori  di  cartone;  dovremo 
contaminare,  violare,  la  pura  geometria,  la  severa  Urania,  con  dei  pezzi  di 
carta,  con  dei  modelli  quasi  sempre  inesatti  e  goffi? 

La  risposta  completa  meriterebbe  un  lungo  discorso  ed  io  ho  già  abusau 
'  della  vostra  pazienza  !  Il  geometra  S  .  E  a  n  t  o  r  che  verso  il  1878  seguivi 
in  Eoma  il  corso  di  geometrìa  sui)eriore  del  mio  venerato  maestro  L.  O  r  e  m  o  ui 
sulle  superficie  ad  area  minima,  chiamava  il  Cremona  «geometra  slealt\ 
perchè  egli  si  valeva  delPaiialisi  !  Oggi  siamo  tutti  d'accordo  che  un  geometra  eh 
volesse  privarsi  dell'uso  dell'analisi,  o  un  analista  di  quello  della  geometrìa 
fanno  un  po'  l'impressione  di  chi,  potendo  camminare  con  due  buone  gambe 
si  eserciti  nel  discutibile  e  poco  estetico  sport  di  camminare  con  una  gami» 
sola  ! 

Nessun  timore  di  «violazioni»;  invece  saggio  richiamo,  felice  connubbic 
del  puro  ragionamento  colla  intuizione,  della  teoria  coU'esperienza  !  E  del  reste 
risponda  in  ogni  modo  la  storia.  Galileo  saggia  coi  fatti  le  scoperte  leggi 
del  moto;  e  diventa  costruttore  di  occhiali,  lavoratore  di  vetri;  Torricelli 
non  esita  a  discendere  dalle  sublimi  investigazioni  geometriche  e  meccaniclie 
per  diventare  anche  lui  esimio  costruttore  di  lenti  e  tutti  sanno  della  abilit;i 
di  Hnyghens  che  costruisce  il  suo  pendolo  cicloidale  e  il  telescopio;  di 
Newton;  tutti  sanno  della  fenomenale  potenza  di  calcolo  mentale  di  K  u  • 
ler   e    dì    Oauchyl 

L'esercizio  di  facoltà  costruttrici,  lo  sperimentare  ridotto  alle  semplici  e 
modeste  mansioni  cui  ho  accennato,  integra  brillantemente  lo  studio  della  geo- 
metria; non  deve  né  abbassarlo,  né  sostituirlo.  Esso  rende  più  facile,  piii  at- 
traute  un  tale  studio;  esso  mette  una  nota  gaia  tra  le  severe  leggi  della 
scienza  ! 

Non  da  i  soli  modelli  eseguiti  dagli  allievi  si  debbono  trarre  gli  indispen 
sabìli  ausili  per  un  insegnamento  attraente  e  variato. 
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Molti  altri  ve  ne  sono  cui  accennerò  brevemente. 

È  ben  nota  la  difficoltà  che  in -oiitiano  i  principianti  nello  studio  della 
ereometrìa,  e  nel  dover  rapprese i: tare  sopra  il  piano  della  lavagna  o  della 
irta  delle  ligure  solide.  Si  deve  risolvere  infatti  un  problema  di  prospettiva 
lo  studente  lo  risolve  quasi  sempre  incosciamente,  facendo  quello  che  vede 
ve  al  professore  sulla  lavagna  e  riprodotto  nel  testo.  È  assai  dubbio  che  lo 
imprenda  subito  e  ne  penetri  lo  spirito  ! 

Ad  eliminare  le  prime  inevitabili  difficoltà,  servono  molto  bene  le  figure 
bereoscopiche  così  largamente  usate  nelle  scuole  inglesi  (Ladie^s  schools)  e  che 
)no  oramai  ben  note  anche  da  noi.  Se  ogni  allievo  possedesse  il  proprio  ste* 
eoseopio,  colla  corrispondente  tìgura  relativa  al  teorema  da  dimostrare,  il  prò 
(Bsore  sarebbe  dispensato  dai  fare  la  figura  alla  lavagna;  vi  sarà  risparmio 
i  tempo  e  maggiore  chiarezza.  Io  stesso  ho  sperimentato  la  bontà  del  metodo. 
)opo  poche  prove,  gli  alunni,  anche  i  meno  pronti  sapranno  riprodurre  le 
chematiche  figure  alla  lavagna  (perchè  ora  ben  impresse  nella  mente)  e  rifare 
%  dimostrazione  senza  il  sussidio  della  figura  stereoscopica. 

!N^on  sarà  facile  avere  30  o  40  stereoscopi;  ma  uno  o  due  se  ne  possono 
ivere  certamente  e  anche  con  questi  ci  si  può  industriare.  Ma  forse  si  può 
!«rcare  per  altra  via  una  soluzione  meno  dispendiosa! 

Esistono  in  commercio  (naturalmente  marca  tedesca)  degli  album  di  vedute 
)aDoramiche  delle  principali  città  del  mondo.  Viste  ad  occhio  nudo  sono  piut- 
ioste  bruttine,  a  contorni  slavati  ed  indecisi,  in  due  colori  (rosso  e  blu). 

Ma  guardatele  attraverso  un  doppio  occhiale  di  celluloide,  uno  rosso  e 
'altro  blu,  e  dopo  un  po'  di  adattamento,  regolando  la  distanza,  i  colori  com^ 
(elementari  si  fondono,  i  contorni  diventano  visibilmente  netti  e  tutta  la  figura, 
in  nero,  par  che  si  stacchi  dal  foglio  ;.  case,  alberi,  uomini  paiono  come  rile- 
gati e  situati  in  piani  diversi  ! 

Il  V  u  i  b  e  r  t  ha  voluto  sfruttare  gli  stessi  principi  per  il  rilievo  delle 
figure  geometriche  e  ne  sono  venuti  fuori  gli  Anaglifi. 

Sono  veramente  semplici  e  meravigliosi;  costano  poco  e  sono  alla  portata 
di  tutti.  Alcuni  dei  disegni,  p.  e.  la  figura  degli  scaneloidi  insi;ritti  e  circo- 
scritti nella  piramide  triangolare  ;  alcuni  complicati  poliedri  per  Io  studio  della 
cristallografia,  e  fino  le  figure  di  alcuni  istrumenri,  viste  a  traverso  il  dop])io 
occhiale  colorato,  sono  veramente  impressionanti!  Quelle  figure,  rigide,  l'una 
poco  diversa  dall'altra  e  quasi  sovrapposte,  si  fondono,  si  animano;  par  che 
una  virtù  magica  le  faccia  sorgere  dal  foglio;  le  rette  diventano  tanti  sottili 
fili  di  seta  che  a  piacere  si  fanno  allontanare  e  avvicinare  ! 

L'esempio  del  Yuibert  è  stato  imitato  e  ampliato;  ed  ora  possediamo 
altre  magnifiche  tavole  pel  rilievo  in  geometria. 

Io  penso  che  non  sia  difficile  riprodurre  collo  stesso  sistema  le  più  note- 
voli figure  della  stereometria  su  grandi  quadri  murali  da  disporre  sulla  lava- 
la; basterebbe  in  tal  caso  che  ogni  studente  si  valesse  del  doppio  occhiale 
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colorato  di  cellaloide,  con  una  spesa  di  pochi  soldi.  La  cosa  non  è  stala  ancora 
tentata,  per  quauto  io  sappia;  ma  mi  auguro  lo  aia  ed  al  più  presto. 

Non  mi  dilungo  sull'uso  continuo  che  lo  studente  dovrebbe  fare  delle  ta- 
vole matematiche  e  sui  veicoli  al  servizio  dei  calcolatori  di  cui  ha  parlato 
colla  usata  competenza  il  Loria;  dalle  più  modeste  alle  pììi  complete  (cito  solo 
quelle  dello  lahnke);  dalle  umili  tavole  di  logaritmi  alle  tavole  dei  numeri 
primi  pubblicate  in  America  a  quelle  del  nostro  Polctti,  destinate  a  svelare 
ancora  non  pochi  misteri  della  teoria  dei  numeri  ! 

E  cosi  mi  pare  che  un  po'  per  anno,  con  lievissima  spesa,  abbiamo  riem 
pito  il  nostro  armadio  e  costituito    il    gabinetto    sperimentale  di  matematica; 
sopratntto  con  poca  spesa. 

Perchè  se  si  chiedessero  al  Ministero  della  P.  I.  dei  fondi  anche  modesti 
per  la  fondazione  e  la  sussistenza  di  questo  nostro  Istituto  sperimentale,  anche 
in  questo  momento  in  cui  le  sci  nze  sperimentali  sono  così  degnamente  ed 
altamente  rappresentate  al  Ministero  della  P.  L,  potete  essere  più  che  cerrf 
che  tale  Istituto  o  non  sorgerà  mai,  o,  se  non  si  vuol  essere  così  pessimisti, 
per  lo  meno  con  una  secolare  lentezza!  Ma  la  collaborazione  e  talvolta,  chi 
sa,  anche  la  generosità  degli  studenti;  l'industria  del  professore  che  deve  Ta- 
rlare in  ragione  inversa  del  quadrato  o  del  cubo  dei  soldi  che  sono  a  sua 
disposizione,  possono  e  debbono  far  miracoli. 

Lasciatemelo  augurare  pel  bene  della  nostra  scuola! 

E,  torno  a  ripeterlo,  per  i  modesti  scopi  dell'esperienza  che  può  forsi  in 
un  istituto  secondario,  non  occorrono  oggetti  di  lusso  e  costosi,  da  lasciare  ad 
istituti  superiori  forniti  di  adeguati  mezzi  finanziari;  come  del  pari  per  dare 
una  prima  e  sintetica  visione  di  qualche  importante  scoperta  o  legge  o  teorema, 
non  è  del  tutto  inutile  valersi  di  qualche  procedimento  un  po'  sommario  e 
intuitivo  ! 

'  Abusando  ancora  della  vostra  pazienza,  permettetemi  di  insistere  con 
qualche  esempio.  Vi  confesso  che  questa  dei  modelli  è  stata  ed  è  sempre  una 
mia  debolezza,  una  passione;  e  permettetemi  questo  piccolo  sfogo  di  vanità, 
ricordo  a  mio  onore  aver  fatto  discutere,  in  Napoli,  due  ottime  tesi  di  laurea 
per  ognuna  delle  quali  si  era  costruito  il  relativo  modello  (giroscopio  della 
Kowalewski;   doppio  pendolo). 

Poche  asticelle  di  spesso  cartoncino  o  di  legno  sottile  permettono  a  quitl 
siasi  studente  di  riprodurre  i  modelli  dei  più  semplici  inversori  (P  cau  cel- 
li e  r,  H  a  r  t)  e  di  constatare  sperimentalmente  le  più  notevoli  proprietà  della 
trasformazione  per  inversione:  un  buon  cartoncino  e  un  di  foglio  di  carta 
oliata,  permettono,  sperimentalmente,  la  riproduzione  di  una  o  dell'altra  delie 
curve  cicloidali  nel  moto  di  una  figura  piana  nel  proprio  piano;  teorema  e 
teoria  che  figurano  nei  classici  elementi  di  geometria  del  Bobillier,  dedi- 
cati alle  scuole  di  operai  (a  quelle  scuole  in  cui,  almeno  iu  Inghilterra,  noo 
si  teme  di  parlare  di  vettori,  di  derivate  e  di  integrali);  un  cord<me  di  cauc- 
ciù fissato  in  un  estremo  e  recente    nell'altro  un  piccolo  giroscopio  (di  quelli 
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;be  si  vendono  nelle  fiere,  senza  ricorrere  alle  sapienti  costrnzioni  di  Max 
[obi)  fa  comprendere  in  modo  lampante  il  teorema  di  Frisi  sulla  composi- 
ioDe  delle  rot^iziont  istantanee  intorno  ad  assi  concorrenti;  un  ruvido  blocco 
ttrallelepipedo  di  legno  o  un  modesto  libro,  visto  dal  diritto  e  poi,  in  due  di- 
i«r8€i  maniere,  dal  rovescio,  ék  la  semplice  legge  della  composizione  di  due 
litDiuetrie  intorno  a-d  hssì  ortogonali;  la  figura  posta  da  Galileo  al  principio 
Iella  terza  giornata  dei  Discorsi  sopra  due  nuove  scienze,  e  che  si  è  trovata 
issere  almeno  anteriore  di  tre  secoli  a  Galileo,  fa  comprendere,  senza  integra- 
ione  0  passaggi  ai  limite,  istantaneamente,  la  relazione  celebre  tra  spazio  e 
empo  nel  moto  uniformemente  vario;  e  finalmente,  l'oso,  non  molto  religioso, 
li  un  modesto  rosario  o  catena  omogenea  attorcigliata  ad  un  prisma  triango- 
are,  secondo  la  mirabile  idea  dello  S  t  e  v  i  n ,  conduce  alla  scoperta  della 
^ge  di  equilibrio  sul  piano  inclinato  ! 

È  incredibile  ciò  che  può  insegnare  di  geometria  e  di  meccanica  quel 
neravigiioso  giuocattolo   che  è  la  trottola  o  il  giroscopio. 

I  tentativi  di  riprodurre  in  modo  grossolano  la  celebre  rappresentazione 
di  Po  in  so  t  del  moto  di  un  mezzo  ellissoide  di  gesso,  a  centro  fisso,  che 
Dtola  su  di  un  piano  cosparso  di  nero  fumo,  gettarono  i  primi  dubbi  sull'esi- 
itenza  dei  flessi  della  erpoloide  dando  poi  origine  ai  lavori  teorici  di  Hess 
)diDe.Sparre    e  quindi  ai  modelli  plii  perfezionati  diGrassmann  jun. 

Anche  Je  determinazioni  sia  pure  grossolane  delle  radici  di  una  eqaazio- 
le  di  2^  grado  colle  intersezioni  di  una  parabola  fissa  con  una  retta;  o  quelle 
li  una  di  3"  grado  colle  intersezioni  di  una  parabola  con  un  cerchio;  la  ve- 
iflcazione  sulla  carta  del  teorema  di  Pitagora  sni  triangoli  a  lati  interi;  la 
icerca  del  valore  di  n  colia  misura  diretta  di  diametri  e  circonferenze  di  mo- 
Bonete,  disebi,  tondi  di  bicchiere,  ecc.  e  finalmente  tutto  lo  sconfinato  campo 
Ielle  approssimazioni  numeriche^  non  sono  forse  altrettante  piccole  esperienze 
Micessibili  a  tutti  f 

Insomma  bisogna  operare  e  far  operare;  risvegliare  certe  facoltà  che  in 
maggiore  o  minor  grado  ciascuno  di  noi  possiede;  inculcare  -anche  dalla  Cat* 
edra  di  matematica  che  se  è  bello,  sublime  seguire  i  voli  della  fantasia,  le- 
esigenze  più  estremiste  del  rigore,  è  ugualmente  bello  ed  utile  scendere  alle 
applicazioni;  bisogna,  in  altre  psirole,  anche  in  matematica,  essere  più  fkttivi, 
lirei  quasi  più  dinamici!    Come  nel  fatto  lo  si  è  nelle  scuole  estere. 

So  bene:  questo  desiderio  di  far  poco  o  nulla  nel  senso  esclusivamente 
i)ratico;  aver,  non  dico  paara,  ma  un  po'  di  disprezzo  per  la  piccola  esperienza 
natematiea  (contenuta  entro  i  modestissimi  limiti  cui  ho  accennato);  inna- 
Dorarsi  della  pura  si^eculazione  e  disdegnare  Pesercizio  più  modesto  e  più 
loioso  del  tracciamento  di  curva,  di  un  calcolo  numerico  che  vi  costringe  a 
itigare  coU'aritmetica  ed  a  far  uso  delle  tavole,  é,  diciamolo  francamente,  un 
po'  nell'indole  della  nostra  razza,  nelle  caratteristiche  dei  nostro  ingegno.  Il 
lostro  paese  che  ha  avuto  e  vanta  uomini  sommi  sia  nel   campo    della  pura 
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temente  valersene  nell'insegnamento,  facendo  esperienze,  libri,  disegni,  modelli, 
macchine  e  tavole  matematicbe,  che  debbono  agevolare  l'apprendimento  della 
materia,  il  gusto  per  la  ricerca  scientifica  e  rendere  lo  studio  più  attraente, 
più  facile  e  più  redditizio  ! 

Un  docente  che  non  abbia  a  sua  disposizione  tutti  questi  necessari  gas 
sidi,  mi  pare  assomigli  ad  un  meccanico  che  debba  riparare  o  far  funzionare 
una  macchina  senza  la  borsa  dei  suoi  ferri,  a  dispetto  di  tutti  i  metodi  Taylor. 
A  furia  di  pazienza,  di  ingegno  potrà  forse  venir  a  capo  della  sua  bisogna; 
ma  quanto  tempo  perduto  che  può  essere   assai  più  profìcuamente  impiegato! 

Vediamo  dunque  in  abbozzò  quello  che  di  più  indispensabile  dovrebbe 
contenere  il  nostro  ideale  Gabinetto  di  Matematica;  vediamo  in  qual  modo  si 
possa  fornarlo,  e,  come  un  organismo  potente  e  vitale,  possa  vivere  e  pro- 
sperare. 

Anzitutto,  non  si  spaventi  qualche  capo  d'Istituto,  nessuna  preoccnijazione 
pei  locali.  Il  mio  ideale  gabinetto  di  matematica  non  ha  bisogno  di  locali  gran- 
diosi come  quelli  di  fìsica,  di  chimica,  di  scienze  naturali.  Può  trovare  la  %u 
degna  sede  in  qualche  modesto  armadio  della  biblioteca,  o  della   sala  dei  pro- 
fessori o,  in  caso  disperato,  nel  sancta  sanctorum  della  Direzione  che,  almeno, 
non  manca  mai;    e    in  qualche  cartella    per    collocare    i    disegni.  Sono,  come 
ognun  vede,  esigenze  molto  modeste  facilmente  raggiungibili  nel  più  modesto 
degli  Istituti  secondari  e  con  spesa  o  nulla  o   assai  lieve.  Meglio  se  qualche 
fortunato  potrà  avere    una  stanza,    cui  intitolare  orgogliosamente  :  Istituto  di 
Matematica  ;  ma  è  meglio  non  farsi  troppe  illusioni  1 

E  dopo  aver  pensato  ai  locali,  provvediamo  ad  addobbarli  scientificamente, 
ed  anzitutto  pensiamo  ai  libri,  sopratutto  ai  libri  di  consultazione. 

Kelle  mie  varie  peregrinazioni  nelle  scuole  medie,  specialmente  del  mez 
zogiorno,  mi  è  spesse  volte  accaduto  di  trovare  nella  biblioteca  di  qualelie 
modesto  Istituto,^e  sino  in  un  minuscolo  ginnasio  di  Sicilia,  le  Vorlesnngen 
«  iiher  Geometrie  di  Clebsoh  e  V Algebre  supérieure  del  Sebret. 

Erano  stati  acquistati  chi  sa  quanti  anni  prima  da  qualche  insegnante 
che  voleva  approfondire  (scopo  santo  e  lodevolissimo)  la  propria  cultura  o 
continuare  (egregiamente)  gli  studi  universitari.  Tale  insegnante  (e  chi  può 
fargliene  rimprovero)  non  avrà  avuto  la  forza  di  far  proprie  le  commoventi 
parole  di  Fabbe:  «i  miei  emolumenti,  dice,  dovevano  bastare  a  tutto,  nutri- 
ce mento  del  corpo  e  dello  spirito.  Ciò  che  io  darò  di  più  all'uno,  io  lo  toglierò 
«  all'altro,  baUmce  à  laqtielle  doit  fatalement  se  résigner  quiconque  prend  la  scienc^ 
ponr  gagnepain  ». 

Poi  il  professore  era  stato  trasferito;  il  successore  non  si  occui)ava  di 
alta  matematica,  e  i  due  celebri  volumi  compirono  indisturbati  i  loro  tranquilli 
sonni  in  compagnia  dei  classici  greci  e  latini,  senza  che  una  mano  amica  osasse 
levarli  dallo  scaffale  per  togliere  lo  spesso  strato  di  polvere  che  gli  anni  vi 
aveva  accumulato  I 

-  Ora  —  e  spero  di  non  incorrere  nel  pericolo  di  essere  frainteso  —  stti  be- 
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Dissimo  86  si  potranno  acquistare  libri  di  alta  scienza,  per  allargare  la  coltura 
e  sollevare  lo  spirito  dell'insegnante;  ma  prima  di  pensare  al  superfluo,  pen- 
siamo al  necessario;  prima  che  agli  abiti  di  festa,  provvediamoci  degli  utili 
abiti  di  lavoro  ! 

Non  mancheranno  naturalmente,  in  prima  linea,  i  migliori  libri  di  testo 
nostri  e  stranieri  e  tra  questi  ultimi  mi  sia  ]>erme8S0  citare  quelli  del  Tannkby, 
del  BOBfiL,  delI'HADAMAKD;  quello  meraviglioso  del  Kabpinski;  mentre  sarei 
assai  imbarazzato  a  citare  tutto  ciò  che  di  veramente  bello  e  ammirabile  si 
ha  dalla  Germania.  E  in  una  produzione,  fin  troppo  rigoglijosa,  si  sappia  so- 
pratntto  ben  scegliere:  siano  pochi  e  buoni;  scelti  anno  per  anno  con  cura  e 
*  accumulati  nel  nostro  scafiVilc  ,  cr  un  ventennio  e  più,  da  vari  professori,  di- 
versi di  cultura  e  d'ingegno,  s  ::r:i:no  a  rappresentare,  dai  vecchi  ai  nuovi, 
a  traverso  le  varie  edizioni,  la  storia  più  vera  e  più  eflScace  di  tutto  un  pe- 
riodo. E  sarà  una  raccolta  ben  ])iù  vasta,  ben  altrimenti  ricca  di  quella  che, 
assai  facilmente  per  le  recenti  edizioni,  può  farsi  ciascun  insegnante! 

Né  dovrebbero  mancare  i  periodici  dedicati  alle  questioni  didattiche:  il 
Bollettino  di  Matematica  del  benemerito  collega  Conti;  il  Periodico,  risorto  a 
nuova  vita  per  merito  del  nostro  illustre  Presidente;  e  che  io  non  ho  mai 
trovati  o  trovati  deplorevolmente  incompleti  in  tutti  gli  Istituti  da  me  visitati! 

Ma  vi  sono  altri  indispensabili  ferri  del  mestiere;  le  raccolte  di  esercizi! 

Tutti  sanno  quale  miniera  inesauribile  siano  quelle  di  F.  I.  C.  (Frère 
1  r  1  i  d  e  C  a  z  a  n  e  u  V  e)  e  F.  G.  M.  (F.  G  a  b  r  i  e  1  M  a  r  i  e).  Se  le  teorie  vi 
sono  esposte  in  modo  che  i  nostri  insegnanti,  di  palato  più  squisito,  non  saprebbero 
accettare,  la  raccolta  di  esercizi,  frutto  di  una  sapiente  collaborazione,  è  vera- 
mente pregevole!  Ma  non  sono  i  soli;  e  qui,  per  ovvie  ragioni  di  delicatezza, 
mi  limito  ad  accennare  soltanto  ad  alcuni  degli  stranieri. 

11  L  a  i  s  a  n  t ,    così  benemerito  della  scuola  o  degli  studi,  ha  avuto  Fot 
tiina  idea  di  fare  lo  spoglio  di  tutto  quanto  di  bello,  di  utile  e  di  interessante 
si  trova,   in  materia  di  esercizi,  nei  periodici  francesi,  inglesi  e  tedeschi  e  ne 
sono  sorti  tre  volumi  ottimi,  coi  soli  enunciati  e  i  nomi  degli  autori,  una  col- 
lezione rara  alla  portata  di  tutti  e  con  preziose  indicazioni  bibliografiche.' 

A  quante  osservazioni,  a  quanti  riscontri  curiosi  con  molti  libri  di  testo 
'li  tutti  i  tempi,  si  presta  l'opera  del  Laisant!  Quali  st^orie  curiose  di  se- 
colari ripetizioni  di  esercizi,  di  problemi,  dai  nostri  vecchi  quattrocentisti  alla 
sempre  fresca  e  profonda  raccolta  di^W Arithmetica  universale  di  Newton! 

Quante  prove,  a  volte,  che  il  più  recente  Autore  ha  coi>iato  di  seconda 
mano  l'esercizio  (e  ciò  non  è  certamente  un  male),  senza  darsi  la  pena  di  ri- 
solverlo (e  ciò  invece  sta  malissimo)  ! 

Basti  ricordare  il  caso  del  famoso  problema  della  costruzione  di  un  tri- 
angolo date  le  tre  bisettrici. 

B  col  Laisant  mi  sia  permesso  citare  gli  ottimi  libri  del  L  e  f  e  b  u  r  e 
con  eccellenti  note  storiche;  quelli  del  Desboves  e  dell' Hobson  per 
la  trigonometria;  e  tutti  indistintamente  i  libri  inglesi...  Ma  non  siamo  troppo 
esigenti  I 
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Bisognerebbe  del  pari  provvedere  la  nostra  biblìotechina  di  una  buoDa 
enciclopedia  di  matematicbe  elementari;  ma  qui  non  saprei  dare  sng^rerinieDtiJ 
Un  noto  libro  recente  del  B  r  o  e  a  r  d  (che  non  è  nemmeno  una  enciclo[)e(iia 
nel  vero  senso  della  parola)  non  riguarda  clie  la  geometria,  e  la  encicloi>eiiia 
del  Weber  e  Wellenstein  (malgrado  il  nome  illustre  di  uno  de^'ll 
autori)  non  mi<«oddisfa  affatto.  Vari  anni  or  sono  la  nostra  associazione  prese 
l'impegno  di  fkrne  una  italiana;  ma  poi  la  cosa  non  ebbe  più  seguito.  ><iu 
sarebbe  forse  il  caso  di  riprendere  l'idea? 

In  mancanza  di  meglio  si  potranno  acquistare  (costano  assai  poco)  i  nu- 
merosi volumi  della  Bibliotheca  matliein.  del  Lìetzmann,  veri  gioielli  di 
cultura  e  di  didattica,  per  quanto  di  eex^essivo  sapore  teutonico! 

E  poiché  ogni  insegnante  deve  interessarsi  delle  questioni  storiche  M 
proprio  insegnamento  (e  tutti  sanno  quanto  esse  interessino  anche  gli  stessi 
scolari)  non  mancheranno  nel  nostro  scaiì'ale  i  due  volumi  [MMlerosi  del  Irò- 
p  f  k  e  e  quello  più  recente  del  O  a  j  o  r  i  di  {)iù  modesto,  ma  sempre  di  inìms- 
sante  contenuto;  e  infine,  specialmente  in  uno  Istituto  classico,  ci  saranno  \ 
principali  classici  greci  nelle  splendide  edizioni  H  e  i  b  e  r  g  . 

Finalmente  un'ultima  raccomandazione:  non  manchi  lo  splendido  libro  (Wl 
Simon;  esso  solo  vale  (almeno  |>er  la  parte  geometricii)  una  intera  biblioU'ca. 
Perchè  qualcuno  dei  nostri  attivi  e  colti  insegnanti  non  pensa  a  lì-àTfaìì  un 
indispensabile  compagno  per  la  parte  analitica? 

Oosì  dopo  aver  provvisto  di  libri  il  nostro  Istituto  in  modo  da  riempire 
uno  degli  scaffali  dell'ipotetico  armadio,  suiiponendo,  come  nello  favole  del 
buon  tempo  antico,  che  siano  trascorsi  già  molti  e  molti  anni  ;  passiamo  alla 
parte  più  importante;  cioè  a  riempire  i  restanti  scaiì'alill 

• 

Il  professore  dì  scienze  naturali  con  un  po'  di  buona  volontà  (ed  io  ne  )io 
visti  esempi  meravigliosi)  fa  relativamente  assai  presto  ad  arricchire,  con  lieve 
spesa,  il  proprio  gabinetto  per  opera  propria  o  colla  collaborazione,  spes») 
e£ScacÌ8SÌma,  degli  allievi.  Si  fa  presto  un  buon  erbario,  una  nu;colta  di  neeeili, 
d'insetti:  o  di  minerali,  l^on  è  chi  non  sappia  quanto  esse  siano  effic^aci  uello 
insegnamento  delle  scienze  naturali;  insegnamento  che  è  solo  veramente  }>ro 
fieno  quando  si  è  visto,  oi)erato  ed  osservato! 

Come  formerà  il  matematico  la  propria  raccolta,  il  proprio  erbario?  In  un 
modo  egualmente  facile  e,  più  importante  ancora,  poco  dispendioso. 

Nelle  prime  classi  ginnasiali,  nelle  scuole  tecniche  e  complementari,  \H)kh 
è  in  qualche  caso  esplicitamente  richiesto  dai  programmi,  i  giovani  studenti 
fanno  qualche  disegno  delle  figure  geometriche  che  studiano;  fanno  o  dovreb- 
bero fare  molti  calcoli  numerici  (anche  mentali);  sono  esercitati  ox)i  soliti  istrn 
menti  a  riprodurre  le  più  note  e  le  più  semplici  costruzioni  geometriche  (ttttt\il 
più  con  la  costante  esclusione  del  doppio  decimetro).  Nel  ripeterle  alla  lavagn^<< 
dovrebbero  valersi  della  riga  e  del  grosso  compasso  di  legno  ;  ma  anche  que>(i. 
se  pur  esistono,  tengono  il  più   delle   volte  buona  compagnia  all'Algebra  del 
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^rret  e  alla  Geometria  dì  Clebsch  I  Partuttavìa,  poco,  molto  poco,  ma  in  qne- 
Ito  primo  studio  dell'insegnamento  geometrico^  qualche  cosa  di  pratico  e  di 
pfico  si  fa. 

Ma  dopo  questo,  più  nulla  o  quasi  nulla! 

La  geometria  e  Panalìsi  diventano  insegnamenti  aristocratici  e  la  geometria 
1011  ha  più  (Dio  liberi  1)  nessuno  scopo  pratico.  Coi  suoi  procedimenti  logici; 
»l  suo  rigore  deve  formare,  plasmare  le  intelligenze;  e  se  occorrerà  risolvere 
(Qalche  problema,  sia  pure  nel  piano,  basterà  accennare  le  costruzioni:  si 
raccia  una  retta  di  qui,  un  cerchio  di  là.  e  si  trova  quello  che  si  deve  tro- 
rare,  perchè  cosi  ce  ne  convince  (ed  è  ottimo)  il  puro  ragionamento  e  i  teoremi 
ndiscussi  della  geometria!  La  verifica  è  perfettamente  inutile;  alcuni  pensano 
inche  che  il  meglio,  Pideale,  sarebbe  addirittura  l'abolizione  delle  figure  (i  som- 
oi  geometri  greci  non  si  contentavano  forse  delle  grossolane  figure  tracciate 
ralla  sabbia!);  infatti  le  rette  che  voi  tracciate  sul  foglio  coU'arte  e  la  perìzia 
)ià  raffinate  non  saranno  che  una  grossolana  rappresentazione  delle  rette  dei 
,'eoinetri;  il  foglio  dì  disegno  il  più  levigato  non  è  quello  dei  geometri. 

E  la  cosa  è,  nelle  ultime  classi  delle  nostre  scuole  secondarie,  talmente 
iene  intesa  ed  è  quasi  unanime  il  consenso  che,  salve  rarissime  eccezioni,  io 
Oli  ho  mai  ^iste  eseguite  le  costruzioni  ne  in  iscuola,  né  in  casa. 

Non  diciamo  poi  nulla  sull'abisso,  mai  colmato,  tra  la  poesia  delle  sapienti 
ombinazioni  algebriche  e  la  prosa  delle  applicazioni  numeriche! 

Ora  senza  voler  toglier  nulla  al  valore  educativo  delle  teorie  rigorose 
eometiiche  ed  algebriche,  quanto  sopra   ho   notato  a  me  non  sembra  giusto. 

Tutti  sanno  la  grande  importanza  che  M  o  n  g  e  e  la  sua  scuola  attribuì- 
auo  al  disegno  nitido  e  sapientemente  condotto,  con  felice  vocabolo  chiamato 
<7>«re»;  tutti  sanno  quanto  occorra  saper  bene  e  rapidamente  calcolare  in 
atte  le  ap^dicazioni  della  vita  moderna.  In  un  insegnamento  ben  condotto, 
OD  deve  mancare  la  parte  formativa,  teorica,  espost4i  con  il  rigore  conciliabile 
1  un  insegnamento  elementare;  ma  non  deve  mancare  assolutamente  la  pai  te 
pplicativa,  integrazione  della  prima;  il  disegno,  il  calcolo  numerico.  Più  o 
leno  estesa,  s'intende,  a  seconda  dell'indirizzo  della  scuola,  delle  naturali  di- 
posizioni  degli  allievi;  per  quanto  il  disegno  e  la  pratica  del  calcolo  siano 
ramai  qmisì  indispensabili  a  tutti.  Perchè  mai  il  professore  di  matematica 
ève  far  meno  del  collega  di  geografia  che  pure  esige  schizzi  e  carte  e  pro- 
getti ? 

Ho  si>esse  volte  assistito  ad  ottime  lezioni  e  ripetizioni;  gli  allievi  mi 
anno  saputo  perfettamente  ripetere  costruzioni  non  facili  e  descrizioni  di  curve 
assiche;  ma  alla  mia  domanda:  le  avete  mai  disegnate!  non  ho  avuto  che 
Ila  risi)08ta:  no;  basta  la  figura  del  libro;  il  disegno  esige  troppo  tempo  e 
)u  viene  mai  bene,  come  ci  ha  assicurato  il  professore. 

Credo  che  ben  pochi  (e  voglio  essere  ottimista)  di  quelli  che  i)arlano  del 
oblema  dei  contatti  circolari  e  del  famoso  problema  di  Apollonio  si  siano 
ai  presi  la  briga,  mai  abbiamo  avuto   la   curiosità  di  fare  o  di  far  eseguire 
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il  disegno  e  di  vedere  nel  caso  più  ovvio  e  lampant3  gli  otto  bei  cerchi  tan 
genti  a  tre  dati! 

In  qualche  caso  di  giovanile  entusiasmo,  il  professore  si  è  pure  permes80 
qualche  piccola  escursione  nei  piccolo  orto  della  geometria  del  triangolo.  Lieve 
colpa,  perchè  chi  di  noi  non  è  stato,  in  giovane  età,  ghiott'O  di  queste  qae- 
stioni,  non  è  stato  un  triangolista  ?  E  del  resto  non  si  trova  sino  uu  eeono 
di  geometria  del  triangolo  (sia  pure  come  interessante  esercizio  di  piegatum 
di  carta,  giuoco  sapiente  e  altamente  istruttivo)  nella  geometria  per  i  piccoli 
dei  coniugi  Y  o  u  n  g  f 

Ebbene:  avete  mai  disegnato  o  fatto  disegnare  il  cerchio  di  Feuerbach 
e  i  suoi  primi  sedici  cerchi  tangenti;  o  quello  non  meno  famoso  di  B  r  o  e  a  r  d? 

Ora  io  penso  che  il  professore  deve  esigere  che  si  disegnino  le  c<>se  piò 
importanti  che  riflettono  Finsegnamento  della  geometria.  I  migliori  disegni  furti 
anno  per  anno  dai  migliori  allievi    costituiranno    il    proprio  album,  il  proprio 
erbario;  anche  da  rinnovarsi  di  tanto  in  tinU».  Oppure    si    potranno  porre  in 
appositi  quadri  esposti  nella  saia  delle  lezioni,   per  stare  costantemente  sotto 
gli  occhi  degli  alunni;  e  per  eccitarne  la  curiosità,  eccitarne  l'emulazione!  E 
forse,  chi  sa,  non  soltanto  questa.    Sofia    Kowalewski    nei    «  Souvenin 
de  ma  jeunesse  »  racconta  della  forte  impressione  ricevuta  da  vecchi  disegni  e 
dalle  formule  che  ella  vedeva  su  vecchi  fogli  di  carta  incollati  alle  pareti   della 
sua  stanza,  e  appartenenti  al  padre,  generale  russo! 

Quanto  materiale  egli  potrà  raccogliere  in  pochi  anni,  sia  col  lavoro  pro- 
prio, sia  colla  collaborazione  di  più  generazioni  di  studenti  ! 

In  pochi  anni,  non  l'insegnante,  ma  la  scuola  avrà  un  album  e  quadri  in 
tale  quantità  da  poter  largamente  riempire  il  secondo  degli  scaifali  del  nostm 
armadio.  La  varietà  dei  disegni  si  imporrà  da  sé;  a  seconda  della  cultui-a,  delle 
predilezioni  del  docente,  anzi  dei  vari  <locenti  che  per  forza  ineluttabile  «li 
eventi  si  succederanno  nella  scuola. 

Non  ho  la  pretesa  di  dare  dei  consigli  a  chi  ne  sa  piti  di  me.  Mi  limito 
ad  accennare  a  qualche  altra  cosa. 

Si  potranno  far  disegnare    le    più    celebri    dimostrazioni    del    teorenia  ili 
Pitagora:    da  quella  meravigliosamente  semplice  dovuta  forse  ad  un  com- 
mentatore arabo  di    Euclide    che  riuscì  a  decomporre  il  quadrato  della  ipo 
tenusa  in  tre  triangoli,  un  quadrilatero  ed  un  pentagono  rispettivamente  eguali 
e  diversamente  situati  nei  quadrati  dei  <*.ateti  (ridotta  a  mirabile  piegatura  di 
carta  dai  coniugi  T  o  u  n  g  )  ;    a    quelle    delP  E  p  Stein,    del    Nielsen:   o 
far  costruire  degli  abachi  grafici  x^er  la  risoluzione  in  numeri  interi  dell'equa 
zione  pitagorica;  o  per    quella    dei    triangoli  eroniani.    La    risoluzione  gratìca 
delle  equazioni  (con  rispetto  alle  dimensioni)  e  l'uso  costante  della  carta  mil 
limetrata,  col  sussidio  di  coniche  o  di  qualche  semplice  curva  algebrica  o  tra- 
scendente offre  uno  sterminato  campo  di  disegni,  di  osservazioni  preziose,  irli 
studenti  vi  si  dilettano  in  modo  meraviglioso,  anzi  con  entusiasmo! 

E  se  poi  il  professore  di  matematica  vorrà  (e  dovrebbe)  unirsi  in  fraterna 
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ollaborazione  col  suo  collega  di  fisica  e  di  chimica;  quale  altro  imineuso  caaipo 
ille  rappresentazioni  grafiche  delle  oscillazioni  armoniche  e  delle  svariate  loro 
miiposizioni;  al  moto  dei  proiettili;  alla  teoria  del  potenziale;  alle  più  sem- 
»iici  curve  cinematiche  (moto  a  tre  aste,  p.  es.)  che  pure  interessano  gli  alunni 
li  ana  delle  sezioni  delFIstituto  tecnico. 

La  pazienza  e  l'abilità  di  ottenere  un  disegno  bello  ed  esatto;  le  dimen- 
lioni  stesse  del  disegno  beu.più  ampie  di  quelle  del  testo;  la  diversa  colora- 
(ione  delle  parti  del  disegno;  le  piccole  questioni  che  il  giovane  disegnatore 
leve  superare  da  sé  in  ogni  momento;  insomma  queste  prime  esperienze  geo- 
Detricbe,  non  solo  sviluppano,  acuiscono  il  senso  estetico  e  geometrico,  non 
iolo  possono  promuovere  la  invenzione  geometrica,  e  la  discussione  dei  problemi, 
na  (UVnno  una  sicurezza  ed  una  padronanza  della  materia  che  difficilmente 
)i  acquisterebbe  in  altro  modo. 

Anche  in  questo  i  tedeschi  sono  maestri.  Senza  ricordare  ciò  che  si  fa 
Delle  scuole  tedesche,  mi  sia  permesso  richiamare  la  vostra  attenzione  sopra 
due  libri  in  cui  si  possono  avere  ottimi  modelli  :  quello  del  N  o  o  d  t  :  Mathe- 
wtuche  JBxperiemenUetìnappe  filr  die  Hand  der  Schiller;  e  quello  meraviglioso 
di  Auerbach,    Die  Phynik  in  graphischen  Darstellnngen. 

Quel  poco  che  io,  in  via  di  modestissimo  esperimento  e  coll'aiuto  di  una 
Dia  distinta  allieva  (proveniente  dal  liceo),  ho  potuto  fare  in  pochi  mesi,  mi 
i^  completo  affidamento  che  quanto  ho  proi>osto  non  sia  di  impossibile  at- 
;Qazione. 

Voi  vedrete,  giudicherete  e  certamente  saprete  fare  assai  meglio. 

E  vengo,  rallegratevi,  airultima  parte  di  questo  mio  discorso;  anzi  a  quella 
'hedevrebbe  essere  la  pii!k  interessante;  ai  modelli,  ed  agli  strumenti  matematici. 

È  incredibile  tutto  ciò  che  la  pii!k  fine  industria  di  artisti,  di  meccanici, 
H  matematici  ha  saputo  produrre  in  questo  campo  che  va  arricchendosi  ogni 
giorno  di  più. 

Dai  semplici  e  antichissimi  istrumenti:  la  riga,  il  compasso,  la  squadra, 
^  tutta  la  ricca  collezione  di  compassi  pel  tracciamento  di  determinate  curve 
ellissografo,  spiralografo,  compassi  cicloidali  del  Eidolfl,  sistemi  arti- 
colati, ecc.)  ;  dalle  varie  squadre  cicloidali,  evolventi,  polisettrici;  dai  curvime- 
li) planimetri,  agli  integrafi  di  Abdank-Abakanowicz  a  quelli  del 
l^  a  8  e  a  l  per  la  integrazione  delle  equazioni  differenziali,  per  la  risoluzione  del 
Problema  balistico;  a  quelli  dello  S  e  a  t  i  z  z  i  ;  agli  integrafi  per  le  equazioni  in- 
^'^rali  di  Fredholm;  all'analizzatore  armonico  diCoradi  e  di  Michel- 
'^1^9  veri  miracoli  di  ingegnosità  e  di  meccanica  di  precisione;  dai  fiori  geo- 
netrici,  dall'anello  prestigioso  del  S  n  a  r  d  i  (1672)  capaci  di  descrivere  oltre 
nille  curve  antiche  e  moderne,  alle  miracolose  penne  geometriche  del  K  e  r  r , 
Il  vari  armoniografi,  wondergraph,  eAVauto  Vibration  Recorder^  e  al  pendolo 
giroscopico  di  G  r  u  e  y  ;  dai  semplici  modelli  di  solidi  in  cartone,  in  gesso  ift 
i^lluloide,  in  cristallo;  dai  semplici    solidi    decomponibili  del  Dupin    e    del 
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Bossi,  agli  eleganti  modelli  geometrici  e  cinematici  dello  S  e  h  ì  1 1  i  n  g 
del  B  r  i  1 1  ;  dalle  semplici  costruzioni  di  carta  delle  superficie  quadrichi^  mi 
diante  le  loro  sezioni  circolari,  alle  sapienti  e  raffinate  costruzioni  in  gesso,  j 
fili  di  seta,  in  celluloide,  di  superficie  algebriche  e  trascendenti,  anche  le  più  con 
plicate;  dal  regolo  calcolatore  e  dai  vari  compassi  geometrici  alle  portentos 
macchine  calcolatrici  (Brunswiga,  Borrunghs);  dalie  figure  stereoscopiche  à 
Greenhill,  agli  anaglifi  del  Yuibert;  si  ha  una  tale  quantità  di  m^ 
delli,  di  strumenti  matematici,  di  potente  ausilio  per  l'insegnamento  elemeuuii 
e  superiore,  che  a  volerli  nominare  tutti  ci  sarebbe  da  scrivere  un  volume 
e,  possedendoli,  ci  sarebbero  da  riempire,  non  uno  scaffale,  ma  parec^chie  sai< 

Chi  ami  avere  particolari  completi  ricorra  al  libro  del  Galle,  al  volQtuj 
pubblicato  in  occasione  del  trecentenario  di  Ne  pero,  alle  opere  di  A  baia 
nowicz    e   di    Pascal,    ai   cataloghi  dello    S  e  h  i  1 1  i  n  g    e  del  B  r  1  li 

Ne  vedrete,  mi  auguro,  buon  numero  nella  visita  che  faremo  ai  GabÌDetÉ 
della  nostra  Facoltà  ed  alla  minuscola  mostra  che  ho  preparato. 

Il  nostro  ideale  Gabinetto  di  Scuola  secondaria  non  può  naturalmente 
aspirare  a  tanta  ricchezza,  la  quale,  per  molti  lati,  sarebbe  del  tutto  fuor  ^ 
luogo  e  superflua. 

Vediamo  quello  che  è  i)0ssibile  e  ragionevole  collocare  nel  nostro  GabinetN 

Anzitutto  i  modelli  dei  solidi  della  geometria  elementare.  É  presto  fatt^ 
Paravia  vende,  a  ]>oco  prezzo,  una  buona  raccolta  di  solidi  di  legno,  largj 
mente  profusa,  ma  non  egualmente  utilizzata,  in  tutte  le  scuole  d'Italia. 

Ho  avuto  sempre  pochissima  simpatia  per  queste  raccolte;  «ono  tropp 
rigide,  troppo  tozze;  lasciano  vedere  poco  o  nulla  dell'interno  e  se  cadono^ 
deteriorano  facilmente.  Peggio  ancora,  non  sono  fatte  dagli  studenti;  rappr^ 
sentano  una  esperienza  già  fatta;  invece  l'esperienza  la  deve  fare  lo  studentó 
guidato  naturalmente  dal  professore. 

Quanto  sono  preferibili  i  modelli  in  cartone,  quelli  costruiti  con  sottil 
asticelle  di  legno  connesse  con  un  po'  di  cera  e  con  sottili  fili  di  seta,  dagli 
studenti  I 

Oolla  carta  si  fanno  cose  meravigliose  (^osservava  lo  stesso  compianti 
Vailati)  come  sa  bene  chi  ha  letto  il  più  volte  citrato  libro  degli  Younjr.  E  m»! 
si  può  credere  con  quale  arte  consumata  vi  si  provino  gli  studenti,  spwial 
mente  le  donnei 

Non  so,  del  resto,  se  abbiate  mai  fatto  l'osservazione  che  i  bambini  gfin^ 
cano  più  volentieri  con  dei  rozzi  fantocci  disegnati  e  ritagliati  da  qd  ]^m 
di  carta  colorata,  che  con  una  bambola  artistica  I 

Nessuno  dubiterà,  io  spero,  che    chi    dopo   aver  studiato  con  ogni  rigoH 

i 

geometrico,  per  es.,  i  cinque  solidi  regolari,  sì  sarà  ingegnato  a  costruirli,  «! 
sterà  più  soddisfatto  e  ne  saprà  assai  di  più  di  chi  si  è  contentato  di  stmìijtf'j 
e  di  vederli  sul  libro  ;  poiché  alla  teoria  avrà  fatto  seguire  la  verifica  si^^'f'; 
mentale.  Dirò  di  più:  anche  la  lezione  del  professore  sarà  assai  pia  ef^^^^"^ 
(perchè  meno  astratta  e  quindi  meno  noiosa)  se  la  dimostrazione,  la  costruzioo^ 
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reoi'ica  sarà  fatta  di  pari  passo  (quando  è  possibile  e  lo  è  il  più  delle  volte) 
poil'esame  del  modello.  !Non  si  esercitano  forse  le  facoltà  di  astrazione  dell'al- 
lievo! Eh!  lasciamo  andare. 

Questa  facoltà  di  astrazione  ben  pochi  la  posseggono  a  sedici  anni;  in 
ogni  modo,  tra  mani  sapienti,  il  piccolo  modello  può  essere  una  fonte  inesau- 
ribile di  piccole  esperienze,  di  facili  constatazioni,  un  avviamento  all'osserva- 
sioDC,  alla  scoperta  sperimentale  di  nuove  proprietà  che  poi  l'allievo  cercherà 
di  dimostrare  per  via  logicamente  rigorosa. 

Non  poche  volte  ho  assistito  ad  una  prima  lezione  di  geometria  solida.  " 
Il  Professore  si  è  presentato  avanti  alia  scolaresca  arni  ito  del  libro  di  testo 
e  del  solito  pezzo  di  gesso  (che  del  resto  non  ha  adoperato).  Ed  ha  cominciato 
la  sinfonia  colla  introduzione  degli  assiomi  e  postulati;  ha  seguitato  poi  col 
maestoso  e  ooll'adagio  dei  teoremi,  terminando  con  l'a11e(2:ro  di  qualche  eser- 
cÌ2Ìo;  il  tutto,  ben'int^eso,  in  chiave  di  pura  astrazione.  Nove  volte  su  dieci, 
con  questo  sistema,  malgrado  la  sapienza  del  docente,  non  si  arriva  a  tener 
desta  più  di  un  quarto  d'  ora  V  attenzione  di  una  scolaresca,  che  ha  poc'anzi 
udito  il  comento  di  un  classico,  o  è  stata  deliziata  dai  misteri  della-  gramma- 
tica greca  o  latina,  o  ha  assistito  ad  una  lezione  di  fisica  o  di  chimica  in  cui 
ha  pur  visto  e  sentito  qualche  cosa  I 

La  noia  guadagna  più  o  meno  tutti  quanti,  compreso  l'Ispettore  (che  il 
forte  sentimento  del  dovere  costringe  a  slare  cogli  occhi  aperti);  e  non  è  pos- 
sibile ripetere  lo  scherzo  di  quel  tale  accademico  in  una  grave  seduta  in  cui 
si  parlava  dell'  échappemenL 

Ma  fate  che  il  professore  venga  alle  lezione  armato  di  modelli,  di  fogli 
di  carta  (meglio  se  colorati);  che  faccia  prima  osservare,  sperimentare,  e  poi 
dedarre  e  legiferare  e  tutti  vedranno  (come  qualche  volta  ho  visto  io)  un  cam- 
biamento di  scena;  la  scolaresca  si  anima,  comprende  e  (permettetemi  la  frase) 
digerisce  subito. 

Io  parlo  qui  anche  per  mia  esperienza  personale,  che,  sebbene  si  eserciti 
in  campi  diversi,  ha  pure  un  certo  valore. 

Dunque  si  ^BM^ciano  costruire  dei  modelli  di  solidi  decomponibili,  con  date 
dimensioni  e  di  cui,  in  determinati  casi  l'allievo  misurerà  gli  angoli  confron- 
tandoli con  quelli  teorici;  modelli  che  realizzino  qualche  difficile  dimostrazione 
di  geometrìa  piana  e  solida  ;  e  sono  innumerevoli  quelli  che  si  possono  ideare 
pel  teorema  di  Pitagora;  pei  triedri  e  loro  supplementari;  con  i  triangoli  sfe- 
rici di  varia  specie  tracciati  su  sfere  reali  di  gomma,  di  celluloide,  di  legno. 
E  si  otterrà  una  delle  più  belle  ed  efficaci  integrazioni  al  proprio  insegna- 
mento; si  faranno,  in  piccolo,  delle  vere  e  proprie  esperienze. 

Certo,  non  tutti  gli  allievi  riusciranno  egualmente  bene;  ma  si  tenga  ben 
presente  il  famoso  proverbio  inglese  :  nessuno  sa  mai  quello  che  è  capace  di  fare 
fino  a  che  non  ci  si  prova  !  Si  provi,,  si  tenti  e  si  avranno  risultati  e  sorprese 
mirabili. 

YOL.  LX.  ^ 
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I  modelli  migliori,  i  più  artistici,  verranno  a  far  parte  del  patrimonio  delli 
scuola  e  riempiranno  il  terzo  ed  ultimo  scattale  del  nostro  aruiadio.  La  raccolta 
crescerà  di  anno  in  anno  e  la  emulazione  potrà  fkr  fare  miracoli;  l'esperien&j 
degli  anni  precedenti  sarà  savia  ammaestratrice  per  le  costruzioni  future  ;  i{ 
materiale  non  sarà  disperso;  ogni  professore  a  seconda  delle  sue  preferenze, 
delle  sue  attitudini,  del  suo  ingegno,  facendo  tesoro  dell'esperienza  dei  8qo| 
predecessori,  troverà  nuovi  metodi  per  migliorare,  estendere  il  campo  dell^ 
esperienze  e  arricchire  il  Gabinetto  della  scuola  colla  diretta  collaborazioofl 
degli  allievi;  effettuando  così,  con  pochi  sforzi  e  con  poca  spesa,  una  vera  e 
felice  integrazione  di  lavoro! 

Ma  qui  è  possibile  che  «  qualche  vecchio  brontolone  »  obbietterà:  Dovremo 
dunque  noi  insegnanti  di  matematica,  abituati  a  spaziare  nei  campo  della  pnnj 
astrazione  e  della  immaginazione,  armati  dei  severi  e  formidabili  istrumeut 
della  logica  (e  qualche  volta  anche  dei  simboli),  ridurre  i  nostri  allievi  a  (ìeì 
puri  artefici,  a  dei  piegatori  di  carta,  a  dei  ritagliatori  di  cartone;  dovremo 
contaminare,  violare,  la  pura  geometria,  la  severa  Urania,  con  dei  pezzi  d\ 
carta,  con  dei  modelli  quasi  sempre  inesatti  e  goffi  f 

La  risposta  completa  meriterebbe  un  lungo  discorso  ed  io  ho  già  abusate 
'  della  vostra  pazienza  !  Il  geometra  S  .  E  a  n  t  o  r  che  verso  il  1878  segnivs 
in  Boma  il  corso  di  geometria  superiore  del  mio  venerato  maestro  L.  O  r  e  m  o  u  j 
sulle  superficie  ad  area  minima,  chiamava  il  Cremona  «geometra  sleakt 
perchè  egli  si  valeva  delPaiialisi  !  Oggi  siamo  tatti  d'accordo  che  un  geometra  chi 
volesse  privarsi  dell'uso  dell'analisi,  o  un  analista  di  quello  della  geometri^ 
fanno  un  po'  l'impressione  di  chi,  potendo  camminare  con  due  buone  gambe| 
si  eserciti  nel  discutibile  e  poco  estetico  sport  di  camminare  con  una  gamb^ 
sola  ! 

Nessun  timore  di  «  violazioni  »  ;  invece  saggio  richiamo,  felice  connubbi^ 
del  puro  ragionamento  colla  intuizione,  della  teoria  coU'esperienza  !  E  del  restd 
risponda  in  ogni  modo  la  storia.  Galileo  saggia  coi  fatti  le  scoperte  ìegsi 
del  moto;  e  diventa  costruttore  di  occhiali,  lavoratore  di  vetri;  Torricelli 
non  esita  a  discendere  dalle  sublimi  investigazioni  geometriche  e  meccanici^ 
per  diventare  anche  lui  esimio  costruttore  di  lenti  e  tutti  sanno  della  abilita 
di  Hnyghens  che  costruisce  il  suo  pendolo  cicloidale  e  il  tele-scopio;  ^1| 
Newton;  tutti  sanno  della  fenomenale  potenza  di  calcolo  mentale  di  £  u  i 
ler   e    di    Cauchyl 

L'esercizio  di  facoltà  costruttrici,  lo  sperimentare  ridotto  alle  semplici  e 
modeste  mansioni  cui  ho  accennato,  integra  brillantemente  lo  studio  della  geo 
metria;  non  deve  uè  abbassarlo,  né  sostituirlo.  Esso  rende  più  facile,  più  at- 
trante  un  tale  studio;  esso  mette  una  nota  gaia  tra  le  severe  leggi  della 
scienza  I 

Non  da  i  soli  modelli  eseguiti  dagli  allievi  si  debbono  trarre  gli  indispen- 
sabili ausili  per  un  insegnamento  attraente  e  variato. 
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Molti  altri  ve  ne  sono  cui  accennerò  brevemente. 

È  ben  nota  la  difficoltà  che  in.-oiitrano  i  principianti  nello  studio  della 
tereometria,  e  nel  dover  rapprescMit.ire  sopra  il  piano  della  lavagna  o  della 
arta  delle  figure  solide.  Si  deve  risolvere  infatti  un  problema  di  prospettiva 
I  lo  studente  lo  risolve  quasi  sempre  incoscia  mente,  facendo  quello  che  vede 
kre  al  professore  sulla  lavagna  e  riprodotto  nel  testo.  È  assai  dubbio  che  lo 
imprenda  subito  e  ne  penetri  lo  spirito  ! 

Ad  eliminare  le  i)rime  inevitabili  difficoltà,  servono  molto  bene  le  figure 
itereoscopiche  così  largamente  usate  nelle  scuole  inglesi  {Lculié^a  achoola)  e  che 
ione  oramai  ben  note  anche  da  noi.  Se  ogni  allievo  possedesse  il  proprio  ste- 
:eoscopio,  colla  corrispondente  figura  relativa  al  teorema  da  dimostrare,  il  prò 
feBsore  sarebbe  dispensato  dal  fare  la  figura  alla  lavagna;  vi  sarà  risparmio 
il  tempo  e  maggiore  chiarezza.  Io  stesso  ho  sperimentato  la  bontà  del  metodo. 
Dopo  poche  prove,  gli  alunni,  anche  i  meno  pronti  sapranno  riprodurre  le 
schematiche  figure  alla  lavagna  (perchè  ora  ben  impresse  nella  mente)  e  rifare 
la  dimostrazione  senza  il  sussidio  della  figura  stereoscopica. 

Non  sarà  facile  avere  30  o  40  stereoscopi;  ma  uno  o  due  se  ne  possono 
avere  certamente  e  anche  con  questi  ci  si  può  industriare.  Ma  forse  si  può 
cercare  per  altra  via  una  soluzione  meno  dispendiosa! 

Esistono  in  commercio  (naturalmente  marca  tedesca)  degli  album  di  vedute 
panoramiche  delle  principali  città  del  mondo.  Viste  ad  occhio  nudo  sono  pi  ut- 
toste  bruttine,  a  contorni  slavati  ed  indecisi,  in  due  colori  (rosso  e  blu). 

Ma  guardatele  attraverso  un  doppio  occhiale  di  celluloide,  uno  rosso  e 
l'altro  blu,  e  dopo  un  po'  di  adattamento,  regolando  la  distanza,  i  colori  com- 
plementari si  fondono,  i  contorni  diventano  visibilmente  netti  e  tutta  la  figura, 
in  nero,  par  che  si  stacchi  dal  foglio;  case,  alberi,  uomini  paiono  come  rile- 
vati e  situati  in  piani  diversi  ! 

Il  Vuibert  ha  voluto  sfruttare  gli  stessi  principi  per  il  rilievo  delle 
fignre  geometriche  e  ne  sono  venuti  fuori  gli  Anaglifi, 

Sono  veramente  semplici  e  meravigliosi;  costano  poco  e  sono  alla  portata 
di  tutti.  Alcuni  dei  disegni,  p.  e.  la  figura  degli  scaneloidi  instsritti  e  circo- 
scritti nella  piramide  triangolare;  alcuni  complicati  poliedri  per  lo  studio  della 
cristallografia,  e  fino  le  figure  di  alcuni  istrumenri,  viste  a  traverso  il  dop])io 
occhiale  colorato,  sono  veramente  impressionanti!  Quelle  figure,  rigide,  Puna 
poco  diversa  dall'altra  e  quasi  sovrapposte,  si  fondono,  si  animano;  par  che 
una  virtti  magica  le  faccia  sorgere  dal  foglio;  le  rette  diventano  tanti  sottili 
fili  di  seta  che  a  piacere  si  fanno  allontanare  e  avvicinare  ! 

L'esempio  del  Vuibert  è  stato  imitato  e  ampliato;  ed  ora  possediamo 
altre  magnifiche  tavole  pel  rilievo  in  geometria. 

Io  penso  che  non  sia  difficile  riprodurre  collo  stesso  sistema  le  più  note- 
voli figure  della  stereometria  su  grandi  quadri  murali  da  disporre  sulla  lava- 
giìa;  basterebbe  in  tal  caso  che  ogni  studente  si  valesse  del  doppio  occhiale 
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colorato  di  celluloide,  con  una  spesa  di  pochi  soldi.  La  cosa  non  è  stata  ancora 
tentata,  per  quanto  io  sappia;  ma  mi  auguro  Io  sia  ed  al  pia  presto. 

Non  mi  dilungo  sull'uso  continuo  che  lo  studente  dovrebbe  fare  delle  ta- 
vole matematiche  e  sui  veicoli  al  servizio  dei  calcolatori  di  cui  ha  parlato 
colla  usata  competenza  il  Loria;  dalle  pia  modeste  alle  piti  complete  (cito  solo 
quelle  dello  lahnke);  dalle  umili  tavole  di  logaritmi  alle  tavole  dei  numeri 
primi  pubblicate  in  America  a  quelle  del  nostro  Poh*tti,  destinate  a  svelare 
ancora  non  pochi  misteri  della  teoria  del  numeri  ! 

E  cosi  mi  pare  che  un  po'  per  anno,  con  lievissima  spesa,  abbiamo  riero 
pito  il  nostro  armadio  e  costituito  il  gabinetto  sperimentale  di  matematica; 
sopra  tutto  con  poca  spesa. 

Perchè  se  si  chiedessero  al  Ministero  della  P.  I.  dei  fondi  anche  modesti 
per  la  fondazione  e  la  sussistenza  di  questo  nostro  Istituto  sperimentale,  anche 
in  questo  momento  in  cui  le  sci  nze  sperimentali  sono  cosi  degnamente  ed 
altamente  rappresentate  al  Ministero  della  P.  L,  potete  essere  piti  che  eerti 
che  tale  Istituto  o  non  sorgerà  mai,  o,  se  non  si  vuol  essere  così  iiessimisti, 
per  lo  meno  con  una  secolare  lentezza  !  Ma  la  collaborazione  e  talvolta,  c¥\ 
sa,  anche  la  generosità  degli  studenti;  l'iiulustria  del  professore  che  deve  va- 
riare in  ragione  inversa  del  quadrato  o  del  cubo  dei  soldi  che  sono  a  sua 
disposizione,  possono  e  debbono  far  miracoli. 

Lasciatemelo  augurare  pel  bene  della  nostra  scuola! 

E,  torno  a  ripeterlo,  per  i  modesti  scopi  dell'esperienza  che  può  &rsi  in 
un  istituto  secondario,  non  occorrono  oggetti  di  lusso  e  costosi,  da  lasciare  ad 
istituti  superiori  forniti  di  adeguati  mezzi  finanziari;  come  del  pari  per  dare 
una  prima  e  sintetica  visione  di  qualche  importante  scoperta  o  legge  o  teoreoia^ 
non  è  del  tutto  inutile  valersi  di  qualche  procedimento  un  po'  sommario  e 
intuitivo  ! 

'  Abusando  ancora  della  vostra  pazienza,  permettetemi  di  insistere  con 
qualche  esempio.  Vi  confesso  che  questa  dei  modelli  è  stata  ed  è  sempre  ana 
mia  debolezza,  una  passione;  e  permettetemi  questo  piccolo  sfogo  di  vanirà, 
ricordo  a  mio  onore  aver  fatto  discutere,  in  Napoli,  due  ottime  tesi  di  laurea 
per  ognuna  delle  quali  si  era  costruito  il  relativo  modello  (giroscopio  della 
Kowalewski;   doppio  pendolo). 

Poche  asticelle  di  spesso  cartoncino  o  di  legno  sottile  i>ermettono  a  qual 
siasi  studente  di  riprodurre  i  modelli  dei  più  semplici  inversori  (P  cancel- 
li e  r,  H  a  r  t)  e  di  constatare  sperimentalmente  le  piìi  notevoli  proprietà  della 
trasformazione  per  inversione;  un  buon  cartoncino  e  un  di  foglio  di  carta 
oliata,  permettono,  sperimentalmente,  la  riproduzione  di  una  o  dell'altra  delle 
curve  cicloidali  nel  moto  di  una  figura  piana  nel  proprio  piano;  teorema  e 
teoria  che  figurano  nei  classici  elementi  di  geometria  del  B  o  b  i  1 1  i  e  r,  dedi- 
cati alle  scuole  di  operai  (a  quelle  scuole  in  cui,  almeno  iu  Iiighilterni,  di>d 
si  teme  di  parlare  di  vettori,  di  derivate  e  di  integrali);  un  cordone  dì  caiK- 
ciù  fissato  in  un  estremo  e  recente    nell'altro  un  piccolo  giroscopio  (di  quelli 


X  13  )( 

sbe  si  vendono  nelle  fiere,  senza  ricorrere  alle  sapienti  costruzioni  di  Max 
Kobl)  fa  coin[yrendere  in  modo  lampante  il  teorema  di  Frisi  sulla  composi- 
Eione  delle  rotazioni  istantanee  intorno  ad  a^si  concorrenti;  un  ruvido  blocco 
parallelepipedo  di  legno  o  un  modesto  libro,  visto  dal  diritto  e  poi,  in  due  di- 
verse maniere,  dal  rovescio,  dà  la  semplice  legge  della  composizione  di  due 
Bimmetrie  intorno  ad  hssì  ortogonali;  la  figura  posta  da  Galileo  al  principio 
della  terza  giornata  dei  Discorsi  sopra  dne  nuove  scienze,  e  che  si  è  trovata 
essere  almeno  anteriore  di  tre  secoli  a  Galileo,  fa  comprendere,  senza  integra- 
Eione  o  passaggi  al  limite,  istantaneamente,  la  relazione  celebre  tra  spazio  e 
teoipo  nel  moto  uniformemente  vario;  e  finalmente,  l'uso,  non  molto  religioso, 
(li  uu  modesto  rosario  o  catena  omogenea  attorcigliata  ad  un  prisma  triango- 
lare^  secondo  la  mirabile  idea  dello  S  t  e  v  i  n ,  conduce  alla  scoperta  della 
legge  di  equilibrio  sul  piano  inclinato  ! 

È  incredibile  ciò  che  può  insegnare  di  geometria  e  di  meccanica  quel 
meraviglioso  giuocattolo  che  è  la  trottola  o  il  giroscopio. 

I  tentativi  di  riprodurre  in  modo  grossolano  la  celebre  rappresentazione 
di  P  o  i  n  s  o  t  del  moto  di  un  mezzo  ellissoide  di  gesso,  a  centro  fisso,  che 
rotola  su  di  un  piano  cosparso  di  nero  fumo,  gettarono  i  primi  dubbi  sull'esi- 
stenza dei  flessi  della  erpoloide  dando  poi  origine  ai  lavori  teorici  di  Hess 
edlDeSparre    e  quindi  ai  modelli  più  perfezionati  diOrassmann   jun. 

Anche  ]e  determinazioni  sia  pure  grossolane  delle  radici  di  una  equazio- 
ne di  2^  grado  colle  intersezioni  di  una  parabola  fissa  con  una  retta;  o  quelle 
dì  una  di  3®  grado  colle  intersezioni  di  una  parabola  con  un  cerchio;  la  ve- 
rificazione sulla  carta  del  teorema  di  Pitagora  sui  triangoli  a  lati  interi;  la 
ricerca  del  valore  di  it  colla  misura  diretta  di  diametri  e  circonferenze  di  mo- 
monete,  dischi,  tondi  di  bicchiere,  ecc.  e  finalmente  tutto  lo  sconfinato  campo 
delle  approssimazioni  numeriche^  non  sono  forse  altrettante  piccole  esperienze 
accessibili  a  tutti! 

Insomma  bisogna  operare  e  far  operare;  risvegliare  certe  facoltà  che  in 
maggiore  o  minor  grado  ciascuno  di  noi  possiede;  inculcare -anche  dalla  Cat- 
tedra di  matematica  che  se  è  bello,  sublime  seguire  i  voli  della  fantasia,  le- 
esigenze  piti  estremiste  del  rigore,  è  ugualmente  bello  ed  utile  scendere  alle 
applicazioni;  bisogna,  in  altre  psirole,  anche  in  matematica,  essere  più  fkttivi, 
direi  quasi  più  dinamici!    (Jome  nel  fatto  lo  si  è  nelle  scuole  estere. 

So  bene:  questo  desiderio  di  far  poco  o  nulla  nel  senso  esclusivamente 
pratico;  aver,  non  dico  paura,  ma  un  po'  di  disprezzo  per  la  piccola  esperienza 
matematica  (contenuta  entro  i  modestissimi  limiti  cui  ho  accennato);  inna- 
morarsi della  pura  si)eculazione  e  disdegnare  l'esercizio  più  modesto  e  più 
noioso  del  tracciamento  di  curva,  di  un  calcolo  numerico  che  vi  costringe  a 
litigare  coll'aritmetica  ed  a  far  uso  delle  tavole,  é,  diciamolo  francamente,  un 
po'  nell'indole  della  nostra  razza,  nelle  caratteristiche  del  nostro  ingegno.  Il 
nostro  paese  che  ha  avuto  e  vanta  uomini  sommi  sia  nel    campo    della  pura 


speculazione  scientifica,  sia  nel  campo  puramente  sperimentale;  presenta,  molto, 
molto  meno  delle  altre  nazioni,  esempi  di  quel  felice  connubio  dell'  alta  spe> 
culazione  scientifica  colla  abilità  s|>erimentale  che  è  sopratutto  vanto  deirin- 
ghilterra  e  della  Germania. 

Basti  citare  (e  non  nomino  i  viventi)  Thomson,  Maxwell,  Iway- 
leig,    Helmholtz,    Kirchhoff,    Hertz. 

I  nostri  tempi  (e  piti  ancora  l'avvenire)  richiedono  bensì  uomini  di  alta 
scienza  ;  ma  altresì  nomini  alacri  e  fattivi  capaci  di  maneggiare  il  calcolo  con 
consumata  abilità  ;  non  insensibili  alle  sottili  investigazioni  dell'analisi  e  della 
geometria,  ma  anche  abili  davanti  ad  un  tornio  ;  pronti  a  saper  far  funzionare 
una  macchina  come  a  comprenderne  e  a  idearne  la  teoria  e  la  costruzione.  A 
questo  grado  non  si  arriva  che  con  una  lunga,  lenta  e  continua  preparazione! 

La  scuola  secondaria  può,  secondo  il  mio  modesto  parere,  essere  il  primo 
e  piò  facile  gradino  di  questa  lunga  ed  erta  scala. 

Mi  par  qaasi  di  sentire  insième  col  sospiro  di  sollievo  per  la  fine  della 
mia  conferenza,  un  grido  di  orr<^.  Dio  mio  !  a  quante  cose  deve  servire  questa 
benedetta  scuola  ! 

Formazione  ed  educazione  della  mente  coi  rigori  logici  *,  ampiezza  di  co- 
gnizioni ;  esercitazioni  ;  vettori,  derivate , . . . .  ed  ora  ci  vorrebbe  anche  .... 
la  esperienza  e  le  costruzioni  di  modelli  ! 

Ma  tutto  «  est  modus  in  rebus  ».  L'  armonia  e  sopratutto  il  Jbuon  senso 
della  misura,  sono  doti  eminentemente  italiane  e  della  gran  maggioranza  dei 
professori  delle  nostre  scuole  secondarie  I 

A  voi  adunque,  gentili  e  paziente  uditori,  di  dichiarare  se  da  queste  po- 
che idee,  possa  ricavarsi  qualche  cosa  di  bello,  di  utile,  di  proficuo,  per  ciò 
che,  pure  nelle  stn  tfezze  e  amarezze  dell'ora  presente,  è  sempre  nei  nostri  pen- 
sieri, nel  nostro  cuore;  la  nostra  scuola! 


CONOOKSI  AL  PREMIO  TENORE 
PRESSO  L' ACCADEMIA  PONTANIANA  DI  NAPOLI 


I.  Le  ricerche  (lerodinamiche  di  Joukowaki  e  loro  applicaaioni. 

II.  Un  lavoro  storico  monografico  relativo  alle  diverse  ricerche  che  abbiano 
«  rfezionato  o  esteso  il  teorema  di  8turm  sul  numero  fielle  radici  di  un^equazione 
algebrica  (Br loschi,  Trudi,  Darboux^  Terquem,  Kronecker,  Phragìnen,  etc,). 

Premio,  per  ciascuno  dei  due  concorsi  :  L.  446,25. 
Lavori  anonimi,  contrassegnati  da  un  motto. 
Scadenza:  31  Marzo  1923. 
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SUI  DETERMINANTI  DI  DIFFERENZE 


VOTA 


r>i 


SALVATORE  COMPOSTO  (a  Palermo) 


1.  È  noto  che  date  le  2n  —  1  qnantità 


(1) 


O'Q    a^  .  .  .  a^n—t 


il  determinante  di  H  a  n  k  e  1 


(2) 


a, 


^1  •  •  •  ^«— i 


a^         a^  .  ,  .  a^ 


^n-i     rt«  •   .   .  (itn 


si  può  porre  sotto  la  forma  (*) 


(3) 


A  W         A  (M  A  («-i) 

**0  **1  •         •  •         **£ 


^  (1)       A  <*>...  A  <**> 


A  (»»-*)     A  <'*>...  A  <*"-*^ 
**i  **i      •  •  •  «4 


in  cui  le  A^^'^  indicano  le  differenze  prime  delle   quantità  (1),  ed   in    cui,  p  r 
uniformità  di  notazione,  abbiamo  posto  a^  =  A^^^^ 

È  noto  anche  che  se  gli  elementi  (1)  formano  una  progressione  aritmetica  di 
ordine  (n  —  1),  il  determinante  (2)  risalta  ugnale  a 


«(n-i) 


(— 1)    '     [A/--*)]". 


{})  Cfr.  Pasoal,  /  determinanti.  Milano  1897,  pag.  88. 
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Se  poi  gli  elementi  (1)  formano  nna  progressione  aritmetica  d'  ordine  mi* 
nore  di  (n  —  1),  il  determinante  (2)  è  uguale  a  zero,  come  è  uguale  anche  a 
zero  se  gli  elementi  considerati  formano  nna  progressione  geometrica. 

2.  Noi  ci  proponiamo  qui  di  calcolare,  prima  di  tutto,  il  valore  di  un  de 
terminante  analogo  al  determinante  (3),  formato  con  le  differenze  A/**'  delle 
quantità 


(4) 


X  ^  x  +  h    ^  x+  2h  ^  ■■''  x  +  nh 


{X  ^  0). 


Ricordando  che  (^) 


^(n,i^(-ir«j*' 


X  [X  ,  ft)„4.^ 

in  cui  {x  ,  h)^  indica  la  potenza  fattoriale  n^  di  x  a  differenza  hj  e  continaando 
ad  indicare  con  A^^**)  la  differenza  prima  di  ordine  n  delle  quantità  (4),  e  con 

Ao<^>  la  quantità  - ,  risulta 

X 


àn  = 


A,<«)       A/*)  .  .  A,<"-*> 
A/*)        A/*)  .  .  A/") 


l!2!3!...(n~  l)!r<'^*> 
x^'ix  +  hy-'  (X  +  2/1)''-* . . .  (j?  -f  (tt  —  1)A) 


X 


X 


1 

—1 

•  .  (-1)"-* 

1 

x-\-h 

2 
a;4-2A 

(-1)-* 
x-{-nh 

1-2 

2-3 

(-!)"+>«  (n+1) 

(aì+AXa'+2A) 

{a!+2A)(x+3A) 

•  •  {x-[-nhÌx-\-{n+l)k) 

(_l)»-il.2.,.(n- 

-1) 

(— l)"2.3...tt 
(x-\-2h)...(x-\-nh)  '  ' 

(-ir~*»»(»+l)..-(2ii-2 

{x-\-k)...{x-\-(n— 

-1)A) 

'  ■     (x+«ft)...(a!+{2ii— 2)*) 

Moltiplicando  gli  elementi  della  2*,  4%  6'' . . . .  parallela  alla  2*  diagonale 


(^)  Cfir.  Pascal,  Calcolo  delle  Vi^riaHoni  e  calcolo  delU  differeme  finite,  2*  «d.  Miluio  Ì9\^ 
pag.  218. 
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li  qaest'altìmo  determinante  per  ( — 1),  il  suo  valore  non  cambia,  come  si  può 
aciluieute  dimostrare,  si  ba  quindi 


A„== 


1  !2!3!  ...(n  — l)ir<''-*> 


X 


**      x^ix  +  h)'''\x  +  2A)"-« .  . .  (j?  4-  (»  —  1  )A)   - 


X 


x-\-k 


1.2 


(x-j-h)(x-\--2h) 


•      ■      •      •       X 


x-^2h 


2-3 


(x-{-2k)(x+Sh.) 


n 


■  •  •  • 


ce-\-nk 


n{n+l) 


•     ■     • 


'  (X  \-nh)(x-{in+l)h) 


1-2...  (n—1) 2«3>..n  npi+l) . . .  (2n-"2) 

(a?+A).  ..(ip+(n—l)/i)   (x+2//) . . .  (x+nh)  "  '  *  *   (x-]-nh) . . .  (i»+(2n— 2)A) 


Ma  il  valore  del  determinante  che  comparisce  nel  2°  membro  di  quest'ul 
Urna  uguaglianza  è  dato  (^)  da 


iè-f^l 


1  !2!...(n—  1)!  TT(x,/i), 


k-^i 


i-^n 


J][(x  +  ih  ,  A)„_. 


»— 1 


e  perciò  risulta 


.  [1  !  2  ! . . .  (n  —  1)  !]•  *•'<''-*> 

"      x{x-\-h)\x+2h)* . . .  («+(«— li/t)"(a;+nAV'-*  . . .  (a;+(2«— 3)*)»(x+(2«-2)fc) 


ossia 


(6) 


_  [1 1  2  ! .  ■ .  («  —  1)  !]*  />"<"-" 

^*  """  i— fi— 1 


I— 0 


(*)  Vedi  nn- altro  nostro  lavoro  €  Sui  determinanti  Wron9hiani  fattoriali  i^.  Nota  2»,  Giornale 
di  Matematiche  di  Battaglini,  toI.  LVII  (1919). 

VCL.  ut.  8 
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3.  È  chiaro  che  la  (5)  dà  anche  il  valore  del  determinante 


(7) 


D-  = 


1 

1 

1 

X 

1 

x  +  h    •  " 
1 

1 

*  +  A 

x4'2h  '  ' 

a!-|-nA 

1 

1 

1 

ir  +  (n- 

'l)h 

X  -{-  nh 

'  '  a;  +  (2n  — 2)A 

Dalla  stessa  (5)  risulta  allora  che  il  valore  del  determinante  (7)  è  uguale  al 
prodotto  dei  $uoi  elementi  moltiplicato  per 


[1 1  2  ! . . .  (n  —  1)  !]*  ^"<"-i> 


si  ha  cioè 


(8) 


D„  =  P„[l  !  2  ! ...  (n  —  1)  I]*  »«<*^i> 


in  cui  P»  indica  il  prodotto  di  tutti  gli  elementi  dello  stesso  determinante  D„, 
Per  h  intero,  il  quoziente  del  determinante  D^  per  il  prodotto    dei  suoi  ele- 
menti è  allora  uguale  al  quadrato  di  un  numero  intero. 

Indicando  con  D'„  il  determinante  (7),  in  cui  al  posto  dì  x  si  pone  la 
quantità  x\  e  chiamando  con  P'^  il  prodotto  di  tutti  gli  elementi  di  questo 
nuovo  determinante,  dalle  (8)  si  ha 


D'. 


P' 


cioè  {  due  determinanti  D^  e  D^„  sono  proporzionali  ai  prodotti  dei  loro  elementi. 
E  così  via. 
Per  x-zuk^l  risulta 


1 

1 

1 

2        • 

n 

1 

1 

1 

2 

3        '  ' 

n-j-l 

1 
n 

1 

1 

•  •  2«-l 

•'(:)-(.-i)("r)m  •••('.-.') 


;--5-r-.     • 
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relazione  che  era  stata  di  già  trovata,  i^er  altra  via,  nel  nostro  lavoro  prece- 
dentemente citato. 

Per  a?  =  1  ,  ^  =  2,  si  ha  invece 


1 

1 
3 

1 
5 

1 

• 

1 

•     •     •     •      'JZ  "'~  '    li 

2n— 1 

1 

3 

•    •    •    •     r. ;  ■"■' 

2n+l 

1 

1 

1 

2»— 1 

2»+l 

4n— 3 

[1  !  2  !.. .  (n— 1)  !]»  2"<"-» 


1  -S^S» ...  (2tt— l)"(2tt+l)-->(2fi+Sr-» ...  (4«— 3) 


ecc. 


4.  Oonsideriamo  ora  il  segnente  determioante 


(9) 


w. 

A,<»> A.W 

A/"> 

A,<->  ....  A„<"> 

in  cui  Ap<")  indica  la  p"^  differenza  delle  quantità  (4). 
Si  ha  allora 


(10) 


w.= 


+  h    «      l!2I...n! 


x(x  +  ^)«(a?  +  2^)» ...  (a?  4-  (n  —  l)fc)«(iF  +  nfc) 


X 


a?-+-2A 


1. 


(a?  +  2^)(a?  +  3^) 


•  •  •  •  X 


•  •00 


0?  +  (n  +  l)h 


•  •  ■  0 


(«  +  (tt  +  1)AX»  +  («  +  2)A) 


(»  +  2A) . . .  (a;  +  nA) 


(a?  +  (n  +  1)*)  . . .  (a;  +  (2»  —  l)h) 


J^  ■ 
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in  coi  per  n  pari  il  segno  è  dato  dallo  stesso  segno  che  assume  1'  espressione 

( —  1)7 ,  e  per  n  dispari  dallo  stesso  segno  che  assnioe  l'espressione  ( —  1)  <  . 
Osserviamo  intanto  che  se  nel  determinante  che  comparisce  nel  2^  membro 
della  (10),  e  che  indichiamo  per  brevità  con  Hn,  togliamo  dalla    2*    linea  la 

1*  moltiplicata  per  — ----r-  ;  dalla  3%  la  2*   moltiplicata  per  — --— -  ,    e    co8ì 

X  -\-  2h  X  -{-  oh 

via,  il  determinante  H^  si  trasforma  in  un  altro  d'ordine  (n  —  1),  le  cui  lÌDe^, 

dalla  1*  all'ultima,  hanno  rispettivamente  in  comune  i  fattori 


(U)  -        -' 


X  -\-2h     X  '\-  Sk  '  '  '  '  X  -\-  nh 


e  le  cui  colonne,  dalla  1*  all'ultima,  hanno  rispettivamente  in  comune  i  fèttorì 


(12)  ^  ''  "-^ 


x  +  3k     a?  +  4fe  ■  '  *  *  a?  4-  (n  +  l)h' 


Indicando  con  HV-i  questo  nuovo  determinante,  dopo  che  sono  stati  messi 
in  evidenza  i  fattori  (11)  e  (12),  si  ha 


„^ (-l)-Wt"-^(n>^l)! 

""      (a?  +  2h){x  +  3;^)* . . .  (^  +  nh)*{x  +  (n  +  ì)h)      "~* 


Con  analoghe  considerazioni,  si  ottiene  infine 


n(n— i) 


(13)    H,=  -t*    '     l!2!...(n-l)! 


(«-f2A)(a?+3A)*.-(a?+nA)'^*(aj+(n— l)^)'^^..(a?H2n— 2)V(«4-(2n-l)A) 


in  cui,  per  n  pari  il  segno  è  dato  dallo  stesso  segno  che  assume  la  qnautiù 

( — 1)',  e  per  n  dispari  dallo  stesso  segno  che  assume  la  quantità  (—1)'. 
Dalle  (10)  e  (13)  risulta  allora 


^^ (--l)^(feT[l'-2!...(n-l)!]'>n! 

"     x(x-{-h)^ . . .  [x-{-{n—l)hy{x-i-nhr  .  . .  {x-\-(2n—2)hy(X'\-(2n—l)h) 


X21  X 


ossia 


(— ir(^T[l  !  2  ! ...  (n  —  1)  !]*.n  ! 
W^  = j-;j-j 


Y\  (^  +  ♦*  J  ^)n+i. 


<— e 


5.  Dalla  (13),  dando  ad  a;  e  ad  ^  particolari  valori,   si  possono  dedarre  ì 
valori  di  particolari  determinanti. 

Così,  per  eBempio,  ponendo  ^=p — 2A,  si  ha 


1 

1 

• 
■ 

• 

...   1 

* 

1 

1 

"  •  '  1»  +  (n      l)k 

1 

p(p^h) 

•  •  •  (|,  +  (»_l)A)(p  +  «*) 

1 

1 

p{p  +  *) . . 

.(!»  +  (»- 

-  2)A)  • 

•  •  •  (jp  +  (n_l)A)...(j,  +  (2ft- 

-3)A) 

+h    *    l!21...(n— 1)1 


""1>(P+^)'  • . .  {p+(n-mT-\P+{n-m'^'  •  ' .  (p+(2n-4)fc)«(p+(2n-3);i) 
in  cui  il  segnoy  come  abbiamo  visto,  si  paò  determinare  fàcilmente. 


Ponendo  p  =  h  =  l  risulta 


1 


1.2 


2 


2-3 


.       •       a       .        ^ 


2 


/  .  •  . 


n(n+l) 


1.2...(n-.l)  2.3...n  '  '  *  '  n(n+l).  •  .(2»— 2) 


+  112!...  (n— 1)  ! 


1 . 2«-  3^..(n— l)'^V-*(»+l)"-*...(2n— 3)«(2»— 2)* 
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Per  p  =  lj  A  =  2,  si  ha 


1.3 


1 
3 


3.6 


•     •     •     •     X 


•     •      •     ■ 


2n— 1 


•  •  •  ■ 


(2n— l)(2«-fl) 


•  •  ■  • 


l-3^..(2n— 3)  3.5...(2n— 1)  '    (2n— lK2»-j-l).  •  .(4n— 5) 


n(n-i) 


+  2    *     l!2l..-(n— 1! 


1.3^6». .  .(2n— 3)'*-'(2n— l)'*-*(2n+-ir-*.  •  .(4n— 7)*(4ii-5) 


E  cosi  via. 
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LE  SUPERFICIE  RAZIONALI  D'ORDINE  « 

DOTATE  DI  BETTA  (n— v)jpto  E  DI  PUNTI  vjpK 


H  O  T  A 

DELLA 


Dott.  GRAZIA  NOBILE  (a  Napoli) 


Id  questa  Nota  mi  occa^K)  delle  saperficie  di  ordine  n  che  hanno  una 
ntisk  maltipla  di  ordine  n  —  ve  punti  multipli  di  ordine  v,  per  v^2,  senza 
presentare  alcuna  altra  particolarità.  E  propriamente  dimostro  il  teorema  che: 

Essendo  i  numeri  v,  a  interi,  il  primo  maggiore  di  2,  il  secondo  maggiore  o 
tguale  a  zero,  ogni  superficie  a  di  ordine  n  che  abbia  una  retta  multipla  o  di 
ìrdine  n  —  v  e  k  punti  P,  in  posizione  generica j  multipli  di  ordine  v,  qualora 
w»  pi*esenti  alcìina  altra  particolarità,  è  razionale  se 

Stendo  k  =  3a-\-l         è         n  —  v  =  va-|-l, 

»  k  =  3a-\'2         »         «  —  v=:va-|-2, 

»  t  =  3a  +  3»         n  —  v  =  va-t-3. 

Nel  primo  caso  la  superficie  o  non  presenta  alcuna  linea  multipla,  oltre  la 
^etia  0  y  nel  secondo  caso  essa  ha  per  linea  multipla  di  ordine  v  —  2  la  curva 
li  ordine  2a  -f- 1  che  incontra  la  retta  o  in  2a  puf^ti  e  passa  per  »  Sa  -|-  2 
9unti  P,  e  però  non  presenta  linee  multiple  diverse  dalla  o  soltanto  nel  caso  che 
im  V  =  3  ;  nel  terzo  caso  è  necessariamente  v  =  3  e  la  superficie  non  presenta 
inee  multiple  diverse  dalla  o. 

Le  superficie  dei  tipi  indicati  sino  ad  ora  note  sono  soltanto  quelle  per 
6  quali  è  V  =  3,  nel  qual  caso  dal  teorema  da  me  stabilito  si  deduce  come 
iftao  particolare  il  teorema  dovuto  al    Dott.    Tummarello    (^)   che  : 

Ogni  superficie  di  ordine  n,  dotata  di  retta  multipla  di  ordine  n — 3  e  di 
1—3  punti  triplij  è  razionale. 


(0  «  Nuovi  tipi  generali  di  euperfieie  raÈtonali,  Superficie  d'ordine  m  con  retta  (m— S)-|ila  ed 
1—3  jmfi<i  iHpli  ».  Gior.  di  Mat.  di  Battaglini,  Voi.  LVIII  (1920). 
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In  questa  Nota  costruisco  e  studio  i  tipi  generali  di  superficie  dovati  ai 
valori  arbitrari  dei  numero  v,  assegnando  di  ciascuno  di  essi  la  rappresenta- 
zione piana  di  ordine  minimo. 

Inoltre  prendo  anche  in  esame  la  superficie  di  ordine  n  dotata  di  le  panti 
multipli  P  di  ordine  v]>2  e  di  una  retta  multipla  o  di  ordine  n — v,  nell'ipo- 
tesi che  sia 

i=z3a-|-2         ,         »  —  v  =  va  +  l; 

e  dimostro  che  una  superficie  siffatta  ha  una  linea  multipla  di  ordine  v  — 1 
nella  curva  e  di  ordine  2a  -4~  1  che  passa  pei  punti  P  e  si  appoggia  in  2a 
punti  alla  retta  o,  e  però  la  superficie  risulta  monoidtUej  essa  cioè  da  ana 
retta  incidente  alle  linee  o,  e  è  segata,  in  generale,  in  un  solo  punto  faori 
delle  due  linee. 

Anche  di  questa  superficie  costruisco  la  rappresentazione  piana  di  ordine 
minimo. 

1.  Per  dimostrare  il  teorema  enunciato  considero  una  trasformazione  bi* 
razionale  K  degli  ordini  a  4~  ^  9  2a  4"  ^  ^  ^^  genere  zero: 

Ka+,„a+,  =  o«  ,  3a|P     ;     o"^  ,  3a|r' 

fra  i  punti  di  due  spazi  S  ,  S',  che  abbia  per  fondamentali  nello  spazio  S  una 
retta  o  multipla  di  ordine  a  e  3a  punti  semplici  P  in  posizione  generica  e 
nello  spazio  S'  una  retta  o'  multipla  di  ordine  2a  e  3a  rette  semplici  r\  sghem- 
be fra  di  loro  due  a  due  e  tutte  incidenti  alla  o'  (% 

In  tale  corrispondenza  ad  una  superficie  del  primo  si»azio  rispettivamente 
del  tipo  : 

0^  =  0^-  ,  3a|  P-  ,  P-3^,     ;     a,  =  o«-  ,  3a|P-  ,  P-,^,  ,  P-^  ; 

0,  =  o«-  ,  3a|  P>^  ,  P^+,  ,  F\,^  ,  PV-b 

corrisponde  ordinatamente  nel  secondo  spazio  una  superficie  del  tipo  : 
o'«^„v  =  o"^<«+*>^P'^  ;  o'«_ay  =  o'"-<«+*>%  2P'^  ;  <j'„^v  =  o"*-^"+*>%3P'Mv>2)r 
essendo  ogni  punto  P'  Pomologo  nella  corrispondenza  K  di  un  punto  P,   non 
fondamentale,  multiplo  di  ordine  v  per  la  superficie  a^^. 

Ora  per  le  predette  superficie  o'  occorre  notare  quanto  segue: 

!.•  Se  è  n  —  v  =  va  +  l,  la  prima  delle  superficie  a',  cioè  la  superficie 
o'^^av  =  o'**-<«+^^^P'^ ,  risulta  del  tipo  o^+^  =  o'P%  cioè  è  un  monoide  dotato  di 


(*)  Loria.    Sulla    cla»8ÌJicazione   delle    irasformoMioni  razionali  dello  Metano,  in  partieoiiin 
9ulle  traeformagioni  di  genere  zero,  Rend.  R.  Ist.  Lomb.  Serie  II,  voi.  XXIII. 
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nna  retta  semplice  o'  non  uscente  dal  vertice.  Esso  è  razionale  e  però  la  corri- 
spondente superficie  a  è  razionale. 

2."  Se  è  n  —  v  ==  va  +  2 ,  la  seconda  delle  superficie  o' ,  cioè  la 
9;.av  =  o"^<«+*>^ ,  2P%  risulta  del  tipo  o'v+j^  =  o'* ,  2P'\  Questa  superficie  ha 
per  retta  multipla  di  ordine  v  -  2  la  congiungente  i  due  punti  P';  corrispon- 
dentemente si  ha  che  la  superficie  a^  ha  una  linea  multipla  di  ordine  v  —  2 
nella  curva  «ja+i  ^  o^"  ,  3a+2|P,  omologa  nella  K  della  retta  «'.  Perciò  la  o 
Don  presenta  linee  multiple  diverse  dalla  o  soltanto  nel  caso  che  sia  v  =  3. 
In  ogni  caso  la  superficie  a'  con  trasformazione  birazionale 

K'2,3  =  0'  ,  2P' ,  R'     ;     o"  ,  2jp"  ,  r"  (*)  (R'  su  a') 

6i  muta  in  una  superficie  «"v+j  ^  o'V"^"~i,  in  una  superficie,  cioè,  di  ordine  n" 
dotata  di  retta  multipla  di  ordine  n''  —  2.  Questa  superficie  è  razionale  e  però 
risaltano  anche  razionali  le  superficie  0'  e  0. 

3.°  Se  è  n  —  v  =  va  -|-  3  la  terza  delle  superficie  0',  cioè  la  superficie 
Cav^o'--<«+*>%  3P%  risulta  del  tipo  (y'y^  =  o'^ ,  3P'\  Questa  con  trasforma- 
zione birazionale 

K'„,  =  o',3P'     ;     o",3r" 

si  muta  in  una  superficie  di  3*  ordine  a'\  che  da  ogni  piano  del  fascio  (o'O  ^ 
segata  in  una  curva  di  ordine  v  >>  2.  Ne  segue  che  v  è  necessariamente  uguale 
ft  3,  cioè  la  a'\  non  contiene  la  retta  o".  Essa  è  razionale  e  però  sono  anche 
razionali  le  superfìcie  0'  e  0.  Resta  così  dimostrato  il  teorema. 

Viceversa,  partendo  da  un  monoide  a'y^^  ^  o'P'^  che  presenti  una  retta  sem- 
plice 0'  non  uscente  dal  vertice,  o  da  una  superficie  o'^^^^o'Y'"^"^  nella  quale 
la  retta  0''  sia  una  generatrice  arbitraria,  o  da  una  superficie  generica  di  terzo 
ordine  ed  effettuando  le  trasformazioni  birazionali  inverse  a  quelle  indicate  si 
ottengono  nello  spazio  S   rispettivamente  superficie  del  tipo 

0(„+,)v+,  =  0-+*  ,  3a  +  1|P^  (per  v  $.  3) 

(3(a+,>,+,  =  0-+*  ,  3a  +  2|P-  (per  v  =  3) 

0(^+,>,_3  =  o«-+«  ,  3a  +  3|P-  (per  v  =  3) 

indicate  nel  teorema. 

Con  ciò  riesce  agevole  determinare  la  rappresentazione  piana  d' ordine 
tninimo  delle  superficie  in  esame. 

2.  Avendo  un  monoide  0'  di  ordine  v  -f-  I9  di  vertice  P'  che  non  presenti 


(*)  Cremona.  Opere  nMiematieKe.  Tomo  III,  pag.  244,  b). 

YOL.   LX. 
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altra  [tarticohirità  fuorché  di  avere  uua  retta  semplice  o'  non  uscente  dal  ver 
tice,  le  curve  di  ordine  v,  sezioni  variabili  del  monoide  con  i  piani  del  (uscio 
che  ba  per  asse  la  o\  sono  proiettate  dal  vertice  P'  secondo  coni  di  ordine  v 
cbe  costituiscono  un  fascio  avente  per  base  /  rette  semplici  uscenti  da  P'de) 
monoide  o'. 

Il  fascio  di  coni  è  proiettivo  al  fascio  di  piani  (o')  e  nella  proiettività  cLe 
ne  risulta,  al  piano  co'  ^  P'o'  corrisponde  il  cono  del  fascio,  tangente  nel  punto 
P'  al  monoide. 

Questo  cono  sega  il  piano  tu!  in  v  rette  semplici  del  monoide  uscenti  daP'. 
Esse  con  le  v*  rette  basi  del  fascio  di  coni  già  indicato  costituiscono  il  grap]>o 
completo  delle  v(v  + 1)  rette  del  monoide  uscenti  dal  vertice. 

Viceversa  dati  due  fasci  proiettivi,  Pnno  di  piani  di  asse  o',  l'altro  di  coni 
di  ordine  v  e  di  vertice  P',  nell'ipotesi  che  il  punto  P'  non  sia  sulla  retta  0'. 
la  superficie  generata  dai  due  fasci  è  un  monoide  di  ordine  v-|-l,  di  vertice  P' 
che  ha  per  linee  semplici  la  o\  le  /  rette  basi  del  fascio  di  coni  e  kvretfe 
sezioni  del  piano  a>'  ^  P'o'  col  corrispondente  cono  <[).  Questo  è  il  cono  taiigen\<f 
nel  punt'O  P'  al  monoide  o'. 

In  una  rappresentazione  canonica  del  monoide  a'  sopra  un  piano  arbitni 
rio  %  nella  quale  il  sistema  rappresentativo  sia  costituito  da  curve 

c'v+,  =  v^lQ  ,  v|S  , 

i  V  punti  S  sono  su  una  retta  o^ ,  immagine  della  retta  o';  mentre  i  v*  punti  Q 
sono  base  di  un  fascio  di  curve  di  ordine  v,  immagini  delle  sezioni  variabili 
del  monoide  coi  piani  del  fascio  (o'). 

Nel  fascio  di  curve  vi  è  la  linea  o'v^^  ==  v*  |Q ,  v|  S  immagine  del  vertiw 
P'  del  monoide. 

Ciò  posto,  si  assegnino  nello  spazio  3a  rette  r\  soddisfacenti  soltanto  alla 
condizione  di  essere  incidenti  alla  o',  per  a  intero,  positivo,  arbitrario. 

Eesta  allora  determinato  il  sistema  omaloidico  E'  costituito  dalle  superficie 
%\^^,  =  0^  ,  3a|r'. 

Le  immagini  sul  piano  ic  dei  punti  di  sezione,  non  situati  su  o\  del  mo- 
noide o'  con  una  retta  r\  sono  v  punti  P^  situati  su  una  retta  «',  e  sa  una 
curva  c'y^/|Q. 

E  le  linee  variabili,  sezioni  del  monoide  con  le  superficie  del  sistema  £'. 
hanno  per  immagini  curve 

c\^,)  V  =  v«|Q^*  ,  v|S  ,  8av|P. 

I  (3a  4-  I)v  punti  seiùplici  che  le  curve  e'  hanno  in  comune,  saranno  tutti 
indicati  col  simbolo  S.  Essi,  per  quanto  si  è  detto,  si  distribuiscono  in  3s-f  I 
gruppi  :  ogni  punto  appartiene  ad  un  gruppo  ed  ogni  gruppo  contiene  v  punti 
situati  su  lÀia  retta  e  sti  una  curva  Cy  ^  /|Q« 
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Le  curve  o'  formano  il  sistema  rappresentativo  sul  piano  %  della  superficie 

omologa  del  monoide  a'  in  una  corris|)ondenza  cremoniaaa  spaziale  K  ^  o  ,  3a|P; 
)' ,  3a|r^ ,  collegata  al  sistema  £'. 

La  superficie  fondamentale,  omologa  nella  K  della  retta  o\  sega  il  mo- 
noide o^  in  una  curva  che  ha  per  immagine  una  linea 

«',„,+,  =  v*|Q^«  ,  (3a  +  l)v|S. 

Questa  dunque  è  l'immagine  sul  piano  %  della  retta  o  della  a  e  propriamente 
ogni  punto  della  o  ha  per  immagine  un  gruppo  di  av -|- 1  punti  della  linea  in 
discorso. 

Così  i  piani  fondamentali  (o'(,)  ^  Vr\  segano  il  luonoide,  oltre  che  nella  o'y 
io  curve  le  cui  immagini  sono  le  i^V*^  ^  v*|Q  ,  v|S^i  (per  A  =  2,...,3a-f-l  ^ 

i=:  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  V). 

Queste  curve,  insieme  con  la  linea  u'y^^^  ^  /|Q  ,  v|Sjt ,  immagine  del  ver- 
tice P'  del  monoide,  sono  dunque  sul  piano  ic  le  immagini  dei  punti  v-pli  P^ 
della  superficie. 

Si  è  con  ciò  ottenuta  la  rappresentazione  piana  d'  ordine  minimo  della 
superficie  o. 

Si  è  visto  che  il  monoide  q'  è  generato  da  un  fascio  di  piani  e  da  un 
fascio  proiettivo  di  coni. 

Corrispondentemente  la  superficie  o  è  generata  da  due  fasci  proiettivi, 
Tnno  di  piani,  l'altro  di  superfìcie  (p^o+^w  ^^  o"""  ?  3a -f- ^1^%  ^'b  aventi  in 
comune  le  v*  curve  Cgo+i  ^  o*"  j  3a  +  1|P>  della  superficie  a,  omologhe  nella  K 
delle  V*  rette  del  monoide  o',  sghembe  con  la  o'.  Perciò  le  curve  in  discorso 
sono  le  linee  della  superficie  a  che  sul  piano  tc  hanno  per  immagini  i  punti 
base  Qj , .  . . ,  Qy  del  sistema  rappresentativo. 

Invoce  i  punti  base  semplici  S,^ , . . . ,  S^y  di  tale  sistema  sono  le  imma- 
gini delle  V  rette  semplici,  sezione  della  superficie  o  col  piano  tj  ^  P,o  per 
i=l  ,2. ,  .3a+  1. 

3.  Si  parta  da  una  sui>erficie  <i\^^  ^  /"""^  Nella  rappresentazione  d'ordine 
minimo  di  tale  superficie  sopra  un  piano  ic,  il  sistema  rappresentativo  è  co- 
stituito da  curve 

Cv+,  =  R^-*  ,  3v  — 1|P,. 

La  retta  multipla  r'  ha  per  immagine  la  curva  Oy^R^"*  ,  3v — l|Po  ^® 
rette  semplici  e'  hanno  per  immagini  i  punti  P,  e  le  rette  c\  ^  EP'<  (% 

i})  V.  N  o  e  t  h  e  r  ,   Veher  FlUchen  weUshe  Schaaren  raiionaler  cnrven  be9it9en,   Math.   Anna* 
len.  Bd.  IH,  ^  6. 
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Ora,  fissata  sulla  superficie  ad  arbitrio  la  retta  c'^  che  abbia   per    imma- 
gine sul  piano  ic  la  retta  e'  ^  RP^ ,  ni   assumano    ulteriormente    nello    spazio 
3a  -{-  2  rette  r\ ,  incidenti  alla  c\.  Con  ciò  resta  determinato  il  sistema  onta 
loidico  li'  costituito  dalle  superficie 

Il  punto  Q'  sezione  delle  rette  c\  ,  r'  ba  per  immagine,  sul  piano  ir,  v  —  1 
punti  della  curva  Cy.  Uno  di  questi  punti  è  sulla  retta  e'  ^  EP^  ;  gli  altri 
siano  i  punti  Q^ , . . . ,  Qy-^. 

Così  le  immagini  sul  piano  ic  def  punti  di  sezione  della  superficie  <y\'^^  con 
la  retta  r\  sono  i  punti  8^^ , . . . ,  S^y  situati  su  una  medesima  curva 

Cy  =  R^-*  ,  3v  —  2|P.  (per  i  =  1 , . . .  ,  3a  +  2.. 

Ora  le  linee  immagini  sul  piano  n  delle  curve  variabili  sezioni  della  su- 
I>erficie  o'  con  le  superficie  del  sistema  £'  sono  le  linee 

^2(-+i)v+i  =  R*<°+*>^-*«-»  ,  3v  —  2|P««+«  ,  V  -  2|Q*«+^  ,  (3a  +  2)^\S. 

Queste  linee  perciò  formano  il  sistema  rappresentativo  sul  piano  tc  della 
8nx>erficie 

0<„+,>y4,  =  0-+*  ,  3a  +  2|  P% 
omologa  della  superficie  o'y^.^  ^  c'y^^'^^  in  una  corrispondenza  birazionale 

K  =  0  ,  3a  +  2|P  ,  R     ;     c'^  ,  3a  +  2|r', ,  r' 

collegata  al  sistema  £'. 

La  superficie  fondamentale,  omologa  nella  K  della  retta  0,  ed  i  piani  fon- 
damentali, omologhi  dei  3a  +  2  punti  P» ,  segano  la  superficie  o'  in  curve  che 
hanno  per  immagine  sul  piano  ic  rispettivament/C  le  linee 

*(,a+ov+i  =  R<'^>^-^--^ ,  (3v  -  2)|P^*  ,  V  —  2|Q^  ,  (3a  -  2)v|S  , 

Cy<'>  =  R^-'^ ,  3v  —  2|P  ,  V  —  2|Q  ,  v|S^ 
(t=l,2,...,3a  +  2     ;    j  =  1 ,  2  , . .  . ,  v). 

Queste  dunque  sono  le  immagini  sul  piano  tc  della  retta  multipla  o  e  dei 
punti  v-pli  Fi  della  superficie  a. 

La  linea  «^^.^  ^  0*"  ,  3a  +  2|P,  multipla  di  ordine  v  —  2  per  la  suiierficie 
Q,  è  omologa  nella  K  de^li  intomi  del  punto  Q'   nei    piani    tangenti    in    tale 
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)iiDto  alla  superficie  o%  diversi  dal  piano  a>'  ^  oV.  Essa,  perciò,  ha  per  im- 
oagine  sul  piano  %  i  punti  Q^ , . . . ,  Qy.^  e  propriamente  si  ha  che  i  fasci  di 
aggi  del  piano  che  hanno  per  centro  tali  punti,  risaltano  riferiti  proietti  va- 
nente fra  di  loro  in  modo  che  ad  un  punto  della  curva  s  corrispondono  v — 2 
^nnti  coincidenti  rispettivamente  con  Q^ , . . . ,  Qv-^  su  v  —  2  raggi  omologhi 
ielle  anzidette  proietti  vita. 

I  3a  -f-  2  piani  co,  ^  oP,  segano  la  superficie  ciascuno  in  v  rette  uscenti 
lai  punto  P,  che  hanno  per  immagini  ì  punti  S,^  , . . . ,  S^v. 

In  particolare  per  a  =  0  si  ha  la  superficie  già  indicata 

Ov+,  =  o%2|P^  , 

li  ba  cioè  una  superficie  di  ordine  v  -[-  2,  dotata  di  una  retta  doppia  e  di  due 
mnti  multipli  di  ordine  v  (*). 

Nella  rappresentazione  piana  d'ordine  minimo  di  tale  superficie  il  sistema 
•appresentativo  è  costituito  da  curve 

c,,+,  =  B'--'  ,  3v  -  2|P*  ,  V  -  2|Q  ,  2v|S  ; 

I  retta  doppia  o  ha  per  immagine  la  curva 

«v+4  =  R^-*  ,  3v  —  2|P  ,  2v|S  ; 

i  retta  (v — 2)'pla  s  ehe  unisce  i  due  punti  multipli  P ,  ha  per  immagine  i 
-2  punti  Q  ;  e  i  due  punti  P  hanno  per  immagini  le  curve 

Cv<'>  =  W-'  ,  3v  -  2|P  ,  V  -  2|Q  ,  vjS,^.        (i=l,  2  ;  j=l,  ... ,  v) 

4.  Infine  si  parta  da  una  superficie  di  terzo  ordine  o'  afifatro  arbitraria  e 
i  consideri  una  rappresentazione  di  tale  superficie  su  di  un  piano  tc  nella  quale 
sistema  rappresentativo  sia  costituito  dalle  cubiche  c^  ^  6P. 

Assunta  nello  spazio  una  retta  generica  o'  che  incontri  la  superficie  a'  in 

•e  punti  Q', ,  aventi  per  immagine  sul  piano  ic  i  tre  punti   Q,   (t  =:  1  , 2 , 3) 

fissate  3a  -f-  3  rette  r\ ,  incidenti  alla  o',  che  seghino  la  superficie  a'  in  punti, 

>  cui  immagini  sul  piano  ic  siano  i  3(3a  -f  3)  punti  S,  le  linee  sezioni   della 

iperficie  data  a\  con  le  superficie 

«'^  =  o'«<-+*)  ,  3a  +  3\r\ 


(*)  Per  V  =  3  vegg.  Mon  tesano,    Le  superficie  omaloidiche    di   5°    ordine,    $   5.  Rendi- 
flti  deUa  R.  Accademia  delle  Scienze  Fisicl^e  e  Matematiche  di  Napoli  (1901). 
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hanno  per  imniaglni  curve 

•   (1)  03,^)  =  6  |P^  ,  3|Q*<«+o  ,  3(3a  +  3)|S. 

La  superfìcie  jacobiana  «^'^(a+i)  =  0'***+' ,  3a  +  3|r^  del  sistema  S'  oostituitd 
dalle  predette  superficie  %\  sega  la  (i\  in  una  curva  la  cui  immagine  è  la 

(2)  «',(a+i)  =  6|P^<«+^>  ,  3tQ*«+*  ,  3(3a  +  3)|S  ; 

mentre  i  piani  ìa\^oW\  segano  la  o'g  secondo  curve,  le  cui  immagini  sono  le 
cubiche 

(3)  ^  c?3<*>  =  6|P  ,  3|Q ,  3jS. 
Perciò  la  superficie 

03^a+.,4^  =  0««f^    ,    37.  4-  3|P^ 

omologa  della  0^3  in  una  corrispondenza  bimzionale  K  che  tragga  origine  àa\ 
sistema  Y/ ,  viene  a  rappresentarsi  sul  i>iano  %  in  modo  che  le  sezioni  piane 
hanno  per  immagini  le  curve  (1),  la  retta  multipla  o  ha  per  immagine  la 
curva  (2)  ed  i  imnti  v-pli  P«  hanno  per  immagini  le  curve  (3). 

I  3a  4- 3  piani  co^^^oP^  segano  la  superficie  ciascuno  in  v  rette  uscenti 
dal  punto  P,  che  hanno  per  immagini  i  punti  S»^ , . . . ,  S^y  (per  i  =  1 ,  2 , . . .  7 
3a  +  3)- 

Si  ottiene  con  ciò  la  rappresentazione  già  data  dal  Dott.  Tummarello. 

5.  In  ultimo  si  supponga  di  avere  una  superficie  del  seguente  tipo 

nell'  ipotesi  che  la  retta  o  ed  i  punti  P  siano  in  posizione  generica  e  cbe  i 
numeri  interi  e  ])ositivi  a  ,  v  siano  affatto  arbitrari. 

Se  ne!  gruppo  dei  3a  -f  2  punti  v-pli  P.  se  ne  assumono  ad  arbitrio  32. 
resta  determinato  il  sistema  omaloidico  £  co.stituito  dalle  superficie 

! 

V+i  =  ^*"  ,  3a|P. 
Ed  in  una  corrispondenza  birazionalc  | 

K  =  o  ,  3a|P     ;     0'  ,  3a|r' 

collegata  al  sistema  S,  alla  superficie  0  da  cui  si  parte,  corrisponderà  una  su 
perficie 

o'v+,  =  o' ,  2P'- 

cioè  un  bimonoide  dotato  di  una  retta  o'  non  uscente  da  alcuno  dei  due  vertici. 

Viceversa  se  si  parte  da  una  superficie  bimonoidica  o'^^^  ^  0' ,  2P'\  à^ 

tata  di  una  retta  semplice  0'  non  uscente  da  alcuno  dei  due  vertici,  e  se  si 
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iSSumoDO  nello  spazio  3a  rette  r\  incidenti  alla  o'  che  non  verifichino  alcuna 
kltra  particolarità,  in  una  corrispondenza  birazionale 

K  =  o  ,  3a|P     j     o'  ,  3a|r' 

ehe  tragga  origine  nello  spazio  dal  sistewa  omaloidico  costitnito  dalie  superficie 
i^j^=o^ ,  3a|r',  alla  superficie  a'  corrisponde  una  superficie 

lei  tipo  in  esame. 

Il  bimouoide  o'  ha  una  retta  multipla  di  ordine  v  —  1  nella  retta  s'  che 
jongiunge  i  due  vertici  P'^  ,  P'^  e  però  la  superficie  o  ha  una  linea  multipla 
li  ordine  v  —  1  nella  curva 

V+,  =  o^  ,  3a  +  2|P 

omologa  della  retta  s'  nella  K  ;  essa  perciò  da  un  raggio  generico  della  con- 
gruenza che  ha  per  direttrici  la  retta  o  e  la  curva  s ,  è  incontrata  in  un  solo 
pouto  fuori  di  tali  linee  e  però  risulta  monoidale. 

Da  ciascuno  dei  vertici  del  bimonoide  a'  escono  v  rette  semplici  della  su- 
[^rficie  che  si  appoggiano  alla  retta  o\  Ulteriormente  il  bimonoide  presenta 
/—  1  rette  w'^ , . . . ,  u\_^  incidenti  alle  rette  o'.  e  «'  che  non  passano  per  al- 
cuno dei  due  vertici.  Una  qualunque  u'i  di  queste  rette  determina  con  la  «' 
un  piano  tangente  ad  una  falda  della  superficie  a'  lungo  tutta  la  retta  «',  cioè 
il  piano  t',  ^  s'u'i  séga  la  superficie,  oltre  che  nella  retta  (v  —  l)-pla  «',  in  una 
conica  che  spezzasi  nella  stessa  retta  s'  e  nella  o',. 

Corrispondentemente  sulla  superficie  o  si  hanno  v  —  1  rette  Ui ,  appoggiate 
lilla  retta  o  e  alla  curva  multipla  s  e  tali  che  una  qualunque  di  esse  è  con 
la  curva  «  su  di  una  superficie 

Ta  =  o«-i  ,  3a  +  2jP  ,  u^ 

che  tocca  una  falda  della  superficie 

'ongo  tutta  la  curva  8. 

Fissata  ora  ad  arbitrio  sul  monoide  o'  una  delle  rette  u\ ,  ad  es.  la  u\-^  ^ 
si  consideri  un  piano  generico  ic  del  fascio  (u\^^  e  si  riguardino  corrispondenti 
due  punti,  l'uno  della  superficie,  l'altro  del  piano  ic  che  siano  su  un  medesimo 
faggio  della  congruenza  bilineare  che  ha  per  direttrici  le  rette  o' ,  «'. 

Con  ciò  viene  ad  aversi  una  rappresentazione  della  superficie  sul  piano  % 
n^Ila  quale  il  sistema  rappresentativo  è  costituito  da  curve 

Oy^  S  B^-*0  ,  v|S,,  ,  v|S,, ,  V  -  2|P. 

1  punti  R  ed  O  sono  le  tracce  sul  piano  tc  rispettivamente  delle  rette  9* 
<^d  o'  5  i  punti  Sj, ,  Sj<  (t  =  1 , . . . ,  v)  sono  le  tracce  delle  rette  della  superficie 
incidenti  ad  o'  che  escono  rispettivamente  dai  vertici  P', ,  P',,  Perciò  tali  punti 
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sono  sa  due  rette  q^  e  g^  ^he  contengono  il  punto  O,  mentre  i  v — 2  punti  P, 
sono  le  tracce  delle  rette  tt'^ , . . . ,  u\^  ,  incidenti  ad  «'  e  o' ,  diverse  dalia 
iiV_i  che  è  nel  piano  ir. 

I  due  vertici  F\  ,  P'^  hanno  rispettivamente  per  immagini  le  due  rette 
g^^O  j  ^f\S^i ,  g^  ^  O  ,  vIS^, ,  la  retta  multipla  «'  ha  per  immagine  le  v  -  2 
rette  r,^  ^  RP<  (t  =z  1 , . . . ,  v  —  2)  e  l'intorno  del  punto  Oj  e  propriamente  un 
punto  P'  della  retta  s'  ha  per  immagine  il  gruppo  dei  v  —  1  punti  costitoito 
dal  punto  coincidente  con  O  sulla  retta  t,  traccia  su  ic  del  piano  z'^o'?\t 

m 

dai  punti  in  cui  la  t  sega  le  rette  r^ , . . . ,  r^^. 

La  retta  semplice  o'  ha  per  immagine  la  curva 

Ov  =  R--* ,  v|S,, ,  v|8,, ,  V  -  2|P. 

Ciò  posto,  si  considerino  ulteriormente  i  punti  di  sezione,  non  situati  so 
o',  delle  3a  rette  r\  con  la  superficie  o'.  Le  immagini  di  questi  punti  si  di- 
stribuiscono in  3a  gruppi,  costituiti  ciascuno  di  v  punti  S,^  , . . .  ,  S,v  allineati 
col  punto  O  E  le  linee  variabili  sezioni  della  superficie  o'  con  le  super&ck 
ic'ga+i  ^  o'***  7  3a|r^  hanno  per  immagini  le  curve 

(1)  c^+v+i  =  R^-*0*«+>  ,  V  -  2|P  ,  (3a  +  2)v|S. 

Le  superficie  fondamentali  nello  spazio  S'  della  corrispondenza  E,  prece- 
dentemente indicata,  segano  la  superficie  o'  in  curve,  le  cui  immagini  sa  : 
sono  rispettivamente  la  linea 

(2)  «'^+v  =  R^-*0*«  ,  V  —  2|P  ,  (Sa  +  2)vjS 
e  le  rette 

(3)  c/*>  =  O  ,  v|S^-.         (i  =  3  , . . . ,  3a  +  2  ;  j  =  1 , . . . ,  V" 

Perciò  la  superficie  in  esame  viene  a  rappresentarsi  sul  piano  ic  in  modo 
che  le  sezioni  piane  hanno  per  immagini  le  curve  (1),  la  retta  multipla  o  ha 
per  immagine  la  curva  (2)  e  i  punti  v-pli  P,  hanno  per  immagini  le  rette  ^j,?, 
e  le  (3). 

La  linea  «,  multipla  di  ordine  v  —  1  per  la  superficie  a,  ha  per  imma^n^ 
sul  piano  %  l'intorno  del  punto  O  e  le  v  —  2  rette  r,-  ^  RP^ ,  e  propriamente 
un  punto  della  curva  s  ha  per  immagine  un  gruppo  di  v  —  1  punti  costituito 
da  un  punto  dell'intorno  (O)  e  da  un  punto  di  ciascuna  delle  v  —  2  rett^  r, . 
situati  su  una  medesima  retta  U 

Le  V  —  1  rette  semplici  w^ , . . . ,  u^^^  della  superficie  hanno  per  immagini 
la  retta  »v-i  ^  RO  e  i  punti  P^ , . . , ,  Py^. 

I  piani  ctìj  ^  opi  segano  la  superficie  a,  oltre  che  nella  retta  o,  in  v  rette 
uscenti  dal  punto  P^.  Queste  rette  hanno  per  immagini  sul  piano  «  i  ponti 
S<4 ,  • . . ,  S^  (per  ì  =  1 ,  2  , . . . ,  3a  +  2). 
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SISTEMI  DIFFERENZIALI  DI  RlGGATI 


IC  E  IC  O  B  lA 


DI 


GIULIO  ANDREOLI  (a  Napoli) 


INTRODUZIONE 

In  questa  Memoria  esporremo  tutte  le  ricerche  da  noi  fatte  in  una 
serie  di  Note  (%  sulla  generalizzazione  dell'equazione  di  Biccati,  comple- 
tandole con  una  nuova  ricerca  che  prende  la  sua  origine  dalla  relazione  esi* 
stente  fra  i  nostri  risultati  ed  un  tipo  di  equazione  studiato  dal  prof.  Pa- 
scal (*).  Tale  ultima  ricerca  non  solo  ci  permette  di  stabilire  tale  relazione, 
facendoci  conoscere  le  equazioni  (di  cui  quella  già  detta  è  una,  scritta  sotto 
forma  particolare)  ma,  ci  permette  anche  di  conoscere  e  di  formare  tutta  una 
estesissima  classe  di  sistemi  e  di  equazioni  che  sono  sempre  generalizzazione 
dell'equazione  di  E  i  e  e  a  t  i ,  cosi  come  lo  è  1'  equazione  del  prof.  Pascal. 
A^ppunto  perciò  noi  considereremo  due  ampie  categorie:  Sistemi  primatH  di 
Riccati^  il  cui  studio  ha  formato  V  oggetto  delle  quattro  Note  succitate,  e 
Sistemi  secondari  di  Eiccati  (o  solo  equazioni)  che  si  deducono  da  quelli  per 
eliminazione  ;  e  della  formazione  di  tali  sistemi  secondari,  ci  occupiamo  per  la 
prima  volta  in  questa  Memoria. 

Per  giungere  ai  sistemi  primari,  osserviamo  che  la  connessione  esistente 
fra  l'equazione  di  B  i  e  e  a  t  i  e  quella  lineare  omogenea  del  II  ordine,  equivale 
i(l  una  connessione  fra  un  sistema  omogeneo  di  due  equazioni  del  I  ordine  e 
quella  di  Bieca  ti. 

Precisamente  si  veriflca  che  il  rapporto  delle  due  funzioni  y,  z  soddisfa- 
centi al  sistema  dato,  risolve  un'  equazione  di  Kiccati  deducibile  dal  si- 
stema stesso  :  ed  è  poi  ovvio  che  un'equazione  lineare  omogenea  del  II  ordine 


(^)  0.  Andreoli  ,  Sistemi  differenziaU  ad  una  variabile  eto.  (Rend.  R.  Aoo.  So.  Napoli, 
1919);  Sopra  alcune  proprietà  di  certi  sietemi  eto  (ibid.  1920);  Sui  netemi  di  equagiani  differen* 
fiali  eto.  (ibid.  1921);  Sistemi  differenziali  di  Biccati  e  loro  proprietà  geometriche  (ibid.  1921). 

O  ^**'  P  a  B  o  a  1 1  Sopra'^una  classe  di  equasioni  differenziali  di  grado  n  eto.  (Annali  di  Mat. 
(3)  T.  XX,  1913). 
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equivale  ad  un  sistema  di  due  equazioni  lineari  omogenee  del  I.  Ora,  noi  ci 
poniamo  proprio  da  questo  punto  di  vista  per  generalizzare  le  equazioni  dì 
Riccati,  ottenendo  cosi  quei  sistemi  di  cui  si  trova  cenno  in  un  passo  dei 
l'Opera  dello  S  e  h  I  e  s  i  n  g  e  r  (^)  e  da  lui  trovati  per  analogia  formale  con 
la  ben  nota  equazione  di  B  i  e  e  a  t  i.  Naturalmente  di  tali  sistemi  occorre  stu- 
diare e  caratterizzare  le  proprietà,  ed  occorre  mostrare  come  non  la  sola  ana- 
logia formale  conduca  ad  assumerli  quale  estensione  della  equazione  detta,  ma 
anche  un  profondo  e  completo  riscontro  nelle  proprietà  comuni  a  tutti  quei 
sistemi.  Ed  è  precisamente  questa  ricerca  che  forma  oggetto  della  prima  parte 
della  presente  Memoria. 

Tale  estensione  nella  sua  forma  più  semplice  consiste  nel  considerare  uu 
sistema  di  (n  -|-  1)  equazioni  differenziali,  lineari  ed  omogenee,  del  I  ordine,  e 
di  formare  poi  le  equazioni  cui  soddisfano  i  rapporti  di  n  delle  funzioni  ina»* 
gnite  alla  (n  +  l)-esima. 

Questo  sistema  che  si  presenta  sotto  forma  quadratica  di  tipo  speciale  nei 
rapporti  stessi,  e  propriamente  sotto  la  forma 

(A)  y'r  =  r.  +  yrA.  (r  =  1  , .  . . ,  n) 

(essendo  F^ , . . . ,  r„  ,  A  delle  combinazioni  lineari,  a  coefficienti  variabili,  delle 
y) ,  è  quello  che  noi  considereremo  come  estensione  dell'equazione  di  B  i  e  e  a  t  i. 
Allo  stesso  sistema  si  può  giungere  per  altra  via:  sia  assegnato  al  solito 
un  sistema  di  (n  +  1)  equazioni  differenziali  lineari  omogenee  del  1  online  nelle 
incognite  z^, , , ,  ,z„.  Se  ci  proponiamo  di  determinare  n  coefficienti  fc^ , . . . ,  i, 
tali  che  ponendo 


ft 


^0  =^K  ^r 


e  sostituendo  poi  nel  sistema  dato,  P  equazione  che  ci  dà  z\  sia  una  eonst- 
guenza  delle  altre,  otterremo  per  le  ìc  precisamente  lo  stesso  sistema  avuto  i>er 
la  prima  via. 

Si  vede  facilmente  che,  nel  caso  di  sistemi  omogenei  di  due  equazioni  di 
I  ordine,  le  due  vie  coincidono.  (Gap.  I). 

Tale  estensione  dell'equazione  di  E  i  e  e  a  t  i ,  sotto  forma  di  sistema,  goile 
di  proprietà  che  corrispondono  appunto  a  quelle  che  sono  caratteristiche  di 
quella  equazione;  cosi  ad  esempio  è  proprietà  caratteristica  l'estensione  del 
teorema  di  Weyr-Picard  cioè  che  ogni  sistema  differenziale   di    n   equa 


(^  Cfr.  L.  Se  hi  esinger.   Vorlesnngen  ilber  lineare  Differentialgleiohungen,  pag.  iCn, 
1908.  Leipzig-Teubner. 
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;ioni  ad  n  incognite,  per  il  quale  lo  spazio  di  valori  "^li^^)  y . . .  ,y^{x^)\  è  omo- 
rraficoa  quello  di  Jy ^K) , .  . . ,  y„(a?g) (  fissate  comunque  la  x^  e  la  x^,  dev^ essere 
tnipre  e  «o/o  un  sistema  primitivo  di  Eiccati  d'ordine  n  (*),  (Cap.  II). 

Esamineremo  poi  sotto  quali  condizioni  possa  esistere,  oltre  la  fondaraen- 
ftle,  un'altra  relazione  del  tipo  : 

^((y)  ,(>)),..  0  =  cost. 

>^6  (y)  »(>))»•••  indicano  altrettanti  gruppi  soluzione  del  sistema  considerato  :t 
urbitrari  i>erò  e  non  legati  da  nessun  vincolo,  ed  ove  inoltre  la  variabile  indi- 
>eu(lente  x  non  compare  esplicitamente  nella  ^. 

in  altri  termini,  se  chiamiamo  «  relazione  invariantlva  assoluta  »  tale  re- 
lazione, e  «funzione  assoluta  »  la  ^,  noi  ricercheremo  a  quali  condizioni  debba 
loildisfare  il  sistema  per  ammettere  una  funzione  assoluta,  diversa  da  quella 
fondamentale;  ed  a  quali  condizioni  deve  soddisfare  la  <&  per  poter  essere 
Sanzione  assoluta. 

La  prima  condizione  è  data  dalla  esistenza  di  relazioni  lineari  omogenee 
con  una  piccola  variante)  a  coefficienti  numerici  costanti  fra  i  coefficienti  del 
«stema  ;  mentre  la  seconda  è  data  dall'  auìmettere  la  4>  un  gru)>po  continuo 
li  trasformazioni  omografiche  cogredienti  sui  gruppi  (y)(T]),....    (Gap.  III). 

lutine  è  evidente  che  si  possono  considerare  sistemi  di  equazioni  ai  diffe- 
enziali  totali,  invece  che  equazioni  ordinarie,  e  vi  saranno  allora  delle  condi- 
ioui  di  integrabilità:  per  tali  sistemi  restano  validi  tutti  i  risultati  già  ot- 
enuti. 

Inoltre,  tutte  le  proprietà  omografiche  già  accennate  in  precedenza  trag- 
ono  seco  delle  proprietà  geometriche  facilmente  deducibili. 

Noi  indicheremo  quali  sieno  tali  proprietà,  notando  che  esse  non  dipendono 
ostanzialmente  che  dalla  somma  w  -f-  n  del  numero  m  di  variabili  indipen- 
enti  e  del  numero  n  di  quelle  dipendenti.  Piìl  precisamente  tutte  le  proprietà 
t'ometriche  di  un  sistema  di  Ri  coati  dipendono  da  quelle  di  una  curva 
azionale  di  ordine  m-{-n  propria  dello  spazio  ad  w  -[-  w  dimensioni.  (Cap.  IV). 

Per  ultimo  noi  dovremo  cercare  la  relazione  esistente  fra  i  sistemi  di 
t  i  e  e  a  t  i  e  le  equazioni  studiate  dal  prof.  Pascal. 

Più  generalmente  noi  esamineremo  il  modo  di  formazione  dei  sistemi  che 
i  ottengono  da  uno    di    Ricca  ti,    eliminando  alcune  incognite;  servendosi 


(*)  È  evidente  ohe  a  tale  forma  si  riduce  il  teorema  di  W  e  y  r  per  lo  eqnasioai  di  R  i  e- 
ftti  ordinarie:  si  rìdace  a  dire  cioè  che  la  punteggiata  segnata  sulPordioata  d'ascissa  X|  da 
itti  gli  integrali  dell'equazione,  è  proiettiva  a  quella  segnata  sull'ordinata  d'ascissa  x^  dagli 
^8i  integrali. 


ad  esempio  delle  funzioni 


X  36  )( 


Vi  j  y'i  1  '  '  '  j  Vi^^'^ 


Vt  j  y\  y  '  '  '  ,  y2^'^ 


(Pi+P2   +   ---    +Pr-«) 


Vr    J    Vr    y     ' 


y 


(Pr) 


o  di  altre  derivate  qualunque. 

Tali  sistemi  (cbe  otterremo  direttamente  dalle  equazioni  lineari  cbe  ori^i 

■ 

navano  il  sistema  primitivo  di  E  locati),  si  possono  considerare  come uu'ul 
teriore  e  definitiva  estensione  dell'equazione  di  B  i  e  e  a  t  i  :  li  chiamerefflo  si- 
stemi secondari  di  Eiccati. 

Essi  comprendono  come  caso  particolare  ed  i  sistemi  da  noi  finora  &tQ- 
diati,  e  l'equazione  tratt-ata  dal  prof.  Pascal -^  i  primi  si  hanno  i>er  r  =  ii 
e  p^  =  pj  =  . . .  =  p„  =  1 5  la  seconda  per  r  =  1,  p^  =  n,  (Gap.  V). 

Tali  sistemi  avranno  i  loro  coefficienti  formati  mediante  certe  combinazioui 
dei  coefficienti  del  sistema  lineare  originario  (o,  ciò  che  fa  lo  stesso,  di  qaello 
primario)  e  delle  loro  derivate. 

Anzi,  sotto  una  forma  compatta  e  semplicissima,  noi  potremo  dire  che 
qualunque  sistema  secondario  si  ottiene  eguagliando  a  zero  n  determinanti 
arbitrari  scelti  fra  i  minori  di  una  certa  matrice  M  fondamentale  avente  (»-f  1) 
colonne  e  infinite  linee.  Tali  infinite  linee  sono  distribuite  in  gruppi  di  »  linee 
ciascuno  ;  ogni  linea  di  un  gruppo  si  ottiene  da  un'  altra  dello  stesso  grupi>o 
mediante  scambi  di  indici;  inoltre  il  primo  gruppo  di  n  linee  è  formato  dalla 
matrice 


Vi 


y, 


Vf 


0  .  .  .       0 


0     — 1  .  .  .       0 


0 


0  .  .  .  — 1 


il  secondo  gruppo  di  n  linee  è  formato  da  espressioni  lineari  nelle  singole  jd 
salvo  la  prima  eolonna  a  cui  si  aggiungano  le  singole  derivate  prime  ;  il 
terzo  grupxK)  di  n  linee  è  formato  da  espressioni  lineari  nelle  singole  sf.  ^ 
rispettiva  derivata,  salvo  la  prima  colonna  cui  si  aggiungono  le  risi>ettlve  de- 
rivate seconde  e  così  via  ;  i  coefficienti  poi  di  queste  formazioni  lineari  sono 
certe  espressioni  differenziali  in  quelli  del  sistema  primario. 

Come  si  vede  riesce  agevole  ed  immediato  riconoscere  se  un  sistema  si» 
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primario  di  B  i  e  e  a  t  i  o  no  ;  riesce  altresì  facile  formare  i  secondari  ;  ma,  è 
invece  da  risolvere  la  quistione  di  ricercare  quali  condizioni  devono  esistere 
fm  i  coefficienti  d'au  sistema,  affinchè  questo  possa  essere  uno  secondario  di 
Il  i  e  e  a  t  i.  Ed  è  anche  da  esaminare  come  si  modifichino  le  proprietà  geome' 
triche  per  tali  sistemi  secondari.  Per  ora  ci  limitiamo  a  porre  la  qaistione, 
sperando  di  poterla  presto  esaminare  più  da  vicino. 

CAPITOLO  I.  —  Generazione  dei  sistemi  di  Riccati. 

1.  Equazione  di  Biccatù  Cominciamo  dal  mostrare  come  da  un  sistema  di 
(Ine  equazioni  differenziali  lineari  omogenee  del  I  ordine,  si  possa  ricavare  la 
equazione  di  Ki coati.  Sia  dunque  dato  il  sistema: 

y'  =  ay-^bz 
z'  =  ay  -{-  ^z; 
si  trae  agevolmente  : 

e  i)ouendo  in  questa  : 

z 
ricaviamo  l'equazione  di  B  i  e  e  a  t  i 

In  particolare,  se  poniamo  sotto  forma  di  sistema  l'equazione  del  II  ordine 

y"  =  ay'-{-by 

ponendo  l'incognita  ausiliare  z  =  y\  cioè 

z'  =  aZ'}-  by 
y'  =  z 

l'equazione  di  Eiccati  in  7]  =  —, è 

y 

6'  =  (ag  +  fe)_è«; 
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z         y' 
e  questa  è  la  solita  equazione,  poiché  la  posizione  in  =  —  =  -^,  eqaivale  a 

y       y 

porre^  come  si  fa  abitualmente 


=J^ 


dx 


2.  Generalità,  Chiamiamo  sistema  primitivo  di  Rieeati,    o    più    brevemente 
sistema  di  B  i  e  e  a  t  i ,  il  sistema  di  n  equazioni  differenziali  del  I  ordine  : 


n  n 


(A)    y',(.r)  =  a,(x)  +  ^br„,(x)  •  yjx)  —  y,(x) .  r^c«(a;)  yjx)  +  h{x)  i  (r=  1 ,  2,.. .,«) 

nv»l  1 

di  cui  la  legge  di  formazione  si  può  riassumere  così  : 

La  derivata  d'  una  funzione  del  sistema  si  esprime  come  differenza  del 
prodotto  di  tale  funzione  per  un'  espressione  lineare  fissa  nelle  funzioni  del 
sistema  stesso^  e  di  un'altra  espressione  lineare.  Si  vede  che  i  sistemi  lineari 
ne  sono  un  caso  particolare,  poiché  i  primi  si  riducono  ad  essi  ove  le  e  sieno 
identicamente  nulle.  Se  poi  n  :=  1,  si  ritrova  l' ordinaria  equazione  di  Ric- 
ca t  i ,  di  cui  i  sistemi  (A)  sono  quindi  generalizzazioni. 

Valgono  i  due  lemmi,  di  cui  il  primo  ben  noto  (^). 

Lemma  I.  Dato  un  sistema  8^^^  di  n  -j-  1  equazioni  lineari  omogenee  del 
I  ordine,  se  z^  ^  z^  ^  ,  ,  .  y  z^  sono  le  funzioni  incognite,  ogni  loro  combinasione 
razionale  intera  soddisfa  ad  un  altro  sistema  lineare  omogeneo,  i  cui  coefficienti 
sono  razionali  in  quelli  del  dato. 

Lemma  II.  Dato  un  sistema  S^^.^ ,  i  rapporti  delle  z^  ,  z^  j  .  ^  .  j  z^  alla  :^ 
soddisfano  ad  un  sistema  di  Riccati. 
Infatti,  poniamo 

^  0  ^^  ''^00  ^0     I      '  •  •  "I     ^'on  ^n 
^  1  =  ^10  ^0     I     •  •  •  "1~  ^1»  ^« 

2'n  =  ««0  ^0  +  •  '  •  +  *«••  ^n 


s„+i= 


e  inoltre 


—  =  y.  (r  =  l,2,...,n) 


^0 


(^)  Io  effetti  basta  osservard  che  tale  espresBione  F  sarà  della  forma  ZksQ^Si^  .  .  .  n*^! 
scegliendo  tali  prodotti  come  incognite  aasiliare,  si  vede  ohe  le  loro,  derivate  si  esprimono 
ancora  linearmente  con  tali  prodotti  stessi. 


K3»  K 

Sarà  ovviamente 


^'=(t)'='- 


^0  '        ^r  ^  0 £_o    ^    ,f_0 

*  0  *0  0 


da  cui,  tenendo  presente  il  sistema  8^^^  y  si  trae 


n 


>'r  =  2  ""•  7"  ~  *'  2  *"^  ?"  ~  ^'*''  "*"  "^  *'  "*"  "  ■  "^  «™y«)— ì'>M+««tyi+-); 


tNoO  m^O 


e  questo  è  precisamente  il  sistema  A  dianzi  scritto,  come  si  vede  ponendo 

«00  =  *         «»x>  =  «r  (r  ,  «  =  1 ,  2  , .  . . ,  n) 

(1)  a^r  =  Cr  «r,  =  ^tm* 

In  particolare  se  z^  è  costante  il  sistema  si  ridnce  ad  ano  lineare. 

3.  Teoremi  fondamenialL  Dal  lemma  ora  enunciato  ne  seguono  i  due  teo- 
remi fondamentali  :  Cioè 

Teorema  I.  0§ni  espressione  razionale  nelle  funzioni  soddisfa^^enti  ad  un 
certo  sistema  lineare  S^^.^  •  e  nelle  loro  derivate  (sino  alV  ordine  r)  soddisfa  ad 
m  certo  sistema  di  Bicoati,  i  cui  coefficienti  sono  espressioni  razionali  ed  intere 
\n  quelle  di  8^+4  e  loro  derivate  {sino  alVordine  r). 

Teorema  II.  Ogni  espressione  ragionale  nelle  funzioni  soddisfacenti  ad  un 
ìistema  di  Riocati  e  nelle  loro  derivate  {sino  alVordine  r)y  soddisfa  ad  un  altro 
mtema  di  Riccati,  i  cui  coeffl^iienti  sono  come  nel  teor.  preced.  (% 

Per  il  primo  teorema  si  osservi  che  le  espressioni  intere  nellefunzi  oni  e 
le  loro  derivate  soddisfano  ad  un  sistema  lineare  i  cui  coefficienti  sono  com- 
binazioni lineari  dei  coefficienti  dati  e  delle  loro  derivate.  Inoltre  ogni  espres- 
sione razionale  è  il  quoziente  di  due  funzioni  intere;  ognuna  di  queste  sod- 
ìififa  ad  un  sistema  lineare  e  quindi  il  loro  quoziente  soddisfa  ad  un  sistema 
li  B  i  e  e  a  t  i. 

Per  il  secondo  teorema  si  osservi  che  una  funzione  razionale  delle  y  e 
loro  derivate  si  esprime  anche  come  funzione  razionale  delle  z  e  derivate  cor- 
rispondenti 'y  siamo  dunque  ricondotti  al  primo  teorema.  Inoltre,  da  un  sistema 
i  si  passa  ad  uno  A  conservando  i  coefficienti,  ma  scrivendoli  in  altro  ordine; 
luindi  vale  anche  l'affermazione  fatta  su  i  coefficienti. 


(^)  Ne  segue  che,  trasformando  omografioamente  le  incognite)  anche  se  i  coefficienti  con' 
iengono  la  x,  il  sistema  di  Riocati  conserverà  tale  forma* 
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Per  ripassare  da  nn  sistema  A  ad  ano  S,  basta  |K>rre 


y^  =--=-;  (m=:  1,...,»; 


«0 


l'r-sima  equazione  del  sistema  diventa  allora 


^'«  ^m        ^'o 


*0  0  0 


^0  ^0        \^0  / 


che  è  ovviamente  soddisfatta  dal  sistema  di  n  -f- 1  equazioni 

le  qnali  formano  appunto  un  sistema  lineare  ed  omogeneo. 

4.  Sistemi  ossociatL  Chiameremo  associati  di  un  sistema  di  B  i  e  e  a  t  i  gli 
altri  n  sistemi  che  si  ottengono  considerando  successivamente  i  rapporti 

--         j      —-  ,    .    •    •    ,  ,  ,    .    .    .    ,     --       .  \9  X   ,  ^  ,   .    .  .  ,  WJ 

Le  formule  (1)  diventano  in  tal  caso 

a„=ik 

arg=  a^  (r  =  l,2,...,«  —  l,«-|-l,...,i! 

(2)  a^=  Cr  (r  =  1 ,  2  , . . . ,  «  —  1  ,  «  -f  1 , . . . ,  «) 

««!»=  *nn  (r  ,  w  =  1 ,  2  ,  . . , ,  «  —  1 ,  «  +  1 , , . . ,  «) 

È  tacile  vedere  che  fra  le  n-ple  soluzioni  di  due  sistemi  associati 

passano  le  relazioni 


=  -^  j  tft  =  i  (w  =  1 ,  2  , . . . ,  «  —  1 ,  »  +  1 , , . , ,  «' 


«. 


ifm 


1»  =^  -—  ;ìlr  =  l  (r  =  1, 2,. .. ,r  —  l,r  +  l, .*.,«, 


2fr 


M  *l  )( 

ioè 


L  _  y, 1 


Notiamo  poi  che  assegnato  il  sistema  S,,^^ ,  resta  fissato  in  nn  modo  unico 
i  gruppo  degli  (n -|- 1)  sistemi  di  Ricca  ti  associati  fra  loro;  ma  che,  vice- 
'cr3a,  assegnati  uno  o  più  di  questi,  non  risulta  fissato  in  modo  unico  il  si- 
tema  S  e  gli  altri  associati  al  dato.  Si  vede  ciò  dal 

Teorema  III.  Due  aiètemi  lineari  S„^^  ,  Yi„^^  danno  luogo  ad  uno  aUsao 
\mppo  di  siatemi  di  JRiccati  aèsociati,  se  fra  i  loro  coefficienti  esistono  le  re- 
azioni : 

!«r,  =  a,.,  (r  =j-  s) 

a^  —  a^  =  4>  (r  ,  «  =  1  , . . . ,  w  -j"  1)      ^ 

?  nolo  in  tal  caso  (prescindendo  da  banali  scambi  di  indici). 

Infatti,  se  in  due  sistemi  corrispondenti  di  Ricca  ti  dedotti  dai  siatemi 
lineari  si  avesse  : 

h^  —  k=z^^^  —  X  (r  =  1 , . . . ,  w) 

tali  sistemi  di  R  i  e  e  a  t  i  sarebbero  identici  ;  poiché  si  vede  come  in  ogni 
equazione  fignrano  due  termini  in  ^^,  i  quali  raggruppati  in  un  solo,  danno 
la  condizione 

D'altra  parte  i  due  sistemi  S  ,  S  nelle  condizioni  dianzi  dette  si  devono 
dedurre  l'uno  dall'altro  ponendo 

yr  =  —  =  T-  (r  =  1  , . , . ,  h) 


«0 


Cloe 


^r  =  ^ir'  (r  =  0 , 1 , . . . ,  n) 

E  si  vede  facilmente  che  ciò  equivale  a  scrivere  le  (3)  ove  si  ponga 
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5.  Altra  deduzione  dei  sistemi  di  Ricoati,  Sia  ora  dato  di  nuovo  il  sistema 
Sn+i  ;  poniamo  in  esso 


ti 

Zq    —       ^r      *••    •'f  • 


'r  T" 


È  evidente  che  nelle  equazioni  del  sistema  8^+^  la  z^  scomparirà  ovunque 
salvo  nella  prima  di  esse  ove  a  sinistra  figura  z\;  quindi  il  sistema  S^^  diventa 


n  n 


{4&)  «'„  =2  (<i„p  +  a^  *;y)2f^.  (w  =  1 fi) 

Proponiamoci  di  determinare  le  X;^ , . . . ,  ^„  in  modo  che  la  (4ii)  sia  una 
conseguenza  delle  (4ò).  In  tal  modo  noi  saremo  passati  da  un  sistema  difteren 
ziale  lineare  omogeneo  ad  n  ~{-  l  equazioni  del  I  ordine  ad  uno  a  sole  n  «'qua 
zioni  ;  e  siccome  le  k  saranno  determinate  appunto  da  un  sistema  di  Ricca 
t  i ,  così  troveremo  che  i  sistemi  di  K  i  e  e  a  t  i  sono  generati  anche  dalla  ri 
dnzione  di  un  sistema  lineare  ad  uno  d'ordine  inferiore. 

La  (4a)  si  scrive  anche  : 

n  n  n 


ora  noi  sostituiremo  nel  secondo  sommatorio  alle  x'^  ì  loro  valori  dati  dalle  i4h 
ed  otterremo  : 


M 


^K^p  +  ^K^i<^pr  +  Kap,)z,=^(ao^'i'a^k^)z, 


Mutiamo  adesso  nel  secondo  sommatorio  (quello  doppio)  l'ordine  delle  som- 
mazioni,  e  scambiamo  p  con  r;  avremo  così 


w  n 


(5)       \^K^P  +  ^  \^^r(a,^  +  K O k  =  2  («op  +  «00 KK 


Se  adesso  notiamo  che,  scelto  un  valore  della  x^   per  esso  si  possono  ar- 
bitrariamente assegnare  le  z^  ne  deduciamo  che  se  la  (6)  deve  essere  identi- 
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kmente  soddisfatta,  devono  essere  eguali  i  coeflScienti  diz^  y  z^^  *  ,  .  ^  z^\  cioò 
deve  avere  : 

n  n 

fe',  +2  *'"  *-  +  *«■  j2  *'•*'♦<  =  *^  +  "od  *!>     (i»  ;=  1 , . .  • ,  ») 


rvero  ancora  mutando  p  in  r,  r  in  m,  e  isolando  %',: 


(6) 


n  n 

fC  r=^  ^Or ^J^mr  ^m ^rl  ^oO      I       X  J^^  ^'mO  I» 


Qaindi  per  la  determinazioue  delle  k  e  coaseguente  rìdazione  da  (n  -(-  1) 
<I  n,  siamo  ricondotti  proprio  ad  un  sistema  di  B  i  e  e  a  t  i. 

Qaesto  ora  ottenuto  differisce  però  nei  coeflQcienti  da  quello  ottenuto  con 

1  primo  metodo  :  bisogna  prima  scambiare  gli  indici  ai  coefficienti  e  poi  mutar 

i^gno  alla  a^  ,    ed  alle  a„„,  (w  ,  r  =  1  , , . . ,  n)  :    cioè    cambiar    segno  alla  a^  e 

tutti  gli  elementi  del  suo  minore  complementare,    scambiando   poi   le    linee 

on  le  colonne. 

In  tal  guisa  si  passa  dal  sistema  di  K  i  e  e  a  t  i  ottenuto  in  un  modo  a 
Qello  ottenuto  nell'altro. 

CAPITOLO  II.  —  Proprietà  dei  sistemi  di  Eiocati. 
Estensione  delle  proprietà  del  rapporto  anarmonioo 

E  del  teorema  di  WetrPioard. 

1.  Invariante  fondamentale  per  i  sistemi  lineari.  Per  estendere  la  notissima 
roprietì  della  invarianza  del  rapporto  anarmonico  di  quattro  soluzioni  parti- 
olari,  proprietà  caratteristica  dell'equazione  di  B  i  e  e  a  t  i ,  procediamo   come 

Indichiamo  con  D(a  ,  y  ,  P  , .  • .  ,  v)  il  determinante  d'ordine  (n+1)  formato 
crivendo  in  (n  +  1)  linee  gli  (n  -|-  1)  gruppi  di  valori 

^ao    J    ^0{    •    •    •    Zan 


^\Q    y    ^vi    •    •    •    ^vn 


■  _ 

1  CUI  Ognuno  sia  soluzione  di  un  sistema   lineare   omogeneo   differenziale   (lo 
tesso  però  per  tutti). 

È  facile  vedere  che  tale  determinante  ha  —  salvo  un  fattore  costante  — 
n  valore  indipendente  dalla  scelta  delle  (fi  -f~  l)-pl6  di  soluzioni  ;  e  la  scelta 
ii  queste  influisce  invece  precisamente  sul  fattore  costante, 
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In  effetti  se  si  deriva  il  determinaute  D  rispetto  a  a>y  si  trova: 


d-x 


*  cto       ^oj    •    •    •    Z, 


an 


Z  p,)        2Jpj 


Z^t 


+  ...+ 


Z  vo        ^V£    •    •    '    Z 


Ytt 


^OQ       ^oj    •    •    •    ^  on  , 


^Po    *Pi  •  •  •  *^« 


^Yo  ^Vj      •      •      •     ^  VH 


e  ricordando  ora  che  le  z  soddisfano  al  sistema  8^+^  >  cioè  alle 

«V  =  <*n)«R)  +  «ri  «^^1  +  . . .  +  «r«  «^n  ,     (r  =  1 ,...,»;  |i  qualunque; 

sostituendo  tali  valori  nelle  colonne  delle  derivate,  si  vede  agevolmente  vowe 
la  derivata  detta  si  esprime  con  la 


dx 


(«'W  +  «'J 1   +  •  •  •  +  «nn)l> 


da  cui  si  trae 


D(x)  =  fc  *(.r)     ;      <t^(x)  =  e^  *'•''  ^* 


la  quale  dimostra  l'assunto. 
Ke  deduciamo  quindi  che: 
Ter  Min  sistema  lineare  S^-^-i  *^  rapporto  di  due  determinanti  D 

D(tt  ,  p  , . . . ,  V  )  _  A;4>  _  fc 
D(a' ,  p' , . . . ,  v')  ~  Jk^*  ""  "ik^ 

i  costante  rispetto  alla  variabile  x',  esso  dipende    solo    dai    valori    iniziali    {viw 
dalla  scelta  delle  soluzioni). 

Farebbe  apparentemente  eccezione  il  caso  che  Sa^^  fosse  nullo:  inn  allora 
sarebbe  costante  addirittura  il  determinaute  D  comunque  formato. 

2.  Invariante  fmidamentale  'per  i  sistemi  di  Riccati.  I  determiuauti  1)  ci 
permettono  di  formare  subito  gli  invarianti  che  estendono  —  per  i  sistemi  di 
Biccati  —  la  i)roprietà  del  rapporto  anarmonico. 

Infatti,  in  D(a  ,  p  ,  .  .  .  ,  v)  poniamo  in  vista  nelle  successive  linee  il  U^ 
tore  ^do  9  ^po  '  *  *  *  '  ^vf  9  segnando  poi 


'am 


'ao 


=  y 


am 


^^  —  fi 

~Z       ypitc  •  •  • 


(w  =  1  ,...,«  : 
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>t terremo  : 


.     D(a,p,...,v)=:^^.2;^^.  ..«^^. 


1   y 


«i 


•  •  • 


«n 


•       •       •       •       • 


i    yyi  • 


y 


vn 


ale  ultimo  determiuante  Io  indicberemo  poi  a  sua  volta  con  à{a ,  ^  , . . . ,  v). 
Formiamo  ora  il  prodotto  di  rapporti  fra  determinanti  D  : 

_  D(a  ,  p  , . . . ,  V  )     D(ff  ,  p  , . . . ,  q  ) 
-D(a',p',..,,v')'D(«%p',...,GV*' 

isso  a  sua    volta  sarà  costante,  perchè  prodotto  di  costanti;    e    |K)trà    anche 

leriversi 


p  ^(a   ?  P    1  •  ■  •  »  V  )      A(1C    ,  p    ,  .  .  .  ,  O)  ^«a^  Xfp^  ,  .  .  .  ,.«vo  ^310  >  •  •  •  '  ^«o< 


A(a',p%--.,v')     A(it' ,  p' , . . .  ,0') 


Fissiamo  ora  gli  indici  dei  determinanti  superiori,  in  modo  che,  salvo 
'ordine,  sieno  gli  stessi  degli  inferiori  ;  ed  allora  il  secondo  gruppo  di  fattori 
ù  riduce  all'  unità  ;  ciò  equivale  ad  assegnare  un  invariante  formato  con  le 
iole  A,  e  quindi  con  le  sole  ^,  senza  più  le  z  :  purcliè  gli  indici  del  numeratore 
iproducano  in  altro  ordine  quelli  del  denominatore. 

Ma  riesce  agevole  verificare,  seguendo  quanto  abitualmente  si  fa  per  le 
I08tituzioni,  che  in  ogni  prodotto  E  si  può  ottenere  come  prodotto  di  coppie 
li  rapporti,  dello  stesso  tipo,  ina  più  semplici  : 

A(a  ,  p  ,  T  , .  . . ,  v)  ^  A(a^ ,  p%  y  ^  -  -  -  ^  v) 
A(a'  y  P  »  T  j  •  '  •  >  V)  '  A(a  ,  p' ,  7  , . . . ,  v) 

ì  «luindi  possiamo  enunciare  il  teoreuia,  che  geueralizza  la  proprietà  del  rap- 
mio  auarinouico  : 

Teorema  1.  In  un  sistema  di  Riccati  di  ordine  n,  il  doppio  rapporto: 

^  _  A(a  ,  P  ,  Y  ,  .  . . ,  v)  ^  A(a^ ,  PS  T  .  -  -  .  v) 
A(a' ,  p  ,  Y  , . . . ,  V)  '  A(a  ,  p' ,  y  ,  •  •  m  v) 

^  costante,  rispetto  alla  variabile  x;  dipende  nolo  dalla  scelta  dei  gruppi-soluzione, 
^990  è  V invariante  fondamentale. 

Ili  particolare,  se  n  =  l,  ricadiamo  nel  caso  di  E  i  coati,  poiché  le  A 
li  ordine  n  -\-  1  =z2  si  riducono  alle  difierenze  ya  —  yp  >  •  •  •  5  0  quindi  E  di- 
reuta  il  doppio  raiiporto  anarmonico  ben  noto  : 


Vj—ys    Vt  —  y* 

—  y,  y,  — y. 


z=:  COSt. 
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Dal  teorema  che  precede,  ne  segue  che  coaosciuti  2n  -\-  1  grappi -solazione 
di  aii  sistema  di  B  i  e  e  a  t  i ,  è  possibile  costruire  linearmente  ogni  altra  solu- 
zione. 

Infatti,  tenuto  presente  il  teorema  ora  dato  ed  indicando  con  £  V  ìndico 
del  gruppo-soluzione  a'  considerato  come  incognito,  si  ricavano  le  equa/ioni 

A(S  ,  p'  ,  Y  ,  ..•  v).A(a  ,  P  ,  T  ,  ".  v)  =  Zc^  A(S  ,  p  ,  Y  ,  ...  v)A(a  ,  p'  ,  7  , ...  v) 
A(S  ,  p",  T  ,  ...  v).A(a  ,  p  ,  T  ,  ...  v)  =  ^3A(£  ,  p  ,  Y  ,  ...  v)  A(a  ,  p'\  7  ....  v- 

A($  ,  p<%  Y  ,  ...  v).A(a  ,  p  ,  Y  ,...  v)  =  À-„  A(e  ,  p  ,  y  ,  ...  v)  A(a  ,  P<"»,t,...vi 

ie  quali  costituiscono  un  sistema  di  n  equazioni  lineari  nelle  n  funzioni  ìdco 
gnite  ;  e  permettono  pertanto  di  determinare  queste. 

Ora,  per  scrivere  tale  sistema  (ed  è  quello  col  minor  numero  di  gruppi 
soluzioni,  che  si  possa  adoperare)  occorrono  gli  (n  —  1)  gruppi  y  ?  •  •  .  j'^  ^^ 
gruppo  a  ;  gli  ;>  gruppi  p'  ,  .  .  .  ,  p<"^  ;  il  gruppo  p  :  in  tutlo  precisameiìte 
(2»  +  1)  gruppi-soluzione.  Quindi  possiamo  dire  che: 

Teorema  II.  Un  sistema  di  Riccati  d'ordine  n  è  perfettamente  integratole 
sono  conosciuti  (2n  +  1)  gruppi  soluzione  (*). 

Inoltre  si  vede  agevolmente  come  le  A*,  ,  /r,  ,  .  ,  .  ,  k,^  (determinate  liaear- 
mente  ed  omogeneamente  dai  valori  iniziali  dell'integrale)  entrino  ancora  sotto 
forni;!  lineare  fratta  nell'espressione  dell'integrale  generale  :  cioè,  vale  il  teo- 
rema, estensione  d'uno  ben  noto  per  l'equazione  di  Riccati: 

Teorema  III.  IjC  n  funzioni  formanti  V integrale  generale  di  un  sistema  *li 
Riccati  d^ordine  n,  dipendono  omograficamente  dai  loro  valori  iniziali. 

3.  Estensione  del  teorema  di  Weyr.  Già  nel  paragrafo  precedente  abbiaiiio 
visto  quale  sia  l'estensione  del  teorema  di  VVeyrj  e  l'ultimo  teorema  ci  dice 
ili  che  modo  sieno  legati  i  valori  degli  integrali  ai  loro  valori  iniziali.  Il  teo- 
rema di  Weyr  afferuia  che  la  proprietà  del  rapporto  anarmonico  è  caratte- 
ristica per  le  equazioni  di  Riccati;  e  ciò  equivale  a  dire  che  per  le  equa- 
zioni di  Riccati  è  csiratteristica  la  dipendenza  omografica  dai  valori  iniziali. 

Ora,  possiamo  completare  1'  estensione  fatta  nel  teorema  III,  affermando 
precisamente  che  tale  dipendenza  omografica  è  caratteristica  per  i  sisteou  di 
Riccati:  si  ha  così  il 

Teorema  IV.  Se  un  sistema  di  n  equazioni  differenziali  dd  I  ordini  è  Utir 
che  i  valori  y^(x)  ,  y,,(x)  ,  .  .  .  ,  y,,(x)  sono  legati  omograficamente  ai  calori  j/,iO  . 
yJiO)  ,  .  .  .  ,  y„(0)  (qualunque  sieno  le  soluzioni  y,  la  a-,  e  con  vn- omografia  i  ni 
coefficienti  dipendono  da  x)  il  sistema  e  di  Riccati, 


(1)  Cfr.  la  citata  Memoria  del  prof.  PaBc^al. 


X*7  X 

Inlhtti  sia: 


la  relazione  omografica  esistente. 
Poniamo  allora  : 

la  (1)  ci  darà  allora  : 

z,{x)  =  A  )  o*/x)  z,(0)  +  . . .  +  e,,(ir)  ;2r,(0)  +  c,(x)  z,{0)  \(k=l,...\n) 

z,{x)  =  A  )  gj,x)  zJS^)  +  . . .  +  9n{x)  zM  +  ì?(j:)  «,(0)  ( 

(!on  A  funzione  arbitraria  della  x. 

Più  semplicemente  iiotremo  scrivere  : 


(2) 


n 


«*(^)  =2^*-^^)  ^"'^^^         (* = 0 , . , . ,  f») 


ove  ai  ponga 


^oo  =  'A^'P(^) 


«om  =  A^Ja?)         ^        «mo  =  Ao„.(a?)  (w  ,  p  =  1 , . . . ,  n) 


^vnp ACj^p. 


Ora,  le  (2),  risolte  rispetto  alle  z(lò)^  danno 


n 


(3)  z^m  =^(».KJ<^)'Zjxy, 


e  derivando  le  (2)  stesse,  otteniamo 


n 


«'»(«)=2«'»«(»)  ««(0). 


-  )(  48  )( 

In  queste  ultime  potremo  sostituire  al  i>osto  delle  9(0)  le  loro  espressioni 
ottenute  dalle  (3),  ed  avere  quindi 


n 


''*(^)=2  ^'*«»(^)  (2**'»pt^)  •  *i'(^)) 


cioè 


n  n 


2^\(^)=2  ^""^^^  *  12  ^'**^^^  ^'^^'H      )fe = 0 , . . . ,  »}. 


Dunque,  le  j?^,  c^j , . . .  ,5?,.  soddisfano  ad  un  sistema  differenziale  di  (ir -J- li 
equazioni  lineari  omogenee  del  I  ordine;  e  i>oicliè  la  yt^  è  il  rapporto  di  :i 
a  Zq  ,  por  tutto  quanto  procede,  le  y^  aoddisferanno  appunto  ad  un  sistema  di 
B  i  e  e  a  t  i  di  ordine  n,  e.  b.  d. 

In  tal  modo  restano  completamente  estese  le  proprietà  fondamentali  del- 
l'equazione di  E  i  e  e  a  t  i  ai  sistemi  da  noi  introdotti  :  e  precisamente  si  ritrova 
una  formazione  invariante,  la  proprietà  caratteristica  della  dipendenza  oiiiogra 
fica  dai  valori  iniziali,  la  conoscenza  dell'  integrale  generale  conosciuti  che 
sieno  alcuni  particolari. 


CAPITOLO  III.— Condizioni  per  l'esistenza  di  altre  relazioni  finite 

OLTRE   LA  FONDAMENTALE. 

1.  Oeneralità,  In  questo  Capitolo  noi  ci  occuperemo  della  ricerca  di  alt  ri- 
relazioni  fra  gli  integrali,  oltre  la  fondamentale  ;  naturalmente  1'  esistenza  di 
un'altra  relazione  imporrà  certe  condizioni  fra  i  coefficienti  del  sistema,  e  noi 
le  dovremo  trovare  ;  ed  inoltre  non  ogni  funzione  è  atta  a  rappresentare  una 
relazione  del  tipo  detto,  e  quindi  bisognerà  determinare  il  tipo  di  queste  rela- 
zioni (*)  (che  chiameremo  relazioni  assoluU). 

Premettiamo  i  due  lemmi  : 

Lemma  I.  Se  fra  le  gruppi-soluzione  {costituiti  da  n  funzioni  ciascuno)  Hi 
un  sistema  di  Biccati  d^ ordine  n,  esiste  una  relazione  assoluta,  esisterà  anche  «fcrf 
relazione  assoluta  fra  le  funzioni  che  risolvono  uno  dei  sistemi   lineari  associnii 

Basta  infatti  ricordare  che,  dette  y^ ,  y, , . . . ,  y«  ;  ili  ?  1«  »  •  •  •  j  1«  >  •  •  •  ^^  ^ 
hizioni  del  sistema  di  R  i  e  e  a  t  i  ,  si  avrà 

Vr  =  —^  ;  flv  =  -7—  >  '  •  •  (r  =  1  , « 

^0  *»0 


(^)  Non  dipendente  da  x,  ma  dai  soli  integrali. 
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e  qnitidi  la  relazione  assolata 

$(y  ,  7) , . . .)  =  cost. 

si  trasforma  in  una  relazione  assolata  fra  le  z  jZ, . . . , 

Lemma  II.  Se  vn  %htema  differenziale  lineare  omogeneo  ammette  una  funzione 
ansoluta,  allora  i  suoi  coefficienti  sono  legati  da  relazioni  lineari  omogenee  a  coef- 
ficienti costanti. 

Sapponiamo  infatti  che  sia  identicamente 

avendo  per  semplicità  supposto  che  la   funzione   assoluta   dipenda   da  un   sol 
«(iiippo- sol  azione  del  sistema 

ti 


z',=^^ar,z,.  (A;  =  0  , . . .  ;  n) 


0 


Derivando  totalmente  la  ^  rispetto  ad  x,  otterremo: 


n 


z ,. 


0=2 


dx  ^d  dz 


e  sostituendo  in  questa  alle  /^  le  loro  espressioni  mediante  le  z,  si  trova 


''"IT'' 


r'$ 


identicamente. 

Ora,  siccome  il  sistema  differenziale  è  d'ordine  w  +  1,  scelto  un  qaalunque 
valore  di  .r,  sarà  in  nostro  arbitrio  di  fissare  i  valori  delle  z  per  quell'  x  ; 
quindi  fissato  tale  ^r  la  (l)  deve  valere  identicamente  e  non  ini|»orre  alle  z 
nessun  legame. 

Supponiamo  adesso  elie  la  ^  sia  sviluppabile  in  serie  di  Taylor,  almeno 
nell'intorno  d'un  punto  rispetto  alle  z  (e  per  semplicità  supporremo  che  tale 
imuto  sia  z^:=^z^^= . , ,  =z„:=nO)  e  chiamiamo  e  i  vari  coefficienti  contanti  dello 
^viluppo:  tali  coefficienti  non  dipendono  da  .r. 

Ma  allora  le  a„,  funzioni  di  r ,  devono  essere  tali  che  tutte  le  combina* 
"(mi  bilineari  nelle  a  e  ijolle  e  figuranti  come  coeffi(?ienti  dei  termini 

Z  Q  Z^^  .  .  .  2?  „ 

nello  sviluppo  del  termine  destro  della  (1),  saranno  nulle  identicamente. 
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Ciò  dice  appunto  cbe  fra  le  a^«  esisteranno  delle  relazioni  lineari  oiDogene^ 
a  coefficienti  costanti  rispetto  alla  x. 

Kel  caso  che  per  la  $^  pnr  esistendo  le  derivate  parziali  non  esista  sia 
lo  svilappo  di  Taylor,  le  cose  restano  invariate:  basta  infatti  esprinien 
cbe  la  (1)  vale  per  (n  -|-  1)'  sistemi  di  valori  fissati,  ma  arbitrari  e  diversi 
delle  z^  per  ottenere  un  sistema  lineare  omogeneo  nelle  (n  -\~  \f  incognite  a 

Ed  allora  se  esiste  nna  soluzione  diversa  da  zero,  essa  sarà  del  tipo 

ove  le  MjL  sono  costanti,  i  minori  cioè  del  determinante  formato  con  le-r--^r 
E  resta  dimostrata  vera  la  proprietà  detta. 

2.  Condizioni  per  resistenza  e  forma  dUina  relazione  assoluta.  Dai  duelen^vui 
premessi  segne  subito  ; 

Teorema  I.  Condizione  necessaria  perchè  ssisia  una  funzione  assoluta  pt 
un  sistema  di  Riocatif  è  che  i  coefficienti  di  tale  sistona  sieno  legati  da  eerte  n 
lazioni  lineari  omogenee  a  coefficienti  costanti. 

Basta  infatti  trasformare  la  funzione  assoluta  $  espressa  nelle  y  in  uà 
espressa  nelle  z  ;  notare  che  i  coefficienti  d'  un  sistema  lineare  %880ciHt  »  ì 
quello  di  K  i  e  e  a  t  i  se  ne  deducono  agevolmente  col  lìorre  : 

a,.  =  ap„  ;  6^,  izz  a^,  ;  c^  =  a^,.  ;  a  z=z  a^^  +  t  ;  &^^  =  fly^  —  t     (r,  *=1  , ... .  i 

.essendo  t  funzione  arbitraria,  i)er  dedurre  che  se  fra  le  a  esistono  relazioai 
omog.  a  coeff.  cost.  Analoghe  relazioni  esistono  fira  i  coefficienti  del  sisteo» 
di  B  i  e  e  a  t  i  ,  con  l'aggiunta  però  della  funzione  arbitraria  t  nel  modo  dianz 
visto. 

Inoltre,  il  procedimento  seguito  per  il  lemma  II  si  può  enunciare  : 

Teorema  II.  La  funzione  assoluta  $ ,  supposte  verificate  le  suddetta  reh 
zioni  necessarie,  deve  soddisfare  ad  un  sistema  di  equazioni  alle  derivate  parzi^Ui 
lineare  ed  omogeneo,  del  primo  ordirne,  i  cui  coeficienti  sono  quelli  delle  relazioni 
lineari  dette  :  si  intende  che  al  posto  delle  y  si  sostituiscano  le  variabili  omo 
genee  z. 

Tale  sistema  è 


2-'"(f-+f^+-) 
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re  sieno 

2  c^l.  ^rj,x)  —  0 

relazioni  necessarie,  a  causa  del  teorema  I. 

Bicordiamo  ora  che  i  valori  delle  y^  in  un  punto  qualunque,  dipendono 
nogratìcameute  dai  valori  iniziali.  Quindi,  afiQnchè  una  $  sia  funzione  asso- 
ita,  per  un  certo  sistema,  essa  deve  necessariamente  avere  un  gruppo  con- 
nno  di  trasformazioni  omograliche  che  la  lascino  invariata. 

In  altri  termini  la  relazione 

4^((y),(ii)...)  =  ^ 

ève  restare  invariata  se  sulle  (y)  ^  ('V]) , . .  •  si  operano  trasformazioni  omogra- 
che.  Inoltre,  al  variare  di  x^  la  trasformazione  che  lega 

(y(^))>(i(^))M-- 

1  valori  iniziali 

(y('»),(r'),... 

ercorre  un  certo  gruppo  ;  ed  è  ovvio  che  tale  gruppo  deve  far  parte  di  quello 
he  lascia  invariata  la  funzione  $. 

Tale  osservazione  ci  permette  di  enunciare  il 

TeobemA  III.   Una  funzione  di  k  gruppi  di  n  variabili 

*((y),W...) 

funzione  assoluta  per  un  certo  sistema  di  Ricoati  quando  e  solo  quando  ammette 
*  gruppo  continuo  di  trasformazioni  omografiche  (cogredienti  su  (y)  ,  (yj)  ,  .  .  .) 
he  la  lasciano  assolutamente  invariata, 

3.  Deduzione  di  altre  funzioni  assolute  da  una  assegnata.  Riguardo  alle 
Quzioni  assolute  bisogna  poi  £a.re  la  seguente  osservazione.  Se  la  $  è  di  un 
liBteiua  lineare  omogeneo,  allora  saranno  anche  assolute  tutte  le  funzioni  de- 
lacibili  da  $  con  operazioni  di  polare,  sempre  che  le  variabili  si  considerino 
ome  gruppi-soluzioni  del  sistema. 

Infatti,  se  (z)  è  gruppo-soluzione,  se  (Z)  anche  lo  è  ^  lo  sarà  ancora  (ir-j-XZ) 
on  X  parametro  arbitrario. 

Quindi  se  $((0),...)  è  funzione  assoluta,  lo  saranno  anche  tutti  i  coeffi- 
ienti  dello  sviluppo  rispetto  a  X  dì  ^{{z  -\-  XZ) ,...),!  quali  coefficienti  danno 
^recisamente  il  risultato  di  applicazione  di  polari. 


)(  52  X 

KelativameDte  ai  sistemi  di  K  i  e  e  a  t  i ,  ^e  ne  deduce  subito  che,  essendo 
^(^1 9  •  •  •  9  ^n)  Qii^  funzione  assoluta  del  sistema  di  B  i  e  e  a  t  i ,  lo  devono  es- 
sere anche  certe  altre  funzioni  deducibili  da  esse. 

In  effetti,  sia  <b  t«le  funzione  assoluta  di  grado  m  nelle  y^  (suppoueudo 
che  essa  dipenda  da  un  solo  gruppo-soluzione). 

Sostituendo  ad  y^  il  rapporto  di  z,.  a  z^^  (le  z  sono  le  soluzioni  d'  un  m- 
stema  lineare  associato),  otterremo  una  funzione  assoluta  di  t-ali  z  : 


\  ^0  ^0    / 


Ora  applicando  una  volta  V  operazione  di  polare  rispetto  alle  z  ai  tmva 
l'altra  funzione  assoluta  : 


n 

d4> 


*X  (^),  U)  )  =  D,  *((»))  =2"^  «- 


r 
0 


Ovviamente,  la  W  si  scrìverà  anche  : 


•^^S^lr^'  {r=l,...,n;,=0, ; 


rU 


e,  notando  che  yr  dipende  solo  da  z^  e  z^ 


n 


_'Vii  J^  _  /vii  JLÌé 


e  sostituendo  alle  £,  le  t]  corrispondenti,  potremo  scrivere 


u 


2d^ 


essendo  ^  funzione  assoluta  rispetto  alle  z^  £.  Ma  ne    risulta    subito   cbe  i\ 
funzione  Q 

Q{{z),(i))  =  W{(z),(i)y^({i),[z)) 
è  ancora  funzione  assoluta,  rispetto  alle  2;,  £;  e  siccome  in  essa  le  ;;,  {  nos 
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coiDpHiouo  se  uoii  attraverso  (*)  le  ^  ,  yj  ,  essa  sarà  funzione  assoluta  rispetto 
al  sistema  di  K  i  e  e  a  t  i.  Formole  analoghe  si  avrebbero  se  la  $  dipendesse 
(la  più  gruppi-soluzione. 

In  modo  simile  si  scorge  che,  se  si  conosce  una  funzione  assoluta  omo- 
genea di  grado  m  d^  un  sistema  lineare,  F{{z)),  sarà  funzione  assoluta  d'un 
8Ì8tema  di  K  i  e  e  a  t  i  associato,  la  funzione  : 


)F((^)){"-'.F((C)) 


Poiché  le  tre  funzioni  che  la  compongono   lo  sono  rispetto  al  sistema  li* 
neare  ;  ed  essendo  poi  tale  funzione  omogenea  di  grado  zero  nelle  z ,  i^  essa 

dipenderà  solo  dai  rapporti  -^  ,  -f-»  quindi    sarà    funzione    assoluta    rispetto 

alle  y  del  sistema  di  B  i  e  e  a  t  i. 

Con  tali  procedimenti,  (in  sostanza  operazioni  di  polare  e  rapporti)  si  pos- 
sono costruire  tutte  le  funzioni  assolute  deducibili  da  una  assegnata. 

4.  Esempio.  Passiamo  a  dare  un  esempio  di  quanto  si  è  detto  (*}. 
Supponiamo  che  il  sistema  lineare  ammetta  la  funzione  assoluta 

4>  =  2*^  -j-  «*^  +  .  .  .  +  *'n  =  <^8t. 

Ciò  è  possibile  solo  e  sempre  che 

Crs  +  o.r  =  0 
e  quindi  anche 


(*)  Infatti  8ì  ha: 


eioè: 


r'.« 

(*)  Tale  esenjpio  è  stato  trattato  solo  per  qnanto  riguarda  il  sistema  lineare  dal  G  o  a  r- 
^  ft  t ,  Sur  Us  aystèmea  d*équations  linéaires  qui  soni  identiques  à  leur  adjoint,  Comptes  Rendus  de 
l'Ac.  de  Parie,  T.  CVI,  1886  (pp.  187-190).  Cfr.  anche  Darbonx,  Théarie  dee  surfaoes. 
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Infatti,  le  uoiidizioni  diventano 

d4> 


2""  "aT  *'  ~  ®  ~  ^  2""  ^'  *' 


I"» 


cioè  ancora,  ruIvo  il  fattor  2, 


^(g>«  +  «.r)  ^r  «.  =  0, 


che  dovendo  essere  soddisfatte  |»er  qaalsiasi  scelta  delle  z,  danno  appunto  I^ 
condizioni  scritte. 

Allora  il  sistema  dì 'Ricca  ti  sarà 

yV  =:  flv  +J^K  y,  +  Vr'  ^d,  y.  (r  z=  1  ,  . . . ,  Hj 

ote  il  deteminaiite  delle  b  è  emisim metrico. 

Intanto  dalla  ^,  per  il  sistema  lineare,  con  l'operazione  di  polare  si  de- 
duce la  funzione  assoluta 

d4> 


2f^=^2;-«. 


0  quindi,  per  quanto  è  detto  alla  fine  del  n.  3,  dedurremo  per   il    sistema   di 
B  i  e  e  a  t  i  la  funzione  assoluta  S  : 

Per  n  =  1  si  ha  in  effetti  il  sistema  lineare 

z'    zm  —  CLZ 


z\  —  +  az^ 


e  v^i  vede  agevolmente  che 


^'o^o  +  ^'i^i  — ^ 


cioè  z^f^  +  z*^  irr  cost. 


AuH tomamente  si   >erlfi<n  ilie 


*'o  So  +  *o  S'o  +  •»'.  S.  +  ^.  «'.  =- « 
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e  qnìndi 
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l'equazione  di  B  i  e  e  a  t  i  (integrabile  senz'altro)  diventa  in  tal  caso  : 


y'  =  a(l  +  f) 


che  dà 


y  =  tg(o  +  f  (a?)  ).  {q\x)  =  a  ;  e  =r  cost.) 


Quindi  la  funzione  assoluta  6,  diventa  in  questo  caso 

^  ^  (1  +  f)(ì  +  yf)  ^  )I  +  tg^(c  +  gX  )1  +  tg»(T  +  qH 
(1  +  yrif  )1  +  tg(o  +  g).tg{T  +  9)^ 

e  passando  dalle  tanc^enti  ai  seni  e  coseni,  si  ha  precisamente 


g_ cos^(c  +  q)    cos^Y  +  9) j         1         f  _  ^^^^ 

LcoB(c  -\-  g)*co8(Y  +  9)  +  8^"(<?  +  g)'8en(7  +  q)f        (co8(c  —  7)  ) 

(  C08(C +  ?)  008(7  +  g)  j 

cioè  B  è  costante  rispetto  ad  x  e  dipende  solo  dalla  scelta  delle  soluzioni  (co- 
stanti e  e  7). 


CAPITOLO  IV.  —  Pbopeietà  geometriche  dei  sistemi  di  Riocati. 

1.  Sistemi  di  Eiccati  a  più  xmriahili  indipendenti.  Sinora  ci  siamo  occupati 
(lei  sistemi  di  B  i  e  e  a  t  i  ad  una  sola  variabile  indipendente;  ma,  siccome  riesce 
facilissimo  estendere  tali  concotti  al  caso  di  più  variabili  indipendenti,  così  noi  ci 
occuperemo  ora  della  sola  forma  di  tali  sistemi  e  delle  loro  condizioni  di  integra- 
bilità, per  poter  poi  passare  alle  proprietà  geometriche  (che,  come  abbiamo  già 
accennato,  dipendono  dalla  somma  m  -\-  n  delle  variabili  indipendenti  e  non). 

Sia  dunque  dato  il  sistema  ai  differenziali  totali,  di  (n  -\- 1)  equazioni  ad 
{n-\'\)  incognite,  ad  m  variabili  indipendenti,  che  '  equivalga  perciò  ad  un 
sistema  di  m(n -f- I)  equazioni  alle  derivate  parziali: 

n  n 

(1)  ^»=(^  «\<«H<te,+  (2a'\,«,W  +  . . . .         (fc  =  0  , ... ,  n) 

ImmO  UmO 
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Si  vede  facilmente,  che  anclie  in  qaesto  caso,  come  avviene  per  una  sola 
Xy  gli  n  rapporti 


yr  = 


(r  =z:  1  ,..-,» 


soddisfano  ad  un  sistema  di  n  equazioni  ai  differenziali  totali 


ti 


(2)      dy^  =  «'«+2  "'••'  Vt  —  Vr  i  a'oo  +2  *'•«  *«) 


dx^  -j- 


+ 


«".. + 2" 


n 


r/ 


ri  Vi 


'-1 


y/«"«.  +  2**"' 


oo  i    X  ."^  oi  y/ 


dT  -4- 

M»*'o         I         •    •    •     • 


Naturalmente,  se  8i  vuole  che  le  (2)  siano  illimitatamente   iotegrabiVu  l>^ 
devono  essere  le  (1);  e  precisamente  deve  essere: 


« 


dic 


A.» 


'Z 


Sx^  ex 


-=é(2»"'-)=^(2;«'".-)- 


Eseguendo  le  due  ultime  derivazioni  e  sostituendo  poi  alle  derivate  delle  z 
le  loro  espressioni  date  dalla  prima  delle  (3)  stesse,  troviamo  sncceasivainente 


2 


dx. 


Zk  + 


2  "'"■•  (2H =2;^-+2«'M2-'-".4 


Mutando  k  in  e  ed  e  in  k  nei  sominatori  doppi    e    raggruppando   i    rot'fti 
cicliti  delUi  z,  queste  si  scrivono 


2(^  +2»'"»"'4'=2;(^  f2.-..»'"..k. 


Ma,  queste  ultime  formoie  devono  essere  soddisfatte  in  un  ininto  qualun- 
que (j?j  , . . . ,  x„)  assegnando  ivi  ad  arbitrio  ì  valori  delle  -2^0  ?  •  •  •  ?  ^»i  ;  quindi 
per  l'integrabilità  delle  (1) ,  (2)  deve  essere 


(4) 


da<'>. 


^+2-">-'=^+2«'"-«'"- 


^S.g>*?=E3_E^agS.SÌ|'ì|sS3al 

S„^<pg=s.g'S-:3ii!°s&^s•;§ó;r: 


.-S  "■»='■=■  S-: 


j  j.  o  ft  £, 

j  a.  c^  5'  E" 


-3-s. 


ì  a  «  =  ■    *>  a  S-  ,n  - 


3  5?.£ 


oc  2      '^  5.  ^  "^ 
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in  qnell'  or- 

AUora    le 
■  giungere  : 


to  elle  le  pro- 
quelle  della 
)  diinensioDe 

Rice  ati 
id  allora  pft- 


Quindi  vale  il 


Teorema  I.  In  un  sistema  di  Riccaii  a  due 
dipendente  x,  due  piani  normali  all'aste  x  ataecan 
cui  eorie  danno  la  congruenza  delle  rette  per  cui 
tangenti  alla  sviluppabile  detta  (due  piani  oscìdato 
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ladichiamo  ora  con  A^'*^  la  matrice  delle  a^^'^k ,  con  — - —  ,    quella    delle 

dx, 

~;  con  A-B  quella  composta  con  le  solite  regole  da  A  e  B  in  quelPor- 


(line  ;  ed  infine  con  A  -|-  B  quella  di  cui  elementi    sono    a.^^  -j-  hn^.    Allora    le 
(•(nidizioni  (5)  si  scriveranno  sotto  la  forma  semplice   cui  volevamo  giungere  : 

5A<'*>  5A<'> 

+  A<''>  A<'>  =  -^^  +  At*>  A<'>.  • 


2.  Proprietà  geometriche  in  un  easo  semplice.  Abbiamo  già  detto  chele  pro- 
prietà geometriche  delle  equazioni  di.Eiccati  sono  collegate  a  quelle  della 
curva  razionale  d' ordine  m  -{-  n  propria  dello  spazio  ad  (m  +  w)  dimensione 
{m  numero  delle  variabili  dipendenti,  n  delle  indipendenti). 

Il  caso  più  semplice  dopo  quello  delle  ordinarie  equazioni  di  B  i  e  e  a  t  i 
per  cui  wi  =  1,  n  =  1,  wi  +  H  =  2  è  quello  per  cui  m  +  w  =  3  ;  ed  allora  po- 
tremo avere  m  =  l  ed  n  =  2  oppure  m  =:2  ed  n  =  1. 

In  generale  per  m  -{-  7i=p  vi  sono  p  —  1  scelte  possibili  di  m  ed  n:  ma 
seguendo  il  ragionamento  che  faremo  per  p  =  3,  si  scorgerebbe  che,  come  qui 
si  presenta  in  sostanza  sempre  la  cubica  gobba,  così  nel  caso  più  genejale  si 
presenterebbe  quella  curva  razionale. 

Cominciamo  dunque  dalla  scelta  m  =  1,  n  =  2  ;  vi  sono  cioè  due  funzioni 
incognite,  dipendenti  da  una  sola  variabile  x  e  soddisfacenti  ad  un  sistema 
di  K  i  e  e  a  t  i.  Sieno  ^  e  2^  le  due  funzioni. 

È  chiaro  che  ogni  coppia  di  funzioni  y,  z  soddisfacente  al  sistema  dà  una 
linea  gobba  e  che  di  tali  linee  gobbe  ve  ne  è  una  doppia  infinità.  Sieno  %^ 
e  Xj  due  piani  normali  all'asse  OX,  rispettivamente  incontrato  in  x^  ed  n?j.  Per 
quanto  abbiamo  detto  nei  capitoli  precedenti,  le  curve  integrali  secano  questi 
due  piani  secondo  piani  punteggiati  omografici.  Sieno  P^  e  P,  due  punti  cor- 
rispondenti ;  per  noti  teoremi  la  congruenza  delle  rette  P^P^  non  è  altro  che 
quella  generata  dall'  intersezione  di  tutte  le  co^tpie  di  piani  tangenti  ad  una 
sviluppabile  cubica  (che  risulta  tangente  ai  due  piani  dati). 

Se  in  particolare  %^  si  avvicina  al  piano  ic^ ,  le  rette  P,Pj ,  corde  delle 
curve  integrali,  diventano  le  tangenti  di  queste  nei  punti  d' incontro  con  t:^  , 

sempre  formando  analoga  congruenza. 

Sì  ricordi  che  i  piani  tangenti  alla  sviluppabile  sono  i  piani  osculatori 
delln  cubica  gobba  che  ne  è  lo  spigolo  di  regresso. 

Quindi  vale  il 

Teorema  I.  In  un  sistema  di  Riccati  a  due  incognite  ed  una  variabile  in- 
tlipendente  x,  due  piani  normali  aWasse  x  staccano  sulle  curve  integrali  archi,  le 
cui  corde  danno  la  congruenza  delle  rette  per  cui  si  possono  condurre  due  piani 
taìigeìiti  alla  sviluppabile  detta  {due  piani  osculatori  alla  cubica), 
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CoBOLLABio.  Le  tangenti  alle  curve  integralij  nei  loro  punti  éPincontro  con 
un  piano  normale  alVasse  a?,  formano  una  congruenza  analoga. 

Si  consideri  ora  una  punteggiata  r^  di  tc^  ;  ad  essa  corrisponde  una  pun- 
teggiata proiettiva  r^  di  iCg  ;  congiungendo  i  punti  corrispondenti  si  ha  una 
semplice  infinità  di  rette:  queste  formane»  una  quadrica  rigata.  Le  stesse  pro- 
prietà valgono  se  w^  tende  a  it^  e  quindi  r^  ad  r^ ,  e  le  corde  diventano  tan- 
genti. 

Si  vede  che  r^  è  una  retta  ortogonale  (ed  in  generale  sghemba)  a4l  /; 
così  9*2  :  ed  in  generale  quella  semplice  infinità  di  curve  integrali  che  si  ap- 
poggia ad  r,  ,  incontra  qualunque  altro  plano  tt,  (ortogonale  ad  x)  sempre  se- 
condo una  retta  punteggiata  omografica  ad  tTi- 

Quindi  valgono  i  teoremi  : 

Teorema  II.  Le  cuì^e  integrali  che  si  appoggiano  ad  una  retta  ortogonnk 
ad  OX,  8i  appoggiano  anche  ad  una  semplice  infinità  di  altre  rette  {ortogoMli  ad 
OX).  Formano  quindi  una  rigata  R. 

Teorema  III.  Le  corde  degli  archi j  staccati  sulle  curve  integrali  da  dueretu 
della  rigata  R,  formano  a  lor  volta  una  rigata  quadratica. 

Corollario.  Le  tangenti  alle  curve  integrali  nei  punti  dHncontro  con  «*« 
retta  della  rigata  R,  formano  anch^esse  una  rigata  quadratica. 

Similmente  scegliamo  tre  rette  ortogonali  ad  a?  :  r^  ,  r, ,  r.^ ,  della  rigata  R: 
per  i  tre  punti  P,  ,  Pj^ ,  Pg  in  cui  esse  incontrano  una  qnalunque  curva  inti?- 
grale,  conduciamo  un  piano.  La  semplice  infinità  di  tali  piani  inviluppa  nns 
sviluppabile  :  questa  deve  essere  cubica,  essendo   omografiche   le   tre   puntej; 

giate  P,  ,  P^  ,  P3. 

Ovviamente  la  stessa  proprietà  continua  a  sussistere  se  r^  tende  ad  *  : 
solo  il  piano  P^  ,  P,  ,  P3  passerà  per  la  tangente  condotta  alla  curva  integnìl? 
in  P,. 

Similmente  ancora,  se  r,  coincide  anch'  essa  con  r, ,  r^  :  il  piano  diventa 
allora  il  piano  osculatore  alla  curva. 

Quindi  valgono  anche  i  teoremi  : 

Teorema  IV.  Se  sulla  rigata  R  si  considerano  i  piani  passanti  per  i  punti 
dHncontro  d^ogni  curva  integrale  con  tre  generatrici  fisse  della  rigata,  questi  piafi^ 
sono  i  piani  osculatori  dUina  cubica  gobba  ed  inviluppano  una  sviluppaòile  eubico. 

Corollario  I.  Se  sulla  rigata  R,  si  considerano  i  piani  passanti  per  ìi 
punto  dHncontro  d'ogni  curva  integrale  con  una  generatrice  fissa  e  per  la  tén^r^U 
nel  punto  dHncontro  con  un^altra  generatrice  fissa  si  ha  ancora  una  sviluppai)''' 
cubica. 

Corollario  IL  Sulla  stessa  rigata  R,  i  piani  osculatori  alle  curve  int^grah 
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nei  punti  d^inoontro  di  questi  con  una  generatrice  B,  sono  anche  i  piani  oscula- 
tori d^una  cubica  gobba  (ed  inviluppano  una  sviluppabile  cubica). 

3.  Proprietà  geometriche  in  un  altro  caso.  Consideriamo  ora  il  caso  di 
re  =  2,  «li  =  1  ;  si  otterrà  così  un  sistema  di  due  equazioni  alle  derivate  par- 
siali  0  di  una  ai  differenziali  totali  (che  deve  essere  pero  completamente  inte- 
grabile). Avremo  in  tal  caso  una  semplice  infinità  di  superficie  intef^rali. 

Sieno  r^  j  r^  y  r^  tre  rette  normali  al  piano  (xy)  e  quindi  parallele  a  z;  per 
quanto  abbiamo  detto,  le  superficie  integrali  segano  le  tre  rette,  in  punteggiate 
omografiche.  Sieno  P,  ,  Pj  ,  Pg  tre  punti  che  si  corrispondono  in  tal  modo  su 
^lì^ij  ^3'  Consideriamo  il  piano  P^  ,  Pg ,  Pg  :  avremo  una  semplice  infinità  di 
tali  piani  che  inviluppano  al  solito  una  sviluppabile  cubica,  tangente  ai  piani 

Ora  possiamo  far  tendere  r^  ad  r^  :  in  tal  caso  le  corde  P^Pj  diventano  le 
tangenti  alle  superficie  integrali,  ove  esse  incontrano  la  r^^r^^  contenute  nel 
piano  limite  di  (r^r^).  E  vale  ovviamente  ancora  la  proprietà  che  i  piani  pas- 
santi per  tali  tangenti  ed  il  P3  corrispondente  su  r^  danno  una  sviluppabile 
cubica. 

Infine  se  anche  r^  tende  ad  r^ ,  i  piani  P^ ,  P, ,  Pg  diventano  i  piani  tan- 
genti alle  superficie  integrali  nei  punti  d'incontro  con  la  r^  ;  anche  tali  piani 
danno  una  sviluppabile  cubica. 

È  bene  notare  adesso  il  significato  geometrico  delle  condizioni  di  integra- 
bilità. 11  piano  tangente  in  P^  è  unico,  quindi  non  dipende  dal  modo  come  r^ 
ed  r,  tendono  ad  r^  ;  d'altra  parte  i  piani  limiti  di  (r^r^)  ,  {r^r^  ,  (r^r^)  sono  del 
tutto  arbitrari,  eppure  la  sviluppabile  deve  risultare  tangente  ad  essi. 

Ciò  si  elimina  precisamente  quando  la  r^  sia  una  delle  rette  della  svilup- 
pabile cubica.  Quindi,  tale  condizione  geometrica,  che  cioè  la  retta  r^  (nelle 
cui  intersezioni  con  le  superficie  integrali  si  conducono  i  piani  tangenti  a 
queste)  appartenga  alla  rigata,  equivale  a  quella  di  integrabilità. 

Si  osservi  poi  che  nei  piani  r^r^ ,  r^r^  ,  r^r^^  le  corde  inviluppano  coniche,  ed 
infatti,  essendo  essi  tangenti  ad  una  sviluppabile  cubica  avranno  a  comune 
i^'On  questa  una  retta  ed  una  conica.  Le  rette  si  ottengono  agevolmente  come 
^gue  :  ad  es.  su  (r^r^  la  generatrice  ottenuta  è  quella  che  passa  per  i  due 
punti  Q^f, ,  Q^  corrispondenti  in  r^  ed  r,  al  punto  improprio  Q  comune  alle  tre 
rette,  pensato  appartenente  ad  r^. 

Da  quanto  precede,  possiamo  enunciare 

Teorema  II.  Dato  un  sistema  di  Riccati  ad  unHncognita  z  e  due  variabili 
indipendenti  le  superficie  integrali  incoìitrano  tre  rette  parallele  alla  OZ,  in  terne 
ài  punti;  i  piani  passanti  per  queste  danno  una  sviluppabile  cubica;  questa  è  tan^ 
gente  ai  tre  piani  formati  dalle  rette  date  prese  a  coppie. 

Corollario  I,  Le  superficie  integrali  ora  dette,  incontrando  due  rette  pa- 
rallele a  OZ  in  modo  tale  che,  conducendo  le  tangenti  in  un  piano  fisso  passante 
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per  la  prima  retta  e  formando  i  piani  per  queste  tangenti   e  i  punti   d^  incontro 
con  la  seconda,  tali  piani  danno  una  sviluppabile  ctU>iea. 

Corollario  11.  Le  superficie  integrali  incontrano  una  retta paraMela  ad  OZ 
in  modo  tale  che  i  piani  tangenti  nelle  intersezioni,  inviluppano  ancora  una  m- 
luppaòile  cubica,  passante  per  la  retta  assegnata, 

CAPITOLO  V.  —  Eliminazione  nei  sirtemi   di   Eiccati   primari. 
Equazione  di  Pasoal  e  formazione  dei  sistemi  secondari. 

1.  Oeneralità.  liquazione  di  Pascal.  Come  abbiamo  già  detto  nell'  iutnMlu- 
zione,  vi  deve  essere  una  stretta  relazione  fra  i  sistemi  di  R  i  e  e  a  t  i  da  nui 
studiati  e  l'equazione  studiata  dal  prof.  Pascal  (loc.  cit).  La  ricerca  di  rate 
relazione,  ci  La  permesso  di  formare  tuttij  senza  nessuna  eccezione,  i  sistfoii 
deducibili  da  quelli  di  Bi  coati  e  ad  essi  equivalenti,  con  un  metodo  setu 
plicissimo  ed  in  forma  molto  compatta  e  semplice. 

In  tal  guisa,  partendo  dai  sistemi  già  studiati  di  B  i  e  e  a  t  i  (sistemi  pri- 
mari)  si  giunge  ad  altri  sistemi  formati  da  questi  in  modo  prefissato  (in  par 
ticolare  ad  equazioni),  che  chiameremo  sistemi  secondari  di  Riccati. 

In  particolare  consideriamo  il  sistema  di  B  i  e  e  a  t  i ,  dedotto  dal  seguente 
sistema  lineare  omogeneo  (')  : 


/    Z'^  —  a,  «n  +  «2  ««-I  +  •  •  •  +  «n  2^0 

I 

< 

I 


«'  =        Z 


Su  tale  sistema  di  B  i  e  e  a  t  i  : 


y'n        =  «i  yn  +  «j  Vn-i  —  ...  —  ^n       Vi 


y  M-i    ==  Vn  —  yn-i  Vi 


j 


Vi    =  y^  —  yi-yi 


(^)  QaeBto  Bistema  lineare,  per  quanto  scritto  sotto  forma  speciale,  è  però  equi  valente  alU 
piti  generale  equazione  lineare  omogenea  d'ordine  (ti  -|-  1) 

come  si  Tede  facilmente,  notando  che  ^^  =  g^  equivale  a  jr^  =  z"f^  eie. 


)(   61  )( 

eliminiamo  la  y„  ,  •  •  •  j  y*  servendoci  della  y^ ,  y'j ,  •  •  • ,  y/*'^  -  otterremo  un'equa- 
zione che  deve  essere  precisamente  quella  ottenuta  dal  prof.  Pascal,  in 
quanto  che 

^*  ~  7"  ~  T  ' 

e  questa  è  la  trasformazione  che  fa  passare  dalF  equazione  omogenea  scritta 
in  nota  all'equazione  del  Pascal:  partendo  da  sistemi  di  forma  più  generale 
vsi  arriva  ad  equazioni  di  forma  più  generale. 

Il  metodo  che  noi  seguiremo  per  formare  questi  sistemi  secondari,  ed  in 
particolare  queste  equazioni,  è  quanto  mai  semplice. 

Anzitutto,  sia  dato  il  solito  sistema  lineare  omogeneo  : 


9» 


(1)  z',=  ^a,,z,,  (r  =  0,...,n) 


È  evidente  che,  derivando  tali  equazioni  si  ottiene 


n  n 


'r=^  «'rs  «*  +^^rt  ^V 


Sostituendo  alle  z\  il  loro  valore  dato  da  (1),  si  otterrà 


n  n  n 


0'  0  0  ( 

il  che  ci  dice  come  anche  le  z'^  si  esprimano  linearmente  ed  omogeneamente 
nelle  z.  tìimilmente  si  esprimeranno  le  z''' ,  2:'^ , . . .  ;  ed  in  generale  potremo 
segnare  : 


n 


Zr 


=2«""'  "•  <«'•*" = *") 


0 


n 


^*^)  '  z''.    =Va,.<'^>0. 


/     »    r 


:2«"'"''  "' 
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ove  Iti  a^"'^.,  80IIO  certe  formi) zioui  iliftereuziali  neìle  a^  e    loro    derivate   mo 
'dìV(m)'8Ìnìa  (di  cui  a  Doi  non  importa  ora  la  forma,  che  sarà  studiata  a  parte). 
Premesso  ciò,  scriviamo  le  n  relazioni  fra  le  ^  e  2;, 

W  z,  =  y^z^  (r  =  l N. 

e  formiamo  tutte  le  equazioni  ottenute  da  queste  per  derivazione: 

•  z\.  —  y\  z^  +  y,  z\  (r  —  1  ,...,  ^ 

l  ^'\'  =  y'r  \  +  2y  V  z\  -(-  y,  z'\  (r  =  l ,...,  «, 


(5)\ 


,z}->  z^  y,<-^  z,  +('^  jy,/-»)  /,+  (  2  )y.^-'^  z\  4-  ...  +  y^zr^  (r  =  1 

2.  Formazione  della  matrice  fondamentale  dei  sistemi  secondari.  Se  in  tutte 
queste  equazioni  sostit^iiamo  le  espressioni  date  dalle  (2),  e  trasiioitiauio 
tutto  a  primo  membro,  otterremo  tanti  gruppi  di  n  equazioni  ordinarie  lineari 
omogenee  ciascuno,  nelle  (n  +  1)  incognite  2?^ ,  a?^ , . . . ,  5?„  5  i  cui  coefficienti  sono 
formazioni  differenziali  nelle  y,  e  ))recisamente 

I  0  =  y^z^'-  z, 
0  =  )y'V+  2y\  a^^\  +  y,.  a<\  -  a^'\J,  z,  +  \2y\.  a^\  +  y^  a^\  -  a^\{  z,  -f ... 


0  =  jy.<->+(^y"->  a<^>^+...-l-i^.a<'"\,-a<'").j^,+ 


m  \    .^  ..    ...     .       .  /  ?H 


Ora,  se  consideriamo  le  2?^ ,  ^^ , . . . ,  «r^  come  incognite,  esse  esistono  e  souo 
diverse  da  zero  ;  quindi,  formando  una  qualunque  scelta  di  (n  -\-  1)  fra  qaelle 
equazioni,  il  determinante  dei  coefficienti  deve  essere  nullo  :  cioè  la  caratteri- 
stica della  matrice  formata  con  quelle  espressioni  differenziali  nelle  y  lieve 
essere  precisamente  eguale  ad  w.  Quin'li  scegliendo  n  fra  i  determinanti  «ruidiue 
(n  -\-  1)  che  si  possono  formare  dalla  matrice  (che  ha  tante  linee  quaènteaiioi 
pare  essendo  del  tutto  arbitrario  il  numero  wt,  indice  di  «ìerivjizione)  eii  ejjua- 
gliandoli  a  zero,  si  hanno  dei  sistemi  di  n  equazioni  fra  le  //  e  le  loro  derivata' 
perfettamente  equivalenti  al  sistema  di  Ricca  ti.  Tali  sistemi  sono  i  sistemi 
secondari. 
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Per  scrivere  in  modo  esplicito  ^  compatto  la  matrice,  conveniamo  di  se- 

gnare  : 


¥<•")„  =(  ™  jy,»"-"  a<\,  +  r  ly,<"-«>  a<'>„  +  . . .  +  y, a<"-^  -  a-    „  , 


(»•)        /|(»«)        . 


(in  modo  che  l'indice  superiore  ci  dia  l'ordinaria  derivazione,  il  primo  inferiore 
quello  della  y  con  cni  è  formato,  l'altro  la  colonna  cui  appartiene);  la  matrice 
fondamentale  sarà  allora 


Pi 


Pi 


—1 


0 


0     .  .  .  0 


— 1  .  .  .  0 


Vu 


0 


0  .  .  .  — 1 


«'   4-  Y<i>        Y<«>       Y<*>  Y<*^ 

y  i  I   ^    io    ^    11    ^   12  '  •  •  ^    1»» 


i/'  4-  Y<*>       Y<*>       Y<*>  .    Y<*) 

yii^    so     ^    21     ^    «'••    * 


gn 


•/    4_  Y(«)       Y(«)        Y<>)  Y<*^ 

y  i  I    -^    10    ^    11    -*■    12  •  *  •  -*■    iw 


(n+l)  colonne 


=  M. 


Vale  perciò  il 

Teorema  fondamentale.  Qualunque  sistema  ottenuto  eguagliaiido  a  ztì'o 
n  minori  di  ordine  n  +  1  estratti  dalla  matrice  M,  è  un  sistema  di  Riccati,  se- 
condario (o  primario  anche)  equivalente  al  sistema  primario. 

Si  può  spezzare  il  sistema  ad  esempio  in  n  equazioni  staccate  scegliendo 
ogni  volta  le  linee  in  modo  da  essere  formato  sempre  con  la  stessa  y, 

3.  Esempi  vari.  Mostriamo  ora  come  effettivamente  dalla  matrice  M  si 
possa  ricavare  sia  il  sistema  primario,  sia  ancora  l' equazione  generale  del 
Pascal. 

Per  la  prima  cosa,  scegliamo  i  determinanti  formati  con  le  prime  n  linee 
fìsse,  e  con  una  qualunque  delle  seguenti  n;  formiamo  cioè  il  sistema  di  (^i-|-^) 
equazioni  : 


Vi 


— 1 


0  .  .  .  0 


0     — 1  .  .  .  0 


Vn 


0 


0  .  .  .  —1 


(/r+acO^r— a|J(«Oiyr— «n)    •    •    •    («on  *—««.) 


=  0         (r=ly  2, ... ,  n). 
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Svilappando  questi  determinanti  secondo  l'ultima  linea,  ad  esempio,  si 
trova  precisamente  : 

cioè,  raggruppando 

che  sono  precisamente  le  equazioni  del  sistema  primario. 

Invece,  per  formare  le  equazioni  del  Pascal,  scegliamo  i  primi  n-j-I 
gruppi,  dì  n  linee  ciascuno  ;  e  formiamo  tanti  determinanti  colle  prìme,  se- 
conde, ecc.  n  linee  d'ogni  gruppo,  avremo  così  : 


y. 


0 


0     .  .  .  — 1         0 


«'         _i_  Y<*>        Y<*>         Y<*>  Y<*>        Y<'> 

«"        4_  Y<*>        Y<*>        Y<«)  Y<*>        Y<*> 


«/(»')    _J_  Y<*'>        Y<**>        Y<">  Y^")        Y<"> 


nn 


In  essi  y,  figura  a  grado  (n  +  l)-e«mo  ;  y'  a  grado  n  sima  e  così  via,  sino 
ad  y^^^  che  figura  solo  linearmenf>e.  Sviluppando  secondo  la  prima  lineai,  e  ricor 

dando  che  le  Y  non  sono  omogenee,  si  vede  che  ogni  prodotto  Cv')**  Cv'^*'"  * 
ha  come  coefficiente  un  polinomio  di  grado  q  in  y,  purché 

«^  <  n  ;  «2  <  «  —  1  ,  .  .  .  ,  g  +  ttj  +  «2  4"  •  •  -  +  a«  =  **  +  1- 

Riguardo  a  tali  sistemi  secondari,  sorge  un  problema  ben  preciso,  che  e 
il  seguente.  Supponiamo  sviluppati  i  determinanti  che  formano  le  singole  eqna- 
zioni  del  aistemaj  i  coefficienti  dei  singoli  termini  saranno  delle  espressioni  dif 
ferenziali  (di  cui  non  abbiamo  però  dato  la  legge  di  formazione)  di  quelli  ilt^l 
sistema  primario.  Ora,  se  noi  assegniamo  un'espressione  analoga  come  forma. 
ma  a  coefficienti  qualunque,  come  si  farà  a  riconoscere  se  essa  è  oppnr  n*^ 
un'equazione  di  un  sistema  secondario t  Così  anche  vi  è  da  trattare  diretta- 
niente  le  proprietà  geometriche  di  questi,  cooie  ha  fatto  il  prof.  P  a  scalcon 
la  sua  equazione:  su  tali  problemi  speriamo  di  poter  portare  qualche  mode^^^o 
contributo  in  seguito. 


Nai>oli,  Agosto  1921. 
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SULLE  VARIETÀ  ABELIANE  REALI 
E  SULLE  MATRICI  DI  RIEMANN  REALI 


MORIA 


DI 


SALVATORE  CHERUBINO    (a  Napoli) 


A  base  della  teorìa  delle  varietà  abeliane  a  p  dimensioni,  dstl  punto  di 
vista  algebrìco,  e  qnindi  a  base  della  geometrìa  algebrìca  sopra  una  varietà 
algebrìca  di  irregolarità  superficiale  p,  è  stata  post»,  dal  prof.  Scorza,  la 
nozione  di  matrice  di  Riemann ,  che  gode  molte  interessanti  proprietà  e  dà 
luogo  a  notevoli  applicazioni,  come  dallo  stesso  prof.  Scorza  è  stato  messo 
in  luce  in  una  bella  serie  di  lavori  apparsi  dal  1916  in  x)oi  (^). 

Poiché  due  varietà  abeliane  a  p  dimensioni  fra  loro  complesse  coniugate 
posseggono  matrici  di  B  i  e  m  a  n  n  pure  complesse  coniugate,  è  intuitivo  pen- 
sare che  le  proprietà  di  una  coppia  di  matrici  di  B  i  e  m  a  n  n  complesse  co- 
niugate debbano  avere  importanza  per  lo  studio  di  una  varietà  abeliana,  dal 
punto  di  vinta  reale.  Infatti,  come  qui  sarà  visto,  la  ricerca  di  tali  proprietà 
può  assai  utilmente  servire  a  dar  luce  sulla  teoria  delie  varietà  abeliane  bi- 
razionalmente  identiche  alle  proprie  complesse  coniugate  e  sulla  struttura  dei 
loro  gruppi  di  trasformazioni  antibirazionali. 

I  primi  studii  sistematici,  di  indole  generale,  sulle  varietà  algebriche  dal  punto 
di  vista  reale  sono  dovuti  al  K 1  e  i  u  (^)  e,  più  ampiamente,  al  Gomessatti  (^). 
Però  il  primo  si  occupò  esclusivamente  delle  curve  algebriche  a  superfìcie  di 
R  i  e  m  a  n  n  simmetriche  ed  il  secondo  delle  superficie  razionali.  Fu  il  0  o- 
messatti  ad  introdurre  la  nozione  di  trasformazione   antibirazionale   ed   a 


(')  Avremo  qui  assai  spesso  occasione  di  richiamare  speoialmeote  la  Memoria  dal  titolo  : 
ìntwno  alla  teoria  generale  delle  matrici  di  Riemann  e  ad  alcune  sue  applicazioni.  [Rend.  Gire, 
mat.  di  Palermo,  t.  XLI  (1916)]. 

(<)  JRiemann'eche  Fl&chen  [Gottingen,  1894,  II  Abdruck],  Bd.  II,  parte  III. 

(^)  Fondamenti  per  la  geometria  eopra  le  superficie  razionali  dal  punto  di  vista  reale.  [Math. 
Ann.,  Bd.  73  ^1912)]  e  Sulla  connessione  delle  superficie  razionali  reali.  [Ann.  di  Mat.,  t.  XXIII, 
8.  III]. 
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lilevare  che  a  superlkcìe  razioiialì  di  una  medesima  classe  reale  rispandoDO 
trasformazioDÌ  antibirazìonalì  inrolntorìe  simili  rispetto  al  groppo  delle  tra- 
sformazioni birazioDali  e  vieerersa  •*>,  mentre  il  Klein  dimostrò  che  ad  una 
sofierfi^ne  di  Biemann  ammettente  ona  trasformazione  antibirazionale  invo- 
Intoria  rì^jionde  un'equazione  algebrica  a  coefficienti  reali  (^ 

^ella  presente  Memoria,  —  che  contiene  84>ltanto  ona  parte  dei  risaltati 
che  ottenni  dorante  ricerche  c^impiote  sin  dair  invemo  1917-1918  C)  —  Tiene 
introdotto  il  concetto  di  gruppo  ed  indice  di  antimoUipUeabilità  per  ona  matrice 
di  Rieman  Mj  il  qoale  giooca  on  officio  importantissimo  nella  teoria  di  quelle 
matrici  di  Biemann  che  qoi  diciamo  reali  e  delle  varietà  abeliane  (ancbe 
esse  reaii)  che  le  posseggono. 

Per  matrici  di  Riemann  reali  ^'intenderanno  quelle  matrici  che  ammet- 
tono on'  antisostitozione  riemanniana  involotoria  (mi  corrisponde  on'  antinro- 
lozione  riemanniana  proiettivamente  identica  al  conìogio  dello  spazio  rappre- 
sentativo della  matrice)  :  esse,  come  qoi  appresso  si  vede«  appartengono  a 
quelle  varietà  abeliane,  e  a  qoelle  soltanto,  che  sono  reali,  ossia  che  ammettood 
ona  trasformazione  antibirazionale  involotoria  in  sé  (o  addirittora  il  coniugio. 

Le  varietà  abeliane  birazionalmente  identiche  ad  ona  stessa  Tarietà  reale 
possono  distriboirsi  in  ona  o  più  classi  reali  —  cioè  in  classi  tali  che  nella 
stessa  classe  sieno  tutte  e  sole  le  varietà  trasformabili  l'ana  nelFsltra  mediante 
trasformazioni  birazionali  reali,  cioè  iK>rtanti  il  coniugio  dell'una  nel  coniugio 
dell'altra  —  le  quali  classi  reali,  come  qoi  faremo  vedere,  corrispondono  biuni- 
vocamente  ai  sistemi  di  realità. 

Questi  sistemi  di  realità  sono  determinabili  quando  si  conosca  una  trasfor- 
mazione antibirazionale  involutorìa  insieme  a  tutte  le  operazioni  del  gruppo 
delle  trasformazioni  birazionali  della  varietà,  cioè  non  appena  si  sia  ottenata 
un'antisostituzione  riemanniana  involutorìa  della  sua  matrice  di  Biemann 
e  siano  insieme  note  tutte  le  sostituzioni  del  grupiK)  di  moltiplicabilità  modo 
lare  della  matrice  stessa. 

Altri  risultati,  che  credo  anch'essi  non  privi  di  interesse,  sono  qui  pre- 
sentati per  le  antiomogratie  rìcnimanniane  principali  e  x>er  le  antiomografie 
riemanniane  periodiche. 

Mi  auguro  di  potere,  fra  non  molto,  riprendere  i  concetti  introdotti  e  i 
risultati  qui  ottenuti  onde  completarli  per  approfondire  la  teorìa  generale  delle 
varietà  abeliane  e  delle  loro  matrici  di  Biemann  dal  punto  di  vista  reale, 
della  qual  teoria  questo  lavoro  segna  appena  i  fondamenti  primissimi. 


(^)  Cfr.  la  prima  delle  due  memorie  citate,  n.  7. 

C)  Loc.  cit,f  pag.  183-134. 

(^)  Mi  8i  coDBenta  qui  di  reuder  vivissime  grazie  all'illustre  prof.  Scorza,  ohe  mi  h> 
incoraggiato  a  riprendere  e  pubblicare  quelle  ricerche,  che  egli  già  conosceva  per  essermi 
stato  largo  di  preziosi  consigli  durante  tutto  Panno  1917  ed  anche  dopo,  fino  a  quando,  per- 
chè mobilitato,  dovetti  lasciare  i  miei  studii  e  la  mia  famiglia  in  Roma.  Con  V  oocasioDti 
faccio  noto  ohe  avevo  allora  ottenuti  anche  dei  risultati  pel  caso  delle  superficie  iperellitticbe 
reali,  ohe  spero  di  far  conoscer^  in  una  prossima  occasione. 
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§  1.  —  Le  antiomografie  e  le  antìsostitazioni  riemanniane 

di  una  matrice  di  B  i  e  m  a  n  n  • 

1.  Sia 

0)  =  Il  (0,,  ,  0)^  ,  .  .  .  ,  (o,,^p  II  («  =  1  ,  2  ,  . . .  ,i?) 

una  matrice  di  Eiemann  vincolata  alla  sua  complessa  coniugata 

(0=  ||(tì„  ,  a>rt  ,  .  .  .  ,  a>„jp  II  (»  =  1  ,  2  ,  .  .  . ,  p)  (-*) 

cioè  a  dire  esistano  4p^  numeri  razionali  a.^  tali  che  si  abbia 


ZJ^i^  ^Ji  ^^*  "=  ^  (j  »  ^  =  1    7  2  ,  .   .  .  ,|>). 


ih 


Ciò  si  esprimerà  dicendo  che  la  <o  ammette  la  forma  antiriemanniana 


A  =^a,*  ar.  y^  , 


mentre,  com'è  noto,  la 


A*  =^ait,  Xi  y^ 


ih 


è  una  forma  riemanniana  simultanea  di  o)  edu). 

Rappresentando  co,  al  modo  solito,  in  uno  spazio  lineare  oo**~^  ,  S^p^j ,   e 

dicendo  r  ,  t  le  sue  imagini  coniugate,  che  sono  anche  quelle  di  a>,  ed  inter- 
pretando le  2  serie  di  variabili  x  ,  y  come  coordinate  proiettive  omogenee  di 
punti  in  S^_j ,  l'equazione 

A*  =  0 

rappresenta  una  reciprocità  riemanniana  simultanea  di  o)  ed   o>. 
Invece  la 

A  =  0 


(^)  La  aopralineatura  iDdica  il  passaggio  al  valore  complesso  coniagato,  cioè  x  ed  x  sono 
due  natueri  o  variabili  fra  loro  complesse  coniagate. 
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diremo  che  raiipreM-nta  un  antireciproeiià  rirmammitkma  di  m,  cioè    mi*  Antìreei- 

proeita  razionale  di  S^^,  in  ì«e  stesso  nella  qoale  ciascun  ponto  di  r^eco- 

nia|£ato  a  tatti  qaelli  di  z  (  t)  stesso.  Diremo  allora  anche   cbe   V  antirecipro- 

eìtà  A  mata  l'imagine  ?  (  t)  di  m  in  se  stessa  e  ciò  anche  quando  A  sia  de- 
genere, benché  in  tal  caso  la  espressione  adottata  non  sia  del  tutto  esatta. 

Il  detei minante  a,,  si  dice  modulo  deirantìieeiproi-ità  A.  E  se  4i^=U. 
la  A  è  degtntrt  ed  ammette  dei  i>unti  Hingolari  il  cai  Inogo  è  il  primo  omu  di 
A,  mentre  ^\\  ii*erpi;ini  omolo>£lii  ai  punti  non  singolari  dello  spazio  ambiente 
si  intersecano  nel  $ecoMdo  a$$e  di  A,  che  ha  la  stessa  dimensione   del  prìmo. 

Allora  vale  il  teorema  s^'^'oente  : 

Se  t(n  antireciprocità  riemanniana  di  una  matrice  diEiemamuè  de^enert, 
e$M  è  di  $pecie  neceBnariamente  pari  e  ciascuno  dei  9Uoi  due  a«tt  è  um  S^^,  n- 
zionale  app^fggiato  fecondo  B^^-,  imaginarii  coniugati  alle  due  imutgini  conÌM§eU 
della  matrice. 

Il  quale  è  analogo  ad  siltro  dovnto  a  Scorza  (*)  e  si  dimostra  iWo 
stessei  niobio. 

2.  (*oine  dalla  nozione  di  reciprocità  riemanniana  si  dednce  qnella  di  onuv 
grafia  riemanniana,  com  da  quella  dì  antireciprocità  si  dedace  la  nozione  di 
antifffnografia  riemanniana.  Cììk'  a  dire  : 

un'antireciprocità  riemanniana  si  interpreti  come  ofierazione  che  fa  pas- 
sare dai  punti  agli  ii)er]iiani  di  Bj^-^  e  si  moltiplichi  a  destra  per  l'inversa  di 
ana  recipmeità  riemanniana  fìhsa  non  degenere  di  (d:  il  prodotta)  è  appunto 
mi^ant tomografia  riemanniana  di  o)  ; 

quebta  ]»uò  anche  ottenersi  dal  prodotto  di    un- omografia    riemanniaoa 

simultanea   di    od   ed   co  per  il  coniugio  I   dello    Sfmzio    rappresentativo    Sg^^, 
come  anche  le  au  ti  reciprocità  liemanniane  dì  o>  non  sono  altro  che  i  prodotti 

delle  reciprocità  riemanniane  simultanee  di  a>  ed  co  ]»er  il  coniugio  di  8,^.^. 

Ne  risulta  che  : 

a)  Jaì  antiomografie  riemanniane  della  matrice  co  sono  tutte  e  isole  le  an- 
nomografie  razionali  di  S^j^-^  che  mutano  ciascuna  in  se  stessa  le  due  imagini  a*- 
niugate  di  co. 

Ovvero  anche  :  esse  sono  date  da  tutti  e  soli  i  prodotti  del  coniugio  delle 
spazio  rappresentativo  S^^^,  per  le  omografie  razionali  di  esso  che  mutano  inro- 
lutoriamente  fra  loro  le  due  imagini  coniugate  di  co. 

Le  omografìe  e  le  antiomogratìe  riemanniane  di  una  matric^e  dì  E  i  e  m  a  n  d 
costituiscono  evidentemente  un  grupi)0  che  si  riduce  a  quello  di  molti(>licabi 
lità  nel  caso  che  la  matrice  non  ^ia  vincolata  alla  sua  coniugata.  Qualora  h 
matrice  sia  vincolata  alla  sua  coniugata,  questo  gruppo,  che  è  cìertaraente  piii 
ampio  di  quello  di  nioltiplicabilità,  sarà  detto  di  antimoltiplicabilità. 


(')  Meni,  cit.f  I,  u.  11. 
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Se  a>  è  addirittura  isomorfa  ad  o>  j  tutte  le  sue  antiomografie  (omografie) 
riemanniane  si  ottengono  dalle  omografie  (antiomografie)  moltiplicandole  a  de- 
stra per  una  antiomografie  riemanniane  fissa  non  degenere. 

Perciò  : 

b)  il  gruppo  di  antimoltiplioàbilità  di  una  matrice  di  Eiemann  iso' 
morfa  alla  sua  coniugata  contiene  come  sottogruppo  eccezionale  di  indice  due, 
qutllo  di  moltiplica^ilità  della  matrice  stessa  (^).  JS  perciò  è  sempre  infinito  di- 
9eontinuo,  salvo  che  quesVultimo  gruppo  non  sia  identico:  nel  qual  caso  il  gruppo 
di  antimoltiplicabilità  si  riduce  alla  identità  e  ad  un^antiomografi^i  riemanniana 
involutoria. 

3.  Il  carattere  simultaneo  X  di  o>  ed  o) ,  diminuito  di  uno,  sarà  detto  anche 

indice  di  antimoltiplicabilità  di  o>  e  si   indicherà   con   h. 
È  evidente  che  : 

a)  se  una  matrice  riemanniana  a>  non  è  vincolata  alla  sua  coniugata  il  suo 
indice  di  antimoltiplicabilità  è  eguale  a  —  1  ;  e  viceversa.  Altrimenti  detto  indice 

Tenendo  presente  che  il  carattere  simultaneo  X  di  due  matrici  riemanniane 
isomorfe,  diminuito  di  uno,  è  eguale  al  comune  indice  di  moltiplicabilità,  si 
ha  che  : 

b)  se  una  matrice  di  Riem  ann  è  isomorfa  alla  sua  coniugata^  il  suo 
indice  di  antimoltiplicabilità  è  eguale  a  quello  di  moltiplicaòilità. 

Tenendo  poi  presente  che  se  due  matrici  pure  sono  vincolate  sono  anche 
isomorfe,  si  ha  che  : 

e)  Vindice  di  antimoltiplicabilità  di  una  matrice  di  Biemann  pura   o 
è  ^  1  0  è  eguale  a  quello  di  moltiplicabilità. 
Infine  (*) 
d)  Vindice  di  antimoltiplicabilità  di  una  matrice  di  Biemann  è  sempre 

^  —  1,  mentre  è  anche  h^2p^  l-^h  ^p^  —  1  ;  ^ :^ 2p(p — 1)— 1;  h  =  2^*— 1 
ucondo  che:  è  pura  ;  ovvero  impura  ma  priva  di  assi  ellittici  ;  ovvero  non  è  ad 
indici  massimi^  ovvero  è  ad  indici  massimi. 

4.  Le 

(1)  p^'r  =  aria?i  +  a,^a?, +  ...  +  artj,a?^         (r  =  l,2,...,2p) 

Bieno  le  equazioni  di  un'  antiomografia  riemanniana  fli  non  del  tutto  indeter- 
minata della  matrice  a>.  Mutando  essa  ciascuna  in  sé  le  imagini  di  o>,  esiste- 


(^)  Se  b)  ed  (0  sono  vincolate  senza  eBsere  isomorfe,  non  si  pnò  più  parlare  di  indiee  del 
SfQppo  di  moltiplicabilità  in  quello  di  antimoltiplicabilità,  almeno  nel  senso  ordinario. 

(')  Scorsa,  {oo.  oit,,  l,  n.  64. 
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fanno  dei  naaierL  ìa  geneiale  eooiplcsfti,  à^  pei  quali  si  aTià 

-i        ^M  •i-  -r  ijt  •ir  -r  —  "T  '•:^  •V  =  •-!  •*,!  -r  •*!••«  -r  —  —  •-«»  «^ 

•j  =  1  f  2  y  •  •  •  ,jp  ;  r  ZZI  1 ,  «.  y  . . . ,  —jp'- 

Se  nelle  M;  ibi  pone 


t #  I ¥ 


j — ^  , — ^ 


e  fti  ìmhì^ììTìo  presenti  le  (2)  ed  il  fotte  che,  poiché  il  determinante  areote  \^ 

linee  qcelle  di  »  e  di  »  è  diverso  da  zero,  le  (a;  ora  scrìtte  si  interpretano 
come  nna  trasformazione  di  coordinate,  hanno  luogo  le  seguenti  relaziom.  ebe 
costitnìsoono  le  equazioni  della  stessa  Ql  nel  nuovo  sistema  di  eoordinae: 


\    px',  =  X,,  X^  +  •  -  •  +  ^  X, 


(1)'  . 

{«  =  l,2,...,p.) 

Prese  dunque  in  x,  x  come  piramidi  di  riferimento  quelle  aventi  per  ver 

tici  i  punti  le  cni  coordinate  in  8,^,  sono  date  dalle  linee  di  m  ed  « ,  le  f*  r 
mole  : 

(3)  Xy',=  X,.y,  +  X^y,  +  ...  +  X^yp  («  =  1,2 i 

e 

(3)'  \y\=  >^i,yi  +  x^y,  +  •  • .  +  >^p.yp         («  =  i ,  2 ,  ...,p 

definiscono  rispettivamente  le  due  antiproiettività  che  la  QI  subordina  in  t  ed 

in   t. 

Indichiamo  con  g\  i'antisostitazione  ottenuta  dalle  (1)  sopprimendo  in  \\ 
il  fattore  p  e  supponendo  che  i  numeri  a>.  siano,  come  può  sempre  ritenersi. 
numeri  interi.  La  g\  si  dice  \Si\ì!antiio%iiiuz%ùne  vi^manniana  di  co,  corrispondente 
all'antìomografia  QI. 

Le  forme  le  della  g\  sono  dunque  le 

(4)  iP^^  =  «H  a?4  +  a^  a?j  +  . . .  +  an^p  «ip  (r  =r  1 , 2  , . . . ,  2p 
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mentre  quelle  di  g^  sostitazione  rieraanniana  simultanea  di  (d  ed  a> ,    sono    le 
stesse  senza  le  sopralineatnre  ai  primi  membri. 

Ad  ogni  antiomografla  riemanniana  di  ana  matrice  di  B  i  e  m  a  n  n  corri- 
spondono infinite  anti sostituzioni  riemanniane  della  matrice  stressa. 


5.  Dall'eguaglianza  dei  due  prodotti  di  determinanti 


«11— P 


a 


SPI 


a 


iiP 


^ifiip—p 


0> 


11 


0>. 


PI 


0) 


11 


0) 


PI 


0) 


l?p 


0) 


V9P 


0) 


iip 


(D 


PiP 


A|4       •     •     •      ^it)       ^        p    •    •    •    vi 


0— p  .   . 


0 


\pp        0       ...  0 — p 


11  •    .     •     ^IP 


U— -p      Aj)£    ...     Ayp 


- 


^11    •  •  •    **^J>1     ^11  •  •  •  ^Pi 


0)^2      •    •    •      ^pì       ^is    *    '    *    ^Pi 


0) 


SP 


P2P 


w>  •    •   •   ^«P 


he  si  riconosce  mediante  le  (2),  risulta  l'identità: 


)    D(P)= 


«li— P     «tt 


•  .  •  a 


itp 


a. 


81 


«22— P    •    •    •    «: 


28J> 


a 


21H 


a 


XP2 


•  •  .  a, 


tl>SI> 


0— p  .  .  .     0     X 


11 


.    X 


IP 


U  •   .   .   U — p  Aj,^  .   •   •     Kpp 

A..  a       •       .       Aj«      U^^P  .       •       •       U 

•  .                  •  a 

•  .                  .  • 
AjM  a      .       a         A^          U  a      .       a      U p 
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eke.  per  p  =  0.  d^ 


I>f|  =  41^  =   —  1/  ìl       ìl       •; 


'/  Qnumt*  ideatila  e  fai  iC)  mm>  »mal&§^  a  «|a«il« 

lae.  0  yrocediif  t<»  dj—wtiiit  t»  dell»  «ff/.  per  il  caM 
in  tror»  iipA  nella  M>ta  a  pi«  di  fa^.  S  del  Utot*  di  K  •  s  a  t  i 
éemzt  miftèrt^kf  firn  i  fmmti  di  umm  tmrtm  mlfHritm  TAtti  di  T 
ebe  trasudi  di  ana  tabella  di  periodi  atiMaK  per 
in  fonna  al^.oaiito  pia  geaerale,  io  una  Sota  dì  Haabar^er 
sale  di  Creile  dell'aono  1873  (Bimtrkmmf  wker  éit  Fi 
fìeUku0feu  mii  reràuderhekem  Ctejfitieutem}. 

A  'jaeaio  proposito,  eredo  opportano  a^giangere  elle,  oello  ìa 
ona  proprjMzione  ebe  «ta  in  fondo  alle  eonsideiazìoBÌ  £ute  dal  Kos 
che  e  la  seguente: 

Le  fmmsi^mi  emrmUeruUtke  éiile  tmtfrmfU  rmnommii  ■■■sriele  ad  aai 
ed  mUm  $mm  interim,  tu  di  umm  cstm  alfcériea,  kmumm  §U  tlCMi 

La  dimotiraziooe  è  aaeai  sempliee.  Inlatti,  queste  Innzioiù 
le  notazioni  H  n  r  w  i  t  s  segoite  dal  B  o  s  a  t  i  ;  ; 


-t 


Lin  (1917  pc;  «aM 
e  si  trara  lethe. 
Bsl  ToL  76  dd  G  •:- 


191»-l9n,  dÌMftni 
t  i  sai  laToto  dttt».  e 


■Ifttntt 

(sdofundo 


V(c)  = 


*1Ì       9    •    •    •    *1F  ^11 


#11 


9pi 


•  • 

■  m 


•  Ho        1 


•  ^» 


O 


i# 


-  •  ^n—9 


D*(p). 


G|| — p  .  .  .  Oj>4         — Hh 


6 


IP 


—#11 


-#iP 


•  •  •  ^i*~"P  ~"H 


li» 


•  -  •  — #pi         *u— P 


•       •      • 


— #H» 


►u» 


...   — H 


*i 


— H. 


*«»— P 


Dne  minori  corrispondenti  qualsiansi  di  questi  due  determinanti  sono  dei  tipi 


A— tMp 

H 

9 

G— t.*p 

G-£ffcP 

H 

—9 

A— e«P 

•»it 


ta 


1     per 


0     per  irr» 


B' 


Il  primo  di  qaesti  minori  si  ridace  al  secondo  con  le  seguenti    4    operazioni   successi'ie 
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e  quiudi  : 

il  modulo  di  un^antiomografin  od  antisostituzione  riemanniana  di  una  ma- 
trice di  Biemann,  se  non  è  nullo,  è  positivo  o  negativo  secondo  che  il  genere 
della  matrice  è  pari  o  dispari, 

È  utile  anche  tener  presente  che  : 

1.^  1/ aspetto  del  determinante  caratteristico  D(p)  indicato  al  2^  membro  della  (6) 
dipende  dal  fatto  geometrico  che  un'  omografia  riemanniana  simultanea  di   o)    ed 

(0  ha  in  x  e  z  una  coppia  involutoria  di  S^..^  omologhi, 

2.''  Poiché  il  2^  membro  della  (6)  non  muta  se  si  cambiano  i  segni  delle 
prime  p  righe  e  quelli  delle  ultime  p  colonne,  cioè  se  si  cambia  p  in  —  p,  si 
ha  D(p)  =  D( —  p)  e  quindi  nella  equazione  .D(p)  =  0  compariscono  soltanto  le 
fetenze  pari  di  p. 

6.  Considerando,  se  esistono,  le  sole  antisostituzioni  riemanniane  unimo- 
(lulari,  ossia  di  modulo  ( — If  di  una  matrice  di  Biemann,è  chiaro  che 
esse  costituiscono  un  gruppo  insieme  alle  sostituzioni  riemanniane  modulari  (cioè 
(li  modulo  1),  sempre  esistenti,  della  matrice  stessa:  anzi  quest'ultime  formano 
ancora  un  sotto-gruppo,  che  è  contenuto  in  quello  coll'indice  2. 

Questo  gruppo  totale  sarà  detto  di  antimoltiplicahilità  unimodulare  per  la 
matrice  o)  e  quello  delle  sole  sostituzioni  riemanniana  modulari  si  dirà  di  molti- 
plicabilità  modulare. 

1.  Farmi  utile  di  chiudere  qaesto  paragrafo  col  rilevare  le  seguenti  pro- 
posizioni che  sono,  in  partCj  conseguenza  immediata  di  una  di  Scorza  (^)  e 
che  ci  occorreranno  più  in  là. 

a)  Se  una  matrice  di  Riemann  (uè  composta  di  più  matrici  coincidenti 
con  una  stessa  a>^ ,  affinchè  q>  sia  vincolata  alla  sua  coniugata  occorre  e  ba^ta  che 

lo  sia  iù^.  jE  se  iù^  è  addirittura  isomorfa  ad  a>^  anche  o)  è  isomorfa  ad  o). 
Ne  segue,  per  un  noto  teorema  ('),  che 

b)  una  matrice  impura  priva  di  a^si  isolati  è  vincolata  alla  sua  coniugata 
soltanto  a  patto  che  una  qualsiasi  f^le  matrici  pure  con  le  quali,  a  meno  di 
isomorfismi,  può  sempre  supporsi  composta  {e  quindi  tutte)  sia  vincolata  alla 
propria  cmiiugata. 


1°  cambiamento  di  segno  alle  ultime  8  colonne  ed  alle  ultime  s'  linee;  2®  scambio  delle  righe 
con  le  colonne,  3^  scambio  delle  ultime  a'  colonne  colle  prime  r;  4<>  scambio  delle  ultime  « 
linee  colle  prime  r.  £  ciò  basta  per  la  dimostrazione  del  nostro  teorema  dal  quale,  e  da  quello 
avanti  citato,  possono  farsi  scaturire  le  considerazioni  di  Rosati  della  Nota  mentovata. 

(*)  Loco  cit,f  l,  n.  29. 

(^  Scorza,  loc,  cii.,  1,  n.  46. 
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E  poi  anche 

e)  affinchè  una  matrice  ad  indici  masnmi  Ha  vineoìata  alia  pr^^^ria  co- 
niugata occorre  e  basta  pke  la  matrice  ellittica  con  ìa  quale  la  data,  «  meno  ii 
isomorfismi,  può  supporsi  composta  sia  vincolata  alia  propria  coniugata. 

E  ricordando  che  doe  matrici  pare,  se  sono  vincolate,  mbo  «ddirittnra 
isomorfe,  le  dae  precedenti  proposizioni  si  completano  con  questo  altre  : 

d)  una  matrice  impura  priva  di  assi  isolati  se  è  vimeeiata  aUa^uacsfim' 
gala  è  anche  ad  essa  isomorfa, 

e)  una  matrice  ad  indici  massimi  se  è  vincolata  alia  sua  coniugata  i  ad- 
dirittura ad  essa  isomorfa. 

§  2.  —  Le  antlnTolnzloni  riemanniane  e  le  matrici  di  Biemann  reali. 

8.  Dicesi  antinvoUutionc  riemoMmiana  di  nna  matrice  m  di  Biemaao 
ogni  sna  antiomografia  riemanniana  (se  esiste)  che  è  involatoria. 

Sia  o>  una  matrice  di  Biemann  e  J  nn'antfnvolazioiie  da  essa  ammessi. 

La  J  è  il  prodotto  di  un'omografia  slmnltanea  a  di  co  ed  co  per  il  coniugio  l 
dello  spazio  ambiente. 

Da  J  =  al  e  J*  =  1  segae  snbito,  poiché  a  è  reale  cioè  Ioti  r=  a,  che  bì 
ha  a*  =  1.  Perciò  a,  che  non  è  certo  identica  né  degenere,  ha  dne  soli  spazii 
fondamentali  :  siano  questi  8/ ,  oo' ,  ed  Sg^-j-j ,  oo'^*-*.  D'altra  parte  gli  spazii 

t  e  t  sono  omologhi  in  a,  e  poiché  sono  indipendenti  essi  non  possono  aver 
punti  a  comune  né  con  S{,  né  con  Sy  .  ;.  Deve  dunque  essere 


l+p^2p-l         ,         (2p-2-l)+i»^2i^-l 

dalle  quali  si  ha 

»^J>  — 1         ,        P  —  ^^I, 
cioè  ^ 

l=p-\. 

Dunque  :  i  due  spazii  fondamentali  di  oi  sono  della  stessa  dimensione 
9.  Ma  qui  conviene  meglio  precisare*  La  a  sia  data  dalle  formolo 

(1)"     px'r  =  «H  ^1  +  «,«  a?,  +  . . .  4-  a^  a?^  =2*'''  ^'  '        ^^^  1 , 2 ,  • . . ,  2p) 


con 


(2)  2^w  «>u  =  ^^jr  «>«  0—1  j  2  ,.••>  2p  ;  t=l ,  2  ,-,i>.) 


i 
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Per  la  iovelntorietà  si  ha 


(8) 


^'^^  ^   -^       [  0     per  8  =  r 


(« ,  r  =  1 ,  2  , . . . ,  2p) 


ed  ancbe,  tenendo  conto  che  le  (1)"  possono  assumere  la  forma  (1)'  (n.  4)  : 


(9) 


(0     per  A  =  « 


(fe, «  =  1,2,. ..,?.) 


Nelle  (8)  0  è  nn  numero  razionale  non  nullo  indipendente   dagli  indici   s 
ed  r.  Go8Ì  c^  non  dipende  da  A  ed  «• 
E  però  facile  vedere  che  si  ha 


(IO) 


0  =c. 


Basta  infatti  moltiplicare  ambo  i  membri  della  (2)  per  a^ ,  sommare  da 
j  =  1  a  j  =  2p  e  tener  presenti  le  (2),  le  (8)  e  le  (9)  per  ottenere 

Cfùf^,  =  c'(i)jt,     k=l ,  2  , . . . ,  p  ;  «=1 ,  2  , . .  • ,  2|; 

e  poiché,  per  un  k  qualsiasi,  le  (o^^  («  =  1 ,  2  , . . . ,  2p)  non  son  mai  tutte  nulle, 
si  ha  appunto  o  =  c'. 

Se  ora  nel  secondo  membro  della  (6)  si  moltiplicano  le  prime  p  orizzontali 
per  Xa  ,  . .  •  ,  X^  e  si  sommano  alla  (p  -{-  i)^  moltiplicata  per  p,  e  così  per 
i  z=  1 , 2  ,  •  •  • ,  p,  la  (6)  stessa  diventa,  per  la  (9)  e  la  (10)  : 


D(p)  = 


0 — p  •  •  •     0       X^^     •  •  •  X 


IP 


0     ...  0 — p   X^     .  .  .  Xpp 
9'^  .  .  .     0     0 — p*  ...     0 


0     .  .  .     0 


0     .  .  .  e  — p* 


= (-  ine  -  p*)', 


e  quindi 


|a„|  =  (-  oY. 


I>a  qu«8ta^  se  p  è  dispari,  poiché  allora  |a^«|  <;  0,  si  ricava  e  >>  0. 

Se  per  ftinzione  od  equazione  caratteristica  di  un'antiomografia  intendiamo 
quella  dell'omografia  che  moltiplicata  per  il  coniugio  dà  luogo  all'antimografla 
considerata,  si  possono  subito  enunciare  le  seguenti  proposizioni: 
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diremo  che  rappresenta  wn^antireciprocità  riemanniana  di  a>,  cioè  un'  antireci- 
procità  razionale  di  ^^p-i  '^  ^®  stesso  nella  quale  ciascun  punto  di  t(^èi'o- 
niugato  a  tutti  quelli  di  t  (t)  steisso.  Diremo  allora  anche  che  1' antirecipro- 
cità A  muta  Pimagine  t  (t)  di  o)  in  se  stessa  e  ciò  anche  quando  A  sia  de- 
genere, benché  in  tal  caso  la  espressione  adottata  non  sia  del  tntto  esatta. 

Il  deteimìnante  la,*]  si  dice  modulo  dell'antireciprocità  A.  E  se  [a^iizzO. 
la  A  è  degenere  ed  ammette  dei  punti  siììgolari  il  cui  luogo  è  \\  primo  oi^à 
A,  mentre  gli  iperpiani  omologhi  ai  punti  non  singolari  dello  spazio  Huibienii' 
si  intersecano  nel  secondo  asse  di  A,  che  ha  la  stessa  dimensione   del  prìDK\ 

Allora  vale  il  teorema  seguente  : 

Se  un^ antireciprocità  riemanniana  di  una  matrice  di  R  i  e  m  a  n  n  è  degenm. 
essa  è  di  specie  necessariamente  pari  e  ciascuno  dei  suoi  due  assi  è  un  S^^,  «• 
zionale  appoggiato  secondo  S^_^  imaginarii  coniugati  alle  due  imagini  coniif'tii 
della  matrice. 

Il  quale  è  analogo  ad  altro  dovuto  a  Scorza  (^)  e  si  dimostra  aVo 
stesso  modo. 

2.  (,-ome  dalla  nozione  di  reciprocitì>  riemanniana  si  deduce  quella  di  om»- 
gratìa  riemanniana,  così  da  quella  di  a  n  ti  reciprocità  si  deduce  la  nozione  di 
antiomograjìa  riemanniana.  Cioè  a  dire  : 

un'antireciprocirà  riemanniana  vsi  inter[)reti  come  operazione  che  fa  pas 
sare  dai  punti  agli  iper])iani  di  Sgp_,  e  si  moltiplichi  a  destra  per  l'inversa  di 
una  reciprocità  riemanniana  fì^sa  non  degenere  di  co  :  il  prodott4>  è  appuDto 
un^antiomograjia  riemanniana  di  w  ; 

que:sta  può  anche  ottenersi  dal  prodotto  di    un^  omografia    rìemanniaDa 

simultanea   di    o)   ed   co  per  il  coTiiugio  I   dello    spazio    rappresentativo    S,-j. 
come  anche  le  antireciproi-ità  liemanniane  di  o>  non  sono  altro  che  i  proiiotti 

delle  reciprocità  riemannìane  simultanee  di  o)  ed  co  per  il  coniugio  di  S^^-j. 

Ke  risulta  che  : 

a)  Iaì  antiomografic  riemanniane  della  matrice  co  sono  tutte  e  sole  le  a^- 
nomografie  razionali  di  ^^p-^  che  mutano  ciascuna  in  se  stessa  le  due  imagini  o»- 
niugate  di  o). 

Ovvero  anche  :  esse  sono  date  du  tutti  e  soli  i  prodotti  del  coniugio  delk 
spazio  rappresentativo  Sj^,  |>er  le  omografie  razionali  di  esso  che  mutano  «w 
tutoriamente  fra  loro  le  due  imagini  coniugate  di  co. 

Le  omografie  e  le  antiomogratie  riemanniane  di  una  matrice  di  B  i  e  m  a  iì3 
costituiscono  evidentemente  un  gruppo  che  si  riduce  a  quello  di  moltiplie^ìbi 
lità  nel  caso  che  la  matrice  non  t^ia  vincolata  alla  sua  coniugata.  Qualora  1^ 
matrice  sia  vincolata  alla  sua  coniugata,  questo  gruppo,  che  è  certamente  pin 
ampio  di  quello  di  moltiplicabilità,  sarà  detto  di  aniimoltiplicahilità. 


(^)  Mein,  cit.y  I,  u.   11. 
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Se  a>  è  addirittura  isomorfa  ad  o> ,  tatte  le  sue  antiomografie  (omografie) 
iemanniane  si  ottengono  dalle  omografie  (antiomografie)  moltiplicandole  a  de- 
tra  per  nna  antiomografie  riemanniane  fissa  non  degenere. 

Perciò  : 
b)  il  gruppo  di  antimoltiplicàbilità  di  una  matrice  di  Eiemann  iso' 
ìorfa  alla  sua  coniugata  contiene  come  sottogruppo  eccezionale  di  indice  due, 
ntllo  di  moltiplica^ilità  della  matrice  stessa  (^).  JS  perciò  è  sempre  infinito  di- 
continuo,  salvo  che  quesVultimo  gruppo  non  sia  identico:  nel  qual  caso  il  gruppo 
i  antimoltiplicaòilità  si  riduce  alla  identità  e  ad  un^antiomografia  riemanniana 
uolutoria. 

3.  Il  carattere  simultaneo  X  di  o>  ed  o) ,  diminuito  di  uno,  sarà  detto  anche 

ndice  di  antimoltiplicàbilità  di  o>  e  si   indicherà   con   h. 
È  evidente  che  : 

a)  se  una  matrice  riemanniana  (d  non  è  vincolata  alla  sua  coniugata  il  suo 
ndice  di  antimoltÌ2)licabilità  è  eguale  a  —  1  ;  «  viceversa.  Altrimenti  detto  indice 

Tenendo  presente  ohe  il  carattere  simultaneo  X  di  due  matrici  riemanniane 
somorfe,  diminuito  di  uno,  è  eguale  al  comune  indice  di  moltiplicabilità,  si 
la  che  : 

b)  se  nna  matrice  di  Biem  ann  è  isomorfa  alla  sua    coniugata,  il    suo 
ndice  di  antimoltiplicàbilità  è  eguale  a  quello  di  moltiplicabilità. 

Tenendo  poi  presente  che  se  due  matrici  pure  sono  vincolate  sono  anche 
somorfe,  si  ha  che  : 

e)  Vindice  di  antimoltiplicaòilità  di  una  matrice  di  Biemann  pura   o 
^  ~  1  0  é  eguale  a  quello  di  moltiplicabilità. 
Infine  (*) 
d)  Vindice  di  antimoltiplicàbilità  di  una  matrice  di  Biemann  è  sempre 

>  —  1,  mentre  è  anche  h^2p  ^l;h  ^p*  —  1  ;  ^ :^  2;>(p-— 1)— 1;  h  =  2p* — 1 
fecondo  che:  è  pura  ;  ovvero  impura  ma  priva  di  assi  ellittici  ;  ovvero  non  è  ad 
'ndici  massimi;  ovvero  è  ad  indici  massimi. 

4.  Le 

(1)  pa?'^  =  a^  3?^  -f  a^  ìTj  +  . . .  -f  a^,^  a?jp        (r  =  1 ,  2  , . . . ,  2p) 

»ieno  le  equazioni  di  un'  antiomografia  riemanniana  QI  non  del  tutto  indeter* 
ninata  della  matrice  o>.  Mutando  essa  ciascuna  in  sé  le  imagini  di  o),  esiste- 


(^)  Se  co  ed  co  sono  vincolate  senza  essere  isomorfe,  non  si  pnò  più  parlare  di  indiee  del 
rnppo  di  moltiplicabilità  in  quello  di  antimoltiplicàbilità,  almeno  nel  senso  ordinario. 

(')  Scorsa,  loe,  oit,,  1,  n.  64. 
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ranno  dei  numeri,  in  generale  complessi,  \j,  pei  quali  si  avrà 

(2)        \j^  iùir  +  Xj^  0),^  +  ...  +  X^p  a>p,  =  a^i  o)^^  +  a^  (ùj^  +  ...  +  a^^ 

0*  =zz  1 ,  2  , .  • .  ,jp  ;  r  =  1 ,  2  , . . . ,  2j>). 
Se  nelle  (1)  si  pone 


01 


y«p 


If-tP  it  •••>!> 


(a)  ^.  =]^<«>.v ^  +'^^ir  Xp+i  j  (r  zzz  1 ,  2  , . . . , 2p) 


e  si  tengono  presenti  le  (2)  ed  il  fatto  che,  poiché  il  determinante  avente  iier 

linee  quelle  di  a>  e  di  o)  è  diverso  da  zero,  le  (a)  ora  scritte  si  interpretano 
come  una  trasformazione  di  coordinate,  hanno  luogo  le  seguenti  relazionif  ebe 
costituiscono  le  equazioni  della  stessa  Ql  nel  nuovo  sistema  di  coordinate: 

pX ,  =  Xi,  X^  -f~  •  •  •  ~h  ^»  Xj 

(1)' 

P-^  H-«^^  ^1»  ^p+i  4"  •  •  •  "I"  ^p«  ^f 

(«==l,2,...,p.) 

Prese  dunque  in  t,  t  come  piramidi  di  riferimento  quelle  aventi  per  ver 

tici  i  punti  le  cui  coordinate  in  S^p-i  ^^^^  ^^^  dalle  linee  di  «o  ed  ca ,  le  for 
mole  : 

e 

(3)'  'xy's^KVi  +>^y2  +  ---  +  ^f»yp        («  =  i,2,...,f 

definiscono  rispettivamente  le  due  antiproiettività  che  la  QI  subordina  in  t  ed 

in   T. 

Indichiamo  con  gì  l'antisostituzione  ottenuta  dalle  (1)  sopprimendo  in  (1 
il  fattore  p  e  supponendo  che  i  numeri  a>,  siano,  come  può  sempre  ritenersi. 
numeri  interi.  La  gì  si  dice  nn^ antisostituzione  riemanniana  di  co,  corrispondente 
all'antiomografia  QI. 

Le  formolo  della  gì  sono  dunque  le 

(4)  x'r  =  ariX^  +  artX^  +  ...  +  a^Xt,  (r  =  1 , 2  , . , .  ,2]^ 


)(  n  )( 

mentre  quelle  di  g^  sostitazione  rieraannìana  simultanea  di  o)  ed  (d  ,    sono    le 
stesse  senza  le  sopralineature  ai  primi  membri. 

Ad  ogni  antiomografla  riemanniana  di  una  matrice  di  B  i  e  m  a  n  n  corri- 
spondono infinite  anti sostituzioni  riemannìane  della  matrice  st'CSsa. 


5.  Dall'eguaglianza  dei  due  prodotti  di  determinanti 
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^he  si  riconosce  mediante  le  (2),  risulta  l'identità: 


S)    D(p)= 


«11— P     «« 


•  .  .  a 


a. 


SI 


a, 


2S 


a 


2P1 
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£P2 


ISP 


-p  .  .  .  a, 
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che,  per  p  =  0,  dà 


(7) 


l)(0)=|a„|  =  (-l)'|X„|.|X„|  0 


(*)  Questa  identità  e  la  (6)  sono  analoghe  a  qaelle  che  si  hanno  nel  caso  delle  omo^6a 
rìemanniane.  II  procedimento  dimostrativo  della  (6),  per  il  caso  delle  omografie  riemanniaae, 
si  trova  già  nella  nota  a  piò  di  pag«  5  del  lavoro  di  Rosati:  Sulle  vaUfuie  delle  carmpou- 
dense  algebriche  fra  %  punti  di  una  curva  algébrioa  (Atti  di  Torino,  voi.  LUI  (1917))  pel  ou 
ohe  trattisi  di  una  tabella  di  periodi  normali  per  una  curva  algebrica,  e  si  trova  socbe, 
in  forma  alquanto  più  generale,  in  una  Nota  di  Hamburger  apparsa  nel  voi.  76  del  Gior- 
nale di  Creile  dell'anno  1873  {Bemerlcung  uher  die  Form  der  Integrale  der  Linearen  DiferenM- 
gìeichungen  mit  tferUnderlichen  Coefficienten), 

A  questo  proposito,  credo  opportuno  aggiungere  che,  nello  inverno  1916-1917,  dimoetni 
una  proposizione  che  sta  in  fondo  alle  considerazioni  fatte  dal  Rosati  sul  lavoro  citato,  e 
che  è  la  seguente: 

Le  funzioni  caratteristiche  delle  omografie  razionali  assodate  od  una  corrispondenza  olfeMcc 
ed  alla  sua  inversa,  su  di  una  curva  algebrica,  hanno  gli  stessi  divisori  elementari. 

La  dimostrazione  è  assai  semplice.  Infatti,  queste  funzioni  caratteristiche  sono  (adottando 
le  notazioni  H  u  r  w  i  t  z  seguite  dal  Rosati); 
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Due  minori  corrispondenti  qualsiansi  di  questi  due  determinanti  sono  dei  tipi 
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11  primo  di  questi  minori  si  riduce  al  secondo  con  le  seguenti    4    operazioni    sncces8Ì-^« 


K  T3  X 

e  quindi  : 

il  modulo  di  un^antiomografia  od  antisostituzione  riemanniana  di  una  ma- 
trice di  Riemann,  se  non  è  nullo,  è  positivo  o  negativo  secondo  che  il  genere 
della  matrice  è  pari  o  dispari, 

È  utile  anche  tener  presente  che  : 
1  .^  1/ aspetto  del  determinante  caratteristico  D(p)  indicato  al  2^  membro  della  (6) 
dipende  dal  fatto  geometrico  che  «n'  omografia  riemanniana  simultanea  di   a>   ed 

^  ha  in  X  e  t  una  coppia  involutoria  di  Sp.^  omologhi. 

2,^  Poiché  il  2°  membro  della  (6)  non  muta  se  si  cambiano  i  segni  delle 
prime  p  righe  e  quelli  delle  ultime  p  colonne,  cioè  se  si  cambia  p  in  —  p,  si 
ha  D(p)  =  D( —  p)  e  quindi  nella  equazione  .D(p)  =  0  compariscono  soltanto  le 
potenze  pari  di  p, 

6.  Considerando,  se  esistono,  le  sole  antisostituzioni  riemanniane  nnimo- 
(Inlari,  ossia  di  modulo  ( — If  di  una  matrice  di  Riemann,è  chiaro  che 
esse  costituiscono  un  gruppo  insieme  alle  sostituzioni  riemanniane  modulari  (cioè 
di  modulo  1),  sempre  esistenti,  della  matrice  stessa  :  anzi  quest'ultime  formano 
ancora  un  sotto-gruppo,  che  è  contenuto  in  quello  coU'indice  2. 

Questo  gruppo  totale  sarà  detto  di  antimoltiplicabilità  unimodulare  per  la 
matrice  co  e  quello  delle  sole  sostituzioni  riemanniana  modulari  si  dirà  tli  molti- 
plieabilità  modulare. 

7.  Parrai  utile  di  chiudere  questo  paragrafo  col  rilevare  le  seguenti  pro- 
l>osizìoni  che  sono,  in  parte^  conseguenza  immediata  di  una  di  Scorza  (^)  e 
che  ci  occorreranno  più  in  là. 

a)  Se  una  matrice  di  Riemann  (uè  composta  di  più  matrici  coincidenti 
con  una  stessa  a>^ ,  affinchè  o)  sia  vincolata  alla  sua  coniugata  occorre  e  basta  ohe 

lo  sia  iù^.  jE  se  (ù^  è  addirittura  isomorfa  ad  o>^  anche  o)  è  isomorfa  ad  o). 
Ne  segue,  per  un  noto  teorema  (^),  che 

b)  una  matrice  impura  priva  di  assi  isolati  è  vincolata  alla  sua  coniugata 
9oltanto  a  patto  che  una  qualsiasi  f^le  matrici  pure  con  le  quali,  a  meno  di 
isomorfismi,  può  sempre  supporsi  composta  {e  quindi  tutte)  sia  vincolata  alla 
propria  coniugata. 


1°  cambiamento  di  se^j^no  alle  ultime  b  colonne  ed  alle  ultime  s^  linee;  2®  scambio  delle  righe 
con  le  colonne;  3<^  scambio  delle  ultime  0'  colonne  colle  prime  r;  4^  scambio  delle  ultime  9 
linee  colle  prime  r.  £  ciò  basta  per  In  dimostrazione  del  nostro  teorema  dal  quale,  e  da  quello 
avanti  citato,  possono  farsi  scaturire  le  considerazioni  di  Rosati  della  Nota  mentovata. 

(*)  Loco  di,,  l,  n.  29. 

i*)  Scorza,  loc,  ciU,  I,  n.  46. 
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E  poi  anche 

e)  affinchè  una  matrice  ad  indici  massimi  Ha  vincolata  àUa  propria  co- 
niugata occorre  e  basta  pke  la  matrice  eUittica  con  la  quale  la  data,  a  Meno  ài 
isomorfismi,  può  supporsi  composta  sia  vincolata  alla  propria  coniugata. 

E  ricordando  che  due  matrici  pnre^  se  sono  vineekite,  mìio  iMidirittura 
isomorfe,  le  due  precedenti  propoBizioni  si  completano  con  •qaeste  altre  : 

d)  una  matrice  impura  priva  di  assi  isolati  se  è  vineeiata  ^la-^uacsm- 
gata  è  anche  ttd  essa  isomorfa, 

e)  una  matrice  ad  indici  massimi  se  è  vincolata  aUa  sua  coniugata  è  ad- 
dirittura ad  essa  isomorfa, 

§  2.  —  Le  antinTOlnzioni  riemanniane  e  le  matriei  di  Biemann  reali. 

8.  Dicesi  antin^olusfione  riemanniana  di  ana  matrice  m  di  Riemanii 
ogni  sna  antiomografìa  riemanniana  (se  esiste)  che  è  inFolotoria. 

Sia  o>  una  matrice  <li  Biemann  e  J  un'antfnyolozioDe  da  essa  ammeisa. 

La  J  è  il  prodotto  di  un'omografia  simultanea  a  di  a>  ed  o)  per  il  coniugio  1 
dello  spazio  ambiente. 

Da  J  =  al  e  J*  =  1  segue  subito,  poiché  a  è  reftle  cioè  lai  =  a,  che  si 
ha  a*  =  l.  Perciò  a,  che  non  è  certo  identica  né  degenere,  ha  due  soli  spazi! 
fondamentali  :  siano  questi  S^ ,  oo' ,  ed  Sg^-^-, ,  oo^^*-'.  D'altra  parte  gli  sparii 

t  e  t  sono  omologhi  in  oc,  e  poiché  sono  indipendenti  essi  non  possono  aver 
punti  a  comune  né  con  S^,  né  con  8^^,,'     ^  Deve  dunque  essere 


dalle  quali  si  ha 

l^p  —  l        ,        P  —  I^h 
cioè  ^ 

l=:p  —  l. 

Dunque  :  i  due  spazii  fondamentali  di  a  sono  della  stessa  dimensione  p—l 
9.  Ma  qui  conviene  meglio  precisare.  La  a  sia  data  dalle  formolo 

(1)"     px'r  =  ariX^  +  a^x^  +  ...  +  a^x„  =^^ri  ìPi  ,        {r^  1,2,. .  .,3?) 


con 


(2)  ^hi  tì>y  =  2«ir  «>„  0—1 7  2  ,..,  2p  ;  *=1 , 2  ,...,f) 
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Per  la  involatorietà  si  ha 


(S) 


VI  0    per  «ir 
^à  \c     per  %:=.r 


(« ,  r  =  1 ,  2  , . . . ,  2jp) 


ed  anche,  tenendo  conto  che  le  (1)''  possono  assumere  la  forma  (1)'  (n.  4)  : 


(9) 


2 


Y    _  (  ^     per  A  4=  « 
^i^^^-U    per*  =  « 


(fc  ,  «  zr=  1 ,  2  , .  .  . ,  Jl.) 


Nelle  (8)  o  è  un  numero  razionale  wm  nullo  indipendente  dagli  indici  s 
ed  f.  Gosì  ó*  non  dipende  da  A  ed  «. 
£  però  facile  vedere  che  si  ha 


(IO) 


0  =c. 


Basta  infatti  moltiplicare  ambo  i  membri  della  (2)  per  a^ ,  sommare  da 
j  =  1  BL  j  =  2p  e  tener  presenti  le  (2)^  le  (8)  e  le  (9)  per  ottenere 

0(0;^  =  c'fùf^,    k=l ,  2  , . . . ,  p  ;  «=1  j2  y . . .  y2p 

e  poiché,  per  un  k  qualsiasi,  le  iùf^^{8=^l  y2  y . . .  j2p)  non  son  mai  tutte  nulle, 
si  ha  appunto  e  =  o^ 

Se  ora  nel  secondo  membro  della  (6)  si  moltiplicano  le  prime  p  orizzontali 
per  Xn  ,  .  •  •  ,  X^  e  si  sommano  alla  (p  -f-  ^)*^  moltiplicata  i>er  p,  e  così  per 
t  =  1 ,  2  ,  •  •  • ,  p,  la  (6)  stessa  diventa,  per  la  (9)  e  la  (10)  : 


D(p)^ 


e  quindi 


0 — p  •  •  •     0       Xji     .  •  .  X 
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IP 


"         •     •     •     ""^^p      ^91         •     •     •     ^Dp 

•""...     0     0 — p*  ...     0 


0     ...  e  — p* 


= (-  ine  -  p»)^ 


aJ  =  (—  eY. 


Da  questa^  se  p  è  dispari,  poiché  allora  \a„\  <^  0,  si  ricava  o  >»  0. 

Se  per  funzione  od  equazione  caratteristica  di  un'antiomografìa  intendiamo 
quella  delPomo^^rafla  che  moltiplicata  per  il  coniugio  dà  luogo  all'antimografla 
considerata,  si  possono  subito  enunciare  le  seguenti  proposizioni: 
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a)  La  funzione  caratteristica  D(p)  di  un^antinvoluzione  riemanniana  di  una 

matrice  di  Riemann  di  genere  p  hap  radici  eguali  a  -\-  fc  e  p  eguali  a  —  f e, 
dove  —  e  è  un  numero  razioiiale  radice  p"^  del  modulo  D(0)  delV  antinvoluzione 
medesima, 

b)  Le  radioi  delVequazlone  caratteristica  di  un' antinvoluzione  riemanniana 
di  una  ìnatrice  di  Riemann  di  genere  dispari  sono  due  numeri  reali  ed  hanno 
egual  molteplicità. 

Osserviamo  anche  che  : 

e)  I  divisori  elementari  delle  due  radici  délV  equazione  caratteristica  pre 
detta,  quelle  che  sia  p,  sono  tutti  lineari. 

10.  Affinchè  Pantinvoluzione  J  sia  a  catena  fondamentale,  cioè  proiettiva- 
mente identica  al  coniugio,  occorre  avere,  per  un  opportuno  punto  x^x^x^.,jr^)  : 


px^  =  ari3D^-\-a^x^-{-  ., .  -^-a^pX^  r  =  1 ,  2  ,  . . .  ,2|» , 


da  cui,  per  le  (1)" 


P p^r  =2«r.  (^u^i  r  IZZ  1 ,  2  , . . . ,  2i> 

si 


e  quindi,  per  le  (8) 


ppXr^=  cx^  r  =  1 ,  2  , . . . ,  2p 


onde  e  >  0. 

Ma  questa  condizione  è  anche  sufficiente. 

Infatti,  il  numero  e  dato  dalla  (8)  sia  positivo  :  esso  potrà  allora   sempre 
Bupporsi  eguale  al  modulo  del  numero  p  che  compare  nelle  relazioni 

(11)  P^\=^(^rj^j  r  =  l,2,...,2p 

le  quali  ci  danno  le  coordinate  x\  ,  x-'^  ,  .  .  .  ,  x\p  del  punto  P'  che  corrisponde 
in  J  ad  un  certo  })unto    P    di    coordinate    .'Pì  ,  ìp,,  >  •  •  •  ?  ^zp   (*)•    Moltiplicando 


(^)  Se  p  è  qualuuqne,  sia  e  =  kpp.    Prendasi  allora  9a  =  X;  e  pongasi  p'=p9  :  si   avrà 

pa/^  =  pV'^  a?",,=^  — ^ 

a 

e  le  x^\  t  '  '  •  y  ^\p  sarebbero  coordinate  dello  stesso  punto  P'.  Intanto  risulta  appunt'O 

c  =  py. 
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ambo  i  membri  delle  (11)  per  a^r  6    sommando    da    r  =  1    ad    r=:2p    si    ha, 

per  le  (8) 


p  2*.r  a?V  =2(2*'''  ^'•^  P  ~  ^^'  ' 


e  qui  udì,  poiché  o  =  p  p,  si  ha 


pa? 


•  =^^a,r  ^'r 


08SÌH,  scambiando  r  con  «,  scrivendo  j  al  posto  di  «  e  prendendo  i  valori  co- 
niugati di  ambo  i  membri 


(11)'  P^r=2 


a^j  X  j. 


Sommando  queste  con  le  (11)  si  ottengono  le 


p(x\  +  X,)  =^arj(xj  +x'j)  (r  =  1 ,  2  , . .  . ,  2p) 


le  quali  ci  mostrano  che  il  punto  di  coordinate 


X^  -f-  X  ^    j    ^2  +  ^  2    ?     •    •    •    j    ^2P  "T  ^ 


22) 


è  unito  per  J,  quindi  che  J  è  a  catena  fondamentale. 

Poiché,  se  e  è  positivo,  il  numero  precedente  ci  assicura  che  le  due  ra- 
dici di  D(p),  ossia  i  due  spazii  fondamentali  di  a  (con  J  =  al)  sono  reali,  si  è 
ottenuto  il  teorema  : 

a)  affinchè  un^antiìivoluzione  riemanniana  J  =  olI  di  una  matrice  rieman- 
niana  co  sia  a  catena  fondamentale  occorre  e  basta  che  l^  omografia  riemanniana 

involutoria  a,  simultanea  per  ìù  ed  tu ,  abbia  i  suoi  due  spazii  fondamentali  reali. 
Segue  (proposizione  b)  del  n.  prec.)^  che 

b)  le  antinvoluzioni  riemanniane  delle  matrici  di    Riem  ann    di   genere 
dispari  sono  tutte  a  catena  fondamentale, 

11.  La  matrice  (o  ammetta  un'antisostituzione  riemanniana  involutoria:  se 
questa  si  rappresenta  con  le  formole 

x'r  =  ^a,,x,  (r  =  1 ,  2  , . . . ,  2p) 
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per  la  involutorietà  occorrerà  che 


2 


0  per  r  =kl 

1  per  r  =  l 


E  allora,  dalla  (8)  del  n.  9  e  dal  n.  prec.  segae  che  : 

a)  Vantinvolvzione  riemanniana  corrispondente  ad  un^antisoHitnzione  rieman- 
niana  involutoria  (e  quindi  unimodulare)  è  necessariamente  a  ca^fena  fondamentale 
e  può  sempre  supporsi  avere  una  funzione  caratteristica  possedente  p  radici  egwli 
a  -\-  1  e  p  radici  eguali  a  —  1. 

Una  matrice  dì  B  i  e  m  a  n  n  che  ammette  un'antìsostìtuzione  riemanniana 
involutoria  (e  quindi  unimodulare)  sarà  detta  reale. 
Avvertasi  che,  come  è  chiaro  : 

b)  la  nozione  di  realità  delle  matrici  di  Rie  mann  è  invariante  di 
fronte  alla  relazione  di  equivalenza. 

Poiché,  se  una  sostituzione  od  antisostituzione  corrispondente  ad  un'omo- 
grafia o  antiomografìa  periodica  è  modulare  od  unimodulare,  detta  sostitazione 
od  antisoBtituzione  è  anch'essa  periodica  (con  i)eriodo  doppio  od  eguale);  poicbè, 
com'  è  chiaro  dai  due  n.  prec,  se  un'antinvoluzione  riemanniana  è  a  catena 
fondamentale,  una  sua  antisostituzione  riemanniana,  se  unimodulare,  è  certa- 
mente involutoria,  si  ha  che  : 

e)  se  una  matrice  riemanniana  ammette  un^antinvoluziotte  riemanniana  a 
catena  fondamentale  cui  corrisponde  un^ antisostituzione  riemanniana  unimodulare 
essa  matrice  è  reale. 

E  perciò,  tenendo  presente  anche  la  b)  del  n.  prec.  e  la  b)  del  n.  2: 

d)  una  matrice  di  Riemann  di  genere  dispari  ad  indice  di  moUiplicc- 
bilità  nullo,  ma  equivalente  alla  sua  coniugata,  è  necessariamente  reale. 

§  3.  —  Le  antiomografle  rìemanDiane  prineipali. 

12.  Sia  Q  un  sistema  nullo  riemanniano  principale,  cioè  tale  che  il  complesso 
lineare  ad  esso  relativo  non  contiene  alcuna  delle  rette  reali   appoggiate  alle 

imagini  t  e  t  della  matrice  (o,  e  sia  S  =  al  un'antiomografia  riemanniana  non 
degenere  di  o). 

Può    avvenire    che    si   abbia    S"*fl  S  =  fl,    ossia,    poiché   a-*Qa    è  reale, 

ctr^Qd  =  fi,  cioè  che  la  a,  omografia  riemanniana  simultanea  di  co  ed  «> ,  tra- 
sformi, come  la  S,  in  sé  Q,  Allora  si  dirà  che  S  è  principale. 

Dunque  :  un* antiomografìa  riemanniana  principale  di  od  è  un^antiomografA 
riemanniana  non  degenere  di  co  che  trasforma  in  sé  un  sistema  nullo  riemanniano 
principale  di  co  stessa,  ovvero  anche  il  prodotto  per  il  coniugio  di  un'omofifrafiii 

riemanniana  simultanea  non   degenere  di  (o  ,  co  che  trasforma  in  sé  un  sistema 
nullo  riemanniano  principale  di  co  (io). 
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Vù^antisostituziane  rietnanniana  di  una  matrice  a>  si  dirà  principale  se  cor- 
risponde ad  an'antiomografla  riemanniana  principale. 

Ogni  sistema  nallo  riemanniano  principale  di  a>  è  trasformato  in  un  sistema 
nnllo  riemanniano  di  a>,  anch'esso  principale,  da  ogni  antiomografia  riemanniana 
non  degenere  di  co. 


13.  Sia 


S  =  al  =  I  pa?'^  =  ^a^j  Xj  |     (r— 1 ,  2  , . . . ,  2|? ,  j=l  ,  2  , . . . ,  2j>) 


an'antiomografia  riemanniana  principale  di  co  ed 


a  =^c,,x',y\  =  0  (r  ,  «  =  1 ,  2  , . . .  ,  2^) 


rs 


l'equazione  del  sistema  nullo  riemanniano  principale  che  la  S,  e  quindi  anche 
ia  S~^,  mutano  in  sé. 
Si  avrà  dunque 

(12)    •  <^Ctu=^^Or.(iH(^Mu  (e,«  =  l,2,...,2i>) 


r* 


ove  (3  è  un  numero  razionale  conveniente  e  non  nullo. 
Dalle  relazioni  ora  scritte  si  ha  intanto 


o«*kJ  =  bJ«.|c 


tu\  V^rt\       r^r» 


e,  poiché  |o^|  4=  ^j 


(13)  <f^  =  \a 


^P  -  \n.\\ 


Poniamo 


rs  rs 


e  consideriamo  la  forma  bilineare 


H  =2Si'l^>''  (j ,  i  =  1 ,  2  , . . .  ,i?) 


>» 


la  qaale,  ove  si  ponga  v',  =  (l'i  ,  e  poiché  Q  è  principale,  diventa  ana    forma 
Hermitiana  definita. 

La  S  dia  luogo  alle  relazioni 


allora  è  facile  vedere  che  eseguendo  sulla  H  le  due  sostituzioni 


if'tp  \f"*fp 


(14)  ^'^=2>^^^       ;       ^\=:^KiK   C;.i  =  i,2,...,j») 


la  forma  lineare  trasformata  K  soddisfa  alla  identità 

(16Ì  K  =  —  oH. 

Ne  risulta,  poiché  K  ed  E  debbono  essere  entrambe   definite   positive  o 
definite  negative,  che 

o<0 
e  poiché  |a^,|  è  del  segno  di  ( —  1)*,  la  (13)  ci  dà 


O"  =  l^r.  . 


Consideriamo  ora  quest'altra  forma  bilineare 


if'ìP  if'ìP 


S*=^Bj,  iL^j  v',+2h,.  V^'f^j  v'pf^     (i  ,  i  =  1 ,  2 , . . .  ,1^^ 


ji 


la  quale,  per  v'.  =  \l\  diventa  una  forma  Hermitiana  definita  (positiva  o  ne- 
gativa, come  H). 

Poniamo  in  essa 


if'tp  ii«»'»p 


V-'j  =2^^  ^'^'  ^'^^  =2^0  V-'  i  =  1 , 2 , . .  .  .p 


(16) 

1» •••»!>  Il •••»!> 


V; 


=  ^Kl  Vp+u  V'yft  =  ^Kl  V»  1  =  1,2,...,/ 


u 
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e  diciamo  K*  la  forma  bilineare  trasformata.  Si  otterrà,    come    è    facile    con- 
statare 

K*  =  —  oH*. 

Se  ne  deduce  che  le  sostitazioui 


(17) 


M  U 


mutano  la  K*  esattamente  in  sé  stessa  e  perciò  le  radici  delle  eqaaeioni  ca- 
ratteristiche di  queste  due  sostituzioni  sono  a  divisori  elementari  lineari  e 
RODO  di  modulo  uno. 

Si  può  dunque  enunciare  che  : 

U equazione  caratteristica  di  un^antiomografia  riemannianaprincipale  è  a  divisori 
elementari  tutti  lineari  e  le  sue  radici  hanno  tutte  per  modulo  ^ — o  ^  dove  a  è  un 
numero  raaionale  negativo  la  cui  potenza  p"^  è  eguale  al  modulo  delV  antiomo- 
grafia. 

14.  La  forma  riemanniana  alternata  Q  sia  intera  e  primitiva,  cioè  a  coef- 
ficienti interi  e  primi  fra  loro.  Allora  le  (12)  ci  assicurano  che  o  è  intiero, 
cosicché,  se   S  è  di  modulo  ( —  1)**,  si  avrà  o  =  —  1. 

Ne  segue  che  le  radici  dell'  equazione  caratteristica  di  S  sono  tutte  di 
Dìodnlo  uno,  e  poiché  questa  equazione  caratteristica  è  a  coefficienti  intieri  e 
col  primo  coefficiente  eguale  all'unità,  un  teorema  di  K  r  o  n  e  e  k  e  r  (^)  già 
utilizzato  in  un  caso  analogo  da  Scorza  (^)  ci  assicura  che  queste  radici 
sono  tutte  radici  dell'unità  e  quindi  che  S  ed  a  sono  periodiche. 

Se  il  periodo  di  a  é  n,  poiché  a  é  permutabile  col  coniugio  I,  si  ha  S^r^a**!** 
il  che  prova  che  il  periodo  di  S  è  ancora  n,  oppure  è  2n,  secondo  che,  n  è  pari 
0  è  dispari. 

Possiamo  dunque  enunciare  : 

a)  ogni  antisostituzione  riemannianaprincipale  di  una  matrice  diRiemann 
ài  genere  p,  che  sia  di  modulo  ( —  1)*,  i  periodica. 

Viceversa  f  )  : 

b)  ogni  antisostituzione  riemanniana  periodica  di  una  matrice  di  Riemann 
di  genere  p  è  di  modulo  ( —  If  ed  è  principale. 


O  Joarn.  von  Creile,  Bd.  LUI  (1857)  pp.  173-175. 

(•)  Zoo.  cit.,  I,  n.  25. 

(^;  Cfr.  Scorza,  loc,  cit.,  l,  n.  25. 
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Infine  notiamo  ancora,  benché  evidente,  che  : 

e)  le  antisostituzioni  ri^manniane  periodiche  di  una  matrice  oi  sano  tutte 
e  sole  i  prodotti  per  il  coniugio  delle  s  sostituzioni  riemanniane  simultanee  perio- 

diche  di  a>  ed  (0. 

Il  che  è  anche  conseguenza  immediata  della  realità  (permutabilità  col  co- 

ningio)    delle    sostitazioni    riemanniane  simultanee  di  <o  ed   «a. 

§  4.  —  Alcnne  osservazioni  sulle  antisostituzioni  riemanniane  periodiche. 

15.  Sia  Q  nn'antisostitnzione  riemanniana  periodica,  e  quindi  nnimodulare, 
di  0)  e  2r  il  suo  periodo.  La  fi*"  è  anch'essa  nnimodulare  ed  è  involntorìa.  Inoltre, 
se  r  è  pari,  Q**  è  una  sostituzione  riemanniana  modulare  di  cui  le  radici  del- 
Pequazione  caratteristica,  che  sono  parte  eguali  a  4~  ^  ^  ^^  rimanenti  eguali  a 
—  1,  sono  di  molteplicità  pari  (^).  Allora  vi  sono  21  radici  deli'  equazione 
caratteristica  di  Q  che  sono  radici  r"**  di  -j-l,  mentre  le  rimanenti  2<|)  — I) 
sono  radici  r*"'  di  —  1. 

Se  invece  r  è  dispari,  QT  è  un'antisostituzione  riemanniana  a  periodo  due. 
perciò  corrisponde  ad  un'antinvoluzione  riemanniana  a  catena  fondamentale. 
Allora  le  radici  dell'equazione  caratteristica  di  IQ'*  sono  -f- 1  e  —  1  ed  entrambe 
di  molteplicità  p  (n.  11  a)  :  ne  segue  che  fra  le  radici  dell'equazione  caratteri- 
stica di  IQ  ve  ne  sono  p  radici  r*^  di  -|-  1  ed  altrettante  radici  r^  di  —  1. 
Perciò  può  enunciarsi  che  : 

9)  se  Q  è  un'  antisostituaione  riemanniana  unimodulare  di  periodo  2r,  la 
equazione  oaratteì'istica  di  Ifl,  per  r  pari,  ha  per  radici  *2l<C2p  radici  r^  di  -j-l 
^  2(p—l)  radici  r'^  di  ~  1, 

se  invece  r  è  dispari  vi  sono  p  radici  r^  di  -f- 1  ed  altrettante  radici  f** 
di  —  ly  e  la  matrice  è  reale. 

Dall'ultima  parte  di  questa  proposizione  segue  che  : 

b)  f  periodi  delle  eventuali  antisostituzioni  riemanniane  unimodulari  perio- 
diche di  una  matrice  di  Biemann  che  non  sia  reale  sono  tutti  numeri  divisi- 
bili per  4. 

Se  Q,  invece  di  un'antisostituzione  indica  un'antiomografia  riemanniana  di 
perìodo  2r,  osservando  che  Q  corrisponde  a  2  antisostituzioni  fra  loro  opposte 
i  cui  prodotti  pel  coniugio  hanno  le  equazioni  caratteristiche  a  radici  eguali 
ed  opposte  e  tenendo  presente  che  le  radici  dell'equazione  caratteristica  del 
fattore  a  di  un'antinvoluzione  riemanniana  la,  a  meno  di  un  fattore  costante, 
sono  +  1  o  + 1  secondo  che  l'antiuvolnzione  è  a  catena  fondamentale  oppur 
no  (u.  9  a)  e  n.  10)  la  proposizione  a)  si  muta  in  quest'altra  : 

e)  se  un^antiomografia  riemanniana  {i  è  di  periodo  2r,  la  equazione  carat- 


(*)  Scorza,  loo.  di,,  l,  dd.  23  e  24. 
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teristica  di  12,  per  r  pari,  ha  per  radici  2l<^2p  radici  r^  di  -}-!  e  2(p — l) 
radici  r^  di  —  1,  8e  invece  r  è  dispari  vi  sono  p  radici  r"^  di  -j-l  o  di  -\-i 
e  p  radici  r^  di  —  1  o  di  —  i,  secondo  che  la  potenza  r"^  di  quelVantimografia 
è  un^antinvoluzione  a  catena  fondamentale  oppur  no. 

16.  Sìa  fi  =  IO  un'  aotisostituzione  riemanniana  di  una  matrice  di  R  i  e  - 
m  a  n  n  di  genere  p  e  notiamo  che  (n.  5,  osa.  2*)  poiché  l'equazione  caratte- 
ristica D(p)  =  0  di  8  manca  del  termine  di  grado  2p  —  1,  le  sue  radici  hanno 
per  somma  zero. 

Perciò,  se  fi,  quindi  0,  è  periodica,  cioè  se  le  radici  della  equazione  ca- 
ratteristica di  6  sono  tutte  radici  dell'unità,  tutte  le  radici  di  questa  equazione 
si  possono  ordinare,  per  un  teorema  di  Kronecker  ('),  in  un  certo  nu- 
mero V  di  sistemi,  come  segue 


h  h\  ^sV h\^^     ^ 


(18) 


ove  i  numeri  k^  j  \  ,  ,  ,  ,  ^  Jcy  sono  tutti  numeri  primi,  s^  ,  e, ,  .  .  .  ,  Sy  sono  ra- 
dici n^  dell'unità  (dove  n  è  il  periodo  di  6)  ed  ^l^  ?>],,...»  "^Jv  sono  radici 
primitive  rispettivamente  h^  ,  fc^*"* ,  .  .  .  ,  ftY****  dell'unità. 

I  V  sistemi  (18)  non  sono  necessariamente  distinti. 

Dicasi  allora  Si  V  esponente  cui  appartiene  Sj  :  quello  cui  appartengono 
tutte  le  altre  radici  dell'f'**^  sistema,  se  non  è  Si  stesso,  sarà  Ici  Si ,  secondo  che 
Si  è  divisìbile  oppur  no  per  (quindi  è  primo  con)  ki. 

Perciò,  se  i  numeri  r^  ^  r^  y  ,  .  ,  ^  r^  sono  tutti  e  soli  gli  esponenti  distinti 
coi  appartengono  le  radici  dell'unità  che  costituiscono  le  radici  di  D(p)  =  0, 
si  ha  (i  ^  2v  e  che  se  qualcuno  dei  numeri  r,  non  è  divisibile  per  l'esponente 
h,  di  egual  indice,  vi  sarà  un  r^,  con  j=t=«,  prodotto  di  quell'r,  per  Jc,:  inol- 
tre, considerato  un  qualsiasi  ^,  esisterà  almeno  un  r  che  sia  per  esso  divi- 
sibile. 

Ne  segue  che  i  numeri  primi  \,lc^y  .  .  .  ^  Jcy  sono  tutti  divisori  del  pe- 
riodo n  di  6  il  quale  ò  il  minimo  multiplo  comune  dei  numeri   r^ ,  r, , . . . ,  r^^. 

Cosicché  la  matrice  riemanniana  considerata  possiederà  delle  omografie  od 
antiomografle  rìemanniane  potenze  di  fi,  che  hanno  per  periodo   uno   qualsiasi 


(<)  Jonm.  do  Math.  purea  et  appiiqaéea,  t.  19,  s.  1^  (1854)  p.  178. 
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dei  nameri  Jc  ed  uno  qualsiasi  dei  numeri  r.  Anzi,  poicbè  il   periodo  di  Q  è 

pari,  quelle  di  perìodo  un  numero  k  Bono  necessariamente  omografie,  salvo  il 

n 
caso  che  sia  %;  =  2,  con  —  dispari  :  uientre  quelle   di    periodo    un    numero  r 

sono  omografie  od  antiomografie  secondo  che  il  quoziente  del  periodo  di  fi  per 
quellV  è  pari  o  dispari. 

Yale  dunque  anche  pei  numeri  k  la  proprietà  indicata  da  Scorza  io 
fine  del  n.  25  della  Memoria  più  volte  citata,  cioè  i  numeri  k  —  1  sono  tutti 
divisori  di  numeri  pari  non  superiori  a  2p, 

Quindi  : 

Le  radici  deWequazione  carattevistica  del  fattore  6  di  un'  antiomografia  rie- 
manniana  Q  =  IO  a  periodo  finito  n  di  una  matrice  di  Riemann  di  genere p, 
8i  distribuiscono  in  v  sistemi  del  tipo  e  ,  sy)  ,  eir)^ ,  .  .  .  ,  st]*~^  ,  con  6  ra4ice  n" 
delV  unità  ed  y)  radice  k"^  primitiva  delV  unità,  con  le  numero  primo  divisore  ù 
n  e  k  —  1  divisore  di  un  numero  pari  non  superiore  a  2p. 

Inoltre,  la  somma  delle  radici  di  ciascun  sistema  ènullae,  dettir^r^,..,,r^ 
gli  esponenti  distinti  cui  appartengono  le  radici  medesime,  scegliendo  comiMque 
uno  dei  numeri  k  esiste  almeno  ù,n  r  divisibile  per  esso. 

Infine  è  [i.  ^  2v. 

17.  Per  determinare  dunque  gli  eventuali  valori,  iu  numero  finito^  che  per 
ogni  assegnato  valore  di  p  possono  essere  eventualmente  assunti  dal  periodo  di 
un'antisostituzione  riemanuiana,  oltre  la  relazione  di  Scorza 

(19)  mj  (p(rj)  +  Wj  (p(r,)  +  .  . .  +  w^  y(r^)  ~  2p,  , 

ove  9»!  9  ^itj ,  .  .  .  ,  m^  sono  numeri  intieri  positivi  o  nulli  opportunamente  scelti 
e  T>  è  il  segno  della  funzione  di  Eulero,  si  ha  anche  da  soddisfare  l'altraj 
relazione 

(20)  n^]c^-^  n^k^  +  .  . .  +  n,K  =  2p  , 

dove  k^jk^^...^kt  sono  numeri  primi  distinti  tali  che  le  differenze  k^  —1 
(J  =  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  «)  sieno  divisori  di  numeri  pari  non  superiori  a  2p,  e  tati 
anche  che  ogni  k  sia  divisore  di  almeno  uno  degli  r. 

Da  ciò  se  ne  conclude  subito  che  ^ 

1  valori  che  può  eventualmente  assumere  il  periodo  di  un'  antisosiitHzm^ 
riemanniana  di  una  matrice  di  Riemann  di  dato  genere  figurano  tHtii  />- 
quelli  ammissibili  dal  periodo  di  una  sostituzione  riemanniana  deUa  mtrift 
stessa. 

Sviluppando  :  calcoli  pel  caso  ^  =:  2  e  pel  caso  p  r=  3,  si  trova  che  i 
valori  possibili  del  periodo  di  una  antisostituzione  riemanuiana  sono  tutti  qneL 
pari  trovati  da  Scorza  pel  caso  delle  omografie  riemauniane  e  cioè 

per  p  =  2:  2  ,  4  ,  6  ,  8  ,  10  ,  12 

per  ^  zzn  3  :  2  ,  4  ,  6  ,  8  ,  10  ,  12  ,  U  ,  18  ,  20  ,  24 ,  30. 
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Abbiamo  qui  sviluppato  anche  il  caso  l>  =  4,  pel  qaale  abbiamo  ottenuto 
i  segneuti  possibili  valori  del  periodo  : 

2  ,  4  ,  6  ,  8  ,  10  ,  12  ,  14  ,  16  ,  18  ,  20  ,  24  ,  30  ,  36  ,  60. 

Sappiamo  già  (n.  15  b))  che  se  co  non  è  reale,  di  questi  numeri  possono 
esser  periodi  di  antisostituzioni  riemanniane  solo  quelli  multipli  di  4. 

§  5.  Le  trasformazioni  antibirazionali  di  nna  varietà  abeliana  in  sé. 

18.  Sìa  Vp  una  varietà  abeliana  a  p  dimensioni,  cioè  nna  varietà  algebrica 
che  ammette  nna  rappresentazione  parametrica  mediante  funzioni  abeliane  a |? 
variabili  indipendenti  ii^  ,  t^, ,  .  .  .  ,  u^  appartenenti  ad  una  stessa  tabella  di 
Periodi  primitivi 

CI)   =    Il    (t)^^     ,     (tì^j    ,     .     .     .     ,     Ctt^jp   II  j=l,2y...yP 

che  è  la  matrice  riemanniana  appartenente  a  Y^. 

La  rappresentazione  è  tale  che  ad  ogni  punto  della  varietà  risponde,  a 
fileno  dei  periodi,  un  sol  gruppo  di  valori  dei  parametri  u^  j  u^ ,  .  ,  .  ^  u^e  Be  Yp 
appartiene  ìid  uno  spazio  oo**  (n>|>)  di  coordinate  non  omogenee  a?^ ,  a?, ,...,  a?„ 
queste  coordinate  soddisferanuo  ad  n — p  equazioni  algebriche  indipendenti. 

Con  Vp  si  indica  la  varietà  abeliana  complessa  coniugata  di  Yp,  cioè 
quella  che  contiene  tutti  ì  punti  complessi  coniugati  di  quelli  di  Yp,  e  questi 

soiUinto  :   la    Yp   si    rappresenta    perciò    param etneamente    nelle  p   variabili 

tti ,  »2 ,  .  .  .  ,  Up  mediante  le  funzioni  abeliane  complesse  coniugate  di  quelle 
che  intervengono  nella  rappresentazione  di  Yp  pei  parametri  te,  ed  appartiene 
alla  matrice  di  B  i  e  m  a  n  n- 


o>^ 


">ii  >  ^it  >  •  •  •  j  ^Jip 


j  =  l,...,p. 


Le  equazioni  cui  soddisfano  le  coordinate  x^  ^  x^ , .  . ,  y  x^  dei  punti  di  Yp 
sono  dunque  le  complesse  coniugate  di  quelle  cui  soddisfano  le  coordinate  dei 
punti  di  Yp. 

Supponiamo  ora  che  Yp  sia  birazionalmente  identica  alla    sua   coniugata 

Vp,  cioè  che  Yp  possegga  una  trasformazione  antibirazionale  in  sé  (%  Allora 
ad  ogni  punto  («^ ,  i/^ , . . . ,  u^)  di  Yp  corrispónde  un  punto  (u'^ ,  tP^ , ... ,  w'p)  di 
V^  e  questo  soltanto  e  sussistono  delle  relazioni  della  forma 

(21)  ««^j  =  ^ii  w,  +  X^,  w,  4-  . . .  +  Xjp  tt.p  +  c^  i  =  1 ,  2  , . . . ,  j? 


(^)  DeDominnzìone  introdotta  da  ComesBatti:  Fondamenti  per  la  geom,  sopra  le  super- 
)loi«  ragionali  dal  punto  di  vista  reale  [Math.  Ann.  Bd.  LXXIII  (1912)]. 
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ove  le  Cj  sono  delle  costanti  opportune  e  dove  il  determinante  dei   nameri  Xy 
è  diverso  da  zero. 

Dalle    (21)    si    deducono,    al    modo  noto,  le  relazioni  fra  i  periodi  di  V^ 

e    V, 


(22)        Xj^  0)^^  +  X^^  ctìj^  -f-  . . .  4-  \j^  0)^^  =  a^^  (ùj^  ^a^(tàj^-\-  ...+a^fA 


jtp 


j  =  l,2,...,i>     ;     r  =  l,2,...,2ii 

dove  gli  a^  sono  degli  intieri  univocamente  determinati  dai  nnmerì  X^i ,  e  vi- 
ceversa. 

Quindi  le  formolo 

(23)  ^'r  =  «ri  ^i  -h  «rs  a?,  +  . . .  +  a^,  a?^  rz=l,2,...f2p 

sono  quelle  di  una  sostituzione  riemanniana  simultanea  delle    varietà  abeUane 

Yp  e  Yp ,  ossia  delle  rispettive  matrici  di  B  i  e  m  a  n  n  co  ed  ct>,  il  cni  modulo 
|a^,| ,  per  un  teorema  di  H  u  m  b  e  r  t  (*),  è  di  valore  assoluto  unitario,  onde  o 

ed  (ù  sono  equivalenti. 

Yiceversa,  se  o)  ed  (o  sono  equivalenti,  quindi  ammettono  una  sostituzione 
riemanniana  unimodulare  (23),  da  questa  restano  individuati  ì  numeri  X^i ,  me- 
diante le  (22),  cosicché  le  relazioni  (21)  danno  effettivamente  una  trasformazione 

birazionale  di  Yp  in   Yp  per  ogni  sistema  di  valori  attribuiti  alle  costanti  e . 
Si  può  dunque  asserire  che  : 
Ad  ogni  trasformazione  antibirazionale  di  Yp  in  sé  stessa  risponde    una  ed 

una  sola  sostituzione  riemanniana  unimodulare  simultanea  di  ca  ed  a>;  viceversa  ad 
ogni  tale  sostituzione  risponde  una  schiera  cx:»^  di  trasformazioni  antibirazionali 
della  varietà  in  sé  stessa. 

19.  Eseguiamo  il  prodotto  della  sostituzione  riemanniana  (23),  simultanea 

per  (0  ed  0),  per  P  antisostitnzione  x^^^^x^  corrispondente  al  coniugio  dello 
spazio  rappresentativo  della  matrice  co  :  si  otterrà  V  antisostituzione  rieman- 
niana di  (0 

(24)  ^'r  =  (i^i^^  +  a^x^-{- . . .  +  ar^x^  r  =  1 ,  2  ,  . . . ,  2p. 
Il  modulo  di  questa  autisostituzione  soddisfa  alla  relazione  (n.  5)  : 


{*)  Journ.  de  Math.  pnres  et  appliquées,  5*^  s.,  t.  VI  (1900)  n.  143. 
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)Qde,  pel  teorema  di  Hnmbert  citato  poco  fa,  possiamo  affermare  che  : 


a^l  =  (-  ly. 

illora  Penancìato  della  fine  del  n.  prec.  si  completa  osservando  che  : 

ad  ogni  trasformazione  antibirazionale  in  sé  di  una  varietà  aheliana  cor- 
risponde un^antisostituzioue  riemanniana  della  matrice  di  Biemann  della  va- 
ietà  il  cui  modulo  è  eguale  a  -{-1  od  a  —  1  secondo  che  il  genere  della  matrice 
9i9ia  la  dimensione  della  varietà)  è  pari  o  dispari. 

20.  La  totalità  delle  trasformazioni  birazionall  od  antibi razionali  della  va- 
ietà  abeliana  Y^  in  sé  costituisce  nn  grappo  nel  quale  le  trasformazioni  bi- 
azionali  od  antibirazionali  di  Yp  che  lasciano  fermo  il  punto  (0  ,  0  , . . . ,  0) 
ormano  un  sottogruppo  F. 

In  r  le  trasformazioni  birazionali  di  Y^  in  isè  costituiscono  un  sottogruppo 
he  indicheremo  T  :  una  trasformazione  antibirazionale  generica  di  F  si  deno- 
erà  con  y,  mentre  y^  significherà  una  trasformazione  birazionale  generica  di  F^. 
)on  (y)  e  (Yq)  indicheremo  rispettivamente  1'  autisostituzione  e  la  sostituzione 
ui  parametri  u  che  rispondono  alla  trasformazione  antibirazionale  y  ed  a  quella 
irazionale  Yo  ì  ^^  infine  con  ^  e  ^^  si  distingueranno  1'  antisostituzione  e  la 
)8tituzione  riemanniana  della  matrice  riemanniana  (o  di  Yp  rispettivamente  di 
lodulo  ( —  ly  e  modulare,  che  rispondono  ordinatamente  alla  y  ^d  alla  Yq- 

Le  antisostituzioni  e  sostituzioni  riemanniane  g  e  g^^  dì  ìù  costituiscono 
nello  che  diremo  il  gruppo  G  di  antimoltiplicaòililà  modulare  di  Y^ ,  ossia  di 
,  mentre  le  sole  g^  formano  il  gruppo  G^  di  moltiplicabilità  modulare  di  Y^, 
isia  di  0),  contenuto  in  G. 

Poiché  moltiplicando  tutte  le  operazioni  di  Q  per  un'  autisostituzione  g 
isa  di  G  stesso  si  scambiano  fra  lo.ro  tutte  le  sostituzioni  g^  con  tutte  le 
itisostituzioni  g^  e  viceversa,  è  chiaro  che  l'indice  di  G^^  in  Q  è  due.  Così 
ire  è  due  l'indice  di  (F^)  in  (F)  e  di  F^^  in  F. 

Dunque  : 

a)  I  gruppi  G^ ,  (FJ  ,  F^,  sono  contenuti  rispettivamente  in  G  ,  (F)  e  F  con 
ndice  due. 

Le  trasformazioni  birazionali  od  antibirazionali  di  Y^  in  sé  di  una  deter- 
inata  schiera  si  ottengono  tutte  moltiplicando  a  destra  le  trasformazioni  y 
Yi  di  r  e  di  F,,  per  le  varie  traslormazioni  di  2*  specie  di  Y^,  cioè  per 
ielle  che,  sui  parametri  Uj  si  rappresentano  con  le  relazioni 

<*0  =  «i  +  ^i  0'  =  1  >  2  ,  • . . ,  p) 

Cj  essendo  costanti  arbitrarie. 
Ne  segue  che: 

b)  il  gruppo  F  è  isomorfo  oloedrioamente  al  gruppo  complementare  di  quello 
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di  tutte  le  trasformazioni  birazionali   ed   antibirazionali  di  Vp  in  sé,  rispetto  al 
suo  sottogruppo  costituito  dalle  sole  trasformazioni  di  2^  specie, 

21.  Ragionando  come  al  n.  4  della  II  parte  della  Memoria  di  Scorza 
più  volte  citata,  si  ottiene  subito  cbe  la  corris^ìondenza  biunivoca  fra  le  ope- 
razioni di  r  e  di  G  è  tale  cbe 

a)  se  a  ^'  e  y"  in  V  corrispondono  g'  e  g"  in  G,  al  prodotto  y'y"  rispofLàt 
quello  g"g\ 

E  quindi  ancbe 

b)  un^operaaione  di  Y  e  la  corrispondente  di  G  soru>  insieme  aperiodiche  o 
periodiche  con  lo  stesso  periodo, 

È  poi  cbiaro  che 

e)  a  trasformazioni  antibirazionali  di  Y^  in  sé  corrispondono  anlisottiiu 
zioni  unimodulari  riemanniane  della  sua  matrice  di  Biemann,  e  vicetena. 
Così  pure  per  la  trasformazione  birazionale  di  V,  in  sé  e  per  le  sostituziotx  rk- 
maniane  modulari  della  sud  matrice  di  Eiemann  . 

22.  Occorre  ora  fare  alcune  osservazioni  cbe  ci    saranno    assai    utili  fra 

breve. 

Siano  A  e  B  due  trasformazioni  antibirazionali  e  C    ana    trasforotazioDe 

birazionale  di  Y^  in  sé. 

Si  rappresentino  esse  con  le  seguenti  relazioni  fra  i  parametri  ti  : 


xL  =1^  .    .    •    •    •  U 


\  =  ]^aw  W/  +.  «r  (r  =  1 ,  2  , . . .  ,f 


B  = «V  =  _2P-"  "•  +  P^  (j  =  l,2,....pi 

C  = «'i  =  2y(.  «.  +  Tfi  (1=1, 2, ....yl 


Si  avrà 


C-»^ «'i  =  2'^V  «.  +  T^  (i  =  l,2,...p.l 


ove  Y*^,  è  il  reciproco  di  Yrj  nel  determinante  (y^,)  e 


T*>  =  —  (T*ii  Yi  +  . .  •  4-  T* ,  tp)  , 


)(  89  ){ 
e  quindi 


(25)     CAtì-«  = u'j  =2(2'f*^'-  "-'  '^")"'  +i2(2^^'-  ""'h'  + 

»  ri  Ir 


+  ^t*Jr  CLr  +  T*i  i 


Dunqae,  affinchè  ai  abbia 


B  =  CAC 


^  A  / 1-1 


occorre  e  baste  avere 


(26)    p,.  =2-fV «H 7,.   ;    P.=|2(2tV«w)t<+2tV«.+?,J 

(mod.  periodi.) 
Il  primo  gruppo  di  queste  relazioni  ci  dice  che 

b  =  c  a  crS 

(love  a,  b,   e  sono  le  trasformazioni  del  gruppo  F  di  V^  che  appartengono,  ri- 
spettivamente, alla  stessa  schiera  dì  A,  B,  G. 

Dicendo  che  due  operazioni  sono  identiche  rispetto  a  un  gruppo  (*)  quando 
esiste  un'operazione  di  questo  gruppo  che  trasforma  una  di  esse  nell'altra, 
potremo  dunque  enunciare  che: 

a)  Se  dite  trasformazioni  antibirazionali  (o  hirazionali)  A,  B  di  una  varietà 
ibeliana  Y^  in  sé  8<mo  fra  loro  identiche  rispetto  al  gruppo  delle  trasformazioni 
birazianali  di  Yp  in  sé  stessa^  le  tra^formaziani  del  gruppo  T  di  V^  che  stanno 
iella  stessa  schiera  eon  A  e  con  B  sono  fra  loro  identiche  rispetto  a  F^. 

Inoltre,  se  al  posto  della  trasformazione  A  ora  considerata  si  pone  una 
trasformazione  S  di  seconda  (o  prima)  specie  per  V^ ,  la  CSO~* ,  come  subito 
n'  vede,  è  ancora  di  seconda  (o  prima)  specie,  e  ciò  quale  che  sia  G* 

Ora,  si  osservi  che  ogni  trasformazione  della  schiera  A  si  ottiene  da  A 
DottiplicaTidoIa  a  destra  per  una  opi)ortnna  trasformazione  birazionale  di  se- 
conda specie  dKVp.  Per  le  condizioni  precedentemente  supposto  verificate  si 
la  duDqae  che 

C.AS-0-*  =  OAG-*.GSO-*  =  B.S', 


(')  Preferiamo  di  dire  idenHche  anziché  simili  o  eoniugate  come  usano  altri  Autori,  perchè 
a  geometria  si  dicono  identiche  rispetto  a  an  g^ruppo  di  traRformazioiii  varietÀ  trasformabili 
una  nell'altra  per  nna  trasformazione  del  gruppo.  Per  contrapposto,  trasformazioni  di9tinte 
ispetto  a  nn  grappo  significheranno  non  idenHche. 
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la  S'  essendo,  come  la  S,  una  trasformazione  birazionale  di  2*  specie  per  V  , 
onde  BS'  è  della  stessa  schiera  di  B.  Si  ha  perciò  il  teorema  : 

b)  86  due  trasformazioni  antibira^ionali  {birazionali)  A,  B  di  una  rarkth 
aheliana  V^  in  sé  sono  fra  loro  identiche  rispetto  al  gruppo  di  tutte  le  tranfor^ 
mazioni  birazio^iali  di  Vp  in  sé,  le  trasformazioni  di  V^  in  sé  che  stanne  nrlk 
stessa  schiera  con  A  sono  ordinatamente  identiche  a  quelle  che  sono  nella  MtM 
schiera  con  B,  rispetto  allo  stesso  gruppo. 

La  C  sia  ora  una  trasformazione  binizionale  ordinaria,  cioè  di  1'  o  ài 
2*  specie  per  V^  :  w'^  z=  +  w,  -j-  7^ ,  i  =  1 ,  2  ,  .  . . ,  p  ,  onde,  nelle  formule  i»nf 
cedenti,  sì  possa  porre 


per  Z  4=  «  i       ^        V^^  i  =1=  ♦* 

per  1  =  s  \  -\-  l         per  j  :=^r 


^j9j,r  =  ly2j...,p. 


Risulta  subito 


3AC~*  .  .  .  •  .    u'j  =  ^  aji  Ui  +  ^^ji  T/  ±  «>  +  Ij     (Ì  =  li^)--"P 


e  cioè  che  : 

e)  mediante  una  trasformazione  birazionale  ordinaria  di  Vp  in  sé,  oyw 
trasformazione  birazionale  0  antibirazionale  di  Vp  in  sé  si  trasforma  i»  ■«« 
trasformazione  della  stessa  schiera. 

Segnaliamo  infine  la  seguente  proprietà,  di  facile  verifica: 

d)  se  una  trasformazione  birazionale  od  antibiraaionale  di  Y^  aj^artenenu 
alla  schiera  di  7  {dove  7  è  un"* operazione  di  F)  è  periodica  col  periodo  n,  è  periodi» 
anche  7  e  quindi  ancìie  le  sostituzioni  (7)  e  g  che  ad  essa  corrispondono  nei  gnff* 
(T)  e  Q. 

Il  periodo  di  7  (e  quindi  quello  di  (7)  e  di  g)  se  non  è  n,  è  un  dUmore  <i« 
n  (^  1). 

In  x>articolarc 

e)  se  una  trasformazioìie  antibirazionale  di  Vp  appartenente  alla  sdifr- 
di  ^  è  involutoria,  è  tale  anche  7  e  quindi  le  corrispondenti  (7)  e  g. 


§  6.  —  Le  varietà  abeliane  e  le  matrici  di  Biemann  reali. 

23.  Una  varietà  abeliana  Vp  si  dice  reale  se  possiede  una  trasformazi*' 
antibirazionale  J  in  sé  che  sia  involutoria.  Questa  nozione  è  invariante  risiiet^ 
al  gruppo  delle  trasformazioni  birazionali  ed  antibirazionali    dello   spazio  f 
appartiene  Vp. 
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La  J  si  esprima  con  le  forinole 

^*r  =fr{z^  ,  «2  »  •   •   •  >  O-  (r  ZZZ  1   ,   2  ,   .   .  .   ,  n) 

ìHle  coonliuMte  conenti  z^^z^^...,z^  dei  punti  di  V^  (?i>^)  e  sia  PCa;^ ,  2?^ ,...,  ;jj, 
?\z\  ,  2;'j, , . . . ,  5^'„)  lina  coppia  generica  di  punti  di  V^,  corrispondentisi  in  J. 

Consideriamo  oia  n  funzioni  razionali  geneiicbe  del  punto  scorrente  sn  V^ 
g  siano  le 


*K^i  j  ^2  >  '  •  •  >  ^«)  (i  =  1  ,  2  ,  .  . . ,  n.) 


Le  funzioni  composte 


tf,{z)  =  <i>{z)  +  <&,  )  f^{z)  ,  Uz) , .  .  .  J\[z)  [       (i  =rl  ,  2  , . . . ,  n) 

80110  anch'esse  funzioni  razionali  del  punto  scorrente  su  Vj,  ;  ma  intanto  sì  ha, 
lenendo  conto  della  mvolutorietà  di  J  : 


9,(P)  =  <I>,(P)  +  4>XpO 


(i=:l,2,...,i>) 


^,(P')  rr:  4>,(P')  +  $Xp) 


Le  (f/  assumono  dunque  valori  complessi  coniugati  nei  punti  di  V^,  che  si 
corrispondono  in  J. 

Perciò,  operando  sulla  varietà  abeliana  V^,  la  trasformazione  birazionale 
definita  dalle  formolo 

z\  =  ^r(z)  (r  =  1 ,  2  , .  . . ,  n) 

fjuesta  vien  trasformata  in  un'altra  in  cui  le  coppie  di  punti  corrispondenti  a 
quelli  che  in  J  sono  omologhi  sono  complessi  coniugati.  Oioè  a  dire  si  ottiene 
una  varietà  birazionalmente  identica  a  Vp  sulla  quale  la  J  induce  il  coniugio, 
e  quindi  che  coincide  con  la  propria  complessa  coniugata. 

Dopo  di  che  si  può  sempre  supporre,  a  meno  di  trasformazioni  birazionali, 
che  una  varietà  abeliana  reale  coincida  con  là  propria  complessa  coniugata,  ossia 
(ammetta  il  coniugio  come  trasformazione  antihirazionale  in  sé  (*). 

24.  Il  ragionamento  ora  svolto  può  sostituirsi  con  un   procedimento   geo- 


(*)  Questo  procedimento  deriva  da  uno  di  Klein,  loc.  cit.,  pag.  133-134. 
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metrico  assai  semplice  dovuto  a  Comessatti  {*),  che  vai    la    pena    di   n 
produrre. 

Sia  |C|  un  sistema  lineare  completo  di  varietà  algebriche  su  V^  e  sia  ,0' 
il  sistema  lineare  che  si  ottiene  trasformando  |0|  mediante  J.  Si  può  semprt 
supporre  che  |C|  sia  tale  che  il  sistema  somma  |G  +  ^'|  risulti  semplice  H 
irreducibile  (completo). 

La  J  subordina  entro  |0  +  C'|  un'antiproiettività  iiivolutoria  che  iwssiedf 
certo  degli  elementi  uniti  (costituiti  dalle  infinite  varietà  0-|- es- 
ponendo allora,  al  modo  noto,  una  opportuna  proiettìvità  fra  gli  elementi 
di  jC-f-^'l  ed  i  punti  di  uno  spazio  reale  S^,  di  dimensione  eguale  a  quella 
del  sistema  |0  -\-  0'| ,  la  V^,  si  trasforma  in  una  varietà  di  S^  che  amiiietterà 
una  trasformazione  antibirazionale  in  sé,  imagine  di  quella  subordinata  ila  J 
in  |C  +  C'I ,  che  è  il  coniugio  di  S^. 

25.  Poiché  una  varietà  abeliana  reale  ammette  una  trasformazione  Hiit/bi 
razionale  ìnvolutoria  e  poiché  Pantisostituzione   riemanniana   unlmodulart  che 
corrisponde  in  G  a  tal  trasformazione,  per  la  proposizione  e)  del  n.  22,  è  an- 
ch'essa Ìnvolutoria,  si  ha  che  la  matrice  di  R  i  e  m  a  n  n  appartenent-e  ad  on>i 
varietà  abeliana  reale  è  una  matrice  reale. 

Viceversa,  se  una  matrice  di  E  i  e  m  a  n  n  é  reale,  essa  ammette  ori-anti 
sostituzione  riemanniana  unimodulare  ìnvolutoria  cui  corrisponderà  (n.  21  h 
e  o))  sulle  varietà  abeliane  cui  la  matrice  appartiene,  una  trasformazione  bi 
razionale  Ìnvolutoria,  cioè  le  varietà  stesse  saranno  reali. 

Dunque  : 

a)  le  varietà  abeliane  reali  sono  tutte  e  sole  quelle  cui  appartengono  mn 
trici  di  Biem  ann  reali. 

Tenendo  presente  che  se  una  varietà  abeliana  i>ossiede  una  matrice  di 
B  i  e  m  a  n  n  ad  indice  di  moltiplicabilità  nullo,  ossia  se  il  gruppo  di  moltipli 
cabilità  di  questa  matrice  si  riduce  alla  sola  identità,  la  varietà  stessa  è  priva 
di  trasformazioni  birazionali  singolari  in  sé  (cioè  diverse  da  quelle  di  ,1*  <* 
2*  specie,  ossia  ordinarie)  e  viceversa,  il  teorema  d)  del  n.  11  si  traduce  ifl 
quest^altro  : 

b)  una  varietà  abeliana  di  dimensione  dispari,  che  sia  birazionalmefUt' 
identica  alla  sua  coniugata,  ma  insieme  priva  di  trasformazioni  birazionali  sin- 
golari vn  sé,  è  necessariamente  reale. 

Se  la  varietà  abeliana  V^  ]K)ssiede  una  trasformazione  antibirazionale  [w- 
riodica  di  periodo  2r,  con  r  dispari,  la  trasformazione  di  T  (anch'essa  antibi- 
razionale) della  stessa  schiera  avrà  (n.  22  d))  lo  stesso  periodo  2r  oppure  il 
periodo  2r',  con  r'  disparì  e  divisore  di  r.  Allora  (n.  21  b))  esisterà  ancbt 
un'antisostituzione  ^  di  G  periodica  dello  stesso  i)eriodo  2r'  e  quindi  (n.  15  «M 


(*)  Cfr.  la  prima  delle  Mem.  citate,  n.  12.  Ivi,  al  n.  6,  si  trova  auche   il   ragionaniea" 
di  Klein  iu  forma  analoga  a  quella  da  noi  esposta  al  n.  23. 
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la  matrice  rieniHimiaua  di  V^,  ammetterà  un'antisostituzioiie  uniinodulaie  iiivo- 
iii^oija,  cioè  sarà  reale  inaieme  alla  V,,.  Possiamo  dunque  enunciare  che  : 

e)  una  varietà  abeliatm  ohe  possieda  una  traxformazioue  antibir azionale  in 
H  periodica  ài  periodo  2v,  con  r  dispari,  è  necessariamente  realfij 

d)  una  varietà  abeliana  che  non  sia  reale,  non  può  possedere  trasforma- 
zioni aniibirazionali  in  sé  periodiche  se  non  di  periodi  che  siano  divisibili  per  4. 

26.  Siai.o  V^,  e  V'p  due  varietà  abeliane  reali,  cioè  a  dire,  secondo  il 
n.  23,  (\ue  vaiietà  die  coincidono  con  le  loro  complesse  coniugate. 

Esista  una  trasformazione  birazionale  R  che  porti  V^  in  V'p:  la  R  si  dirà 
reale  (*)  se  tiasforma  il  coniugio  di  V^  iu  quello  di  Vp,  In  particolare,  una 
trasfoi mozione  biraaionale  di  Y^  in  sé  stossa  è  reale  se  trasforma  in  sé  il  co- 
aingio  di  Vp. 

Due  varietà  abeliane  V^  e  V^  birazionalmente  idenfeicbe,  delle  quali  una 
quindi  entrambe)  è  reale  si  dicono  appartenere  alla  stessa  classe  reale  se  esiste 
tina  trasformazione  birnzionale  reale  cbe  trasporta  P  una  varietà  nell'altra: 
aìtiinu'iiti  Vp  e  V  ^ ,  pur  essendo  nella  stessa  classe  (complessa)  appartengono 
\  classi  reali  distinta  (% 

Sia  Vp  uua  varietà  abeliana  reale,  e  consideriamo  il  gruppo  totale  T  delle 
rasformazioni  antibirazionnli  e  birazionalì  da  essa  ammessa  e  la  totalità  delle 
rasformazioni  antibirazionali  involutorie  di  T. 

Fra  queste  ultime  possiamo  sempre  ritenere  (n.  23  e  24)  che  esista  il 
miugio.  Inoltre,  come  è  ovvio,  le  stense  possono  sempre  distribuirsi  in  sistemi, 
he  diremo  sistemi  di  realità  di  Vp,  tali  cbe  due  trasformazioni  appartenenti 
Ilo  stesso  sistema  di  realità  sieno  fra  lovo  identiche  rispetto  al  gruppo  T, 
entro  ciò  non  avviene  per  trasformazioni  appartenenti  a  sistemi  di  realità 
stinti. 

L'identità  di  due  trasformazioni  antibirazìonali  A,  A'  ris[ìetto  al  gruppo 
,  si  ridnoe  a  quella  rispetto  al  sottogvupi>o  delle  sole  trasformazioni  birazio- 
ilì  ili  T.   Infatti,  da 

A'  =  BAB-* 

deduce   anche 

A' A'A'-'  =  A'  =  (A'B) .  A  •  (A'B)-i 

se  B  è   antibirazionale,  A'B  è  invece  birazionale  e  viceversa. 

I  sistemi  di  realità  di  Vp  possono  dunque  aversi  distribuendo  le  trasfor- 
zioni  antibirazionali  involutorie  di  Vp  in  sé  in  sistemi  distinti  rispetto  al 
ipiK)  delle  sole  trasformazioni  birazionali  di  Vp  in  sé,  anziché  rispetto  al 
ippo  totale  T  di  tutte  le  trasformazioni  birazionali  ed  antibirazionali  di  Vp. 


(^)  Cfr.   Comessatti,  Mem,  cit,,  u.  7. 
(2)  C&.    Conieisatti,  ibidem. 
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27.  Dopo  di  che  si  può  diniostraru  il  seguente  importante  teorema  : 

L'insieme  delle  classi  reali  distinte  in  cui  possono  distribuirsi  tutte  le  varietà 
birazionalmente  identiche  ad  una  data  varietà  abeliana  V^  ptiò  mettersi  in  corri 
spondenza  biunivoca  coìi  l'insieme  dei  sistemi  di  realità  di  Yp. 

Se  Vp  non  è  reale,  il  teorema  si  assume  vero  per  convenzione. 

La  Vp  sia  invece  reale,  e  siano  V ,  ,  V",  due  varietà  abelisine  reali  bira- 
zionalmente identiche  a  Y^  (%  Precisamente  si  abbia 

Yp  =  Y'pSi=Y"pT 

ed  i  coniugi  I'  ed  I"  di  Y'p  ,  Y"p  subordinino  su  Y^   rispettivamente  le  due 
trasformazioni  antibirazionali  iuvolutorie  J  ed  L,  cioè  si  abbia 

S-*  l'S  =  J  ,  T-*  I"T  =  L. 

Se  fosse 

V"   —  Y'    A 

con  A  trasformazione  birazionale  reale,  cioè  se  Y'p  e    Y"p    appartengono  alìu 
stessa  classe  reale,  si  avrebbe 

I"  =  A-*  r  A 

onde,  sostituendo  nelle  precedenti 

T-*A-*I'AP  =  L  =  (T-*A-^S)  J(S-*AT)  =  (T-^A-*S)  J(T-*A-*S)-* 

dove  T~*A""*S  è  una  trasformazione  birazionale  di  Yp  in  sé. 

Perciò  J  ed  L  apiiarterrebbero  allo  stesso  sistema  di  realità  di  Y,,. 

Yiceversa,  se  J  ed  L  appartengono  allo  stesso  sistema  di  realità  V, ,  ck 
se  L  =  HJH-^,  con  H  trasformazione  birazionale  trasformante  Yp  in  sé,  si  In 

,e  poi 

1"  =  (THS-*)  r(THS-*)-^ 
dove  THS""*  è  una  trasformazione  birazionale  la  quale,   come   si    vede,  [Hìit^ 


Y"p  in  Y'p  e  che  è  reale  perchè  muta  il  coniugio  di  Y  ^  in  quello  di  V  , 
Napoli,  Yilla  Belvedere,  aprile  1922. 


(*)  Nel  ragionamento  ohe  segue  si  può  anche  supporre  ohe  Vp  =  Vp  :  allora  J  è  ideata» 
al  coniugio  di  Vp ,  rispetto  al  gruppo  T  ammesso  da  Yp. 
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IL  PRINCIPIO  DI  TRASPORTO  DI  GLEBSGH 

E  LO  STUDIO  DI  PARTICOLARI  TANGENTI  DELLE  CURVE 

DEL  3^  ORDINE 

H  O  T  A 

DI 

DOMENICO  MERCOGLIANO  (a  Napoli) 


È  noto  VìmiìOTtaììte  principio  di  trasporto  di  Ciebsch  (*),  mediante  il 
quale  proprietà  invariantive,  espresse  dall'aonnllarsi  d'un  invariante  o  dall'an- 
nuUarsi  identico  d'un  covariante  di  una  forma  binaria,  vengono  trasportate  nel 
campo  ternario,  e  rappresentano  quindi  proprietà  proiettive  di  una  determinata 
forma  ternaria.  Ci  proponiamo  di  applicare  tale  principio  allo  studio  delle 
tangenti  di  flesso,  delle  tangenti  cuspidali  e  delle  tangenti  nei  punti  doppi 
ordinari  delle  curve  del  3®  ordine  (*). 

Sia,  in  forma  simbolica,  aj  =  0  l'equazione  piiH  generale  d'una  curva  del 
3°  ordine.  Le  sue  tangenti  di  flesso,  e  le  altre  predette,  sono  le  rette  del  piano 
che  la  incontrano  in  tre  punti  coincidenti.  Pertanto  i  tre  punti  della  cubica 
binaria  : 

a^«  =  p5'  =  0, 

dati  dalVintersezione  d'una  retta  generica  del  piano  con  la  curva  del  3^  ordine, 
sì  confondono  in  uno,  e  sarà  nulla  identicamente  l'espressione  : 

Hessiano  della  cubica  binaria  stessa.  Applicando  quindi    il    principio    di    tra- 
si)orto,  possiamo  dire  che  le  tangenti  inflessionali  ecc.  della  curva  generica  del 


(^)  y.  Pascal;  Repertorio  di  Matematiche  Superiori,  It,  p.  108;  Olebsch^  Leeone  sur 
la  Géom.,  VI,  p.  344,  ovvero  Creile' a  Journ,,  t.  59. 

(^  Il  Clebich,  nello  stesso  1°  voi.  delle  Lenona  sur  la  Géom,,  accenna  fugacemente  al 
problema  qui  propostoci  e  non  parla  che  delle  tangenti  di  flesso. 
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3"*  ordine  sono  le  tangenti  comuni  del  sistema  di  curve  delia  4*  classe: 

(1)  {abuf(avu)(bvu)  =  0  j 

dove  dai  diversi  prodotti  delle  a^,a,  ^n^;  b^,b^jb^  si  ottengono  i  corrispoD 
denti  coeflScienti  della  cubica  ternaria,  u^JU^yU^  sono  coordinate  di  rette,  r,, 
r, ,  17,  variabili  arbitrarie. 

f  1.  Scriviamo  le  forme  effettive  delle  predette  sei  curve  di  4*^  classe,  as 
sumendo  per  equazione  effettiva  della  eubica  ternaria  la  seguente  : 

ax^-\-bx^  +  co?,»  -j-  Mx^x^^  -\-  Zex^x^  +  ^fx^x^  -\-  3gx^^  +  3hx^^^  + 

+  Six^,'  +  Sjx/;  =  iK 

Si  riconosce  facilmente  che  la  (1)  può  assumere  la  forma  : 


(2)  ^L^v.Vj^O, 


dove   le    Llj   sono    l'è  equazioni  delle  curve  del  sistema  (1).  Eseguiti  quindi  i 
calcoli,  si  ha  : 

L,,  =  (ci  ^  Dti,*  +  [bh  -  e^)u^  +  {Zgh  +  Zi)  —  4(P  —  2e/^)ti,V  + 

+  K^  -  ^K  V  +  (^^  -/KV  +  (4<«/  -  3i7i  ~  (J^KX  + 
4-  (4de  —  Zhj  —  ib)u^u^  -f-  2(e;  —  bà)u^u,f  +  2(/ìif  —  cà)u^u^  + 

+  to'  -  6^)u,  Va  +  2((l(;  +  «<^  -  W)^,^t^h  +  2(4;  +  V-  2«^)ii,i»,V  =0 

L„  =  (9  -  f)u,'  +  (ae  -  fe*K*  +  i^f  +  3i>-  -  4eF  --  ^9^)^,\^  + 
+  («/^  -  t>«V  +  (<?*'  -  Z'»,'  +  {^gd  -  Sjf  -  ec)ii>3  + 
+  (àdh  —  Sie  —  aj)u^u^  +  2{gf  —  dc)ti,X  +  2(At  —  «ki)t/,t*,»  + 
4-  2{(?/+  cA  —  2gi)u^\u^  +  (fi~  ac)u;^^v^  +  2(<Ji  +  aflf  —  2fh)u^u^u*==^ 

L„  =  (&(/  -  /)u/  +  (a/  -  Ole,*  +  (Sef  +  S^;^  -  4d*  -  2i;X  V  +  ] 

+  (ae  —  h*)u^\*  -f  (fcfc  —  e«)tt,V  +  (^4;  —  3eflf  —  bf)u^\  + 
4-  (4(2t  _  sfh  —  ag)u^u^  +  2(9  —  6<f)t<>,  +  2(tA  —  ad)w/tt,  + 
+  2(d«  +  bi  —  2hj)u^\u^  -\   yjiif  +  aj  —  2ie)u^ii^\  +  (eh  —  aJb)u^u^n,'=^^ 
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L„  =  {eh  —  ab)u*  +  (2;<f  -^eg  —  3bf)u*u*  +  (hf  +  2di  —  Ug)u*v,^  + 

+  4(cd  —  fg)f<i*u*  +  (&o  —  fl;>iX  +  2(flf*  —  c;»^  +  («e  —  J«)«/«s  H" 
4-  2(/'*  —  ct>jV  -H  (So;  —  ci  —  2dA)«,tt,»  +  (36*  —  2de  —  hS)u^u^  + 
+  (7;5f  —  2dg  —  ec)u^\u^  +  (7^?*  —  eh-  Mf^u^u,  + 
+  2(e/"+  2d?  +  flfA  —  4i;>jttjtt3*  =  0 

Lg  =  (p;  —  be)u*  -\-  (2de  +  ftj  —  3bi}tt^\*  +  (gi  +  Mf  —  3hc)u^\*  + 

+  à{ad  —  A«)«  +  (ac—  fi)u^u^  +  2(i'  —  af)u,*u^  +  («6  —  «fc)M,»,'  + 

+  2(A»  —  ««Km,»  +  {W  —  gè  —  2«f;-)«,X  +  (3cc  —  ;5  —  2d«/KX  + 
+  2(flrft  +  20*  +  ij  —  4.ef)u^u^u^  -\-  {Ifh  —  ag  —  6di)tt^u*UJ  + 
4-  (76»  —  aj  —  6<ift)«,«,M3*  =  0 

L,,  =  (^  —  ae)n*  +  (2j?d  +  fj  -  3ceì)«>/  +  (2dh  +  ci  -  3<y»3«  + 

+  4(6d  —je)u^\*  +  2(«»  —  W0«,<  +  («6  -  eh)u^u^>  +  (6c  _  gj)u^\  + 
+  2(/  -  bg)u^\  +  {3c/t  —  2/-d  —  gi)n,u^='  -\-  {Sàg  -  2di  — /A)«>,  -h 
+  {7eg  —  bf—  6dj)u,\v^  +  2(y  +  e/  +  2d*  —  4gh)u^u,\  + 
+  (7A/  —  6de  —  W)«4«8M3*  =  0. 

Assnmendo  invece  per  triangolo  di  riferimento  il  triangolo  inflessionale 
iella  cubica  piana,  un  triangolo  cioè  sai  lati  del  quale  sono,  3  su  ciascnn 
ato,  i  9  ponti  di  flesso,  l'equazione  della  curva  del  3°  ordine  assume  la  nota 
orma  : 

aj(x,«  4-  a;,»  +  x^^)  +  Bb^x^x^^  =  0  , 

ove  -i-  =  8  è  la  costante  che  caratterizza  la  curva. 

In  tal  caso  le  sei  eqnazioni  precedenti  (essendo  a^=h  =  c  =  a^yd  =  b^  ^ 
=/=g  =  h  =  i  =  j  =  0)  diventano  : 

28t«,<  4-  48*«  +  ^i^2\  +  2««>e  =  ^^ 
28u^\  +  àS^u^\*  +  «,WjV  +  28tt>3  =  0, 

w/  —  48w^*w/  —  u^\  —  u^\  —  48*«Cjiigt«3*  =  0, 

«,*  —  48w>,*  —  u>,  —  Mjtt,»  —  48*ii^M,*«8  =  0. 
VOI.,  i-x.  13 
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h  2.  Le  sei  curve  in  esame  sono  ira  loro  indipendentu  Infatti,  fenìiandoci 
sulla  loro  nltima  forma,  ottenuta  in  corrispondenza  «Iella  forma  canonica  del- 
l' equazione  della  cubica  ternaria,  si  vede  che  nella  matrice  rettangolare  dei 
coefficienti  del  loro  sistema,  corrispondentemente  ai  coefficienti  di  ufl*^u,u^\ 
^s^^i'*  ?  ^3*  >  ^4*  >  ^«*  >  esiste  il  determinante: 


2fi 


0 


0 


0 


0 


0 


2S       0 


0 


0     — 1 


0 


0       — 1 


0 


0 


0 


2Ò       0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


diverso  da  zero;  donde  quindi  il  teorema. 

Le  tangenti  comuni  di  quattro  delle  curve  L^  sono  le  tangenti  in  esame- 
È  noto  infatti  nello  studio  della  cubica  biiiaiia  il  covnriante  : 

(«m«TXPT)T| 
identicamente  nullo  ;  onde  nell'espressione  : 


(3) 


{ahvY{acu)(bcu){cuw) 


del  campo  ternario,  ottenuta  dalla  prima  col  principio  di  trasporto,  sono  nul'i 
i  coefficienti  di  w^  ,  w^  ,  w^.  Orbene,  l'espressione  (2) 


ZJ^iJ  ^«  *>  ? 


se  0  è  un  simbolo  equivalente  al  simbolo  t?,  si  presenta  appunto  nella  (3),  h 
quale  pertanto  può  anche  scriversi  nella  forma  : 

^Ly  Ci  Cjicufv)  = 

•^—1,2,8 


=  (Li,o,(J,  +  L,,c^c,  +  h^c,c^  +  L^jC,»  +  Lg^c/  -f  L^o,^) 


u,     u>. 


u^    w. 


i      ' 


e,     tt,    w. 
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che  dà  luogo  poi  alla  seguente  espressione  in  forma  effettiva 
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Donde,  eguagliando  a  zero  i  coefBoienti  di  n;, ,  *v, ,  w,  e  tenendo  presenti 
i  valori  dei  coe£Bcienti  della  forma  canonica  della  cubica,  si  hanno  le  seguenti 
tre  relazioni,  che  legano  le  L^  : 

—  I^iA«»  +  ^Ji^»  +  I^<»i«3  —  La3«i«i  =  0. 

Ed  ora  è  agevole  riconoscere,  dalle  prime  due  di  queste,  che,  considerando 
particolari  valori  di  ti^  ,  li^ ,  ^3 ,  che  annullano  p.  es.  soltanto  L^^  ,  L^  ,  L33 , 
non  si  può  dire  che  le  rimanenti  L^g ,  L^  ,  L^3  saranno  in  conseguenza  neces- 
suriameute  verificate  dalla  stessa  predetta  terna  di  valori  di  u^  j  u^  y  u^.  Sa- 
ranno però  necessariamente  nulle  L^g  ed  L^g  per  quei  valori  di  'u^ ,  u^j  u^^  che 
annullano,  con  L^^  ,  L^^ ,  L33 ,  anche  h^^.  E  analogamente  si  prova  l'annullarsi 
(li  un'altra  coppia  di  L,v ,  in  conseguenza  delFannullarsi  delle  altre  rimanenti 
quattro  ;  e  ne  segue  il  teorema. 

La  natura  dei  coefficienti  delle  L^,  che  si  presentano  nelle  tre  ultime 
relazioni,  non  è  tale  che  per  i  particolari  valori  di  u^  ,  u^^  ^  u^  considerati  (co- 
ordinate di  tangenti  di  flesso),  diventando  essi  coefficienti  tutti  nulli,  le  rela- 
zioni stesse  diventino  illusorie.  A  convincersene  si  può  osservare  che  i  valori 
(li  u^  ,  i/j  9  %  7  <^h^  soddisfano  le  curve  in  esame,  sono  dati  dalle  nove  terne 
seguenti  : 

a,s  ,  —  26,8* ,  a,     ;     a,  ,  —  26,  ,  a^     5      a^^  ,  —  26,8  ,  a,  ; 
^ij^i^j—^K^     ;     a,  ,  a,s  ,  —  26,8*     ;     «^  ,  <»i  ,  —  a»i  } 


che  si  ottengono  calcolando  le  coordinate  delle  tangenti    nei    punti    di   flesso 
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della  cubica  originaria,  i  quali,  com'è  noto,  sono  : 


—  e*    . 


8UiC4  =  0,         0,1,  —  1     ;     0,1,-6     ;     0,1,—  s 
8Uir=0,         —  6*, 0,1     ;     — 1,0,1     ;     — s,0,l; 


8ua75  =  0,         1,  —  s,0     ;     1,  —  6',0     ;     1,-1,0; 

ove8  =  --  +  t—  ,  s«  =  ---i— . 

§  3.  Particolarità  che  presentano  le  Ly  nel  caso  di  speciali  curve  del  terzo  ordiuf, 
a)  Per  la  cubica  con  cuspide,  di  equazione  : 

V  -  Sx,\  =  0  , 

ove  a?4  :=  0  è  l'equazione  della  tangente  cuspidale,  x^=zO  quella  della  r^ra 
cbe  unisce  il  punto  cuspidale  con  quello  di  flesso,  x^  =  0  1'  equazione  delia 
tangente  di  flesso  (*),  le  L,;;  diventano  : 

L,j  =  ttj<  =  0, 
L^  =  «  =  0, 

1^33  =  <  —  2W,*tljW3  =  0, 

K  =  «*iV  =  0,     . 

L^  =  3wX  +  ^^^3  =  0, 
hi  =  ^1  Va'  =  0  ; 

e  le  relazioni  esistenti  tra  loro  : 

{k)  L,,t*,  +  h^u^  =  0, 

(0  ^i3«8  —  hfli  =  0, 

(w)  L,3W,  4-  L^«,  =  0. 

Ed  è  immediato  che  le  coordinate  1  ,  0  ,  0  e  0  ,  0  ,  1  verificano  tutte  le  L^  =o. 

Quanto  alle  tre  relazioni,  esse  ci  dicono  che  non  abbiamo  libertà  di  scelta 
per  le  equazioni  alle  quali  possiamo  limitare  il  nostro  studio.  Per  la  tangente 
di  coordinate  1,0,0  infatti,  mentre  la  {l)  e  la  (m)  affermano  la  dipendenza 
di  L^^  e  di  Lj,  da  L^j ,  niente  ci  dice  la  {k)  della  dipendenza  (pur  tanto  evi- 
dente) della  Lj^  dalla  L,, ,  perchè  in  essji,  con  le  equazioni  delle  curve,  am-bf 
i  coefficienti  w,  ed  u^  sono  nulli.  E  risultati  analoghi  per  0,0,1  si  presen- 
tano circa  la  dipendenza  di  L,,  e  di  L^g  da  L^^  (espressa  da  (k)  ed  (l))  e  la 
scomparsa  della  3*  relazione. 

La  L33  infine  non  può  essere  nel  numero  dello  non  considerate,  perche 
esprime  solo  essa  che  la  tangente  di  coordinate  0  ,  1  ,  0  è  da  escludere  dalle 
nostre  considerazioni. 

6)  Altra  particolsirità  si  presenta  nello  studio  della    cubica    con   pnnN» 


(^)  V.  C 1  e  b  8  e  h  ,  Le^ofis  sur  la  Géom,^  Voi.  II,  p.  343. 
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(loppio  ordinario,  di  equazione,  p.  es.  (*)  : 

^1^  +  i^i  —  Scuo^x^x^  =  0. 
Per  essa  le  Ly  assamono  la  forma  : 

I^it  =  -  a«  +  ^i^2  =  0 
L^  =  —  au^\^  +  u^uj"  =  0 

L.^  =  —  ahi^u^  +  au^\  -f-  cf,u^\  —  u^^u^  =  0 

Kz  =  —  «a*  +  cl\u^u^^  =z  0 

L^  =  —  2au/w3»  -f  le.Wg^  +  <^W^3  =  ^ 

1^31  =  —  2aii,  V  +  «*.<  +  a*w,«8'««3  =  0  , 

e  le  relazioni  assamono  l'altra  : 

L^^aMg  —  L,3aw3  +  2L^^u^  =  0 
—  1^12^^,  +  LggaWg  —  2L^,W3  =  0 

I^is^**!  —  1^23«^2  +  2L,tWjj  —  2L3,w,  =  0. 

Ed  è  agevole  riconoscere  che  la  prima  equazione  L^^  si  spezza  nell'equa 
zione  d'un  [muto  (rorigiue:  u^  =  0)  e  nelPeq nazione*  d'una  conica  (la  parabola 
«,«3  —  attg*  =  0,  ovvero  a^  =  4ay   in    coordinate    di    punti).    Analogamente    la 
2^  equazione  (ottenuta  dalla  prima  con  lo  scambio  di  u^  ed  u^)   dà   lo    stesso 
punto  e  la  parabola  y*  =  4oui?.  E  così  la  4*  equazione  : 

<(a'««i^2  —  Wg')  =  0 
rappresenta  lo  stesso  punto  precedente  e  l'iperbole 

xy  =  —. 

Come  poi  è  facile  osservare,  queste  note    curve    richiamano    l'attenzione 
sn] l'assi ntoto  : 

X  -\-  y  -{-  a  =  0 

ilella  cubica  e  sugli  assi  coordinati  cartesiani  (tangenti  della  curva  in  esame 
nel  punto  doppio),  a  cui  tutte  sono  tangenti. 

Quanto  alle  relazioni,  le  prime  due  dicono  che  L^^  può  non  essere  consi- 
derata, se  lo  sono  : 

^3    1    1^23    >     l^H     7    1^28  5 

ed  invero  anche  geometricamente  si  rileva  subito  che  l'iperbole  ed  il  punto  di 
Lj2=0  niente  aggiungono  a  quanto  hanno  detto  le  due  parabole  ed  il  punto 
già  considerati.  La  3*  relazione   (')   dice   che  L3, ,  o  Ljg,  può  non  essere  con- 

(M  Folium  di  Cartesio:  dalla  sua  equazione  per  a  cr=r  —  2  si  ha  l'equazione  generale: 
^i'  +  *2^  +  fijP^XjXg  =  0  della  cubica  con  punto  doppio, 
(')  Con  le  solite  osservazioni  sui  coeMcienti  delle  L^^. 
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sìderata  ;  ed  il  non  essere  compresa  la  L^,  in  nessuna  relazione  avverte  che 
questa  deve  essere  senz'altro  presa  in  esame. 

e)  Analogamente  per  altre  cnrve  particolari,  p.  es.,  per  la  parabola  in 
flessionale  (yzn^ur^),  per  la  cuspidale  (i^=a^),  per  l'iperbole  mouosìngolare  (a^=l) 
le  Jj^  mostrano  immediatamente  che  vanno  presi  in  considerazione,  per  i  pre- 
senti nostri  Anìj  V  asse  delle  a;  e  la  retta  all'  infinito  per  le  prime  due,  i  dae 
assi  per  la  terza  ;  scartando  l'asse  delle  y  per  le  prime  due,  la  retta  all'itifloito 
per  la  terza. 

§  4.  Esiste  un  altro  sistema  di  curve  che  ammette  per    tangenti   comuni  U 
tangenti  di  flesso,  ciispidali  ecc.  della  curva  del  3^  ordine. 
È  nota  infatti  nel  campo  binario  la  relazione  (*): 

ove  f=Ea/=^0  è  l'equazione  della  cubica  binaria  fondamentale, 

H  =  (ap)^a,p^ 
l'essiano  della  forma  fondamentale  medesima, 

R  =  (aP)^(T8mP)(aS) , 

il  discriminante  della  cubica, 

Q  =  (apmp)Y^a, , 

l'Jacobiano  di  /*  e  di  H. 

Ora,  per  note  relazioni  proiettive  fra  i  punti  delle  /=:0,H  =  0,Q  =  ^' 
si  ha  che  se  H  è  identicamente  nullo,  lo  è  anche  Q.  Pertanto  il  covariante  Q. 
identicamente  nullo,  darà  luogo,  col  principio  di  trasporto,  ad  un'espressione 
del  campo  ternario,  che  avrà  lo  stesso  significato  geometrico  della  (1),  ottesuta. 
in  virtti  del  medesimo  principio,  da  H  considerato  identicamente  nullo, 

(abu)\cbu){cvuy{avu)  =  0 

rappresenta  cioè  un  sistema  di  curve  di  6^  classe  [ottenute  annullando  deter 
minati  coefficienti,  come  in  (2)]  di  cui  sono  tangenti  comuni  le  tangenti  «ii 
flesso,  cuspidali  ecc.  della  curva  del  3*  ordine.  E  si  riesce  così  a  dare  uQ^ìQ 
terpetrazione  geometrica  all'espressione  ottenuta  nel  modo  predetto  dal  cova- 
riante binario  Q  (supposto  identicamente  nullo). 

Napoli,  Novembre  1921. 


(0  V.  Pfteoal,  B^perUnio  etc,  Voi.  I,    p.  295;  Gordan,  InwuriafUenikeorw^  Voi.  Il 
p.  175;  Clebsoh,  Lenona  8ur  la  Oéom,,  Voi.  I,  p.  271. 
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DIE  RATIONALE  QUINTIK  DER  EBENE  VOM 
5  -  DIMENSIONALEN  RAUME  AUS  GESEHEN 


VON 


WILHELM  MUELLER  (in  Hannover) 


BINLBITUNG 

Die  vorliegende  Arbeìt  sucht  die  vorlàafif^én  Bétrachtntigen  der  Dissero 
tation  (Die  rationale  Kurve  5.  Ordnung  im  5-,  4-^  3-  %md  2*-  étlimn$ionierten 
Raum,  Leì|)eig,  1910)  fortziisetzeD.  Sie  bescbàftigt  Bìob  mit  der  ebeiien  ratio* 
nalen  Kurve  6ter Ordnung  oder  5-ter  Klasse.  Der  Verfasser  geht  dabei  wieder 
ans  von  der  Noruiknrve  ini  5-fach  ausgedehiiten  Baniue,  in  dem  sich  alle 
geometri schen  Beziehungen,  nainentlich  die  singnlàren  Torkomnisse  in  ihrem 
natiirlicben  Ursprung  klar  ilbetséheh  lAseen. 

Nach  eine  vorbereitenden  Znsammenstellung  der  Invarianten  und  Cova- 
rtanten  der  einzelnen  biutiren  Form  5-ter  Ordnung  und  dea  BUsohélB  Bdlcber 
Foroìen,  die  fUr  die  Aufstellung  kovarianter  Kurven  in  der  Ebene  der  Quintik 
verwendbar  werden  aiif  Grund  des  im  §  4  éntwickelten  mit  dem  0 1  e  b  s  e  h^ 
schen  Uebertragungsprinzips  verwandten  Bànderungsgesetzes,  babe  ìcb  micb 
dem  quinàren  Formennetze,  seinen  Elementarkoinbinanten  und  der  Beziebung 
zur  ebenen  Quintik  ausfUbrlicber  gewidmet  und  Resultate  von  Arbeiten  ver- 
schiedener,  besonders  aucb  italieniscber  Autoren  (z.  B.  B  e r  z o  1  a  r  i ,  Mar- 
letta,  StepbanoSyStablu.a.)  untereinander  zu  verbinden  und  einem 
mòglicbst  einbeitlicben  Aufbau  einzugliedern  micb  bemiibt. 

Was  spesiell  die  geometlrìsefa^i  y^rfailltniflse  aiigebty  so  ist  mir  nebeb  den 
Arbeiten  von  B  t  a  b  1  natnentliob  eine  englisobe  Arbeit  vod  O  o  n  n  e  l*  rèin 
geometriscber  Bicbtnng  von  gtossem  NntEen  gew^Ben^  in  der  zwei  4  konju- 
gierte  »  Kury^n  in  v^nschiedénen  Ebenen  aiifeinander  beiiogen  (wie  zw^i  ape* 
lare  Formennetze  5.  Ordnung)  und  miebrettà  Korré8pondenz<eii  und  Trfkh&ibr- 
tnationen  eingefubrt  werden,  die  sicb  alti  sebr  fhichtbar  erw^^en  {Oh  e^rtain 
correspondences  aèsociated  with  iàe  Rational  Pkme  i^uintWy  Johnfi  Hopkins  Uni- 
versity Ciróttlar  1911). 
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Die  S  t  a  h  l'scheu  Gebilde,  die  Kiirve  dritter  Ordnung,  die  dritter  KlasM*. 
auf  die  der  Baumkurve  5.  Ordnuog  sich  projektivisch  beziehen  lasst  undcìas 
daraus  durcli  Projektioii  in  der  Bbeiie  entHtehende  Netz  von  Karven  drittt^r 
Ordnang  oder  dritter  Klasse  mit  gemei nsamem  Doppelelement,  besondei^s  die 
Zerfallsgebilde  dieses  Netzes  aucbte  ioli  in  ihrera  eìnfachen  Zasauimenhan^'  mit 
den  Kovarianteu  dea  quinaren  Formenbuscbels,  insbesondere  mit  der  aiK)laren 
Form  acbter  Ordnang  nacb  den  georaetriscben. 

Die  allgemeine  Betracbtnng  schliesstBb  mit  der  Jacobiscben  Karve  dioses 
Netzes,  einer  in  vieler  Hinsicht  interessanton  rationalen  Kurve  6-  ter  Ordnunir 
oder  6-  ter  Klasse  mit  5-  faohem  Punkt,  resp.  6-facher  Tangente. 

Vielleicht  gelingt  es,  von  diesem  kubiseben  Netz  oder  dem  damit  gleìcb- 
bedeatenden  Systeme  von  Punkt  and  secbs  Geraden  (resp.  G-crade  nnd  sechs 
Pankten)  auszngehen,  um  daraaf  dieTheorieder  rationalen  Quintik  zagriiudcn. 

Der  spezielle  Teil  strebt  keinerlei  Yollstandigkeit  an.  Es  werden  nure//iJ>e 
pragnante,  namentlicb  mvariantentbeoretisch  interessante  Karvenforinen  bes 
procben,  namentlicb  die  Karve  mit  vierfacbem  Punkt  and  die  daza  konjagiert^ 
Karve  sind  im  Anschlnss  an  die  von  Gordan  stndierte  Invariantentheorie 
der  binaren  Form  7-ter  Ordnang  nnd  einige  Formen  mit  Hyperoskulatìons- 
elementen.  Es  wird  nicbt  scbwer  sein,  bier  anzukniipfen  and  mit  Hilfe  der 
mitgeteiìten  Formeln  nene  spezielle  Gestalten  und  Eigenscbafben  abznleiten  and 
die  mannigfachen  Binzelantersacbnngen  besonderer  Earven  5  ter  Ordnang  in 
das  Ganze  einzaordnen. 


I  nhaltsùbersicht. 

Einleitnng. 

I.  Absohnitt  —  Vobbereitungen. 

§    1.  Die  Geometrie  der  binaren  Einzel-Form    nnd    des   Formenbnschels  5ter 

Ordnang  in  £5. 
§   2.  Kovarianten  nnd  Invarianten  des  Biiscbels. 

II.  ABSOHNiTT  —  Die  Quintik  im  Allgemeinkn. 

§  3.  Das  Formennetz  5ter  Ordnang  im  Znsammenbang  mit  der  ebenen  Qaintik. 

§  4.  Die  fandaraentalen  Eombinanten  des  quinaren  Formennetzea. 

§  5.  Folgernngen  fUr  die  ebenen  Kurven  5ter  Ordin.  und  5.  El. 

§  6.  Die  wicbtigsten  der  Qaintik  zugeordneten  kovarianten  Gebilde. 

§  7.  Die  Osknlanten  and  die  fandamentale  Involation. 

§  8.  Korrespondenzen  zwischen  zwei  Ebenen. 

§  9.  Einige  kovariante  Banmgebilde  and  die  korrespondenz  U. 

1 10.  Das  Netz  rationaler  Kubìkou  mit  gemeinsamen  Doppelelement. 


i 
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III.  Absohnitt  —  Spezielle  Formen  der  Quintik. 

§  11.  Die  Kurven  inlt  dreifachen  unti  vierfachen  Punkt. 

§  12.  Die  zitr  Quintik  mit  vierfachen  Punkt  konjiigierte  Quintik. 

§  13.  Die  Kurven  5ter  Ordnung  mit  flypcroskalationspunken. 


I.  Absohnitt  —  Vorbereitdngen. 

§  1.  Die  Geometrie  der  biniiren  Einzelform  nnd  des  Formenbttscliels 

fnnfter  Ordnnng  im   S,  ('). 

1.  Die  rationale  Normalkurve  N^  fiinfter  Ordnung  im  fUnffacli  ausgedelin 
teu  Raam  £^  sei  ala  Punktkurve  gegeben  durch  : 


\AJ  S/q  •  3u  g   m  Xa  .  •  •  .  .  SUm  — —  A  a       '    A  •  A     . 


Jedem  vierdimensionalen  Baum  mit  den  Koordinaten  Ui  ist  in  Bezugauf  N^  eine 
«  Schnittform  »  : 

zageordnet,  die  gleich  Nuli  gesotzt,  die  Parameter  der  filnf  Schnittpunkte 
von  (m)  mit  N^  liefert.  Die  Verbaitnisse  der  Koordinaten  driicken  sicli  wie 
fol^  durcb  die  symmetrischen  Funktionen  dieser  Parameter  aus  : 


tto  :  w,  : .  . .  :  w,  =  *5  :  *4  : . . .  :  *o. 

Die  Gleichsetzung  der  Parameter   gibt   die    Darstellung    von  N^  als  Klassen- 
kurve,   d.    h.    als   Gesaratheit   der  bertihrenden  T^  (der  in  fiinf  benaebbarten 


0)  Ygl.  die  Entwickelnngen  in  der  DissortatioDy  ferner  ansser  dea  an  dioser  Stelle  zi- 
tierten  Abeiten  von  Veronese,  Fr.  Meyer;  L.  Berzolari,  Sulle  curve  ragionali  di 
^no  spazio  lineare  ad  un  numero  qualunque  di  dimensioni,  Annali  di  mat.  (2),  XXI,  Encyklopti- 
die  der  Mathem.  HI,  A,  B  45;  G.  Fano,  Kontinuierliche  geometrische  Gruppen,  S.  359  fl:'. 

VOL.   LX.  14 
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Punkten  schueìdenden  Sj  : 


(2)  1*0  :  «^  : . .  .  :  Wj  =:  X*  :  5X*  :  . . .  :  X. 

Analogistjedem  Punkt  (x)  desS^  in  bezug  au  N  eine  «  Beriibrforin  »  fiiufter 
Ordiiung  zugewieseii  : 

f  =  x^\^  +  5a?,  X*  +  . . .  +  a?5 

deren  Wurzein  die  Parameter  der  fiinf  von  (x)  ausgebenden  T^  von  N  darstel- 
len.  Die  Verlialtnisse  der  a?,  driicken  sich  dann  wieder  in  einfacher  Weist 
ansdurch  die  symmetrischen  Fnnktionen  dieser  Parameter  : 

•*^0  •  ^1 ^5  *0  •  K V 

TJmgekebrt  kann  jede  Form  fiinfter  Ordnuug  entweder  als  Schnittfora 
eines  E^  oder  als  Beriilirform  eines  Punktea  interpretiert  werden.  TVir  werden 
der  AnffasBung  als  Scbnittform  gewòbnlich  die  Bezeichnung 

und  der  Auffassang  als  Beriibrform  die  Bezeicbnnng 

zu  Grande  legen.  Der  Punkt  einer  Form  liegt  in  dem  S^  derseìben  Form  oder 
der  Verbindungsraum  jedes  Beriibrqaintupels  geht  darcb  den  zngehori^o 
Punkt.  Punkt  und  S^  sind  daher  Nullpunkt  (Poi)  und  NuUraum  (PolarraaiU' 
des  mit  N'^  verbundenen  ]^u11systems.  Zwiscbeu  den  Koordinaten  des  Pois 
und  seines  Nullraums  besteben  die  Belationen  : 

^0  :  «1  : . . .  :  «6  =  ^6  •  —  5a?^  : . . .  ;  —  a?^. 

2.  Allgemein  wird  die  Inzidenz  von  Punkt  und  £^  ausgedruckt  darcb  die 
Apolarìtìit  der  beiden  zugehòrigen  Formen. 

Einer  oo*-Scbar  von  quinìiren  Formen  /  (einer  {Jc  -j-  l)-gliedrigen  FonneD- 
grappe)  ist  einer  oo^*-Scbar  von  apolaren  Formen  y  zugeordnet.  Jene  Formen- 
scbar  als  Beriihrformenschar  reprasentiert  einen  linearen  Baum  £j^ ,  darch  dee 
alle  Ii^  hindurchgeben,  die  den  apolaren  Formen  als  Schnittformen  entsprecheo. 
Fasst  man  die  Formen  /  als  Schnittformen  auf,  so  stellen  sie  einen  Z^-k  ^^^' 
in  dem  die  Punkte  der  Formen  f  als  Beriihrformen  liegen. 

Die  entsprechenden  Determinanten  der  Koeffizienden  beìder  Formenreìb^^' 
die  man  als  die  Koordinaten  der  zugeborigen  linearen  Baume  anseben  kaon. 
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5ÌQd  ejnander  proportional  {*).  Zwiscben  den  (  jl   i   ^  )  •  Determinanten  bestehen 

[]fc  _|_  l)  —  1  —  (fc  +  1)  (6  —  Jc)  linear  unabhangige  Eelationen  (*). 
Fiir  die  beìden  Forraensysteme  : 

ao<*>X^  +  5a<*>X*  +  . . .  +  a,<»>  (i  =  0  , 1) 

a,<*>X^+  a,(*>X*  +  . .  V  +  «0^*^  (ft  =  0  , 1 ,  2  ,  3) 

bat  mau  : 

(3)  p{a,4if,)  =  (a^a„,a„a^)  (i  <  fc  ,  «  <  w  <  n  <  0) 
ebenso  fiir  die  Sy steme  : 

<^>  +  6a/^>X*  +  . . .  +  a,<'>  (*  =  0  ,  1 ,  2) 

a,<*>+  a/*)X*  +  .  . .  +  a,<*>  (fe  =  0 , 1 ,  2) 

(4)  p(«^.-«Aai)  =  («manao)- 

Eiiie  Form  r  ten  Grades  (r<:;5)  bat  als  Eepriisentant  entweder  des  Ver- 
bindungsraiimes  S^,  ihrer  Wurzelpunkt^  auf  N*  oder  des  £5-.^  za  gelten, 
indem  die  r  T^  jener  Pankte  sich  scheiden.  Ist  die  Form  apolar  zu  den  k 
Formen 


//'.../ 


(»-i) 


80  geht  ibr  «  Verbindungsraura  »  durcb  die  ìc  Paukte  *(/)(/').  .  .  (/*~^),  oder  es 

liegt  der  ibr  als  BerUbrform  zugeborige  li^-k  'n  dem  Es^.^   der   Scbnittformen- 
scbar  /. 

3.  Zu  einer  Forra  fìinfter  Ordnung  fz=za^   gibt    es   eine   apolare    Form 
dritter  Ordnnng  : 

(5)  j  =  {ab)\ac)\hof  a^byfiy,  =  -  (*  ,  ff  [i  =  (/ ,  /)*] 

J  =  0  gibt  die  Scbnittpunkte  der  durcb  den  Piinkt  (/)  gehenden  einzigen  Tri- 
sekanteuebeue  von  N^  Die  T^  iu<liesen  Punkten  scbueiden  sich  in  einer  Ebene, 


{})  Vgl.  Fr.    Meyer,    Apolarxtat  n.  rat,  Kurven,  S.  3. 

(')  H.  Q.  Orassmann,  Ausdehnungslehre  1862;  Verwendung  der  AusdehnungsUhre  fiir 
^t>  allgemeine  Theoì-ie  der  Poìuren  in  dem  Zusammenhang  algtbr.  Gebilde,  J.  f.  Math.  84,  S.  281; 
K.  Th.  Vahlen,  Uther  die  Belationen  zwlschen  den  Determinanten  einer  Matrix,  J,  f.  Math. 
113,  S.  306. 
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die  in  dem  Nullrauin  dea  Punktes   (/)    enthalten  ist.  Sei  j  in  seiue   ala    ver- 
Bckiedeu  angenotuineneu  Linearfaktoreu  zerlegt  : 

80  Uisst  sicb  /  in  die  Gestalt  setzen  : 

(6)  f=HPyf  +  K(^yf  +  H^'yf 

Verschwindet  j  ideiitisch,  so  liegt  der  Piiiikt  (/)  aufeiiier  Sebne  voii  N%  deren 
Kurvenpuukte  die  Wurzelii  von 

zu  Paranietern  haben.  /  liat  dann  die  Form: 

wenn  jpx  und  q^  die  Linearfaktoren  von  %  darstellen. 

Setzt  sich  ein  Qiiintupel  aiif  N^  zusatninen  ans  einem  Tripel  tf  und  dessen 
flessescbem  Punktepaar  t  =  (y  ,  y )*  : 

so  lasst  sicb  /  tiberfiibren  in  : 

wo  Oi=(t,t)'  die  Discriminante  von  <p  ist,  i  und  j  Kovarianten  zweìten  iirul 
dritteu  Grades  sìnd.  i  ist  proportional  mit  t  und  j  mit  y  (0  als  =j=  0  vorausg^esetzt. 

Das  Produkt  einer  knbiscben  Form  und  ibrer  Hessescbeu  ist  ax>olar  zìi 
der  knbiscben  Form. 

ledem  Tripel  auf  ì^^  ist  daher  ein  bestimmter  Punkt  (y)  zugeordnet,  dtr 
gleichzeitig  den  beiden  dem  Tripel  zugehorigen  Ebenen  n  und  %'  (der  Verbin- 
dungsebene  seinen  Punkte  und  der  Schnittebene  aeiner  TJ  angehorty  oder  :  die 
beiden  einem  Punkttripel  y  zugeordneten  Ebenen  habeu  efnen  Punkt  (y)  ^o- 
mein,  dessen  Form  das  Produkt  von  ^  in  scine  Hessescbe  Kovariante  dar 
stellt. 

Die  Punkte  der  Kovariante  t  sind  also  die  Beruhrungspuukte  der  von  Cv'> 
ausgebenden  und  nicbt  in  den  Punkten  (p^=0  beriibrenden  T^  der  Normkiirve 
oder  aucb  die  beiden  iibrigen  Scbnittpunkte  des  durcb  ic  und  ic'  gelegten  S^. 
Die  Punkte  der  Kovariante  Q  =  (j  ,  t)  erhalt  man  folgendermaassen  : 

Man  bestimme  die  beiden  Punkte  (z)  und  (z'),  in  denen  die  Tangente  in 
einem  der  Punkte  t  =  0  den  T^  im  anderen  Punkt  scbueidet  und  snebe  aof 
der  (jeraden  (y)  ,  {z)  ,  (2;')  den  zu  (y)  in  bezug  auf  {z)  und   (z')   konjugiert    bai- 


)(  10»  )( 

moriisehen  PuDkt  {y%  Die  drei  von  (y)  ausgelieiideii  uiul  nicht  in  den  Puukteii- 
tzziO  beiiibreuden  T^  gebeii  auf  N^  die  Pankte  Q  =  0  (*). 

4.  Ein  Beriihrforni  eribiìBcbel  stellt  iin  £,.  in  bezug    auf  N^   eine   Gerade 
dar,  die  wieder  abgekiirzt  als  Gerade  (/o,/i)  bezeicbnet  werden  soM.,  wenu 

(7)  /o  =  ax*         ,        /.  =  V 

zwei  (liner  unabbagigt')  Fornien  des  Biisebels  sind;  wie  umgekebrt  jeder  Ge- 
raden  (x  ,  x')  eìn  Fonnenbiischel  entsinicbt.  Die  oo^  Qiiintupel,  die  die  2^  durch 
ifo^fì^  ^^^  ^^  bestiminen,  geboron  ebensovielen  zu  /^  and  f^  a|)olaren  Sebnitt- 
fornien  f  an,  die  sicb  wieder  linear  aus  vier  Pormen  : 

(8)  ?o  =  ax*  ,  9i  =  h'  »  9t  =  ^y    1  9s  =  ^ 

znsainmensetzeu  htssen.  Natiirb'ch  kann  aucb  der  Biìscbel  (7)  (sette)  als  Bepra- 
sentant  eines  Sg  geìten,  der  die  L^  der  Formen  /  als  Scbnittformen  tnigt  und 
(lessen  Puiikte  die  Formen  y  zu  Beriihrforinen  haben. 

Die  geonietriscben  Etngenscbaften  dea  Geraden  resp.  dee  (/^  ,/^)  haogen 
ab  von  den  Elementarkombinanten  (';  des  Forroenbtiscbels  : 

(9)  r  =  (f,  .f,Y  ,8  =  {f, ,/,)»  ,g  =  (fo  ,Af 

zwi8chen  denen  nucb  Berzolari  {^  folgende  drei  Belationen  stattbaben: 

4  1  15 

(10)  (rrY^-(rsf  +  j^g.r-  —  s^=:0 


2(rrf  +  y  (rsY  -  ^  (ss)'-  y  «'^7  =  0 


(rrf  +  y  (ssY  -  A  ^  3=  0. 

Die  Elementarkombinanten  der  za  f  apolaren  Formenscbar  unterscheideu 
sicb  von  r  j  8  y  g  nur  darcb  konstantc  Faktoren }  wir  konnen  desbalb   setzen, 


(^)  Vgl.  Dìssertation,  S.  18  and  19,  anoh  ^  4,  S.  19  ff.  wo  weitere  Kovarianten  von  / 
inUjrpretiert  werden. 

(^)  Vgl.  P.  Gordan,    Utòer  Kombimmteti ,  Math.  Annaleii,  Bd.  5. 

(^  L.  Berzolariy  Sui  combinanti  dei  sistemi  lineari  di  quintiche  MnariSf  Rendiconti  del 
Circolo  matematicQ  di  Palermo,  tomo  VII  (1893),  S.  16  ff. 
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iudem  wir  una  aaf  Seohnuugen  von  B  e  r  z  o  I  a  r  i  (')  berufea  : 


(11)  r  =  20(ap)(aT)(a8)(p-rXPS}{-r8)aAWTx*  V 

»  =  -  2{ap)(a-r)(a6XP'r)(P8KT8)  [{aP)*'rx'SA*  +  (aT)'Px*8x'  +  (aSf^x*lx*  + 

+  {PT)W  +  (pS)«a,V  +  (T«)«x*^'l 

g  =  5{ap)(a-r)(a8)(p'r)(p8)(78)  ^fiaSf  -\-  (faj^pS)*  +  («pm^)*]- 
Die  Doppelpnnkte  der  luvolation  fiinfter  Oi'dnang  erater  Stufe: 

/«  +  P/i  =  0 

oder  die  Parameter  der  Benilrungspunkte  der  acht  die    Gerade    {/^  ,/j)  tret- 
fenden  Tg  resp.  der  deu  Sgl/oj/J  treffenden  Taugeoten  von    N'^    werden  dar 
gestellt  durcb  : 

(12)  r  =  (a6)axV  =  0. 

Die  Bediugungen  dafUr,  dass  die  Gerade  (/o,/^  in  dem   Schittrauiu    des 
Qiiiutupels  X|ivpa  liegt,  siud  : 

(13)  aj^ay^aya^a^  =z  0         ,         bxb^fiybpb^=zO 
Vier  Punkte  X|ivp  liegen  mit  (fo^f^)  in  einem  £^,  wenn  : 

(ab)axay,ayapbxbyfiybp  =  0 

ist,  oder,  wie  man  dan;1i  Bildung  der  Polare  rx*r^*rvVp*    resp.    durch    Beoat 
zang  der  Gordanschèn  Eeiheneutwickelung  findet  : 


(1 4)     rx\hy\  —  — 


(X|i)V«p.'+(Xv)VV+(>^P)W+(|iv)W+ 

+(|ip)'«xV+{vp)V*,* 


2 


+  à^ 


(p)*(Xp)«  +  (vX)^(|ip)«  +  (X|i)«(vp) 


=  0. 


Aus  dìeser  Gleichuug  leiteii  sich  verschiedene  Bedingungen  and  Satze 
ber,  wenn  man  zwei  oder  mehr  Parameter  einander  gleicbsetzt  (vgK  Dissert. 
S,  29). 

Die  Bedingang  dafiir,  dass  zwei  Parameter  X  und  |i  za  einem  QaintnpW 


(1)  L.  Berzolari,  Sulla  curva  gobba  razionaU  del  quinto  ord,j  Atti  della  R.  Àccadeoììa 
dei  Lincei,  Memorie,  voi,  VII  (1893),  S.  308. 
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der  Involution  /^  -f-  p/^  gehoren,  erhalten  wir,  wenii  wir  deii    von    (X|i)    freien 
Faktor  dea  Ausdrucks 


«A*  «u^ 


hx^         b^^ 


entwìckeln  und  folgende  Polarentwickelungen  benutzen  : 


(a&)a,X  V^^  vf  {ab)a,a/by,\  =  2t W  +  y  ^xWM'  -  ^  ^(>^|i)' 


(a6)axX'«^x'^'  =  r,%'  -  ^  s^s/ìX^l)'  +Ìrg(\\L)\ 


2 

7 


1^ 
30 


Es  komiDt  dann  : 


(16) 


fxV/  +  ^  *x V(>^^)'  +  ^  ^(>^l^)*  =  0. 


Fiir  sxmteren  Bedarf  drìiuken  wir  nodi  die  elementoren  Deterininanten  {ih) 
dea  Buachels  dnrcb  die  Eoe£Bzienten  der  Koiubiuauten  r ,  8 ,  g  aus.  Man 
erhàtt  zunàchst  : 


r,  =  (OJ) 


8,  =  (03)  -  3(12) 


2r,  =  (02) 


2«,  =  (04)  —  2(13) 


14r,  =  3(03)  +  5(12) 


6«.  =  (05)  +  14)  —  8(23) 


14r3  =  (04)  +  5(13) 


2»3  =  (15)  —  2(24) 


70r^  =  (05)  +  15(14)  +  20(23) 


«^  =  (25)  —  3(34) 


Ur,  =  (15)  +  5(24) 


14r.  =  3(25)  +  5(34) 


g  =  (05)  —  5(14)  +  10(23) 


2r,  =  (35) 


r,  =  (45) 


K  lt2  X 


nns  daraas  : 


(01)  =  r„  (14)=3r,  +  J«.-Ì,p 


(02)=:2r,  (15)  =  4r,  +  y«, 


(03)  =  3r,  +  :j^ «„  (23)  =  r,  -  ^«,  + i- gr 


14  »  '     '         *       7  '   '  30 


(10) 


10  2 

Y  »i  (24)  =  2r,  -  - 


(04)  =  4r3  +  —  «.  (24)  =  2r,  -  -  «, 


,«.v       .      ,25       ,1  ,„^,       „       ,     5 

(05)  =  5r,  +  y  «,  +  -  i,  (25)  =  3r,  4- —  «. 


(12)  =  r,-^,,  (34)=r.-A,^ 


(13)  =  2r,-?«,  (35)  =  2r, 


(45)  =  r 
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§  2.  KoTarianten  and  InTarianten  des  Bflsehels. 

1.  Dardi  die  Gerade  {fi  fi)  g®^^  ^^  allgenieinen  ein  Qaadrisekantenraum 
an  die  Normkarve,  dessen  KurvenpaDkte  aas  : 

Q  —  (a4i')\ab){ah')(a'b)(a'b'){hV)^axa\hb\  = 

=  (H  ,  X)*-^[(H  ,  t)^  +  (+  ,  »?]~|«'^=^* 

za  berechnen    sind.  Dabei  &ind  a  and  a\  ebenso  b  and    V   als  gleichwerti^'e 
Symbole  za  nehmen  (^),  and  es  ist  im  zweitea.  Aasdrack  gesetzt  : 

H  =  (/o  ,/,)»  ,  t  =  (/,,//,  X  =  (/i ,//  ,  t  =  (/,  ,/.)*. 


(^)  In  der  Dissertati  od  slnd  a  sind  h  vertansobar  sind  a  sind  a*  symbole  der  Yenchiedec^ 
Formeu  f^  sind  Z^.  Ftlr  die  Folge  ist  es  einfacher,  die  ietzt  gebraaobte  Bezeichonog  hfìi^^ 
halten. 


)(  il^  )( 

iìin  Q  darcb  (Teberschiebungeii  der  elementaren  Kombinanten  darzastei* 
len,  benatzt  man  ausser  den  bereits  ìm  vorigen  §  angefiihrten  Polarenentwi- 
ckelungen  die  Gleichangen  (^)  : 


(a^)(ix«u'ftxftu'  =  nV  —  7T  ^A^v-)' 


« 

4  4 

=  2rx\W—  y  «xVv'(>^^)(P)  +  y  «xMm*(>^v)(jìv)  + 

2  2  8  2 

2  2 

=  4rxV^Vv'*+  y  «x«^«v*(X|l)(^V)  +  -  «x«y V(>^V)(VJi)  — 

(a6)ax«i^av*ftxftvftn*  +  (ab)a\aya^i^byf>^by^  = 

3  3  1  1 

=  n%V  —  Y^  Vv'(>^^)*—  Yi  «vVO^v)'  ——  »hMx'(|iv)'^  +  —  ^(X|iXXv)(p)« 

Es  ergibt  nìch  dann  fiir  Q  folgender  Ansdruck  : 

(1)  Q = - 1  (^^)'  +  y  (^*)*  +  r^  (''^  -  à  *'^ 

Wir  stellen  una  iilr  spateren  Bedarf  noch  die  Aofgabe,  die  beiden  Kest 
schnittpunkte  deBJenlgen  2^  mit  N*  zu  bestiinmen,  welcher   durch   die    Grade 
'/o>/i)  ^^^  <Jì^  Pankte  eines  durch  die  Verbindungsforni  f|>  gegebenen  Tri  pela 
der  Normkurve  hindurcbgeht. 

Heisst  die  Form  dea  gesuchten  Panktpaarea  icx*,  ao  mnaa 


(0  Vgl.  L.  Berzolarl,  Sui  oomUnanU  eto.,  9.  16  f. 

VOL.   LX.  15 
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apolar  seia  zo  dea  FormeD  /^  ==  ax^  and/^  =  b\  ,  die  beiden  daraus  fliessenden 
Gleiiobaugen  : 

('|>a)»(i:a)«  =  0         ,         (  W«&)'  =  0 

geniigen  zur  Bestimmnng  der  Form  ic.  Man  erbàlt 

Entwickelt  man  den  Polarenausdnick 


ic  = 


=  (aA)(4»«)'(f  ft)»ax6x. 


{ab)a^h^^axhx 

anf  Grand  der  oben  stehenden  Formeln  fiir  den  Fall,  dass   (i    and    v  gle/t'li 
wertige  (vertausclibare)  Bymbole  bedenten,  so  koninit  : 

ff 

q  fì  ^ 

{ah)a^%^axbx  =  r^Wrx*  —  jj  «mV(>^H^X>^v)  +  -  »^«v»x*(p)»  —  —  i^{tiv)*(X|t)Xv) 

nnd  daher 

(2)  «  =  (r  ,  ^,V-  A  „  ,  ^.)4+  ^  (,,,).__  Ì_  ^.t , 

wo 

bedeutet. 

2.  Dem  Formeubiiscbel  /^  +  p/^  gehoit  bekanntlich    im   allgemeinen  eine 
apolare  Form  achter  Ordnnng 
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an,  deren  dritte  Polaren  dann  inìt  der  oc*  Schnr  der  za  den/apolaren  Formen 
fUnfter  Ordnung  zusatnmenfallen.  %  ist  bis  anf  einen  konstauten  Faktor  ideo 
tisch  (^)  niit  der  von  G  o  r  d  a  n  (')  ebenso  bezeicbneten  von  S  t  ó  p  b  a  n  o  s  (') 
B^  genannten  siumltanen  Eovarìante  aebter  Ordnnng,  welcbe  identiscb  vers 
cbwindet,  sobald  /^  and  /^  zwei  oder  mebr  lineare  Faktorsn  gemeinsaui  babeo. 


(*)  Vgl.  L.  Berzolari,  Sulla  teoria  àelVinwAu^iUf  ip^alnunU  deWinvoluàU>n4  euhia, 
ftend.  Àoc.  di  Napoli,  Serie  2,  voi.  5  (1891),  p.  35. 

(')  G  o  r  d  a  n  ,    Ueher  die  Bildung  der  Reeultante  zweier  Gleichungen^  Math.  Annalen,  Bd.  S, 
S.  389. 

(')  Mémoire  $ur  la  ikéorie  dee  farmee  hinairee  et  eur  Vélimina^ion,  Aanales  scient.  de  V£»^^ 
Norm.  Saper.,  Ili  sér.,  tome  I  (1884),  S.  381. 


)(  ni  )( 

Ans  den  ApolaritàtsbedingQnp:<^n  fliesst  2anilch^  die  Determlnanten  dar- 
stellnng  dieser  Fo»'m: 


e  = 


X*     — 8X'     28X«     -  56X^     TCX*"    — 66X»     28X«     —X     1 


a. 


0 
0 
0 


Òa. 


0 

«» 

0 

0 

0 

0 

6b. 


0 
0 


a. 


0 


0 


a. 


0 


a. 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


DiesA  Determinante  kaun  iibergefubrt  werden  in  eine  andere  mit  der 
BezoDt'schen  Determinante  eng  verwandten  Oestalt,  in  der  niir  die  zweiglie- 
drigen  Determinanten  der  Eoeffizienten  dea  Formenbiiscbels  / 


afi^  —  ttffii  =  {ik) 


vorkommen  (*) 


5(01) 


10(02) 


10(03) 


5(04) 


10(02)     10(03)4-50(12)         5(04)+60(13) 


(4)  9= 


(05)      1 


(05)+26(14)  5(15)— 4X 


10(03)     5(04)4-50(13)    (05)+25(14)-|-100(23)     5(15)+50)(24)       10(26)6X* 
5(04)       (05)+25)(14)  5(14)+50(24)  10(25)+60(34)    10(35)— 4X« 


(05) 


5(15) 


^4X 


10(25) 


6X* 


10(35) 


— 4X» 


5(45)       X* 


X* 


0 


0)  ^gl<  Friedrich»  Die  rationale  Plankarve  4  Ordn,  und  die  hindre  Form,  6  Ordn,, 
Disaert.  Giesseii,  1886,  S.  10;  E.  Meyer,  Die  rationalen  ehenen  Kurven  4  Ordn.  und  diebin, 
Form,  6  Ordn.,  Kouigsberg,  1888,  8.  7;  W.  S  t  a  b  1  ,  Veher  eine  neue  DafèUllung  der  ReettUanie 
tueier  gìeichungen,  Math.  Aunalen,  Bd.  35,  S,  395;  Qordaii|  Varleeunpen  ^bir  Invariaiitenx 
theorie,   I,  Tè»,  S.  15»; 
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Infolge  der  proportionalitat  der  Determinanten  der  apolaren  Formensy- 
Bteme  (§  1,  3)  kaim  man  die  Grò:«sea  {ih)  darch  die  entsprechenden  Grossen 
(Imno)  =  (a,a^a„aj  ersetzen.  Schreibt  man  die  Formen  9^^  =  a>* ,  p^  =  p>*  etc. 
mit  dem  ìiblicheu  KoeflBzienten,  z.  B. 

so  hat  man  folgende  Substitutioneu  vorzunehmen  : 


(5) 


5(01)  =  (0123) 
10(02)  r=  (0124) 
10(03)  =  (0134) 

6(04)  =  (0234) 

(05)  =  (1234) 

50(12)  =  (0125; 

50(13)  =  (0135) 


25(14)  =  (0235) 

5(15)  =  (1235) 

100(23)  =  (0145) 

50(24)  =  (0245) 

10(25)  =  (1245) 

50(34)  =  (0345) 

10(35)  =  (1345) 

5(45)  =  (2345) 


0  Ì8t,  wie  man  sieht,  die  mit  1  ,  —  4X  ,  6X'  .  .  .  geriinderte  Bézout'sche  Deter- 
minante U.  Der  Wert  der  Sylvesterschen  Katalektikante  E  (*)  von  9 
Ì8t,  von  eiiiem  Faktor  abgesehen  =  U*. 

Die  8ymboli8che  Darstellung  von  B  durch  die  faudamentalen  Kombinanten 
r,  «,  ^  i8t  von  Oordan  (*)  gegoben.  Die  Resultante  B  derformen/^  und/^ 
kaun  in  die  Form  gesetzt  werden  : 

B  =  (e,r)« 
wo  r  =  (/, ,/,). 

Die  Tbeorie  der  Involution  fiìnfter  Ordnung.  1.  Stufe  oder  der  rationalen 
Baumkurve  fiinfter  Ordnung  kann  zuriic'kgefiihrt  werden  auf  die  Invarìanten- 
theorie  der  bìnarcn  Form  acbter  Ordnung  (^),  Die  Fundamentalkombinanten 
r ,  8  y  g  drticken  8ich  dabei  in  folgender  wei8e  durch  Invarianten  und  Kova- 
rianten  von  6  au8  : 


r=  2011  =  20- 


I  (^  ^)*  +  ^  *'  —  4  I.<  —  A  M 

5^   '    '    '    70  30   '        15  ' 


(6) 


8  =  —  12 


y  (kk)'  -  {t ,  kY  +  ^i,k 


=  — 128 


^  =  V  —  61,  =  15G 


(*)  Vgl.  Dissert.  S.  35. 

(*)  Vgl.  a.  a.  O.  S.  389. 

(•)  L.  Berzolifcri^  Sull§  0.  r.  d,  qu,  ord,,  a.  a.  Q.  S.  SOSj  Pi^ert.  8,  32/,  in  92  /. 
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wobei,  wie  in  der  Dissertatioii  (%  gesotzt  ist  : 

Man  brancht,  Dm  dies  za  verifizieren,  nnr  in  den  Aasdriicken  filr  die  Formen 
(f  die  vìer  partiellen  Differeatialqnotienten  von  S  =  n\  zu  snbstistuieren  : 

9o  =  ^1**^*        »        Ti  =  »*>t*>* 

Ist  umgekehrt  eine  Form  6  =  n^^  gegeben,  so  gehort  zu  ihr  ein  BUschel 
Ton  Formen  fttofter  Ordnang  oder  eine  £3  (resp.  £^),  dessen  Punkte  (resp.  £J 
die  dritten  Polaren  von  6  za  Berubr-(Schnitt-)  formen  habeu,  unter  der  Be- 
dingnng,  dass  die  Eovariante  II  von  nall  verscbieden  Ì8t. 

Ist  die  Eanonizante 

B  =  ^i5-^V,  =  o  (i.  =  (e,fc*)*) 

and  n  4=  0,  80  exiatiert  eine  zu  6  apolare  biqnadratiacbe  form  p\*  und  8  lasst 
Bich  ala  Samme  von  vier  achten  Potenzen  darstellen  : 


8 


e  =  k.ckv?  +  Km'  +  Km)'  +  **(Xx)' 

der  quinare  Formebùschel  f  bat  in  dieaem  Falle  p^^  ala  festen  Faktor  f^).  Die 
Gerade  Kf  liegt  in  vier  T^  der  Normkurve,  die  Form  n  wird  zum  Quadrai 
von  px*. 

Ist  n  =  0  und  die  Kovariante  : 

(«»')«(n»")*(»'»'0 V«V»' V  =  A  *Ó  —  (< ,  6)* 

14 

von  Nuli  verscbieden,  so  existiert  eine  zu  6  apolare  kubiscbe  Form  und  6  bat 
drei  linear  unabbàngige  apolare  Formen  funfter  Ordnung  mit  der  kubischen 
Form  als  gemeinsamen  Faktor  etc. 

3.  Verschwindet  die  Form  Q  identiscb,  so  lassen  sicb,  falls  r=(/j,/^)4=^? 
die  Formen  f^  und  /^  als  Polaren  einer  Form  secbster  Ordnung  : 

darstellen.  F  làsst  sicb  auf  00^  faohe  Weisen  auf  die  Snmme  von  vier  secbsten 


8  1 

(^)  8.  34  und  93; — ^jl  iti  dort  mit   g  und  rr  y  mit  G bezeiohnet.  vgl.  auchBe  ry  ol  ari, 

13  15 

•.  ».  O.  8.  331  r. 

(*)  Vgl.  Stephan«t,  Annales  etc.,  8.  363  ff. 
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Infolge  der  pro}x>rtioiialìta.t  der  DeterminanteQ  der  apolarea  Formensy- 
Bteme  (§  1,  3)  kaiin  man  die  Gròssen  (ik)  darch  die  entsprechenden  Gròssen 
(Imno)  =  (a,a^a„aj  ersetzeo.  Schreibt  man  die  Formen  9^  =  ax* ,  y^  =  p>*  etc. 
mit  dem  Ublicheu  KoeflBzienten,  z.  B. 

9o  =  «0^*  +  5«i^*  +  •  •  • 
so  hat  man  foigende  Sabstitntionen  vorzunehmen  : 


(5) 


5(01)  =  (0123) 
10(02)  r=  (0124) 
10(03)  =  (0134) 

6(04)  =  (0234) 

(05)  =  (1234) 

50(12)==  (01 25j 

50(13)  =  (0135) 


25(14)  =  (0235) 

6(15)  =  (1235) 

100(23)  =  (0145) 

50(24)  =  (0245) 

10(25)  =(1245) 

60(34)  =  (0345) 

10(35)  =  (1345) 

5(45)  =  (2345) 


0  Ì8t,  wie  man  siebt,  die  mit  1  ,  --4X  ,  6X*  .  .  .  geranderte  Bézoat'sche  Deter- 
minante U.  Der  Wert  der  Sylvesterscbeu  Katalektikante  E  (*)  von  % 
Ì8t,  von  einem  Faktor  abgeseben  =  U*. 

Die  symbolische  Darstellung  von  9  durcb  die  fundamentaleii  Kombinanteu 
r,  «,  ^  ist  von  Gordan  (')  gegoben.  Die  Resultante  B  der  formen /j  und /^ 
kauu  in  die  Form  gesetzt  werden  : 

B  =  (e  ,  r)« 
wo  r  =  (/o,/J. 

Die  Tboorie  der  luvolution  fiinfter  Ordnung.  1.  Stufe  oder  der  rationsilen 
Baumknrve  fiiufter  Ordnung  kann  znriiekgefabrt  werden  auf  die  Invarìanten- 
theorie  der  binaren  Form  achter  Ordnung  (^).  Die  Fundamentalkombinauten 
r  j  8  j  g  drilcken  8ich  dabei  in  folgender  weise  durcb  Invarianten  und  Kova- 
rianten  von  6  aus  : 


r  =  2011=20. 


^^'*)'+^*'-èv-è'«« 


(6) 


»  =  — 12 


?  {kk)*  -  {t ,  k)*  +  ^I,k 


=  —  128 


^  =  V  —  61,  =  16G 


(')  Vgl.  Dissert.  8.  85. 

(*)  Vgl.  a.  a.  O.  8.  389. 

(*)  L.  Berzol»ri,  $»llf  e.  r.  d.  qu.  ord.,  a.  a.  Q.  8.  305;  Qi^qert.  8.  92/,  in  92  /. 
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wobei,  wie  in  der  Dissertation  (%  gesetzt  ist  : 

Man  branchi,  um  dies  zu  veri6zieren,  nnr  in  den  Ansdriicken  fUr  die  Forroen 
(f  die  vier  partiellen  Dififerentialqnotienten  von  B  =  n\  zu  sabstistuieren  : 

Ist  nmgekehrt  eine  Form  0  =  Hx*  gegeben,  so  gebort  zu  ihr  ein  Biiscbel 
von  Formen  fUnfter  Ordnnng  oder  eine  Eg  (resp.  S^),  dessen  Punkte  (resp.  l^) 
die  dritten  Polaren  von  B  zu  Beriihr-(Schnitt-)  formen  haben,  unter  der  Be- 
dingnng,  dass  die  Eovariante  II  von  nuli  verschieden  Ì8t. 

Ist  die  Kanonizante 

B  =  ^i.-^V3  =  o  (i,=(e,*Y) 

tind  n  =1=  0,  so  existiert  eine  zu  0  apolare  biquadratisiche  form  px*  und  S  làsst 
sich  als  Samme  von  vier  achten  Potenzen  darstellen  : 

der  quinàre  FormebUschel  f  hat  in  diesem  Falle  px*  als  festen  Faktor  f).  Die 
Gerade  ic^  liegt  in  vier  T^  der  Normkurve,  die  Form  n  wird  zum  Quadrat 
von  p/. 

Ist  n  =  0  nnd  die  Kovariante  : 

14 

von  Nuli  verschieden,  so  existiert  eine  zu  6  apolare  kubische  Form  und  6  hat 
drei  linear  unabhàngige  apolare  Formen  funfter  Ordnung  mit  der  kubischen 
Form  als  gemeinsamen  Faktor  etc. 

3.  Verschwindet  die  Form  Q  identisch,  so  lassen  sich,  fallsr=(/^,/j)-4=0, 
die  Formen  /^  und  /^  als  Polaren  einer  Form  sechster  Ordnung  : 

F=px' 

darstellen.  Flasstsich  auf  oo^  fache  Weisen  auf  die  Summe  von  vier  sechsten 


(^)  8.  84  und  98; —  -^  ist  dort  mit   g  and  —  g  mit  G  bezeichnet.  vgl.  auoh  B  e  r  z  o  1  a  r  i, 

i.  a.  O.  8.  831  r. 

(*)  Vgl.  Stephants,  Annalea  eto.,  8.  868  ff. 
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Potenzen  reduzioren  ;  es  gibt  also  entsprechend  in  diesem  Falle  oo^  Quadrile- 
kantenranme  durch  die  Gerade  (f^f^  lesp.  oc'  Geraden  in  dem  2,(/q,/j),  die 
in  vier  T^  von  N*  entbalten  sind.  Umg^kebrt  i^t  jeder  Form  sechster  Ordnnng 
F  eine  hestiininte  Gerade  (/o/|)  (resp.  ein  bestiiumter  S,)  zageordnet,  deren 
Punkte  (L^  die  Polaren  vou  F  als  Beriiiirformen  (Schnittfarmen)  inbezDg  aof 
N^  besitzen. 

Wir  nennen  im  Anschluss  an  M  a  r  1  e  1 1  a  (^)  die  Geraden,  welche  oc^ 
Qaadrìsekantenraume  tragen,  Geraden  l.  Die  Schnittgeraden  von  vier  T^  von 
K*  mogen  Geraden  #  heissen,  die  S3  in  denen  cx>*  Gì raden  «  liegen,  Eaume L 
Da  es  00*  Fonnen  seclister  Ordnnng  F  gibt,  so  gibt  es  aucb  oc*  Geraden  / 
und  Ranme  L  im  £^. 

Die  Ràume  Q  dnrcb  eine  Gerade  l  bilden  eiuen  Kegel  zweiten  Gerades, 
dessen  Gleiehung  lautet  (*)  : 


Po    Pi    Pt    P3    Pa 


Pi 
Pt 


•     •     •     • 


•     •     • 


Pt 


•P  A  •  •  ■  ■  W  . 


^1         •        •        '         •         ^5 


=  0 


oder 


f\t  ^f^\t  ^f^f\/^ff. 


//      /w  /\f 


K  =^  {ppr{ppy(py'npx)(px'){p'x){p'x')(p"x)(p''x'){xxy = 0 


Nuli  ist,  Aveiiii 


j  ^  (  pi/nppy(pyrpxY>y\' = ^  af  -  (f  ,  i)\ 


f  r=  (F  ,  F)*         und         i  =  {F  ,  »)* 


gesetzt  wird  : 


{ppy{pp")\p'p")%p'^p%P,p\p'\  =j/jx»  -  ^  w^v-)\ 


also  konnen  vrit  aaeh  acbreiben 


(7) 


K  =  (j^f(jx'nxx'r  -  ^  {lx){lx'){xx')*=z(B  ,  j)'-  ^  «  i)V 


(*)  Sulle  curve  razionali  del  quinto  ordine,  Kendicouti  Palermo,  yol,   19,  Si  Pi. 
(»)  Diasert.,  J  87, 
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wo  H  und  i  die  zweite  und  vìerte  Ueberscliiebung  der  Form  a?x*  ilber  sictì 
seibst  bedentet.  K  =  0  kann  gleìcbzeìtìg  ala  die  Begelflàche  2.  Grades  auge: 
sehcQ  werden,  welche  die  Geraden  s  indem  dem  Formenbuschel  /^  -f-  p/^  gu- 
geordneten  £3  beschreiben. 

Da  es  00^  Banme  Q  dorcb  l  gibt,  so  bestimnit  eine  Bedingung  einen  oder 
eine  endlìche  Anzahl  solcber  Baume.  Es  gibt  z.  B.  wie  in  der  Dissertation 
eatwickelt  ist,  secbs  beiiibende  Raame  Q,  deren  BeriibrnngspuDkte  die  War- 
zeln  der  Kovariante  j  von  F  zu  Parametern  baben. 

An  stelle  der  Funktioualdeterniinante  der  Foi  men  /^  uad  /^ ,  tritt  in  un- 
serm  Falle,  indem  als /^  and /^  die  Ableitnngen  p^p\  and  p^P\  za  nebmeu 
sind,  die  Hessesche  Kovariante  von  F,  deren  Wnrzeln  also  die  Benìbrungs- 
pnnkte  der  acbt  (/c,/^  treflfenden  T3  liefern.  Ueberhanpt  werden  die  Elemen- 
tarkombinanten  (/o,/^)**"*  vertreten  dureb  die  geraden  Uebersebiebangen 
(F  ,  F)«*  : 

r  =  i(F,F)'     ,     *  =  i(F,F)*     ,     g  =  l{F,F)* 

\ 

Vescbwindet  die  Katalektikante  von  P 


^       1 
6 


(F  ,  F/ 


9 


-  (»• ,  «r 


so  lasst  sicb  F  als  Samme  von  drei  secbsteu  Potenzen  darstellen  : 


F  =  (px)*  +  (q,)'  +  (n)\ 


Die  drei  Punkte 


^=P\^qvrx  =  0 


liegen  also  mit  {/^  ,/^)  in  einer  Ebene,  einer  Trisekantenebene  von  N*,  die  der 
Kegel  der  Eàume  Q  dnrcb  l  als  Achse  bat.  Daal  liegt  dann  in  dem  £,  des 
Biiscbels  (/^  ,/j)  eine  Ebene  als  Scbnitt  dreier  T^  von  N'*  ami  die  Regeiflasche 
zweiten  Grades  der  Geraden  s  wird  zar  ebenen  Knrve  zweiter  Elasse,  die 
iibrigens  weiterbin  eine  Boile  spielen  wird. 


i    '         I 
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li.  Abschnitt.  Die  bationale  Quintik  im  Alloemeinsn. 

§  3.  Das  Formennetz  fUnfter  Ordnnng  im  ZuMmnienhaiig  mit 

der  ebenen  rationalen  Qnintik. 

1.  Einer  Ebene  TCf  im  \  ist  ein  Beriilir-Formenbundel  oder  Formennetz 
fUnfter  Ordnang 

(1)  /o  +  p/i  +  q/",  =  «>'  +  PV  +  <^y' 

zMgeordnet,  deoi  ein  apolares  Formennetz 

(2)  <Po  +  P<Pi  +  o<P«  =  ^\  +  PPx'  +  <^\ 

gegeniiber  steht^  deren  zugeborige  \  die  Ebene  Kf  enthalten. 

Die  Nnllràume  \  der  Pankte  von  %  (oder  die  S^  der  Formen  /  als  Schnitt 
formen)  schneiden  sicli  in  einer  weiteren  Ebene  tc^y  deren  Pnnkte  die  For- 
men f  zu  Beriibrformen  haben.  Die  Ebenen  ic/  und  ic^  sind  einander  konja- 
giert  in  dem  Nnllsystem  der  Normkarve.  Es  gibt  nnn  in  der  Formenschar  / 
eine  ansgezeiclmete  Form,  die  zn  alien  Individnen  des  Netzes  apolar  ist^  aUo 
gleichzeitig  dem  Netzte  ^  angebort,  denn 

ist  voUstàndig  bestimmt  durcb  die  drei  linearen  fiedingnngen  : 

K/o  +  «i/i  +  «f /t  y  Ti)*  =  ^• 
Man  erbalt: 

(4)      /<p  =/o(/, ,  f,f  +  /,(/, ,  //  +  Uf, ,  f,f  =  a,\bef  +  b,'(caf  +  c^oòf 
Offenbar  stimmt  /^  bis  auf  einen  konstant^u  Faktor  mit 

9f  —  «x^PY)'  +  Px'(Taf  +  tMPf 

iiberein.  G-eometrisch  besagt  das  folgendes  : 

Die  zu  einander  konjugierten  Ebenen  icf  und  iz^  haben  einen  Punki  (/^)  fé* 
mein,  deseen  Nullraum  (tpfj  beide  Ebenen  verbindeU 

Wenn  die  Gbenen  ic^  und  n^  zwei  Pankte,  also  die  eie  verbindende  6t- 
rade  gemein  haben,  so  fallen  sie  ganz  zusammen. 

In  diesem  Falle  wird  : 

(/, ,  /»)•  =  (/. ,  //  =  {fi ,  A)'  =  0. 
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tSine  wesentliche  Bolle  fUr  dier  Theorie  des  qninaren  lavolution   zweitér 
Stufe  spielen  die  Formen  sechster  OrdDung  : 


F=p,' 


*  =  ffx% 


welelie  apolar  sind  zu  den  Formen  des  Netzes  ^  resp.  zu  den  Formen  des 
Xetzes  f.  Fìir  die  KoeflBzìenten  z.  B.  von  F  sind  die  secfas  Gleichungen  zu 
erfullen  : 

(F,9,)*  =  0  ,  (F,^/:;=0  ,  (F,y,)*  =  0 

die  ini  allgemeinen  eine  eindeutigc  Bestimnìung  znlassen.  Unmìttelbar  ist  der 
Determi n<anteiiausdrnek  filr  F  liinznsclireiben  : 


(5)      F 


X«         — 6X^ 


5a. 


15X* 


lOa, 


20X 


s 


15X*         — 6X 


p. 

5P* 

• 

«74 

■ 

0 

«5 

6a, 

0 

P. 

5P* 

\t 

Ts 

67, 

lOa, 

6a. 

«0 

0 

• 

• 

Po 

0 

• 

• 

To 

0 

• 

• 

5a. 

«0 

• 

9 

• 

Po 

• 

m 

• 

To 

Wir  werden  ziinàclist  einige  geometriscbe  Konsequenzen  entwickeln,  die 
an  den  voiigen  Paragraplien  ankniipfen,  bovor  wir  dazu  libergelien,  die  Formen 
F.  iind  4>  symboliscb  darzustellen. 

Naeli  §  2  ist  der  Form  F  eine  Gerade  zngeordnet,  welube  in  der  Ebene 
^/  gelegeu  ist  :  die  Gerade,  deren  Punkte  die  ersten  P<»laren  von  F  zu  Beriihr- 
formen  haben.  Das  ist  aber  eine  Gerade,  denn  die  Form  F  bat  ocA  apolare 
biqnadiatiscbe  Foimen,  und  zwar  ist  es  die  einzige  Gerade  /  in  der  Ebene  ic^^, 
wonn  TC;^  eine  aligemeiue  Lage  inbezug  auf  ì^^  einnimmt. 

Die  Mannigfaltiglceit  der  Oeraden  l  im  E^  hat  alno  mit  jeder  allgemeinen 
Ebene  nur  ein  Elenwnt  gemein.  Ebenso  gibt  es  einen  Raum  L  durch  eine  Ehnxe, 
icelcher  oc*  Linien  8  (Schnitt  von  vier  T^)  enthalt. 

£s  interessiert  im  Anschluss  daran  die  Frage  nacb  der  Anzabl   der   Gè- 

raden  l  durcb  einen  Punkt.  Durch  einen  allgemeinen  Pnnkt  im  S^   gehen  oc' 

Oeraden  L  Dagegen  ist  die  Zabl  der  Geradeu  endlicli,  die  durcb  einen  Punkt 

fifeben  und  in  einem  £,  durcb  diesen  Punkt  entbalten  sind.  Der  £3  ist  im   I^ 

ifestgelegt  durcb  vier  Formen  fuafter    Ordnung    (als    Beriibrformen    iu    bezug 


àuf  N*)  : 


/o    ?'/l     >  /t    >    '  8 


VCL.    LX. 
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X  1^2  x 

ìfiin  Ktbt  ès  hach  §  1,  5,  eine  Form  achter  Ordnung  6  =  Hx*  welcbe  apolar  ist 
za  der  zar  ForoienBchar  /  konjugierten  Involation  erster  Stufe,  deren  dritte 
Polaren  mit  der  Formenschar  /  koinzidìeren. 

Jedem  Pankte  P  des  Baomes  p  ist  eine  bestimmte  Polare  : 

zugeordnet.  Diese  Form  /  kann  aber  von  drei  Formen  seclister  OrdnuDg  darch 
Polarisation  abgeleftet  werdeD,  iiRmlich  von  den  Formen 

n^nyiix*  ,  n^n^n^  ,  nyU^n^. 

OemasM  dem  oben  Enitciókelten  giht  es  aUto  drei  Geraden  l  in  einem  1^  durck 
einen  seiner  Punkte  ;  ebenso  drei  Rdume  L  in  einem  £^  durch  eine  seiner  6erade/i. 

Die  MannigfaUigkeìt  der  Geraden  l  in  einem  (dreidimensionalen)  fiaoii] 
Btellt  mithin,  wie  Marletta  auf  rein  geometriscben  Wege  gefauden hat C), 
eine  (3,  1,  0)  Kongruenz  dar  d.b.  eine  Kongrnenz  von  der  Ordiiung  3  (dici 
Kofigrnenzstrablen  durch  einen  Baumpnnkt),  der  Klasse  1  (eiii  Kongroenz- 
strabl  einer  Ebene)  and  daber  vom  Eange  0  (').  Diese  Kongruenz  ist  identisch 
mit  der  Kongruenz  der  Acbtsen  einer  Normkurve  Np^  im  Raume  p,  wie  leicht 
einzaseben  ist.  Maebt  man  nàmlicb  die  Punkte  mit  den  BeriibrformeQ 

* 

n^*  nx*  ,  nj«  n,  «x'^  ,  n^  n*  nx*  ,  n,'  Wx*" 

zn  den  Eckpunkten  eines  KoordinateutetraederH  im  Baum  p,  so  bat  die  Raom- 
kurve  Kp*,  die  entstebt,  wenn  die  T^  von  1^^  mit  p  zum  Sebnitt  gebracbt 
werden,  die  Darstellung  : 

u\  :  14^  :  u\  =  n\  =  n,'  nx®  :  n*  n,  nx^  :  n^  n/  «x*  :  «,*  nx* 

Das  Qaintnpel  der  von  P  ausgebenden  Scbmiegungsebenen  von  Kp  wird  re^ 
pr&sentiert  durcb  die  Form  fiiiifcer  Ordnnng  : 

/*  ^^  **»*  ^v  ^«  **^^  ) 
wenn  (i,  v,  %  die  Parameter  der  von  P  an  die  Normkurve  N^: 

u\:  u\  :  tt',  :  ti',  :=  X  :  —  X  :  X*  :  —  X' 


(*)  a.  a«  O.  102. 

(*)  vgl.  R.  StQrm^  Die  Oehilde  É  und  9  Oradet  der  Uniengeometrie,  Il  Teil,  StrthUs- 
koDgmenzeii  1  and  2  Ordtiimg,  S»  27  f.  (Bei  S  t  a  r  m  wird  hauptsfiohlich  die  dnftle  K«i' 
graeoz  (1,  8,  0)  betraclitet). 
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^ehenden  Schmiegangsebenen  bedrutrn,  oder  dnrch  : 

wenn  ^^  die  Beiiihrform  von  P  inbezug  auf  Np^  bezeicbnet. 

Die  ScbroiegaDgsebeDeii  von  "Sp^  Bohneiden  sich  aber  zti  je  zweien  in 
eiuer  darch  P  gehenden  Acbse  der  Karve*  Jeder  Paukt  der  Achse  ((i  ,  v) 
besitzt  bezilglicb  N'^  oder  Kp^  das  BerUbrqnintnpel 

w^  «y  Wfc  »x*  =  0 

Wenn  k  alle  moglicbon  Werte  durchlàuft,  erhalten  wìr  die  Beriibrformenscliar 
der  Punkte  der  Axshse  ala  diu  Scbar  der  ersten  Polaren  der  Form  secbster 
Ordnung  : 

■^i  ^^  **H  *^x  ^v*« 

§  4.  Die  fundamenialen  Kombinanten  des  quinàren  FormenneUe^. 

1.  Nach  P.  Gordan  (')  fallen  die  Kombinanten  des  darch  die  Formen/ 
bestimmten  Furmennetzes  zusammen  mit  den  Invarìanten  und  Kovarianten 
(Kotnitaiiten)  der  folgenden  drei  Reiben  von  Yariabeln  entbaltenden  Form  : 


«>' 


a, 


ftì^ 


V 


6v* 


cx' 


0, 


und  wir  erhalten  die  Fundamentalkombinanten^  indem  wir  diese  Form  dnrch 
das  Dififerenzenprodnkt  (X(i)(Xv)((iv)  dividieren  und  den  iibrigen  Faktor  I^  nach 
Potenzen  von  (X|i.)(Xv)(|i.v)  entwickeln  (*). 

Wenn  wir  folgende  Bezeichnungen  einfiihren: 


Wx^  =  —  (be){eailab)ax%'c^ 


t^.8 


(1) 


Vx»  =  -  -  (be){ca){ab) 


(6c)*6>«?xOx*+(««)*«x«x*x'+(«*)*«x*x«x' 


Ux»  =  (ftc)(cfl;(fl6) 


(fte)*(6-')cxax*+(6«)*(6c)axCx»+(oa)*(c*)«x*x*+ 


^-(ofc)^ca)Mx*+(aW««)6xCx*+(ac)^a6Vx*x* 


(*)  Math.  Annaien,  Bd.  ■',  S.  116. 

(*)  vgl.  L.  Bersolari,  Rend.  Palermo,  Bd.  7,  S.  11;  C.  8t4phano8,  MAnotrt  tur 
tf»  faiieeaux  46  /orm«$  binaire*  afianl  une  mémt  jaeoUtntui,  lM(u.  préaenttfM  par  4i''W*  aataatf 
h  l'Acad.  des  •cienoep  de  l')n«t.  de  Fr.  XXYI  (188S),  N.  7,  8.  3«  f. 
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80  ergibt  sich  fur  die  Entwickelung  : 


(2) 


J,  =  Wx^W/Wv«+  1 


+ 


106 


(|iiv)*V,VvVx'+(vX)*VvVxV,^+(XjJL)'VxV,V, 


(XjJL)'(Xv)U^Uv*+(Xv)»{X(i)U,U/+(|iv)«(ttX)U,Ux' 


+  (|«.X)«(p)U,U/+(vX)*(vp.)UxU^«+(vji)»(vX)  d.Ux' 


J^=0  Ì8t  offenbar  die  Bedingung  dafiir,  dass  das  Tripel  X,  |ji,  v  zu  einem 
Quintupel  dea  Netzes  /^  +  p/j  +  r;/,  freliiirt  oder,  geoinetriscb,  dass  die  T^  der 
N*  in  den  drei  Punkten  eìnen  in  d  i  Ebene  iCf  gelegenen  Pankt  gemeinsam 
haben  resp.  dass  die  Verbindungs^bcne  der  Punkte  mit  ic^  in  einem  l^  lie^t. 
Umgekehrfc  wird  jede  symmetriscbe  Funktion  dreier  Parameter,  die  gè- 
mass  (2)  gebjaut  ist,  also  etwa  durcb  drei  gegebene  Ausdriicke  der  Fonda- 
mentalkombinanten  gegeben  ist,  eine  Involution  zweiter  8tufe  bestinitnen.d.b. 
es  gibt  daun  oc'  Quintupel  von  der  Eigenschaft,  dass  je  zwei  seiner  Eleniente 
die  iibrìgen  drei  durch  J^=0  bestimuieii.  Das  Netz  vou  Quintnpeln  ist  iiideiu 
Ausdruck 

(X|i.)(Xv)  J^ 

entbalten,  wenn  man  |i.  uud  v  als  beweglicbe  Parameter  ansieht. 

Die  Funktion  J^  beisst  symmetrisch — involutoriscbe  Funktion  (^). 

Das  Ketz  /  (und  damit  das  apolare  Netzf»)  oder  die  Koordinateu  der  Ebe 
ne  iCfj  d.b.  die  Determinanten  der  Matrix: 


^0       «1        ^2       ^3        ^4        ^5 


^    *i    K    ^    ^    ^ 


^0         ^1 


^2         ^3         ^4        ^5 


und  die.(Koefl1zienteu  der)  Konibinanten  W,  V,  U  bestimmen  sich  gegeiisei 
tig.  Fiir  spatere  Rechnu.ug  wird  es  voiteilhaft  sein,  die  liuearen  Relationen 
zwisclien  beiden  Giossenreilien  selbst  aufzustelleu.  Aus  den  zehn  Relationeii. 

welche  zwiselien  den  I     |=20  Koordinaten  selbst   statt    baben    (*),    ermittelt 


(^)  Wir  nitissen  hìer  aiif  eiiie  Arbeil  vou  A.  B.  Cobi  e  (Symmeiric  fonnt  and  invoUiiom, 
Americau  Journal  of  Math.  31,  S.  183-212,  355-364;  32,  S.  333-364)  aufmerksain  macheD, 
welcbe  siob  eingebender  nad  allgeniein  uiit  Bolcben  Fiinktioueii  befasst. 

{^  vgl.  K.  Th.  Vahlen,  Uehea  die  Relationen  zwi9chen  den  Deeerminanten  einer  Matrii, 
Crelle's  Jouroal,  Bd.  112^  S.  306. 

H.  G.  Q  r  a  8  s  in  a  D  u  ,  Veìtoendung  der  Ansdehnungelekre  fur  die  Allgemeine  Tkearie  iff 
polaren  in  devi  Zusammeìihang  algehr.  Gebilde^  Creile  84 ^  S.  28 1. 
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man  dann   auschwer    die    Beziebungeu  zwìschen  den    fundamentalen    Kombi- 
nanten. 

Mit  der  abkiirzenden  BezeìchnuDg 


{ikl  = 


Oi       Qf,       Qi 


bt    è»     bi 


Oi       Ot,      Ci 


ergibt  8ich  (*)  : 


^^\'  =  (012)X'  +  3(013)X«  +  |3(014)  +  6(023)]X'  +  [(015)  +  8(024)  +  10(123)]X*  -f 
+  [3(026)  +  6(034)  +  15(124)]X=^  +  [3(035)  +  6(125)  +  15(134)]X*  + 
+  [(046)  +  8(136)  +  10(234)]X3  +  [3(145)  +  6(236)]X*  +  3(246)X  +  (346) 

Vx^  —  [(014)  —  2(023)]X*  +  [(015)  —  10(123)]X*  +  [2(026)  -  10(124)JX'  + 
+  [2(036)  —  10(134)]X^  +  [(046)  —  10(234)]X  +  [(145)  -  2(236)] 

IV  =  [—  2(015)  +  6(024)  —  20(123)]X3  +  [—  3(025)  +  16(034)  —  16(124)]X*  + 
+  [3(035)  —  16(126)  +  15(134)]X  +  [2(046)  —  5(135)  +  20(234)]. 

Umgekebrl  lassen  sich  die  zwanzìg  Determinanten  (ikl)  darch  die  zwanzig 
Koeffizienten  der  Eleihentarkombinanteu  wie  folgt  aasdriicken  : 


(012)  =  W, 


(013)  =  3W, 


(126)  =  6W,--U, 

(036)  =  16W,+  ^V3  +  lu, 


(023)  =  3W,-jV, 


(014)  =  6W,+  .Vo 


1 
2 


(024)  =  8W3  +  -U, 


(015)  ==z 


iow3+5v^-Au, 

*J  ^  i. 


(034)  =  6W,+-U, 

(025)  =  15W,4^V.-ÌU. 

(l24)=3W,-lv,-lu, 


(134)  =  3W 


V  -i U 

»       2    '^35     * 


(045)  =  10W,+  Au3  +  |v, 


(135)  =  8W,--U3 


(145)  =r  6W,  +  -  V, 
(235)  =  3W,-ÌV, 


(245)  =  3W, 


(345)  =  W 


(')  Ber  so  lari,  a.  a.  O.  S.  12. 
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Die  Belationen  zwisehen  den  Uebe  schiebuDgen  der  Eoiubinanten  ent  sprin- 
gen  dann  ans  den  IdentìtSLteD  voo  der  Form  : 

{ikl)(mno)  —  (miJc)(lno)  +  (lmi)(kno)  ■  -  [lclm){ino)  =  0  (*). 

Sie  lauten  (nach  B  e  r  z  o  l  a  r  ì)  : 

\    3(W,W)*~iv«  +  ^(W,U)z=:0 

105(W,V)»  +  2V.U— 0 


(5) 


25 


15(W,W)«  +  ^  (V,V)*  -  y  (\V,Uf  4-  ~  u*  =  0 


21(W,V)*  +  4(V,U)*=0 

9(W,W)^  -  \  (V,V)*  +  ^  {\5,\5r~  0 

Der  Satz  vcm  der  Pioportionalitàt  diT  Dotermiiiaaten  apolarer  Forniensy 
«teme  gestattit  nnmittelbar  in  die  Ausdiiicke  (3)  die  Koi»flBzientea  der Formen 


To  =  «x'      »      ?i  =  P> 


9j 


Tx' 


einzufuliren.  Sdireiben  wir  wie  ilblich  diese  Formen  mit  den  Binomiaikoefii- 
zienten,  so  iiiessen  aiis  der  Gleichuug  (4)  dcs  §  1  folgen  Kelationen,  in  deneu 
die  Detennina.nten  (ikl)  des  Formeunetzes  ^  in  den  Determinanten  desNeUes 
f  diirch  die  Bnclis'abiMì  ff  und  /  an  den  Klammeru  unterschieden  sind; 


(6) 


I  (012V  =  r)0ik(012), 


(013V  —  50fc(013)^ 
(014V=100ik(023)^ 
(015V=500ifc(123)^ 
(023)^=25ik(014)^ 
(024V  =  50A:(024)^ 
(025V=250/c(124)9 
(034V  =  50A:(034)^ 
(035V=250A:(134),;, 


1 


(045V  =  500A-(234) 


(123V=5ik(015)9 
(124V=:10Af(025)9 
(135V=50ik(125)^ 
(134V  =  10fc(035)<p 
(135^  — 50it(135)^ 
(145V=100it(235), 
(234),  =  5^045L 


(235).  =  26fc(145) 


<p 


(245)^  =  60A:(246) 


9 


9 


(345);.  =  50*;(345)^ 


(')  Tgl.  die  Benierknng  von  SléphanoB,  a.  a.  O.  S.  33,  Anmerkuog. 
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Filhrt  man  vermittelst  dieser  Gleichungea  iu  die  Werte  (3)  die  Determi- 
oaotcQ  des  apolaren  Formenetzes  (dei*  9)  eia,  so  folgt  : 

(6a)  Wx'  =  cÙx'     ,      V,^=r-cVx*      ,      Ux*=cUx' 

wenn  wir  die  Grundkombinanten  der  Formen  ^  durch  horizontale  Striche 
keDnzeichneD. 

Die  Fundamentalkombinanten  der  apolaren  Formenetze  unterscheiden  sich  also 
ton  einem  konstanten  Faktor  abgesehen^  nur  durch  das  Voraeicìien  dei'  Konibinante 
fiinfter  Ordnung  Yx    (*). 

In  der  Tat  gehen  die  Belationen  (5)  ineinander  iiber,  wenn  man  V  init  — V 
vertauscht. 

Verfindert  man  in  der  Form  3f  dea  Vorzeichen  der  zweiten  Klammer,  so 
erhiilt  man  eine  Form 

irelcbe  gleich  Nuli  gesetzt,  zum  Ausdruck  bringt,  dass  das  Trii»el  X,  |i.,  v  dem 
Netze  tf  angehòrt.  Sind  die  Parameter  |ji,  v  fest  grgeben,  so  lietert 

JV=0 

die  drei  Parflmeter  X,  welche  mit  jjl  und  v  ein  Qnintupel  des  Netzes  y  bilden. 
Sind  |i  und  v  variabel,  so  haben  wir  in  dem  Ausdruck 

die  allgemeine  Form  des  zu  f  apolaren  Netzes  ^  vor  uns.  J^  ist  ubrigens 
identisch  mit  der  Form  : 

{ah){ac)l(bc)aJb^c^aJb^yaxh\Cx 

nnd  die  Apolaritat  von  (7)  mit /^  ,/^  ,/j  bestatìgt  sich  unmittelbar,  wenn  man 
z.  B.  in 

die  Symbole  a  und  a'  vertanscht. 

2.  Die  Bedehtiing  der  Kombinante  neunter  Ordnung  W  ergibt  sick  sofort, 
JFenn  man  jt  =  v  =  X  zetzt.  Ihre  Wtirzeln  liefern  die  Parameter  der  neun  die 
^tste  Ebene  ir^  treffenden  Tj. 

Das  Verschwinden  der  Form  W  ist  die  notwendige  und  binreichende 
Bedingang  dafUr,  dass  zwischen  den  Formen /^  ,/^  ,/,  eine  lineare  Beziebung 
)esteht,  dusB  also  die  drei  durcb  diese  Formen  dargestellten  Punkte  auf  einer 
Seraden  liegen.  Im  Folgendem  wird  vorausgesetzt,  dass  W  =(=  0  ist. 

(})  C.  StéphanoB,  M4m,  9ur  la  ih.  det  farmes,  Annales  eto.,  S.  347. 
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t)ie  Diskriminante  D  von  W  ist,  vie  B  r  i  1 1  (')  nachgewiesen  hat,  «er- 
legbar  in  zwei  Faktoreiu  welche  je  votn  achten  Giade  in  den  DeterminaDten 
(ikl)  des  Netzes  sind 

Dz=:R.S. 

Das  Verscbwinden  des  ersten  Faktors  R  ist  die  notwendige  nnd  hinrei- 
cliende  Bedingang  dafiir^  dass  iin  !Netze  /  eine  Form  ezistiert,  welche  eiben 
Linearfaktor  vierfach  enthàlt,  wahrend  S  =  0  an^drackt,  dass  ìm  Netze  f 
eine  Form  mifc  einem  vìerfacben  Liiiearfaktor  vorkommt  (*);  oder,  wie  aas  den 
Apolaritatssatzen  folgt,  dass  im  Netze  /  ein  Biiscliel  mit  einem  zweifacheo 
linearen  Faktor  enthalten  ist. 

Geometriscb  beisst  das  :  Wenn  R  =  0  ist,  se  gibt  es  eine  Tangente  der 
Kormkurve,  tcelohe  die  Ebene  TCf  trifft  ;  wenn  S=0  ist,  so  gibt  es  eine  Oerade  in 
der  Ebene  tc^  ,  welche  zugleich  in  einem  T,  der  Normkurve  enthalten  ist, 

Der  Faktor  R  wird  inbezug  auf  die  Determiuanten  des  Netzes/dieaelbe 
Gestalt  baben  wie  S  in  bezng  auf  die  Detemiiianten  des  Netzes  7.  Er  ist 
diejenige  rationale  Funktion  der.  Determinanten  {iM)f  deren  Verschwinden 
aussagt,  dass  die  samtlicbeu  5-reibigeu  Determinanten  der  folgendea  Ifatiix: 


(4) 


a. 


^5 
0 


6a^         lOeij         10«j         5a^ 


4X= 


6X«         — 4X 


a. 


0 
1 


fiir  denjenigen  Wert  von  X  vercbwinden  (*).  Das  Syste^n  der  secbs  Gleicban 
gen,  die  dies  aus  sagen,  ist  gleicbbedeutend  mit  zwei  Gleicbnngen,  als  deren 
Resultante  also  der  Faktor  R  erscbeint. 

Ist  eine  Form  W  neunter  Ordnnng  fest  gegel)en,  so  ist  das  Probleni  der 
Bestimmung  der  Netze  /,  zu  dem  W  ais  Kombinante  neunter  Ordnniig  gè. 
bort,  im  allgemeinen  bestimmt.  Denn  zu  den  auf  diese  Weise  gegebenen  zeba 
Reiationen  zwiscben  den  Deterininanten  des  Netzes  kommen  die  zehn  (linear 
unabhiingigen)  Relationen  von  der  Form  : 

{ì1cl){mno)  —  {mik)[lno)  +  {lmi){hxo)  —  (A7m)(mo)  =  0 

binzu.    Nacb    einer  allgemeinen  z.  B.  von    Stepbanos    im    A^nschloss  ao 


(>)  Mathem.  Annalen,  XX,  S.  830  f. 

(')  ^Sl'  ftiich  Stephanos,  Aunales  de  l'EcoIe  Donn.  eto.,  S.  S49. 

(?)  B  r  i  1 1 ,  a.  a.  O.  8.  336. 
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F  r.  M  e  y  e  r  (*)  und  S  e  h  u  b  e  r  t  (*)  zitierten  Forrael  gibt  es  42  Netze,  welche 

eine  feste  Form  W  zur  Eombioaate  neunter  Ordnaiig  haben.  Da  aber  zwei 
a|)olare  Netze  dieselbe  Kombinante  W  baben,  so  bleiben  21  wesentlich  ver- 
schiedeiie  Netze.  Es  gibt  also  21  Ehenen,  welche  die  in  neun  festen  Punkten  der 
Xormkurve  N*  beriihrenden  T,  treffen. 

Die    Geometrie    der    Kovariante    Vx*    ergibt    sich  ana  einer  kleinen  Uni- 
formnng.  Erlieb't  man  namliclì  die  Identitat  : 

{bc)ax  =  (òa)cx  —  {ca)bx 
zur  fiinften  Potenz,  so  erbàlt  man  mit  Beniitzung  von  : 

2(a6)(«c)òxcx  =  (ab)W  +  (ac^b^'  —  (bc)W 
3(bc){ca)(ab)axbxex  =  (bc)W  +  (oa)V  +  (aft)V  0 
folgendi)  Identitat 


^(bc){€a){ab)[(bc)Whcx+(canMcxM<^b)Waxbx\=(^^^^^ 


Xacb  §  4,  (1)  bat  man  also  : 


6\V 


V9 


nnd  den  Satz  : 

Die  Kombinante  Y^  ^^^  -^^'^^* /o  "I"  p/i  +  ^/s  «^iw»i/  bi8  auf  einen  Fahtor 
mit  der  Berilhrform  dss  g&meirmamen  Punktes  der  beiden  im  KullsyHtem  konju- 
gìerten  Ebenen  iCf  und  i:^  resp.  mit  dei'  Schnittform  der  beiden  Ebenen  enthal- 
imìen  S^  iiberein. 

2.  Wir  stellen  uns  min  die  Aufgabe,  die  in  §  2  eingefubrten  und  als  De 
terminanten  dargestellten  Kovarianten  F  und  4>  als  die  wichtigten  Kombi- 
nanten  zweiteu  Grades  in  den  Koeflìzienten  der  Grundformen  durch  die  Fun- 
(lamentalkombinanten  auszudriieken.  Es  geniigt  zum  Zwecke  einer  soleben 
Uniforiiuing  z.  B.  der  zum  Netze  der  /  apolaren  Form  4>,  einen  der  Koefil- 
zienten  vermoge  der  Formen  (4)  so  durcb  die  U„  V<  W,  darzustellen,  dass  er 
als  entsprecbender  KoeflBzient  einer  linearen  Verbindung  von  Uebersebiebungen 
der  Grundkombinanten  erscbeint.  Es  ist  z.  B.  fUr  4>  m  q^^  : 


Qo  = 


6a. 


5ò. 


5c. 


a. 


lOa. 


lOd. 


5a.         a»         0 


0 


5a. 


lOa. 


0 


10«j       5a^       a^ 


e. 


(^)  Apoìaritàt  eie.,  S.  S91. 

O  Mitteil.  der  mathem.  Qesellschaft  zu  Hamburg  N^  4  (1884),  S.  87. 

(^)  vgl.  z.  B.  Grace  et  Youiig,  Algebra  of  invaiianis,  Cambr.  19(8,  S.  19.  ^ 
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)(  Ì3fi  X 
=  2èO[lO«(012X234)  —  50(013X134)  +  20(023)(034)  +  26(014X124)- 

—  10(024)*  +  5(034X014)  —  10(015X123)  +  4(023X025)  — 

—  2(035X013)  +  (W5X01 2)] 
==  260P. 

P&t  P  erhalten  wir 
P=100W.(w.-t-j^U,^iv,)-lBOW.(3W,-lv.  +  ^U,)-}- 

+  20(3W,  -  \  V.j^OW,  +  ^  tr.)  4-  25(6W.  +  |v,)(3W,-  iv.  -  ^U.)  - 

-  10(8W,+  ^  U.J  +  5(0  W,+  y  U.)(6W,-h  l  V.)  - 

•  -  io(iow. + ^V.  -  f^  u.)(w.-  Iv.  -  4  U,)  + 

+  4(15W,  +  |V,-ÌU.)(3W,-ÌV,)- 
-6W.(l5W,  +  5v,  +  lu,j+VV„(lOW.  +  Au^  +  ^V,). 

Nan  habeu  wir  die  Iiieutìtaten 

J^  =  (012)(234)  —  (023)(124)  +  (024)(123)  =  0 

J,  =  (012)(045)  —  (014)(025)  +  (015)(024)  =  0. 

1 
Addieren  wir  die  tiiit  —  25  multiplizierfe  erste  Identitat  zu    der   luit  - 

multiplizierten  zweiteu,  80  erhalten  wir  : 

P  =  P  —  26J,  +  ^  J,  =  45(2  W^W,  —  12W,W,  +  30W,W,  —  20W,*)  — 
^  13(W,V,  -  4W.V,  +  6W,V,  -  4W.V,  +  W,V,)  + 
+  y  (WoU,  -  3W,U,  +  3W.U,  -  W,U<,)  -  ^  (2V„V.  -  2V.»)  + 

=45(WW^«  -  16(W, V),*  +  -  (W,U)o»  -  -g-(V,V)/+^  (tJ,n  -  j^  (U*), 


)(  131  )( 

wobei  die  unteren  Indìces  andeuten  solleii,  dass  die  einzelnen  Terme  die  Koef- 
tìzieiiten  der  hochsten  Potenz  der  e:  l.-prechenden  Ueberschiebungen  der  Grnnd- 
fornien  darstellen. 

Wir  entnehmen  daraus  schlìesBlich  fòlgenden  Wert  fiìr  4>  : 


(7)     *  =  260 


45(W W)«  -  15(WV/  + 1±  (WU)*  -  ^  (VV)»  +  —  (UV)*  -  ^  U* 


lufolge  der  dritten  Belation  (5)  kann  einer  der  in  O  auftretenden  Ansdriioke 
eliminiert  werden. 
Ebeuso  i»t 


(7a)  F:=r260 


45(W  Wf  —  15(W  W)*  +  Y  ( W  U)^  —  y  (W  W)*+^  (U  W,)— ^  U*' 


Ferner  kann  man  mit  Hilfe  der  Formeln  (6)  O  durch    die    Eombinanten    des 
jfetzes  ^  nnd  F  durch  die  Kombinanten  des  Netzes  /  darstellnn. 
Setzen  wir  den  Proportionalitatsfòktor  o=l  so  kotnnit: 

^^  =  45( W  Wj«  +  16(W;  Yf  f  y  (W  U)«-  ^  (V  V)» -^  (Ù  V)*- ^  ù* 
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F  =  46(WW)«  +  15(W,V)*  +  _  (WU)»  ^  -  (VV)«-  _  (U  V)*^  -  U' 


Da  die  ersten  Polaren  von  F  den    ereten  Polaren  von  ^  apolar  sind,  so 
baben  wir  die  Belation  : 

(F*)»  =  0. 

Aua  1>|9j(m)*=^0  und  j>j5j(jpg)*  =  0  folgt  weiter  durch  Subtraktion  : 

(F^4>)«  =  0. 

Die  funfte  und  sechete  Ueberschiehung  der  Kombinanten  zweiter    Ordnung  F 
und  4>  verschwindet  aUo. 

F  und  ^  werden  identiscb,  wenn 

42(W^V)*  — (U,V)  =  0 

»^ird.  Insbrsondere  tritt  der  Fall  ein,  wenn  die  Kombinante  T  identisch  ver- 
=^fhwindet,  nlso  die  Netze  /  und  fp  koinzidieren.  In  diesem  Falle  hat  F  (resp.  *) 
Uè  spezielle  EingcnsibHft,  dass  die  Eovariante  zweiter  Ordnung 

(F  ,  Ff 
'erscbwind^t. 
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§  5.  Folgerungen  fiir  die  ebenen  Kurren  fUnfter  Ordnang 

und  fUufter  Klasse. 

1.  Die  rationale  Kurve  fiinfter  Ordnang  C^  geht  aus  der  Normkurve  ^S'^ 
darch  Projektion  von  N*  von  einer  festen  Ebene  Zf  auf  eine  andere  feste  E- 
bene  ic'  hervor  ;  die  rationale  Kurve  fiinfter  Klasse  K'  dagegeu  erhàlt  man, 
wenn  man  die  T^  von  N*  oder  die  Developpable  Dg  von  Nj^  d.li.  den  Ort  der 
T,  mit  einer  Ebene  ic'  zum  Sebnitt  bringt. 

Das  Beriihrformennetz  der  Pirikte  dcr  Projektionsebene  Tc^-konstituitrt  dii? 
fundamentale  Involution  fiinfter  Oi  iuiuig  zweiter  Stufe  der  Kurve  (?: 

(1)  fo  +  9fi  +  <^A  =  0 

Die  Involution  der  Schnittquìntupel  der  \  durch  «^  wird  fìir  die  C  zur 
Involution  der  geraden  Schnitte.  Sind  die  Scbnittquiutupel  der  Seiteii  des 
Koordinaleudreìecks  ?^o  '  ?i  ^  ?z  '  ^^  lauten  die  Gleicbungen  der  Kurve  : 

(2)  ^0  •  ^1  •  ^t  =  ?o  •  ?i  =  ?f  ==  ^y"  '  PA*  :  Tx*. 

Die  Kurve  C* ,  die  durcb  Projektion  von  der  Ebene  k^  auf  eine  Ebene 
n'  àu8  N^  entstebt,  bat  die  Darstellung: 

(3)  ^0  •  ^1  =  ^f  =/o  'fi  'A  =  «a'  •  h^  •  ^'a'- 

In  der  Dissertation  sind  die  beiden  Kurven  (2)  und  (3)  als  konjugiert  be* 
zeicbnet.  Mann  kann  aber  auch  naeb  dem  Vorgang  von  J.  B.  Conner  i' 
die  Kurve  (2)  und  die  Kurve  fiinfter  Klasse  Dgic^,  die  Schnittkurve  der  Develt>i> 
pablen  D,  :nit  der  Bbene  «^  als  konjugierte  Kurven  einander  zuordnen.  Die 
Kurve  D,-7r^  oder  K'  hat  die  Gleicbungen  : 

W  «*o  =  ««1  •  «*2  =/o  'fi  ' fi- 

Die  Beriihrungspunkte  der  fiinf  von  den  Punkten  der  Ebeue  ausgehenden 
Tangenten  von  (4)  sind  die  Quintupel  der  fundamentalen    Involution   von   (- 
und  umgekebrt  geben  die  geraden  Schnitte  von  (2)  die  Quintupel  der  Fnnda- 
mentalinvolution  von  (4).  Endiich  kònneu  wir  nocb  die  Kurve  D,-«p   die  ab 
gekUrzt  K'*  beissen  moge,  beiiicksichtigen  uiit  der   Koordinantendarstellnng  : 

(5)  '       Wq  •  ^i  •  «j  =  ?o  •  ?i  '  fi  ~  ^y^^  '  Px'  :  1\ 


(^)  Au  ceriain  correapondencee  associated  with  the  Raiional  Plaue  Quintic,  John  Uopkens  I 
nivorsity  Cìrcular  1911,  Voi.  30,  S.  64  f. 


X  133  )( 

Jedes  Formenetz  fUufter  Ordiiung  in  Verbindung  uiit  seinem  apolaren  Netz 
oder  jedes  Taar  im  Nnllsystem  der  N*  zugeordmeter  Ebenea  gibt  also  Anlass 
zìi  vier  verscbiedenen  QuìDtiks,  von  denen  zwei  Ordnungskurven  und  zwei 
KlasBenkarven  sind.  Wir  werden  im  Laufe  der  Betrachtung  auf  diese  ver- 
scliiedenea  Kurvenformen  wecbselnd  Bezug  nebiuea  und  aiich  die  wichtigsten 
geometrischen  Belatiouen  zwi8cben  ibnén  besprecben. 

ZuDUcbst  mogen  einzelne  Resultate  aus  den  bisberigen  Eutwickeluugen 
auf  die  Ebene  iibertragen  werden. 

2.  Wir  betracbten  znerst  die  wicbtigsten  Piinktgruppen  auf  C^  resp.  die 
wichtigsten  Tangentengrnppea  auf  K'. 

Damit  drei  Puukte  von  C^  mit  den  Parametern  X,  ji,  v  auf  einer  gcraden 
Linie  liegen,  ist  nacb  §  4,  (2)  ^.Igende  Bedingung  zu  erftill^n  : 


\\Vw,=^w,^  ~  i 


(tiv)«  V,  V,  w  4-  (vX)*  y.  Vx  V,'  +  (Xti)«  Vx  y,  v 


3 

V 


+ 


(6)  +    ^ 
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(Xti)^Xv)U^Uv*  +  (Xv)^(X|j.)UvU/  +  (K(iiX)L\Ux^  + 


+  (tiX)^(p)UxLV  +  (vX)^(v,i.)UxU/+  (v|i-f(vX)U^Ux* 


=  0 


in  der  die  auftretenden  Kovarianten  die  Pundamentalkonibinanten  der  Invo- 
lution  f^  +  p/j  -f-  q/j  darstellen.  Statt  der    Kombiuanten  W,  V,  U  kann   man 

aneli  die  Konibinanten  W,  V,  U  des  konjugierten  Netzes  eiufiihren,  wenn 
man  gleiclizeitig  das  Zeichen  vor  der  ersten  Klammer  verandert.  Aendert  man 
in  beiden  Gleicbungen  dìeses  Vorzeicben  obne  die  Bncbstaben  zu  wechseln, 
80  erhalt  man  die  Bedingung  dafiir,  dass  drei  Puukte  von  C'^  in  einer  Geraden 
liegen,  oder  die  Tangenten  in  drei  Punkten  von  K*  durcb  einen  Punkt  ge- 
hen,  eto. 

Ist  das  Punktetripel  durcb  seine  Yerbiudungsform  gegeben 


^  =  (p>')(PH')(pv) 


gegeben  so  miiss  : 


'V-K  =  Po«A*  +  PiPa'  +  P,Tx* 


statt  haben,  falls  p\*  das  das  Tri^iel  f|>x^  zu  einer  «  geraden  Gruppe  »  ergàu- 
zende  Punktepaar  bedeutet.  Eliminiert  man  aus  den  secbs  durcb  Koefflzien- 
teuvergleich  entstebendcn  Gleicbungen  die  Grossen  Po  >  l^i  '  -P?  >  Po  >  Pi  >  P«  >    ®^ 


ergibt  sich  : 
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0 
0 


0 


0 


0 


2^,      0 


*, 


«- 


P, 


6a,       6p,       6t, 


6<1.„  <!.,  lOo,  lOp,  IOt» 
6<1.,  3<|..  lOo,  lOp^  IOt, 
2<|.j      3<I».       5flt,       6?,       57, 


P.         f. 


0 


Beniitzt  man  die  Ausdrìiuke  (4)  das  §  4,  so  erhalt  man  ala    Bedinpngt- 
gleicbung  : 

ioo(<j.wf(f  W)»(f' wf  +  -^-(H'Wv^Kf  v)(f' )»  -  —  m')*m"WUYfV)'=z^ 

oder,  wenn  man  die  Kovarianten  zweiten  nnd  dritten  Gradea  Ton  <f  : 


x  =  (4','l')* 


Q  =  (i» ,  T), 


einftibrt  : 


{la) 


0 


reep. 


(7ft) 
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100(tl,» ,  W)«  -  —  {|.T  ,  V)'  -  —  (Q  ,  U)»  =  0. 


Seien  zwei  Punkte  durch  ibre  Verbi udungsform  p>*  gogebon,  bo  ISsst  eich 
die  Form  ^  der  iibrìgen  drei  ScbnittpuDkte  der  dureh  px*  bestimmten  Geraden 
leicht  findeD,  wenu  Dian  ausdriickt,  dass  die  Form  ^-px'  apolar  ist  zu  den 
Grundformen /q  , /j , /j  die  drei  so  entstebenden  Gleicbungen  bestimmen  die 
YerbàltDisse  der  Koeffizienten  der  Form  ^,  Man  erbàlt  : 


6^ 


-X' 


X         — 1 


a^\pa)*    a,a,'(po)*     .     a*{pa)* 


.     b»{pb)' 


ft,»(«ip)*ax    «,«,(«P)'«x    «.Viir*»» 
c*{cp)*Cx 
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oder  : 


^  =  (ah){hctaclap)\bp')\cp''fayh,fiy. 


Um  ^  durch  Y,  W,  U  auszaditLcken,  kann  man  den  Ausdriick  : 

entwickelo  naeli  Polaien  der  Grundkombinanteii  oder  ^  direkt  bereclmen  und 
die  Formein  (4)  des  §  4  benutzen.  Man  erhàlt  ìdì  letzteren  Fall  z.  B.  als  Koef- 
fizienten  von  X*  : 

1»  =ft-(012)  -  2iJ,p,^013)  +  (4.p,%  -  i^oP/K023)  +p,v^\{^l4)  + 

+  (4PoPiP,  -  ^Pi')(123)  -  2p,p,p,(024)  +  {4.p^p,^  -p^P^Uè.)  + 

+  P«V,(034)  -  2p>,U34)  +  p/(234). 

Daraus  ergibt  sich  dann  leicht  ; 

(8)    tf  =  (W  ,  p'f  -  \p(V  ,  p'f  +\{ppy(^  ,  9?  -  Y^P(U  ,  p»)»  - 


- 1^  (^P')*(^  '  -P)"' 


Substituicrt  man 


p  ziz  (XjiXXv) 


80  wird  : 


(W  ,  ff  =  W/W,»W»»  ;  (V  ,  pY  =  V/V/Vx  ;  (  j»?')*  =  -  i  (p)'  ; 


(V  ,  j,)*   =  V„V,Vx»  ;  (U  ,  f*f  =  -  [(X(i)U,Uv'  +  (Xv)UvU/J  ; 


(U  ,.py    =-  [(X^)UvUx*  +  (>^v)U,lIx»] 


nad  (8)  geht  ttber  in 


^  =  W/W/Wx»  -  j  [(X(iiXXv)V/Vv»Vx  +  (tiX)»V^V,Vx»l  + 


+  jjg  [(XttA)^v)U,U,*  +  (X|i)(Xv)«U.U,«  -  2(p)«(XtiL)UvUx'  - 

-  2(p)«(Xv)U^Ux»]. 
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Mit  Hilfe  einfacher  Identitaten  reduziert  sich  die  Form  tj*  aaf  die  Form 
J7  Cv^rgl.  §  4),  wodurch  zugleicb  der  fiiilier  gegebene  Ausdnick,  sowie  die 
EntwJckeluDg  (2)  von  §  4  bestàtigt  i8t. 

Setzt  mau  in  dér  Bedingungsgleicbung  (6)  |i  =  v  so  folgt  : 

(9a)  Wx^W/  -  i  (Xti)«VxV/  +  A  (X^fu^^  =  q 


oder  : 


~~"  i^^'^^^^^V  +  il, 


(96)  Wx'W/  +  -  (Xti)«  VxV/  +  :^  (X|i.)nr,»  =  0. 


Jede  dieser  GleichuDgen  gibt  die  Berlibrnngspnukte  der  secbs  void  Kur- 
venpunkt  X  ausgebeadeu  Tangenten,  resp.  die  drei  ubrigen  Schnittpankt<>  der 
Tangente  in  ji  mit  der  Kurve. 

Setzt  man  fi  =  v,  so  erbalt  man  in 

Wx*  =  0         odor         Wx*  =  0 

die  Gleicbung  ftir  die  Inflexionstangonten,  resp.  Inflektionspunkte  der   Quen- 
tiìs  (vergi.  §  4,  2). 

Die  Kiirve  C^  hat  bekanntlicb  seebs  Doppelpuiikte,  entspreehend  K^ 
secbs  Doppeltangeiiten.  Man  erliiilt  die  Gleicbung  fur  die  zwolf  Parameter 
der  Doppelpunkte,  wenn  man  ansdrilckt,  dass,  fails  X,  ji  als  die  Paramettr 
eines  Doppelpnnktes  angenommen  werden,  die  Gleicbung  (C)  fiir  alle  Werte 
des  dritten  Parameters  v  erfiillt  ist.  Indem  man  die  Koeffizienten  v^' ,  y^\ . 
Vi*  ?  V  ^Jnzeln  gleicb  Nuli  setzt,  gewinnt  man  vier  Gleichnngen  in  X  und  a, 
zwiseben  denen  man  einen  Pararaeter,  alsoz.  B.  jx^^ ,  |i,*[Ì2 . . .  eliminierenkann. 
Das  Eesnltat  ist  eine  Gleicbung  zwolften  Grades  in  X.  Wegen  der  Umstaml 
licbkeit  derEecbnung  musa  an  dieser  Stelle  von  der  Rednktion  dieser  Gleicbung 
abgeseben  werden,  zumai  da  spàter  auf  anderm  Wege  eine  die  Doppelpunkte 
liefernde  ternàre  Gleicbung  aufgesteUt  wird  (*). 

Die  Doppelpunkte  von  C^  steben  ilbrigens  mit  der  Normkurve  in  folgendem 
Zusammenbang.  Die  Bisekanten  von  N^  oder  die  Punkte  deren  Beriibrfbrmen 
als  Summe  zeìer  fUnfter  Potenzen  darstellbar  sind  (§  1,  2),  bescbreiben  eine 
dreidimensiouale  Mannigfaltigkeit  G,  deren  Ordnung  leicht  zu  ermittein  ist. 
Jeder  Quadrisekantenraum  Q  nàmlicb  scbneidet  G  in  den  secbs  Geraden, 
welcbe  scine  Kurvenpunkte  paarweise  verbinden.  Diese  secbs  geraden  Linien 
stellen  aber  den  vollstiindigen  Scbnitt  von  G  mit  Q  vor.  Denn  sei  ein  Punkt 


(')  Man  vergleiclie  die  AuBfùhnmg  der  entsprechenden    Heohoung  fttr  die   ebene   Qnartil 
bei  E.  M  e  y  e  r  ,  Die  rat,  ehemn  kurven  4.  Ordn  eie.  S.  16  und  16. 
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(j)  anf  Q,  der  nicht  auf  einer  dieser  SebDttn  liegt,  uttd  G>  ttngefaort,  so  t^die 
der  £^  darch  Q  and  die  Bisekante  durch  (x)  die  Iformkarve  in  secbs  Punkten 
schneiden.  G  ist  also  von  der  sechster  Ordnung  {^).  G  kann  als  der  Ort  der 
PQDkte  angesehen  werden,  deren  Beriibiformen  beziiglich  N^  eine  verschwin- 
(lende  Kanonizante  jx^  haben  (§  1,  3).  Die  Koefflzìenteu  der  Kanonìzìante  stellen 
vier  kiibiscbe  G  entbaltende  Mannigfaltigkeiten  dar  :  G.  p,  db.  der  Scbnitt 
von  G  mit  eioein  Eauin  p  ist  eine  Sextikurve.  Jede  Ebene  n  sebneidet  diese 
Knrve  in  secbs  Punkten  ;  jede  Ebene  wird  also  aucb  von  secbs  Bisekanten 
der  Normkurve  getroffen  (vgl.  Diss.  S.  54)  oder  die  C^,  welobe  aus  N*  durcb 
Projektion  in  der  Ebene  tc  als  Zentniin  abgeleitet  wird,  but  secbs  Doppel- 
punkte.  Wir  werden  spater  (§  9)  Gelegenbeit  nebnien,  auf  die  Kurve  G  zu- 
rìickzukommen. 

3.  Durcb  einen  Punkt  (z)  und  die  Ebene  %  itn  S^  gibt  es  einen  Biiscbel 
von  2^ ,  der  einen  Biiscbel  von  8cbnittform»n  in  Bezug  auf  N^  bestimint. 
Dieser  Biiscbel  entspricbt  in  der  Ebene  von  C^  ein  Geradenbiiscbel  durcb 
einen  Punkt  {x).  Alien  Punkten  (z)  eines  Baumes  £3 ,  p  durcb  %  entspricbt  der- 
selbe  Punkt  (x)  in  n^. 

Ist/,  =  rfx'^  die  Beriibrform  eines  nicbt  auf  1:^  gelegenen  Punktes  von  p, 
80  haben  wir  (nach  Seite  67  der  Dissert.)  folgende  Beziebnng: 

■ 

m  p.T,=(y,,// 

die  vier  Fornien  /q.../,  bestiramen  die  zu  dem  Scbnittformenbiiscbel  der  Ge- 
raden  durch  (x)  apolare  Formenscliar.  Jede  Fonn/3,  welcbe  (12)  erfiillt,  gebort 
ilieser  Schar  an. 

Es  ergibt  sicb  weiter  aus  der  Proportionalitiit  entsprecbender  Detenni^ 
lanten  der  Formenreiben  (p  und/: 

(1 1  )  (^a,.  aj  =  T  {aia^a„a^) 

Inter  Zagrundelegung  der  folgenden  Bezeicbnung  : 

a^\^  +  «4^*  +  •  •'•  -f  «0  ^^^'     5     ^•0^'^  +  ^^1^*  +  •  •  •  +  ^^'s  ^tc. 
ir  die  Formen  f  und  /.  Wendet  man  die  gewòbnlicbe  Bezeicbnungsweìse  an, 


(i)  vgl.  J.   R.  Con  n  er  ,  a.  a.  O.  S.  66. 
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so  entst«hen  aas  (11)  die  Oleicbangen: 

(0123)^  =  5*(<r01),  (0236V  =  25*(a!l4), 

(0124V  =  101c{a!02)^  (1235)^  =  5A<«15), 

(0134)^  =  10A<«03),  (0148)r  =  100ft(a!23), 

(1 2)  (0234)^  =  5Jc{x04)^  (0245^  =  50*<a!24), 
(1234)^  =  *(a;05),  (1245V  =  10fc(ar25), 
(0 125^  =  60fc(icl2),  (0345)^  =  50]fc(a:34), 
(0135)^  =  50]fc(a!l3),  (1345)^  =  10*<aj35), 

(2345);.=  5t(»45)^, 

wobei  die  linksstehenden  Determinanten  anf  die  Formen/,  die  rechtssebendea 
aof  die  Formen  ^  sicb  beziehen.  Die  Formela  (11)  oder  (12)  ergeben  sich  ubi- 
gens  ancb,  wenn  wir  fUr  die  beiden  Formen  :  , 

die  Determinanten  (ile)  =  A^Bj^  —  Aj^B^  bilden  und  fdr  die  Deterininaaten 
u^v^  —  li^v^  etc.  der  Linienkoordinaten  «,  und  «<  die  Eoordinaten  x^jX^,  x^  dea 
Schnittpnnktes  der  Geraden  (t^jTund  (v)  einfilbren  (^). 

Wir  erhalten  al$o  ans  den  binar en  Kovarianien  und  InvarianUn  de*  For- 
menbiischelH  ternate  kovariante  und  invariante  Oebilde  von  C^,  indem  mr  die 
Determinanten  (ik)  dea  Bilschels  mit  den  x,-  «  ràndern  »  und  gleiehzeitig  fìr  dk 
Koeffiaienten  der  Biischelformen  die  entspreohenden  der  Formen  dee  Netze^  f 
schreiben. 

Sei  K  eìne  solche  binare  Eovariaute,  so  werden  wir  die  daraas  dnrch  Kà'Q 
derung  hervorgehende  ternàre  Kovariante  K(a7|X)  nennen.  Der  in  der  Klammer 
eiiigeschlossene  Buchstabe  x  moge  also  inimer  den  gleìcbzeitigen  Gebraucli  der 
Formen  f »•  einschliessen. 

Eine  Oerade  ist  durch  zwei  Punkte  (x)  und  (y)  gegeben.  Die  Eoordinaten 
der  Oeraden  sind  : 

Die  Schnittform  der  Oeraden  ist  also  in  der  Form  darstellbar: 

(13)  {xyO)V  +  5{xyl))}  +  10{xy2)>?  +  10(ai^3)X*  +  5(xy4:)  -f-  (xy5) . 
wo 


(xyi)  = 


^0  Vo  ^i 

<^i         »«         Ti 


(1)  rgl.  F  T.  M  e  7  e  T  ,  ApolaHUit,  S.  3  f. 
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Die  Geraden  in  der  Ebeue  n^  entspricht  im  \  eia  S^  der  die  Ebene  «^ 
entbàlt.  Ist  /  die  Bembrform  eìnes  Punktes  dieses  S^  ausserhalb  ic^r ,  so  ha- 
ben  wir  : 

P^t  +  oy»  =  (<po /)' 

(xyi)  =L]  (fclwno)^ 

wo  {1elmno)f  die  Koordinaten  des  S^  ausgedriickt  darch  die   Beriihrformen   be- 
ziiglich  N*  von  fiinf  jenes  Punkte  : 

* 

bedeuten. 

Ganz  entsprechendes  gilt  dual  fiir  den  Fall  der  Klassenkurve  in  der 
Ebene  n^^  tcj^.  Wir  brauchen  nur  fiir  den  Punkc  {x)  die  Gerade  (u)  zu  nehmen 
and  die  Benihrformen  fi  mit  deu  Schnittformen  (pi  za  vertauschen. 

Sei  z.  B.  ein  Baatn  p  darch  iCf  and  einem  Pankt  |i  auf  N^  bestimmt. 

Eia  £^  darch  iCf  and  den  Pankt  (t  oder  darch  p  schneidet  N^  in  den  vier 
weiteren  Punkten  : 


V  =  0 


(iaon  ist  analog  (12)  : 


pu,=(/,,l,.^x*)^ 


wenn  t<<  die  Koordinaten  der  Schnittliuie  des  Verbindungsranmes  von  ^y*  uiit 
iCf  uud  Ix  irgend  eiiie  lineare  Form  bedeuten.  Da  aber  (X|j.)-^x^  apolar  ist  za 
/o»/i  j/i  ftlso  auch  dx*  apolar  zu  den  nach  jt  polarisierten  Formen/i,  so  folgt: 

P«o  =  ^oK  —  ^«  A  +  •  •  •  +  «  A  >  —  K-P^^o  =^1*4  —  ^*  A  +  •  •  •  +  «6*0 
(15)       ^  pwj  =  6,*,  —  . , .  +  6,*, ,  —  jtpttj  =\»^  —  ...  +  ò,*, 

pie,  =  Oo»,  —  . . .  +  c,*^  ,  —  v-PS  =c,*,  —  . . .  +  «A 

welche  Gleichangen  wir  nocb  spàter  benutzen  werden. 

4.  Wie  Hich  die  reinen  (nar  X  enthaltenden)  Kombinanten  des  Netzes  aus 
der  «  erzeugenden  »  Funktion  J=:(X[i)(|i.v)(\  X)  berleiton  lassen,  so  sind  allgeitiein 
alle  im  Zusammenhang  mit  der  Kurye  auftretenden  fiir  beide  liueare  Trans- 
formationen  (des  Parameters  wie  der  ternaren  Yariablen)  invarianlen  Formen 
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so  entstehen  aas  (11)  die  Gleichangen: 

(0123V  =  5A<x01)^  (0235)^  =  2òk(xU)^ 

(0124V  =  10ìc{x02)^  (1235)^  =  5k{xl6)^ 

(0134);.  =  10k{xOS)^  (0146);.  =  100Jfc(a?23)^ 

(12)  (0234);.  =  6fc(a?04)^  (0245)^.  =  50A<a?24)^ 
(1234);.  =  k{x06)^  (1245);.  =  10k{x25)^ 
(0 125);.  =  60ìc{xl2)^  (0345);.  =  50Jfc(x34)^ 
(0135);r  =  50fe(a?13),  (1345);.  =  I0k{x36)^ 

{23é5)r=5k{xé5)^y 

wobei  die  linksstehenden  Determinanten  auf  die  Formen /,  die  rechtssebeadeu 
aaf  die  Formen  <p  sich  beziehen.  Die  Formeln  (11)  oder  (12)  ergeben  sich  iibi 
gens  aoch,  wenn  wir  fiir  die  beìden  Formen  :  ^ 

die  Determinanten  {ih)  =  A^Bj^  —  Aj^B^  bilden  und  fur  die  DeterininaQten 
u^v^  —  ''^f^i  ^^c-  ^^^  Linienkoordinaten  w,  und  «?,  die  Koordinaten  x^^x^^  x^  de» 
Schnittpnnktes  der  Geraden  (i^jTund  (v)  einfiihren  (*). 

Wir  erhalten  al$o  aiui  den  hinaren  Kovarianten  und  Invariunten  des  For- 
menbilsoheh  ternàre  kovariante  und  invariante  &ebilde  von  O^,  indem  tcir  die 
Determinanten  (ik)  dea  Bilsehela  mit  den  Xi  «  ràndei'n  »  und  gleickzeitig  fiir  dk 
Koeffiaienten  der  BUschelformen  die  entspreehenden  der  Formen  des  Netzen  f. 
nchreiben. 

Sei  K  eine  solche  binare  Eovariaute,  so  werden  wir  die  daraas  dnrch  Kìin 
derung  bervorgehende  ternare  Kovanante  K(a?|X)  nennen.  Der  in  der  KlaiiimtT 
eingescblossene  Buchstabe  x  moge  also  immer  den  gleicbzeitigen  Gebrancb  der 
Formen  tfi  einschliessen. 

Eine  Gerade  ist  darcb  zwei  Punkte  {x)  und  (y)  gegeben.  Die  Koordionten 
der  Geraden  sind  : 

Die  Schnittform  der  Geraden  ist  also  in  der  Form  darstellbar  : 

(13)  (iryO)X^  +  5(a^l)X*  +  10(j^2)X»  +  10(ai^3)X*  +  6(rry4)  +  [xyh) , 


wo 


{pcyi)  = 


«0 

Vo 

«* 

^i 

9i 

?i 

<^i 

Vt 

fi 

(1)  rgl.  Fr.  Meyer,  ApolaHiUt,  S.  8  f. 
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Die  Geraden  in  der  Ebene  ic^  entspricht  im  \  ein  S^  der  die  Ebene  «^ 
entbàlt.  Ist  /  die  Beriìbrform  eines  Punktes  dieses  £^  ausserhalb  iCf ,  so  ha- 
ben  wir  : 

P^,  +  oy^  =  ((p.. , /)* 
(xyi)  =  (j)  (klmno)f 

wo  (ìclmno)f  die  Koordinaten  dea  S^  ausgedriickt  durch  die   Beriihrformen   be- 
ziiglich  N^  von  fanf  jenes  Punkte  : 

/o  =  «xS/,  =  ftx^  ,A  =  Cx^  ,/s^dx^  ,/i  =  V 

» 

bedeuten. 

Ganz  entsprechendes  gilt  daal  flir  den  Fall  der  Klassenkarve  in  der 
Ebene  tc^^  tcj,.  Wir  brauchen  nur  fiir  den  Punkc  (x)  die  Gerade  (u)  zu  nehmen 
and  die  Benifarformen  fi  mit  den  Scbnittformen  ffi  za  vertauBcben. 

Sei  z.  B.  ein  Baain  p  durcb  itf  und  einem  Pankt  \i  anf  N^  bestimmt. 

Bin  £^  durcb  ic^  und  den  Pankt  \i  oder  dnrcb  p  scbneidet  N^  in  den  vier 
weiteren  Punkten  : 


d.*  =  0 


daon  ist  analog  (12)  : 


pu,=:(/,,ix.*x*)% 


wenn  u^  die  Koordinaten  der  Scbnittliuie  des  Verbindungsraaines  von  ^x*  mit 
i^f  und  ^x  irgend  eiue  lineare  Form  bedeuten.  Da  aber  (X(i)*dx^  apolar  ist  zu 
/o»/i  j/i  ftlso  auch  ^x*  apolar  zu  den  nach  (t  polarisìerten  Formen/<,  so  folgt: 

P«^0  =  «0*4  —  ^«1*8  +  •  •  •  +  «A  7  —  W^O  =«1*4  —  ^*A  +  •  •  •  +  «6*0 

(15)       ^  pwj  =  fc,^^  —  . . .  +  6^d^ ,  —  jtpti,  =bfi^  —  . . .  +  ò,*^ 

PW,  =  Oo*4  —  .  .  .  +  ^4*0  >  —  W«*t=<'i*4  —  •  •  •  +  «A 

Welche  Gleichungen  wir  noch  spàter  benutzen  werden. 

4.  Wie  sich  die  reinen  (nur  X  entbaltenden)  Kombinanten  des  Netzes  aus 
der  «  erzeugenden  »  Fuuktion  Jz=:(X|i)([iv)(\X)  berleiton  lassen,  so  sind  allgeniein 
alle  im  Zusammenhaiig  mit  der  Kurye  auftretenden  flir  beide  lineare  Traiis- 
formationen  (des  Parameters  wie  der  ternaren  Yariablen)  invarianien  Formen 
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binare  simultane  lu-oder  Kovariauten  folgender  «  erzeugeuden  Funktioneii  »: 


1)      J  =  (XtiL)(tiv)(vX)  J'         (vgl.  §  4,  1) 


2)     K  = 


To(^)        ?iW         ?z(^) 

?o(t^)      ^^id^)     ?iW 


0 


(16) 


3)  L(iF<p"*>,a?'P">)= 


x^ip) 


^^^(pm) 


8 


ir/p"*> 


^.^(pn)  ^^(p«) 


=  (Xji)K'       pzzzl,2,...,^) 


?o(>^)         ^iO^)         %M 


r  (p»0 


X. 


(pn) 


4)  L{y<*'>  ;2<«'))=L(|*<«))zzr 


Vi 


io) 


*0 


y/''^ 


(<J) 


(Pm,p«=l  ,2;1  ,3...(? -1,9.1 


?o(>0  ?>i(X)  f,(k) 


y 


ya) 


(a) 


(O  =:  1  ,  li  , . . .  Ji 


Zu  diesen  Funktioneii  treten  dann  nodi  die  «  indirekten  erzeugenden  v 
Funktionen  des  apolaren  Formennetzes  hinzn.  Ausserdein  sind  jene  Kombinauten 
nochalgebraÌBchzusammengesetztmit  den  identìgchen  teruaren  Kovariaoteii  (';. 

§  6.  Die  ìvichtigsten  der  Qiiintik  zngeordneten  kovarìanten  Oebìlde. 

1.  Jeder  Punkt  {x)  der  Bbene  ist  Trager  eines  Gradenbiischeìs  nml  dabei 
beziiglìch  (3^  eines  Schnittformenbuschels  fiinfter  Ordnung. 

Die  elnfachste  Invariante  eines  solchen  Biischels  ist  die  Eleinentnrkom- 
binante  g,  die  fiinfte  TJeberschiebung  zweier  BUschelforoìen  (vergi.  §  1,  li. 
Vermoge  des  in  §  5,  3  entwickelten  Banderungsgeseczes  erhalten  wir  daraas  in: 


(1) 


g{x)  =  (x05)  —  5(irl4)  +  10(ir23)  =  0 


den  Ort  des  Panktes,  der  die  Geraden  niit  apolaren  Schnittformen  triiirt.  Di^ 
fìinf  Schnittpnnkte  dieser  Geraden  mit  C^  sind  die  Punkte  der  KovarianU*  V» 
bereìts  bekannt  ist. 

Um  die  Gleichung  der  geraden    Liuie   durch  die  beiden  Kurvonpiinkft*  ) 


(*)  vgl.  W.  6  r  o  8  8  ,    Ueber  die  Eoinbinanten  binàren  formev  ayateme,  welcks  ebenen  ratioMÌ^* 
karven  zugeordnet  sind,  Diss.  Tùbingen -Stuttg.  1887,  S.  In;  ebeiiso  Math.  AnDalen,  Bd.  32.  ^ 
139  f.;  vgl.  aucb  Stroh,  zar  Theorie  der  Eombinanteiì,  Math.  Ann.  22,  S.  393;  und  L.  Bt-r 
z  o  1  a  r  i,  Sulle  curve  razionali  di  uno  spazio  ad  un  numero  qualunque  di  dimensioni j  Ann.  di  M>: 
Serie  2,  Voi.  31  (1893),  p.   1. 
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und  (1  aiifzu^itelkM),  miisseD  wìr  voii  der  Bedingnng  ilafiir  ausgeheo,  dass  zwei 
Piinkto  eiiieni  Qaiiitai)el  der  Irivolatioii  erster  Stufe  (der  Geraden  durcli  [x)  ),    ' 
aiigehoren.  Dìese  Bedingung  liefert  aber  die  gleìch  Nuli  gesetzte  FuDktion  K 
des  vorigen  Paragraphen.  EntwiekeluDg  ergibt  : 

(2)  K'=  rxV/  +  ^  8,W\v^f  +  ^  flr(X|i)*  ==  0 

in  welcher  Gleìeliiing  wir  mir  in  bekannter  Weise  iiiit  den  Xi  zn  riindein  brau- 
rheii.  Setzt  man  Xi=z(pi  so  erhalt  iiiari  wieder  die  ungeninderte  Gleichung  (0) 
«les  §  5. 

Setzt  man  in  (2)  X  ==  (i  so  erhalt  man  die  Bedeutung  der  mit  x  geninderten 
Kombinante  r  des  Bilscheis.  Es  wird  : 

r{x\\)  =  (jf01)X*+  4(^*02)X'+  [Ù(xO'ò)  +  10(a?12)]X*+  [4(^04)  +  20(a?13)]X'4- 
(2a)       +  [(.r05)  +  ì  5{xU)  +  20(a?23)]X*  +  [4(a:15)  +  20(a?24)]X^'  + 
+  [e{x2ò)  +  10(^34)1X*  +  4(a:35)X  +  (a?45)  =  0 

bei  festem  X  die  Gleicliung  der  Tangente  im  Kurvenpunkt  X,  bei  festein  x  die 
Gleidiiuig  ftir  die  Parameter  der  acht  von  (a?)  ausgelienden  Tangenten  der  Km  ve. 
Die  Gleichung  kann  man  auch  in  der  Form  schreiben  : 

wo  die  r,^  die  Funktioualdeterminante  der  Formen  fi  und  y^  bedeutet;  daniit 
bat  man  gleiihzeitig  die  Darstellung  von  0^  als  Klassenkurve. 

Mit  Benutzung  der  zu  dem  Schnittformenbiischel  des  Punktes  (a?)  apohnen 
Formenschar,  also  den  Formen /q,/,  ,/2  und  einer  weite:en  Form  /g ,  welche 
(ier  Gleichung  (12)  dts  vorigen  Paragra[)hen  gentigt  (der  im  S^  ein  nicht  auf 
^r  gelegenen  Punkt  des  dem  Pnnkt  (x)  zngeordneten  Baumes  p  durch  iCf 
entspricht)  lasst  sich  die  Gleichung  (2a)  folgendermasseu  darstellen.  Von  eìneoi 
Faktor  abgesehen  haben  wir  nainlich  nach  friiherem  : 

r  =  {ab){acXad){bc){bdXcd)a^'hWd,' 
(liese  Form  geht  aber  aus  : 

(iadurch  hervor,  dass  man  (i*^  :  p.^  durch  d^:  —  d^  eisetzt  und  mit  d>-  multipli- 
ziei t.  Auf  Grund  von  §  5,  9  ergibt  sich  also  als  KesuUat  : 


m 


r±3(W,/3)3-.i(v,/3)  +  Au./3 
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binare  simultaae  lu  -  oder  Kovariauten  folgender  «  erzeugeudeD  FaDktioneii  r. 


(16) 


1)      J  =  (X|i)(p)(vX)  J'         (vgl.  §  4,  1) 


2)     Kr= 


T«(>^)         ?i(>^)         ?»(>^) 
foiV-)        fiiV-)        ?,({«') 


0 


3)  L(a?<P"»>,a;*P">)=: 


a? 


(p) 


^^(pm) 


a^,<P> 


aj^(pm) 


=  (Xti)K'       pzzzl,2,...,(;) 


?o(>^)         ?i(>^)         ?2(5^) 


■  r  (p»») 


ay^P**)        a?/'"'^       ^o<^> 

Wq  M/^  ««/g 


4)  L(i/<«>  ;2<^>)=L(t(<^>): 


I 


yo 


(o) 


*0 


y.<'» 


(<J) 


(pm,p«=l  ,2;  J  ,  3...(? -l,.(/i 


%W       9iW       ftC^) 


y 


ya) 


(<J) 


z 


(0  =  1, 2,..., A' 


-.1  io) 


<'^  ?o  +  ^i^*"^  ?2  +  «^r^  ?t 


(o) 


Zu  dieseii  Funktioneii  treteii  dann  nodi  die  «  indiiekten  erzeogenden  * 
Fanktionen  des  apolaren  Formerinetzcs  binzn.  Ausserdein  sind  jene  Kombinanten 
nochalgebraìschznsammengesetztmìt  den  identìgcben  teruaren  Kovarìanteii  i';. 

§  6.  Die  ìvichtlgsten  der  Quintik  zngeordneten  koTarianten  Oebìlde. 

1.  Jeder  Pankt  (x)  der  Bbene  ist  Trager  eines  Gradenbuscbels  unii  dabf  ; 
beziiglìch  (?  eines  ScbnittfDrmenbiiscbels  fiinfter  Ordnung. 

Die  einfachste  Invariante  eines  solcben  Btiscbels  ist  die  Elementarkom- 
binante  ^,  die  fiinfte  Ueberscbiebung  zweier  Buscbelforoien  (vergi.  §  1»  -i- 
Vermoge  des  in  §  5,  3  entwickelten  Banderungsgeseczes  erbalten  wir  daraas  in: 


(1) 


g(x)  =  (x05)  —  5(xU)  4-  10(a?23)  =  0 


den  Ort  des  Panktes,  der  die  Geraden  niit  apolaren  Scbnittformen  tiii|(t.  J>!<? 
fìinf  Scbnittpankte  dieser  Geraden  mit  G^  sind  die  Punktie  der  Kovariante  V; 
bereits  bekannt  ist. 

Um  die  Gleicbang  der  geraden    Liiiie   durch  die  beiden  Knrvenpinikfe  "/. 


(*)  vgl.  W.  6  r  o  8  s  ,    Ueber  die  Eoinbinanten  hinàrcn  formett  systernSf  welche  ébenen  rah*»»'''^' 
kurven  zugeordnet  sind,  Diss.  Tubi n geo  -  Sttittg.  1887,  S.  lo;  ebenso  Math.  Annalcn,  6d.  31  ^ 
139  f.;  vgl.  auoh  Stroh,  zur  Theorie  der  Eombinanten,  Math.  Ann.  22,  S.  393;  nnd  L.  B?r 
z  o  1  a  r  i,  Sulle  curve  raMonali  di  uìto  spazio  ad  un  numero  qualunque  di  dimensioni,  Aim-  di  M»* 
Serie  2,  Voi.  21  (1893).  p.  1. 
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iind  }x  aiifzustelliMi,  miissen  wir  von  der  Bedingung  dafiir  ausgehen,  dass  zwei 
Punkte  eiaein  Quiiitupel  der  Involution  erster  Stufe  (der  Geraden  durch  (x)  ),    ' 
angehòren.  Dlese  Bedingung  liefert  aber  die  gleich  Nuli  gosetzte  Fnnktion  K 
des  vorigen  Paragrapben.  Entwickelnng  ergibt  : 

(2)  K'=z  rxV/  +  ^  s,W\^Lf  +  ^  g(\^,)*  =  0 

in  welcher  Gleicbung  wir  nur  in  bekannter  Weise  mit  den  Xi  zu  rìindein  brau- 
rhen.  Setzt  man  a\  =  y,  so  erbalt  man  wieder  die  ungeranderte  Gleicbung  (G) 

«les  §  5. 

Setzt  n9an  in  (2)  \  =  \l  so  erhìilt  man  die  Bedeutung  der  mit  x  geriinderten 
Kombinante  r  des  Biischels.  Es  wird  : 

r(x\k)  =  (x'01)X«+  4(^02)X'4-  [6(;r03)  -f-  lO(a7l2)]X«+  [4(j:04)  +  20{xrò)]\^-]- 
(2a)       +  [(.'r05)  +  ì6{xU)  +  20{x23)]k*  +  [4(a:15)  +  20{x24)]\'  + 
+  [6(ir25)  +  10(a?34)lX*  +  4(ir35)X  +  (x^lS)  =  0 

bei  festem  X  die  Gleicbung  der  Tangente  im  Kurvenpunkt  X,  bei  festem  x  die 
Gleicbung  fiir  die  Parameter  der  acbt  von  (a?)  ausgebenden  Tangenten  der  Kui  ve. 
Die  Gleicbung  kaun  man  aucb  in  der  Form  scbreiben  : 

W(>  die  r,jt  die  Funktionaldeterminante  der  Formen  tpi  uud  tp^  bedentet;  damit 
bjjt  man  gleiclizeitig  die  Darstellung  von  C^  «Is  Klassenkurve. 

Mit  Beiìutzung  der  zu  deuì  Scbnittformenbìiscbel  des  Punktea  (x)  apolaren 
Fornienscbar,  also  den  Formen  /o  ,/i  ^/^  und  einer  weite:en  Form  y!,,  welche 
der  Gleicbung  (12)  des  vorigen  Puragrapben  geniigt  (der  im  Jl^  ein  niclit  auf 
'^r  gelegenen  Punkt  des  dem  Punkt  (x)  zugeordneten  Eaumes  p  durcb  iZf 
entspiicbt)  lasst  sicb  die  Gleicbung  (2a)  folgendermassen  darstellen.  Von  einem 
Faktor  abgeseben  baben  wir  namlicb  nacb  friibereuì  : 

r  =  {ab){av){ad){bc){bd){cd)a^b^Wdx' 
diese  Form  gebt  aber  aus  : 

{ab){ac){bv)a^J>^c^,ax^bxW 

dadurcb   bervor,  dass  man  [i^  :  [i^  durcb  d^i  —  d^  ersetzt  und    mit  rf^'  multipli- 
2iert.  Auf  Qrnntl  von  §  5,  9  erjfibt  sich  also  ala  liesultat  : 


(2b) 


r±.(W,//-l(v,/,)  +  j^D-./, 


X  142  K 
oder  : 

(26)  r  =  (W,//  +  Ì(V,/J  +  j^Ù./.. 

Die  Kombinante  s  dea  Formenbuschels  stellt  sich  bei  festem  Parameter 
eine  Gerade  dar,  deren  Gleìch&ng  sich  sofort  in  der  Form  : 

(3)  s{x\\)  =  [{xOS)  —  3(a?12)lX*  +  2[(aK)4)  —  2(j?13)]X»  + 

+  [{xOÒ)  +  (xU)  —  8(a?23)]X*  +  2[{x\ò)  —  2(a?24)]X  +  l(ir25)  —  3(aj34)l=0 

schreìben  lasst.  Bei  beweglichein  X  stellt  8  =  0  eineu  Strahlenbiischel  4.  Ord- 
DUDg  dar  oder  eine  Kurve  4.  Elasse  (und  6.  Ordanng)  ;  darch  jedea  Pankt  (r) 
der  Ebene  geben  4  Gerade  des  Biischels.  FUr  die  Schnittpunkte  {i  einer  Gero- 
den  8  niit  G^  erhalten  wìr  : 

(3a)  S.  =  -  3W/W^^  -  ^Vx'V/(X|i,)*  +  yU,U/(X|i)^  =  0. 

Setzt  man  X  =  |Jl  so  ergibt  sich  : 

Die  lnflexìon8punkte  der  Kurve  sind  diejenigen  Punktej  welche  auf  den  ihnen 
zugeordneten  Oeraden  8  liegen. 

Welter  ergibt  sicb  die  Gleichang  von  C^  in  Pankt-koordinaten  aos  der 
Bézontschen  Besnltante  des  quinaren  Biischels  in  folgender  Form: 

5(a?01)  10(aK)2)                           10(x03)                              5(aK)4)         (xOo) 

10(^02)  10(a?03)+50(xl2)           5(;r04)-}-50(xl3)           (xOS)- r25(arl  4)    5(j-15) 

(4)      10(ar03)  5(x04)+60(a?13)  (j:05)-f  25(j?14)+l00(a;23)  5(a?16)4-50(x24)   lO(jJò) 

5(j-04)  (x05)+25(j?14)           5{xl5)+50(x24)         10(a?25)+50(x34)  10(j-3:)| 

(xOò)  5(xl5)                            10(x26)                           10(jr35)           5(j45)' 

=  B,{x)  =  0. 

2.  Die  aus  (3)  resp.  (4)  des  §  2  durch  Banderung  mit  x  hervorgehende 
Form  achter  Ordnung  : 

S{x\k) 

stellt  gleich  Nuli  gesetzt  eine  Kurve  vierter  Ordnung  vor,  welche  die  Kurve 
C*  ìm  Punkte  X  achtpunktig  beriihrt,  weil  8  fiir  den  Fall,  dass  (x)  auf  C*  in 
den  Punkt  mit  dem  Parameter  |i  tallt,  auf  die  Potenz  (Xji)'  sich  redoziert. 
Die  iibrigen  zwòlf  Schnitt  punkte  der  Kurve  ©(d7|X)  =  0  mit  0^  fallen  in  dit 
Doppelpunkte,  da  6  identisch  verschwindet,  sobald  die  Formen  des  Scbnitt 
biischels  durch  {x)  zwei  Elemente  gemeiusam  baben. 
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Bei  veranderlìchem  (X)  haben  wir  in 

S(x\k)  =  0 

einen  Bu8cbel  achter  Ordnnng  von  Eurven  vierten  Orades    vor    uns.    Durch 
jeden  PuDkt  der  Ebene  geben  ncbt  Eurven  dìeser  Art. 

Die  Formel  (10)  dea  §  5  gibt  iibrigc^ns  Anlass  zu  der  von  W.  Stabi  0) 
gegebenen  Determinantendarstellnng  der  Form  S.  Wir  baben  nur  fUr  die  vier 
Formen  fi  die  vier  drittén  Ableitungen  von  S  einzonibren.  Bs  kommt  dann, 
abgeseben  von  eineni  unwesentlichen  Faktor  : 


(5)  e(x|X)= 


0     0     0     0     1 


j;     0     0     0     a. 


0     a?     0     0     0 


0     0     a?     0     0 


0     0     0     or     0 


8X 


5a. 


0 
0 


28X*         — 56X«         70X*  .  .  .  — X» 


lOa. 


lOa 


s 


5a^    .  . 


0 


0 
0 
0 
a. 


andere  Earven  vierter  Ordnung  erbalt  man  ans  durcb  Polarisation. 
So  stellt  : 

0(ic|X.Xj  .  .  •  Xj.)  =i:  tii.  •u^  •n^    •  •  •  it^ 

^1        ^2       ^3  ^8 

eine  Eurve  vierten  Orades  dar,  welcbe  C^  in  den  aclit  Punktc  n  X^ ....  \  niid 
den  Doppelpnnkten  scbneidet.  Denn  liegt  {x)  im  Punkte  |i  von  C^ ,  so  haben 
die  zQgebòrigen  Scbnittformen  den  Fnktor  (X(i)  gemeinsam,  die  Form  0  wild 
=^  (X|ji)' ,  die  Polare  also  : 

(X  —  X,)(X  -  X,)  ...  (X  —  X^). 

Polarisiert  man  6  nacb  den  fiinf  Parametern  einer  Scbnittform 

80  ist  fUr  jeden  Pnnkt  (x)  dieser  Geraden'  («)  diese  Polare  ^  0. 
Die  Enrve 

(e,yj»  =  o 


zerfallt  mitbin  in  eine  Enrve  dritter  Ordnnng  F.  and  die  Gerade  (te).  F,  scbneidet 


C^  im  Pnnkte  X  dreifacb  nnd  bat  ausserdem    die   Doppelpunkte   mit  ibr   gè- 
mein. 


(*)  8 tabi  Zur  Srgengung.  der  rat.  ehenen  Kurven,  Matb.  Ann.  38,  B.  583. 


1 


oder  : 

(26) 
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*-  =  (W,/J»  +  j(V,/J  +  j^U./.. 


Die  Eombìnante  s  des  Formenbuschels  stellt  sich  bei   festem   Parameter 
eine  Gerade  dar,  deren  Oleichcng  sich  sofort  in  der  Form  : 

(3)  s{x\X)  =  [(a?03)  —  3(a?12)lX*  +  2[(aK)4)  —  2(xl3)]X»  + 

+  [{xOÒ)  +  (xU)  —  8(;r23)]X*  +  2[{x\5)  —  2(a?24)]X  +  [(a?25)  —  3(j!34)]=0 

scbreiben  làsst.  Bei  beweglichem  X  stelli  «  =  0  eineu  Strahlenbuscbel  4.  Ord- 
naDg  dar  oder  eine  Eurve  4.  Elasse  (und  6.  Orduung)  ;  dnrch  jeden  Pankt  (x) 
der  Ebene  geben  4  Gerade  des  Biischels.  FUr  die  Schnittpankte  {i  einer  Gera- 
den  8  mit  G^  erhalten  wir  : 


(3a) 


S.  =  -  3 W,*W^^  -  ^V,«V/(X,i)«  +  ^U,U/(X|i,)»  =  0. 


Setzt  man  X  ===  |i  so  ergibt  sich  : 

Die  Inflexionspìinkte  der  Kurve  sind  diejenigen  Punkte^  welche  auf  den  iknen 
zugeordneten  Oeraden  8  liegen. 

Weiter  ergibt  sich  die  Gleichang  von  C^  in  PaDkt-koordinaten  aas  iler 
Bézontschen  Besnltante  des  quinàren  Biischels  in  folgender  Form: 


W 


5(a?01)  10(a?02) 


10(;r03) 


5(ir04)         (jOS); 


10(j?02)  10(a?03)-f50(^i2)  5(x04)-(-50(irl3)  (a?05)'r25(xl4)    5(jrl5|' 

10(^03)  5(^04)+60(a;lo)  (x0o)+25(xl4)+100(a;23)  5(xl5)4-50(a:24)   10(jr25) 

5(jr04)     {j-05)+25(a?14)  5{x\5)+Ò0{x24:)         ÌO(.t2  5) +50(^:34)  10(j-33) 


(xOò)  ò{xlò) 


10(a:25) 
=  R(j?)  =  0. 


10(jr35)  5(^45)' 


2.  Die  aus  (3)  res[>.  (4)  des  §  2  durch   Banderung   mit  x  hervorgebemlc 
Form  achter  Ordnung  : 

S{x\X) 

stellt  gleich  Nuli  gesetzt  eine  Eurve  vierter  Ordnnng  vor,  welche  die  Eurve 
G^  ìm  Pnnkte  X  achtpunktig  beriihrt,  woil  S  fiir  den  Fall,  dass  (x)  anf  C*  in 
den  Punkt  mit  dem  Parameter  p.  tallt,  anf  die  Potenz  (X(i)^  sich  redaziert. 
Die  iibrigen  zwolf  Schnittpuukte  der  Kurve  0(ir|X)  =  0  mit  0*  fallen  in  dit: 
Doppelpuukte,  da  6  identisch  verschwindet,  sobald  die  Formen  des  Schnitt 
biischels  durch  {x)  zwei  Clemente  gemeiuaain  baben. 


)(  U3  )( 
Bei  veraDderlichem  (X)  haben  wir  in 

e(«|X)  =  o 

eìnen  Biischel  achter  Orcìnnog  von  Eurven  vierten  Grades    vor    una.    Durch 
jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  nclit  Eurven  dieser  Art. 

Die  Formel  (10)  dea  §  5  gibt  iibrigens  Anlass  zìi  der  von  W.  Stahl  0) 
gegebenen  Determinantendarsteìlung  der  Form  6.  Wir  baben  nur  fUr  die  vier 
Formen  fi  die  vier  drittén  Ableitnngen  von  6  eìnzariihren.  Bs  koinmt  dann, 
abgesehen  von  eineni  unwesentlicben  Faktor: 


(5)    e(x|X)=r 


0 

0 

0 

0 

1 

8X 

28X* 

— 56X' 

X 

0 

0 

0 

«0 

5a, 

lOa, 

lOot, 

0 

X 

0 

0 

0 

«0 

• 

• 

0 

0 

X 

0 

0 

0 

«0 

• 

0 

0 

0 

X 

0 

0 

0 

a. 

70X*  .  .  .  — X» 


5a^    . 


0 
0 
0 


andere  Earven  vierter  Ordnung  erbalt  man  ans  durcb  Polarisation. 
So  stellt  : 

e(a?|X,X,  .  .  .  X,)  =  fi^^.n^^.n^  •  •  '  \ 

eine  Enrve  vierten  Orades  dar,  welche  C^  in  den  aclit  Punktcn  \  ....  \  und 
den  Doppeipnnkten  schneidet.  Denn  liegt  (x)  im  Pankte  |i  von  C^ ,  so  haben 
die  zQgeborigen  Scbnittformen  den  Fnktor  (X|i.)  gemeinsain,  die  Form  ft  wild 
=  (X|ji)' ,  die  Polare  also  : 

(X  —  X,){X  -  X,)  ...  (X  —  X,). 

Polarisiert  man  6  nach  den  fiinf  Parametern  einer  Scknittform 

Tu  =  «oTp  +  «*,?*  +  «,T, 

Bo  i8t  fiir  jeden  Punkt  (a?)  dieser  Geraden'  (t<)  diese  Polare  ^  0. 
Die  Eurve 

(e,yj»  =  o 

zerfàilt  mithin  in  eine  Enrve  dritter  Ordnnng  F,  and  die  Gerade  (u).  F,  schneidet 
C^  im  Pankte  X  dreifach  and  hat  ausserdem  die  Doppelpankte  mit  ihr  ge- 
mein. 


(^)  stahl  Z%T  Srgengung.  der  rat.  ehenen  Kurven,  Math.  Ann.  38,  8.  583. 
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Die  Gleichong  ron  F,  laotet  (') 


(C) 


1 

3X 

3X* 

—X' 

0 

0     ...  0     0     0 

0 

X 

0 

0 

0 

«0 

5aj.  .  .  Oj    0     0 

0 

0 

X 

0 

0 

0 

o'o  •   •  •          *5    ^ 

0 

0 

0 

.r 

0 

0 

0        «0    •     •     •             "^6 

0 

0 

0 

0 

X 

0 

0     0     a^     .  .  . 

«s 

=  0 


Polariflìert  mao  diese  Gleichung  nacli  belìeblgen  3  Panimetem,  so  erbàlt  man 
die  Gleichung  eÌDer  Kurve  dritter  Ordnnng  !>',  welche  abgesehen  von  den 
Doppeli)unkten  in  den  drei  Punkten  sclmeidet,  zu  welchen  jene  Parainetrr  ^je 
hOren.   Wir  konnen  die  Gleichung  von  D'  in  der  Form  schreiben  : 


(7) 


[(0  ,  y/) ,  <I>f  =  (n  ,  f,)\^  n^  n^  =  0 


wenn 


cj,  =  (k\)(X\)(^). 


£s  gibt  oc^  Kurven  dritter  Onlnnng,  welche  durch  die  Doppelpnnkte  von 
C^  gehen.  Niinut  man  zwei  Punkte  auf  C^  al»  fest  an,  so  gehen  dnrch  sie 
noch  oo*  Kurven  D*,  welche  einen  zu  0^  perspektivischen  Kurvenbiischel 
dritter  Ordnung  bilden.  Die  Grundpunkte  bestehen  aus  den  zwei  festen  Pank* 
ten,  den  Dop  el[)unkten  von  0^  und  eiuem  Punkt  P  ansserhalb  C?,  dessen  Bt' 
deutung  iin  nachsten  Paragrnphen  zu  erortern  ist  ('). 

3.  Die  apolare  biquadratische  Kovariante  des  quinàren  Formenbiiscbels 
fUhrt  zu  eineni  weìteren  ternar  kovarianten  Kurvenbiischel. 

Wir  erbalten  die  linke  Seìte  der  Gleichung  dieses  Btischels,  indem  wir 
die  zweigliedrigen  Deteroiinanten  der  Form  : 


Q  = 


X*         — X 


8 


«5 


a. 


«4  ^3 


— X 


a. 


1 
a 
a. 


< 


(<)  Stahl,  a.  a.  O.  S.  584. 
(*)  vgl.  die  Arbeit  von  8  t  a  h  1. 
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mit  Xi  ramlern  unti  die  Eoordinatenfornien  einiubren.  Es  ergibt  sich  (iibrigens 
auch  direkt  auf  Grand  der  Formel  (10)  des  §  5)  : 


(S) 


Q(^|X)  = 


0  x^  a^X  +  a^     a^X  +  a^ 

0  x^  To>^  +  Ti 

Xq  0  a^X  +  ttg 

^2  ^  Ti>^  +  Tg 


T3>^   +  T4 

oc,X  +  a, 

PA  +  Ps 
T4>^  +  Ts 


—  0. 


Die  Gleichung  reprasentiert  einen  Buschel  vierter  Ordnnng  von  Kegel- 
schnitteD.  Zu  jedero  Werte  X  gebort  einen  Kurve  und  durcb  jeden  Pankt  {x{ 
der  Ebene  gibt  es  vier  Karven  des  Scbar.  Alle  Kurven  des  Btiscbels  baben 
femer  einen  Pankt  der  Ebene  gemeinsam,  denn  es  gibt  nach  §  3,  1  einen  die 
Ebene  1:^  entbaltenden  Eaam  L,  dessen  Scbnittformenbiiscbel  eine  verschwin- 
(lende  Apolare   besitzt    and  als    Polarenbiivschel  einer  Form  secbster  Ordnnng 


4>  =  g,^ 


(vgl.  §  3  sind  §  4,  2) 


(larstellbar  ist,  also  auch  einen  Punkt  der  Ebene  von  C^ ,  fiir  dessen  Scbnitt- 
forinenbuscbel  die  Kovariante  Q(ic|X)  identiseh  verscbwindet.  Weil  dìeser  Punkt 
tlurch  die  Form  ^  bestimmt  ist,  deren  Polarenscbar  niit  seiuem  Sclinittfor- 
menbiiscbel  zasammenfallt,  werden  w'iv  ihu  in  Zuknnft  als  Punkt  (<^)  bezeicbnen. 

Dabei  ist  natiirlicb  <^  als  4=  ^  voransgesetzt.  Der  Fall,  dass  4>  identiscb 
verscbwindet,  wird  spàter  beriicksicbtigt. 

Macbt  man  den  Pankt  (<^)  zum  Eckpunkt  ^^  =  0  ,  o?^  =  0  des  Koordina- 
tendreiecks  und  macbt  die  Geraden,  deren  Scbnittforni  q^q^^  und  q^qx^  sind, 
zu  den  Seiten  Xq=zO  ^  x^  =  0,  so  stellt  sicb  0*  folgendermassen  dar  : 

x^  :  x^  :  x^  =  q^qx^  :  q^q^^  :  Tx'. 

Man  siebt  dann  iibrigens  ans  der  Form  der  mit  diesen  Scbnittformen 
modifìzierten  Determinante  (8),  dass  tatsàcblicb  der  Eegelscbnittbiiscbel  durcb 
den  Punkt  a?^  =  0  ,  a?^  =  0  befriedigt  wird.  Man  braucbt  nur  die  vierte  Hori- 
zontalreibe  von  der  zweiten  zu  subtrabieren.  Die  Beriibrungspunkte  der  aebt 
durcb  den  Pankt  ($)  gebenden  Tangenten  von  C^  findet  man  aus  : 

H  =  (<>  ,  <»^  =  0. 
Die  Parameter,  nacb  denen  O  polarisiert  werden  muss,  damit  ein  Punkt 
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der  Polare  Tangentialpunkt  wird,  genugen  der  Steinerschen  Kovarìante,  die 
Ton  M  a  i  8  a  n  o  berechnet  ìst  (^). 

Yerschwindet    die    Diskriminaute    der   Form    ^  oder  die  Resultante  der 
Formen  g^qx^  siud  q^qx^  : 

80  liegt  der  Pankt  (4>)  auf  C^.  Hat  O  zwei  Doppelwurzeln,  so  ist  der  Pankt{4>) 
ein  Doppelpnnkt  von  O^.  yers(*.hwiadet  die  Steinersclie  Kovarìante  identisch, 
so  hat  ^  eine  dreifaehe  WurzeI,  die  erstea  Polare  eine  gemeinsame  Doppel 
wurzel.  Der  PuDkt  (<^)  liegt  also  in  diesein  Falle  in  einer  Spitze  der  Karve. 

4.  Wir  stellen  uns  nnnmehr  die  Aufgabe,  die  zehn  Scbnittpankte  |l  des 
Kegelscbnitts  Q(jr|X)=:0  mit  C*  zu  bestimmen.  Wir  baben  fiir  XQyX^,x.  in 
der  Oleicbung  (8)  die  Ausdriicke  ax'^,PxSTx^  einzufìibren.  Zar  Cmreehnnng  be- 
dienen  wir  nns  eines  Verfahrens,  welches  bereits  in  §  3  gelegentlich  der  Be- 
stimmnng  der  Formen  F  und  <^  znr  Anwendimg  gelangt  ist.  Um  nàmlich  den 
fraglichen  Ausdrack,  der  in  X  vom  vierten,  in  |i  vom  zebnten  Grade  ist, 
durch  die  Fundamentalkombinanten  W,  Y,  U  darzustellen,  geniigt  es,  den 
KoefQzienten  der  bochsten  Potenz  vom  |i  auf  gewisse  Uebersebiebangen  jener 
Kombinanten,  resp.  deren  Polaren  zuruckzufiihren.  Diesem  Zwecke  dienen  die 
Formeln  (4)  des  §  3  ftir  die  KocflBzienten  von  W,  V,  U . 

Seien    die    Koeffizienten  der  Potenzen  von  X  in  Q    mit   Q^Q^QjQsQt  be 
zeichnet,  so  hat  man  : 
Q^  =  (;r01)(a'34)  —  (jr02)(;r24)  +  (xV2)(xU)  +  (x03)(x2S)  —  (a?13)*  +  (j,-23)(irl2)  etc. 

Daraus  ergibt  sieh  als  Koeffizient: 

von  X*  (1*^  :  (012)(014)  —  (013)*  +  (012){023)  =  A 

von  X^  tx*'  :  (012)(016)  —  (013)(014)  +  (024)(012)  =  B 

ron  X«  ji**  :  (013)(016)  —  (014)*  +  (034)(012)  =  C 

von  X  (1*^  :  (015)(023)  —  (01 4)(024)  +  (034)(013)  =  D 
von       li*^  :  (012)(045)  —  (013)(035)  +  (014)(034)  +  (023)(025)  - 

—  (024)»  +  (034)(023)  =  E 
Mit  Hilfe  der  Identitìiten  : 

(015)(023)  —  (013)(025)  +  (0l2)(036ì  =  0 
(012)(034)  —  (013)(024)  +  (014)(023)  =  0 
(012)(135)  --  (013)(126)  +  (015)(123)  =  0 
(012)(145)  —  (014)(025)  +  (015)(024)  =  0 
(012)(234)  —  (023)(124)  +  (024X123)  =  0 


(^)  ygl.  Malsano,  Die  Steiner sche  Kovarìante  der  Form.  6  Ordn.f  Math.   Ann.   Bd.  Si, 
S.  50S  and  Dissert.,  S.  40. 
(*)  YgL  Dissert.  S.  42. 
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erhalten  wir  (fìir  e  =  1)  ; 


A  =  9(W,W,  -  W,«)-  i  W.V, 


B=18( W.W3-  W.  W^  -  W,V.)  -  ^  W„U„-  5  (W, V,  -  W.VJ 


C=27(W<,W,-  2  W.W3  +  W/)  -  I  W„V,  -  ^  W„U.  + 


+ 1  (W,V,  -  W.VJ  +  6(W,V,  -  2W.V.  +  W,V,)  + 


+n(w«^*-w.u„)-^v.«,  U8W. 


Darans   entnehiuen   wir   folgenden    Wert   der    Gleicbnng  II  ^  0  fUr  die 
Schnittpunkte  von  %{x\\)  =  0  nnd  C*  : 

n=  ?  (ww')*Wx*w^»wv-  \  w,nvu,«+f-  iw/cjx'- 1  (Wv)W/v^Vx»j(|tX)+ 


+  /6(WVfW;v^LV+  ^  (WU)W/Ux*+  ^  V^»V/Vx*  j  ({iX)»  + 


(9) 


+ 


+  (-  Y  ( Wvy W,«V,Vx  -  g(WV)'W,'Ux  -  ^  VV,*Vx)  (p.X) 


+ 


Um  alle  Ausdriicke  auf  vollstandìge  Polaren   zuruckzaftthren,   ist  ferner 
die  Gordansche  Formel  zu  vei  wenden  : 

/n  —  rX/m  —  r  —  Jc\ 

Wo  der  untare  Index  der  letzten  Klammer  angibt,  Wie  ofb  nach  y  polarisiert 
werden    soli.    Es    ergibt    sich    dann   schliesslich    ala  Gleichung  flir  die  zehn 


)(  U8  )( 


Scbnittpunkte  : 


n= 


»(W,W)'  +  1W.V 


X* 


+ 


-y(w,v)-1w.u 


i» 


(i^)  + 


+ 


1  >%Q  ^O  "i  11 

(W,W)*  +  f^(VV,V)»  +  |(W,U)-ii  v.v 


26 


.W  + 


x« 


+ 


I  (W,Yr  -  A (w,L7  -  ii  (V,V)  -  ^  U. V 


(|^)'-r 


+ 


01  70  OQ  OQf; 


+Aiv.y)-^^^ 


112 


2205 


(PJ^)^- 


Fiir  VV ,  V ,  U  kann  man  auch  ebeusognt  W ,  —  V ,  Ù  einfìihren.  Die 
Gleichgung  II  =  0  bestimmt  auf  C^  eine  (4,  10)  Korreapondenz.  Jeder  Wert  ), 
bestimmt  zebù  Punkte  (t  and  zu  jedem  Pankte  p.  anf  G^  gehòren  vìer  Karren 
Q(x\\)  =  0  Welche  C^  im  Punkte  (i  schneideu.  Setzt  man  X  =  (t,  so  ergibt  sich: 

Es  gibt  vierzehn  Punkte  auf  C^  icelcke  die  Eigenschaft  kaben,  das9  die  iknen 
zugeordneten  Kurven  Q(x|X)  ==  0  durch  sie  hindurchgehen.  Ihre  ParameUr  geuugen 
einer  der  Oleichungen  : 


18(W,W7-W.Vz=0 


(10) 


18(W,W)'  +  W.V  =  0, 


da  die  biqaadratische  Form  Q  identiscb  verschwindet,  Wenn  in  dem  Biischel 
fiinfter  Ordnung  eine  fiinfte  Potenz  vorkommt  (jede  N*  treffende  Gerade  ist 
in  ooi  Qnadrìsekantenraamen  eutbalten)  (^),  so  gehort  die  Tangente  in  eioem 
Hyperoskulationspunkt  oder  eine  fiinfpnnktig  berììhrende  Tangente  von  C 
alien  Kurven  des  Biischels  Q(j:{X)  =  0  als  Teil  an.  Das  ergibt  sicb  aach  aoì 
der  Gleichgung  (8).  Macben  Wir  namlicb  die  fiinfpunktig  beriihrende  Tangentt 
zu  einer  Koordinalendreiecksseite,  sodass  fur  G^  die  Darstellung  gilt 


(})  Darch  jeden  Pankt  der  Geraden  gibt  eine  Trisekantenebene  ($  1),  die  mit  ihr  in  eineo 


£3  eutbalten  ist. 


*0 

Av-  -  ^) 

*1 

P*  +  XP, 

•'t 

^i  +  ^Ta 

Fi 

Ps  +  Xp« 

F, 

Tf5  +  >^T« 

iii:0  =  a?..G 
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so  geht  (8)  nach  geringer  nmformung  iìber  in  : 

—  |i,*([t  —  X)         {i(|i  —  X)         —  (it  —  X) 

Ti  +  >'To 

P*  +  ^Pi 

T3  +  ^li 

der  Eegelschnittbuschel  (8)  zerfallt  also  in  der  Tat  in  die  Tangente  x^  =  0 
and  den  Geradenbiischel  G  =  0. 

Hat  G^  zWei  fdnfpnuktìg  berìihrende  Tangenten,  so  fallen  alle  Enrven 
des  Eegelschichtbiiscbels  Q  in  dieses  Tangenpaar,  Wie  man  auch  aus  der 
Form  der  Gleicbung  (8)  ersiebt,  deren  liDke  Seite  abgesebeu  von  einem  Faktor 
aaf  das  Produkt  Jo^'X^y  sicb  reduziert,  Wenn  C^  dnrch  : 

dargestellt  ist.  Der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  den  Puukten  (t  uud  v  re- 
prasentiert  in  diesem  Falle  den  Punkt  (4>)  und  die  Form  4>  làsst  sicb  ala  Summe 
zweier  Potenzen  darstellen: 

f  =  (X|i)«  +  (Xv)^ 

Der  Fall  tritt,  Wie  die  Invariantentheorie  lehrt,  daun  ein,  wenn  die  Ko- 
variante  (tp  ,  t)*  identisch  verscbwindet  und  i  =  (?p  ,  <p)*  kein  Biquadrat   ist  (*)• 

In  dem  Falle,  dass  G'  drei  funfunktig  scbneidende  Graden  bat,  Wird  der 
Bùschel  Q(x|X)  =  0  gegenstandslos,  da  Q  ftir  jeden  Pnnkt  der  Ebene  identisch 
nuli  wird.  Daber  Spezialfall  wird  spàter  besonders  besprochen. 

5.  Jeder  Kegelscbnitt  Q(x{X)  =  0  ist  bei  festem  X  Wegen  §  1,  15  ein  Indi- 
vidnum  der  Eegelscbnittnetzes  (§  1,  IO)  : 


(11) 


k{rrf  +  k'irs)'  +  Jt"(««)«  =  0  , 


za  dem  aucb  das  Geradenpaar  : 

g(x\\)  =  0 


s{x\k)  =  0 


gehòrt. 

AUgemein  kann  man  von  den  Eombinanten  zWeiter  OrdnuDg  (in  den  De- 
terminanten  des  Buscbels)  ansgehen,  iim  verscbiedene  invariante  nnd  kova- 
riante  Eegelscbnittscharen  zn  gewinnen. 


(<)  Tgl.  Dinert.  S.  41. 
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Besonders  interessieren  die  iuvarianten  Kegelschnitte,  die  von  den  Inva- 
rianten  zWeiter  Ordnung  : 

abgeleitet  werden.  Da  diese  Invarianten  darch  eine  Belation  (§  1,  10)  verbun 
den  sind,  so  bestimmea  sie  einen  KegeUchnittbiischel,  zn  dem  aucb  die  dop- 
pelt  zahlende  Gerade  g  gebort.  Wir  baben  also  eine  sogenannte  «  BUscbelschar  » 
von  sicb  zWeimal  (in  zwei  Pankten  der  G^raden)  berìibrenden  Kegelscbnitten 
vor  uns  (*). 

Wir  bestiinmen  die  Scbnittpunkte  der  Kegelscbnitte  (rrf  =  0  und  («)*=: 0 
mit  C^.  Es  ist  : 

Setzt  man  fiir  die  Werte  ans  (26)  ein  und  fùr   x^x^x^    die    Werte  a^^gi,, 

und  Wieder  die  KoeflBzienten  der  bocbten    Potenz   dea   Parameters  zu  ermit- 

14 
teln,  so  findet  man  ala  Scbnitt  von  —  (rrf  : 

o 


S 


14 

—  {rr)' 


=  150(WW)*  — 30(WV)*  +  ^(WtJ)  +  iy*. 


Ebeuso  ergibt  sicb  als  Scbnittform  des  Kegelschnitbs  6(««)^  =  0 
(12)  S(6(««)*)  =  54(WWj*  +  90(WV)«  +  ^  (WU)  —  ^ ¥*• 


Ein  Biìscbelkegelschnitt 


y  k{rrf  f  6Jk'(M)«  =  0 
5 


scbneidet  daber  C^  in  den  Punkten  : 

(150*  +  64t'((WW)*  —  (30&  —  90)fc')(WV)*  + 
(13) 


+ 


(^»  +  l«.)l„,.,+(>._-.)v.=.. 


(*)  vgl.  Steiner-Schroeter,    Vorlesungen  uher  $ynteti8che  Geometrie,  $  62,  S.  326  5: 
Encyklopadie  der  math.  Wissencb.  Ili  C.  1,  S.  122  f. 
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Wird  k=i3k',  so  haben  wir  die  doppelt  zahlende  Gerade  g  ala  Biischel 
kegelscbnitt,  nnd  man  siebt,  Wie  die  Eelationen: 


{rrf  +  -(«)♦__  ^  =z  0 


3(W,V)*  +  ^  (W,U)  -  g  V*  =  0 

zasammenhàngen . 

Die  Kovarianten  {rr)^  und  r-«liefem  «  erzeiigende  »  Kegelschnittscharen. 

Fiir  r««  ist  das  klar,  deun  r  =  0  stellt  die  Tangente  vor  im  Pankte  X.  Bechnet 

man  {rr)*  aus,  siibstitaiert  dann  fiir  die  zWeigliedrigen  Determinanten  die  mit 

X  geranderten  Determinanten  dea  Netzes  9  nnd  fiir  die  Xf  schliessltch  die   tp^ 

14* 
80  sieht  man,  dass  in  der  Scbnittform  S 


12 


(rrf 


der  Faktor  (X|i)'   erscheint, 


Wenn  |i  den  Parameter  eines  Sobnittpunktes  von  {rr)*  =  0   mit   0^    bedeutet. 
Alle  Kurven 


14* 


{rrY  =■  0 


also  aaeb  alle  Knrven 


14* 

—-k(rr)*  +  k'r'8  =  0 


beriihren  also  C^  im  Punkt  X. 

Ein  ansgezeicbneter  Kegelsclinitt  der  Schar  ist  die  Osknlante  : 


par,  =  a^«ax^  ,  pa?,  =  ^^%^  ,  pò?,  =  t^*7x'. 


Dnrcb  Elimination  von  p  nnd  (i  ergibt  sicb  nàmlich  als  Gleìcbnng 


'0    0     a^X^  -f  ...  +  a,     2(a,X«  +  ...  +  aj     a,X^  +  ...  +  a^ 
*t    0      7,X»  +  ...  +  T3    2(t,X'  -f  ...  +  Tj      7,X'  +  ...  4  T, 


«      X. 


0 


0 


0 


0 


0 


rt.^  +  ...  +  a,  2(a,X»  +  ,..  +  a,)  o^X^  +  ...  +  a, 
P,X'  +  ...  +  Ps  2(p,X'  +  ...  +  p,)  P^«  +  ...  +  P, 
To5^'  +  ...  +  Ts  2(t,X^  +  ...  +  Y4)      T,X»  +  ...  +  T, 


=0 
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clanins  entiiimint  man  fiir  den  KoeiBzienten  der  lioc'hsten  Potenz   Ton  À  den 
Ansdrack  : 

4(x01)(a:12)  —  (ar02)*  =  4r,r,  -  4r,»  -  ^  rfy  (vgL  %  1,  16) 

and  ala  Gleicbnng  dea  Kegelschnitts  : 

(3  4)  2{rrf—^r'S  =  0. 

Eine  Gleicliimg  in  Linienkoonlinaten  Wird   dargestellt   dnrch   die  gieicb 
^nll  geBetzte  Hessesche  Korariante  der  Form  : 


§  7.  Die  Oskulanten  (M  ond  die  fondamentale  InTolntioB. 

1.  Schneidet  man  alle  T^  oder  die  Developpable  D^  von  N^  mit  einem 
festem  T^  in  \l,  8o  erhàlt  man  eine  oc^  Schar  von  £3  innerhalb  jenes  T^  «  die 
die  erste  Osknlante  8/  von  !N^  reprasentiert. 

Dual  ist  die  erste  Osknlante  R^*  als  die  Gesamtheit  der  die  Punkte  voii 
X^  aas  einem  festen  Punkt  jt  derselben  projizierenden  Geraden  za  definierr:;. 

Sei  nun  eia  Baum  £3  y  p  gegeben.  Der  Ort  der  Sehnittpnnkte  der  T^  von 
!N^  mit  p  ist  eine  rationale  Knrve  fanfter  Klasoe,  die  mit  l>,p  (Schnitt  der 
Developpablen  D,  mit  8)  oder  Kp^  bezeicKnet  Werden  moge.  Die  Knrve  is? 
iìbrigens  von  der  nennten  Ordnung,  weil  eine  Ebene  im  S^  von  nean  T,  gè- 
troffen  Wird  (§  2).  Die  erste  Osknlante  E/  von  Kp^  entsteht,  Wenn  man  di»* 
Ebenen  dardi  den  Pnnkt  (t  und  die  Tangenteu  von  K^  mit  p  znm  Schnitt- 
bringt. 

Dnrch  den  Punkt  (i  und  einen  Punkt  P  in  p  geben  vier  T,  an  N\  als'^ 
gehen  dnrch  P  vier  Ebenen  an  die  Osknlante  von  Kp^ ,  die  deshalb  von  der 
vierten  Klasse  ist. 

Die  E^  dnrch  p  schneidcn  N^  in  flinf  Punkten   X^ ,  X^ , ,  X^   der   fnnda- 

mentalen  Involution  von  Kp^.  Sei  nun  Punkt  (i  identisch  mit  einem  der  Pouktf 
X,  z.  B.  mit  dem  Punkt  X^.  Die  Geraden  X^X,  oder  kurz  li  treffen  p  in  vie: 
Punkten  12p,  13p,  14p,  15p  der  Osknlante  B\    nnd  zWar  sind  es,   Wie  man 

sieht,  die  vier  stationaren  Pnnktc  rìir   R*^  .  Zwei  Oskulanten  B,\    und   R";^ 


(1)  ygl.  J  o  1 1  e  B  ,  Theorie  der  0$kulanten,  Aachen  1886;  S  t  u  d  y  ,  Ueber  di€  Bammtmm  1 
Ordn  ;  Sitz.  ber.  der  sach.  Ges.  d.  W.  86. 
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babeu  den  PuDkt  12p  ala  gemeinsamen  stationàren  Pankt:  drei  Oskalanten 
R\  RS   R*ì    haben,  zu  je  zWeien  genommen,  drei  stationare  Punkte  gemein- 

sam,  die  anf  eìner  Geradea  123p  liegen  ;  vier   Oskalanten   B\   ..  .B^^  ^ftl>^i^ 

paarWeise  sechs  stationare  Punkte  genieinsau,  die  in  einer  Ebene  1234p  liegen. 
Die  fiinf  Oskalanten  B\  .  .  •  B\  haben  im  ganzen  zu  je  zWeien  zehn  sta- 
tionare Punkte  gemeinsam,  die  die  Ecken  eìnes  FUnfflachs  sind.  Da  durch 
die  Oerade  123p  zWei  Quadrisekantentenraume  hindurchgehen,  so  ist  sie  eine 
(rerade  l  (§  2,  3)  ;  die  Ebenen  jies  FtiuffiachH  beschreiben  also,  wenn  das 
Quintiipel  12 ...  5  die  Involutlon  durchlanft,  die  in  §  2  bestimmte  Norinkurve 
Xp'  0.  Ist  die  kurve  Kp^  durch  : 

iwo  n\  die  der  Involution  zugeordnete  apolare  Form  achter  Ordnung  bedeu- 
tet)  gegeben,  so  sind  die  Gleichungen  der  ersten  Oskuhinte 

Air  den  den  Oskalanten  B\  und  BS  gemeinsamen  stationàren  Pankt  haben 
wir  dann  : 

Wenn  (ivx  die  Parameter  der  von  dem  Piinkt  an  die  Nomikurve  gehenden 
Ebenen  bedenten.  Die  Gerade  123p  ist  bestimmt  durch  : 

Die  Ebene  1234p  durch  : 

n^n^^n^n^ny^  %  *  X^^X^  =  ^     »     «««^n^w^nx^  n-^^  n^^  w^^  =  0. 
Ibre  Koordinaten  sind  also  Wegen 


n^  «y  n^  Hx^  n^  n^^  n^^  ^Xg  =  ^ 


darstellbar  in  der  Form  : 


P«^o  =  —  \^>\  ^X,  %  »X,=  <%^X,  '%  ^X,  ^X, 


pv^ = —  Mi«>x,  •  •  •  *x,=  «2* *x,  •  •  •  «: 


(')  Tgl.  Stahl,  FundamentalinvoluitaneH  auf  rat.  Kurven,  Creile  Bd.  104,  S.  45;  L.  Ber- 
zolari,  a.  a.  O.,  Mem.  Aco.  Lincei  etc.;  S.  312;  J.  B.  Conner,  a.  a.  O.  8.  69. 
TOL.  IsX,  80 


X  152  )( 

daraus  entnimmt  man  fur  den  KoefiBzienten  der  hòchsten  Potenz   von  X  den 
Ausdruck  : 

4(a;01)(a:12)  -  (a?02)»  =  ^r,r,  -  4r,*  -  |  r,s,  (vgl.  §  1,  16) 

and  als  Gleichnng  des  Kegelschnitts  : 

()4)  2(rr)«— yr.«  =  0. 

Bine  Gleichung  in  Linienkoordinaten  Wird   dargestellt   durch   die  gleicb 
Nuli  gesetzte  Hessesche  Kovariante  der  Form  : 


§  7.  Die  Oskaianten  (i)  and  die  fandamentale  luTolntion. 

1.  Schneidet  man  alle  T^  oder  die  Developpable  D^  von  N^  mit  einem 
festem  T^  in  |jl,  so  erhìilt  man  eìne  oc*  Schar  von  S3  innerbalb  jenes  T^,  die 
die  erste  Oskiilante  8/  von  N^  reprasentiert. 

Diial  i8t  die  erste  Oskiilante  R/  als  die  Gesamtheit  der  die  Punkte  vou 
X^  aus  einem  festen  Punkt  {t  derselben  projizierenden  Geraden  zu  definìeren. 

Sei  nun  eia  Banm  Sg ,  p  gegeben.  Der  Ort  der  Scbnittpankte  der  T,  von 
ì^^  mit  p  ist  eine  rationale  Kurve  funfter  Klasoe,  die  mit  D,p  (Schnitx  der 
Developpablen  D^  mit  8)  oder  Kp^  bezeiclinet  Werden  moge.  Die  Kurve  ist 
iibrigens  von  der  nennten  Ordnuug,  weil  eine  Ebene  im  I5  von  neun  Tj  gè- 
troffen  Wird  (§  2).  Die  erste  Oskalante  R/  von  Kp^  eutsteht,  Wenn  man  die 
Ebenen  durch  den  Punkt  \l  und  die  Tangenteii  von  N^  mit  p  zura  Sclinitt- 
bringt. 

Durch  den  Punkt  {t  und  einen  Punkt  P  in  p  gehen  vier  Tg  an  ì^\  alsf- 
gehen  durch  P  vier  Ebenen  an  die  Oskulante  von  Kp^ ,  die  deshalb  von  der 
vierten  Klasse  ist. 

Die  S^  durch  p  schneidcn  N^  in  fiinf  Punkten  X^ ,  X^, . . . ,  X^  der  fnnda 
mentalen  Involution  von  Kp*.  Sei  nun  Puiikt  \l  ideutisch  mit  einem  der  Panktr 
X,  z.  B.  mit  dem  Punkt  X^.  Die  Geraden  X^X^  oder  kurz  li  treffen  p  in  vie: 
Punkten  12p,  13p,  14p,  I5p  der  Oskulante  R\    und  zWar  sind  es,   Wie  man 

sieht,  die  vier  stationàren  Pnnktc   fiir   R*;^  .  Zwei  Oskulanten  R\    und  B^;^ 


(1)  ygl.  J  o  1 1  e  8  ,   Thearie  der  Othulanierty  Aacheu  1886;  S  t  a  d  y  ,  Ueber  die  Baumkurre  4 
Ordn  ;  Sitz.  ber.  der  sftch.  Gee.  d.  W.  86. 
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babeu  den  Punkt  12p  ala  gemeinsamen  stationaren  Punkt  :  drei  Oskolanten 
E\  RV  R\    haben,  zu  je  zWeien  genommen,  drei  stationàre  Punkte  gemein- 

sam,  die  auf  einer  Geradea  123p  liegen  ;  vier   Oskulanten   R\   . . .  R\  haben 

paarWeise  sechs  stationàre  Pankte  genieinsain,  die  in  einer  Ebene  1234p  liegen. 
Die  fuof  Oskulanten   R\    .  .  .  R\    baben  im  ganzen  zu  je  zWeien  zehn   sta- 

tionàre  Punkte  gemeinsam,  die  die  Ecken  eines  FUnffiachs  sind.  Da  dnrcb 
die  Grerade  123p  zWei  Quadrisekantentenraame  hindnrcbgeben,  so  ist  sie  eine 
Genule  l  (§  2,  3);  die  Ebenen  ^es  Fiinfflacbs  bescbreiben  also,  wenn  das 
Quintnpel  12  ...  6  die  Involntion  durcbliiuft,  die  in  §  2  bestimrate  Nonnkurve 
Np'  (*).  Ist  die  kurve  Kp^  durcb  : 

(wo  n\  die  der  Involntion  zugeordnete  apolare  Form  acbter  Ordnnng  bedeu- 
tet)  gegeben,  so  sind  die  Gleichnngen  der  ersten  Osknlante 

fiir  den  den  Oskulanten  R*x  und  RS  gemeinsamen  stationaren  Punkt  baben 
wir  dann  : 

Wenn  px  die  Parameter  der  von  dem  Punkt  an  die  Normkurve  gebendeu 
Ebenen  bedeuten.  Die  Gerade  123p  ist  bestimmt  durcb  : 

Die  Ebene  1234p  durcb  : 

n,n^»vWxWx^  ny^  n  ^n^^  =  0     ,     nji^^n^n^n-^^  n-^^  n^^  «x^  =  0. 
Ibre  Koordinaten  sind  also  Wegen 


»M  ^v  nx  nx^  nx^  WXj  ^X^  ^Xg  =  ^ 


darstellbar  in  der  Form  : 


P^o  =  -  \<^X,  ^x,  %  %  =  V  »2  ^X,  '%  WX3  ^X, 


PV3  =:—  \n^n^*ni^  ...nx^=  «2*nx^  •  •  •  ^x^ 


(')  ygl.  S  t  a  h  1 ,  Fundamentalinvolutionen  auf  rat.  Kurven,  Creile  Bd.  104,  S.  45;  L.  B  e  r- 
zolari,  a.  a.  O.,  Mem.  Aoo.  Lincei  eie.,  S.  312;  J.  R.  Conner,  a.  a.  O.  S.  69. 
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befriedigen  mithin  in  der  Tat,  wenn  \  wechBolt,  die  Karve  : 

Ist  Ep^  allgemein  darch  die  Gleichangen 

(la)  ^o'^i'^t' «3  =fo 'fi  'fi 'A 

gegeben  nnd  be^leuten  r*^  und  9\  die  Bleoientar  Kombiuant^n  acbter  ODd 
vierter  Ordoung  der  Fundameiital  Involution  (vergi.  §  1,  4),  so  bat  die  Knrve 
Kp'  nacb  den  AnsfiibrnDgen  der  Diss.  (§  19,  S.  93)  folgetide  Darstellung 

(2)  pr,  =  14(r  ,  fi)'  -^  5(«  ,  fif 

fUbri  man  direkt  die  Formen  (1)  resp.  ihre  viergliedrigen  DeterminanteD  ein. 
so  erbalten  wir  die  Darstellung  von  8 1  a  b  1  (')  :  Sei 

tr,  =  A,X»  4-  3B,X*  +  3C,X  -f  D, 
so  ist  z.  B.  : 

/     A^  =  a,(01 23)  —  fl,(0124)  +  «3(0134)  —  a,(0234)  +  a,(1234) 
3B^  —  «^(0145)  —  aj(0134)  +  (0125)(  -f-  a3)(0234)  -f  (0135)^ 

—  «j  hi  234)  +  (0235)  (  +  «,(1235) 

(3) 

3C^  =  —  a,(0234)  +  a,  )  (1234)  +  (0235)^  —  aj(1235)  +  (0245)  ( 

+  «,  \  (1245)  4-  (0345)  (  —  «o(1345) 

\  D^zzi—  o,(1234)  -f-  «3(1235)  —  «,(1245)  +  «,(1345)  —  «^(2345) 

Die  Ansdriicke  fUr  A^B, ...  ;  A^B^ . . .  erbalt  man    darans,  indem    man  a 
mit  hj  e  und  d  vertauscht. 

2.  Sei  nun  die  Ebene  k  gegeben  mit  der  Kurve  K,^  so  ergibt  sieb,  class 
z.  B.  die  zWeite  Osknlante   eines   Punktepaares   W  oder  R*^},    dadurch  in 

konstruieren  ist,  dass  man  die  Geiade  X^\  oder  12  mit  den  Tangenten  von 
N^  durch  Riiume  23  verbindet  und  diese  1^  mit  tc  zum  Scbnitt  bringt.  Dnnb 
%  geben  00'  Eaume  p  ;  durcb  jeden  Baum  p  gehen  Wieder  ooi  fiaume  S^,  wti 
ebe  anf  !N^  Quintupel  \, ,  ,\  der  fnndamentaien  Involution  zWeiter  Stufe 
von  Kp^  bestimmen.  Die  Osknlante  zWeier  Punkte  eines  solcben  QnintaplN 
B,\x^  bat  statiouàre  Punkte  in  123tc,  124«  und  125gr.    Im    Ganzen   bestimu:' 

jedes  System  der  Involution  von  K,^   zebn    gemisebte    kabisebe.  OskulaateL 


(i)  ygl.  a.  a.  O.  8.  45« 
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Die  stationaren  Pnnkte  dieser  Osknlsiuten  sind  die  zehn  PnDkte  eÌDes   Ftinf- 
seits  mìt  den  Sciten  : 

12341C  ,  1230TC  ,  1245s  ,  1345  ic  2345s 
Bleibt  p  fest,  so  beschreibt  nach  1  die  Ebeae  iklm  p  die  Kurve  Np',  die  Cr6- 
rade  fklmic  also  eine  Ebeae  Rarve  dritter  Klasse:  Np^-ic.  Jeder  Involatioa 
erstor  Stofe,  Welche  enthalten  ist  in  der  Fundainentalinvolution  zWeiter  Stufe 
von  Kx^  entsprìcht  eine  Kurve  Np^*s.  Da  es  oc'  solcbe  Involution  erster  Stufe 
ijmerhalb  der  fundamentalen  Involution  gibt,  so  bilden  die  Kurven  einen  Biindel. 

Seien  die  Koordinaten  der  Tangenten  von  K,^  proportional  den  Formen 
/.  «/i?/«  ^^^  sei  ^  eine  Form,  Welche  einem  Pnnkt  von  p  ausserhalb  «  als 
Beiiihrform  entsprieht,  r  und  8  wieder  die  Kombinanten  des  Formensystems/ 
resp.  seines  apolaren  FormenbUschels,  so  sind  die  Koordinaten  der  Geraden 
von  Np*-«  dargestellt  durch  : 

f4)  pi;,=  14(r,^)*  +  5(«,^)^ 

Wobei  fìir  den  Index  i  die  Zahlen  0,  1,  2  zu  nehmen  sind. 

Die  der  Kombinante  F  zugeordnete  singulàre  Gerade  l  der  Ebene  %  ist 
nach  §  2  Achse  der  Kurve  I^p^  Alle  Kurven  hahen  also  die  Oerade  (F)  eUs  gè- 
mtinsame  Doppeltangente.  Ansser  dieser  Doppeltangente  haben  je  zWei  Kurven 
des  Biindels  fiinf  Tangenten  geiueinsam,  die  ein  Quintnpel  der  fundamentalen 
Involntion  repraseutieren.  Je  zWei  Gerandenqnintupel  lassen  sich  durch  eine 
Kurve  N*p^-«  verbinden. 

Halten  Wir  nun  den  Punkt  \  auf  N^  fest  und  betrachten  den  Biischel 
von  I^  durch  die  Ebene  tc  und  den  Punkt  \  oder  einen  Btischel  von  biqua- 
dratisehen  Formen,  Welche  mit  X^  Quintnpel  der  fundamentalen  Involution 
von  Ka*  bilden.  Die  drei  gemischten  Osknlanten  B,\  5,   ,  B,\  -^  ,  B,\  x     die    als 

erste  Oskulanten  der  Oskulante  B,\  ,  aufzufassen  sind,  haben  paarwelse  drei 

Inflexionspunkte  gemein,  die  auf  der  Geraden  1234x  liegen.  Die  vier  Osku- 
lanten BS  X,  j  ^\  X  >  ^\  X  >  ^\  X.   haben   sechs  Inflexionspunkte   gemeinsam, 

die  die  Ecken  eines  Yierseits  sind,  dessen  Seiten  eine  Kurve  2-ter  Klasse 
beschreiben,  Wenn  der  £^  um  den  Eaum  p  (der  durch  x  und  den  Punkt  X^ 
bestimmt  ist)  sich  dreht.  Das  ist  aber  die  Kurve,  Welche  dem  bereits  in 
§  6,  3  bestimmten  Kegelschnitt  Q(x|X)  dual  entspricht  und  deren  Gleichung 
Wir  erhalten,  Wenn  Wir  die  x.  durch  tr^  und  die  Formen  f  durch  die  Formen 
/  ersetzen  : 


Q(«!X) 


0     ttj    c^X  +  e^  . 

•*!     ^     *i^  +  *i  • 

M^     0      c^X  +  e,  . 


.  K^  +  K 

.  c^X  -]-  Cj 


=  0  (far  X^  ist  X  gesetzt) 
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Die  Karve  Xp'-s  zerfallt  also,  Wenn  der  Baam  p  daieh  eineD  Punkt  À  ?on 
N^  gefat  in  die  Karve  Qa  (Wie  Wir  sie  kan  bezeicbnen  Wollen)  und  di»  Punkt 
Px  y  in  ^l^m  sich  alle  Creraden  2345%  seboeiden.  Die  GleiebuDg  dieses  Pmiktes 
erbalten  Wir,  Wenn  Wir  zWiscben  den  Gleiebnngen  15  de»  §  5  die  Groaen 
p*o*i*«*3*4  «Hminieren: 


P(M  X)  = 


^0    *     *    *    ^4 


*0     •     •     •    *4 


C^    .  .  .  c^ 


— Xf/j       6^  •  •  •  5j 


— Xt«j       c^    ...  e. 


=:0 


Dem  EegelscbDitt  Q^  sind  alle  Viarseite  umbescbrìeben,  Welche  mitG^- 
raden  durcli  den  Punkt  Px  ein  Fiinfseit  der  fnndamentalen  InTolution  iki 
Qnintik  K^^^  bilden. 

Macbt  man  die  Gerade  (F)  zar  Eoordinatenseite  «^  =  0  ,  «^  =  0 ,  so  ist 
rtx^  darch  p^p\^  ,  bx^  durch  p^px^  zu  ersetzen.  Wenn  man  dann  noch  die  vierte 
Horizontalreibe  vou  der  2ten  subtrahiert,  so  erhalt  man  : 


P(tt|X) 


>^«*«  +  «*t         0 


u. 


u. 


— Xu^ 


li. 


— Xt«. 


Pi 


0 


^i 


0 


l^i      1>^ 


A 


=  C(Xic,  +  «,)  =  0 


Man    8ielit    also,    dass    in    der    Tat   der    Punkt   Px  auf  der  G^raden  (F 


liegt. 


§  8.  Korrespondenzen  zwischen  zwei  Ebenen. 

1.  Wir  le^en  eiiie  Bbene  t:*  ,  Welche  die  Karve  fUufcer  Klasse: 
(1)  u,:u^:u^=f^:f^:f^ 

enthalt  und  eine  Ebene  ic^  mit  der  koniugierten  Eurve  fUnfben  Grades; 


(la) 
za  Grunde. 


X,  :  X,  :  x^  =  9,  :  y^  :  y, 
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Eine  Gerade  (v)  ia  k,,  tragt  irn  Allgemeinen  eìnen  einzigen  Quadrisekan- 
teDranm  Q.  Legt  man  durch  Q  und  «^  eiuen  S^ ,  so  Wird  dieser  S^  die  Nornial- 
knrve  ausser  in  den  Kiirvenpaiikten  von  Q  noch  in  einem  Punkte  mit  dem 
Parameter  v  schneiden.  Bedeutet  Q(t7|X)  die  mit  den  r,  geranderte  Quadrise- 
kantenform  des  Netzes  f  so  ist  der  Punkt  v  dargestellt  durch  die  lineare 
Form  : 

(2)  B  =  [Q{v\-k)  ,  ff 

Wenn  /  die  Form  irgend  eiues  nicht  auf  (v)  liegenden  Puiiktes  von  'jZf,  be- 
deutet. Die  Gerade  (v)  schneidet  die  Gerade  l  der  Ebeue  i:^  (Gerade  (F))  in 
einem  Punkte  Py,  dessen  Beriihrform  leicht  zu  erraitteln  ist.  Die  Form  (Xv)-Qx* 
gehort  den)  Netze  an,  ist  also  apolar  zu  der  zu  l  gehorìgen  Form  : 

Daraus  ergibt  sich  aber,  dass  p^Px^  apolar  ist  zu  Q,  der  zugeborige  Punkt 
also  im  Quadrisekantenraiim  Q  liegt.  Da  er  gleichzeitig  auf  der  Geraden  l 
iiegt,  so  ist  er  mit  dem  Scbnittpunkt  von  (v)  und  l  identisch  (*)  Alle  Gera- 
den (v)y  Welche  l  in  demselben  Punkt  Py  scbneiden,  liefern  auf  N^  denselben 
Punkt  V  und  alle  S^  durch  v  und  P^  liefern  die  Gerade  (v)  durch  P,. 

Der  Punkt  Pv  ist  iibrigeus  identisch  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen 
bestimmten  Punkt  Ky.  Die  ein-eindeutige  Zuordnung  zWischen  den  Punkten 
Pv  von  l  nud  den  Punkten  v  der  Normkurve  oder  der  ebenen  Kurve  K*  mòge 
durch  E  bezeichnet  werden.  Der  Q  und  «^  enthaltende  S^  schneidet  nun  die 
zWeite  Ebene  ic^  ^^  einer  Geraden  (t?').  Die  von  C  o  n  n  e  r  (*)  geometrisch  stu- 
dierte  Korrespondenz  T  bedeutet  die  Korrespondenz  zWischen  den  Geraden  (v) 
und  (v').  Die  Schnittform  des  Ii^  durch  Q  und  ic^  ist  : 

QB, 

Wir  konnen  also  die  Korrespondenz  T  durch  die  Gleichung  darstellen  : 

(3)  Q  •  B  =  t?>o  +  ^>i  +  ^>2 

Zu  bestimmten  Yerhàltnissen  der  Vi  gehoren  bestimmte  Yerhaltnìsse  der  v\. 
Ist  dagegen  die  Gerade  (v)  in  ic^  gegeben,  also  ein  bestimmtes  Schnittquintupel 
auf  C^ ,  so  kann  fiinfmal  durch  vier  Punkte  des  Quiutupels  auf  N*^  ein  S3(Q) 
gelegt  Werden  und  jeder  solcher  Eaum  liefert  eine  Gerade  (v)  in  ic^.  Die  Kor- 
respondenz T  ist  also  eine  (5,  1)  Korrespondenz.  Die    fiinf  der    Geraden   (v') 


{})  yg].  W.  8tahl,  Zur  Erzeugung  der  ration,  Baumkurve    Math.  Ann.    40,  S.   37;   Dis- 
Bert.  8.  56. 

(«)  a.  a.  0.  8.  70. 
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Die  Kiirve  Np^*;:  zerfàllt  also,  Wenn  der  Baum  p  durch  einen  Punkt  X  von 
S^  geht  in  die  Karve  Qx  (Wie  Wir  sie  kurz  bezeichDen  WoUen)  und  den  Fuoki 
Px,  in  dem  sich  alle  G^raden  23459C  schneiden.  Die  Gleichung  dieses  Punktes 
erhalten  Wir,  Wenn  wir  zWischen  den  Gleiebangeu  15  de»  §  5  die  Grossen 
pd^ft^ftjftgd^  eiiminieren  : 


P(tt|X)  = 


^0  «0    •     •     •    ^4 


U^  fc^    •   .   •   64 


n. 


-XMv 


^0    '  '  •  ^i 


rtj    .    .    .   Oj 


— Xìl^        i5j   .   .   .  5j 


KU^         C^     •    .    .    Cj 


=  0 


z' 


Dem  Kegelschnitt  Qx  8ind  alle  Yiorseite  umbe^chrìeben,  Welche  mi  Ge- 
raden  durch  den  Punkt  Px  ein  Fiinfseit  der  faudamentalea  Involution  der 
Qaintik  K^^  bilden. 

Macht  man  die  Gerade  (F)  zur  Koordinutenseite  i»^  =  0  ,  «^  =  0 ,  so  ist 
«x^  durch  p^px^  ,  bx^  durch  p^px^  zu  ersetzen.  Wenn  man  daun  noch  die  vierte 
Horizontalreihe  von  der  2ten  snbtrahiert,  so  erhiilt  man  : 


P(tt|X)  = 


>^<*o  +  «*i         ^ 


0 


0 


u. 


u. 


Po         Pi        Pi 

Pi        •       A 


—\u. 


u. 


—\u. 


=  C(ku^  +  u,)  =  0 


Man    sieht   also,    dass    in    der   Tat   der    Pankt   Px  auf  der  Geradea  (F 


liegt. 


§  8.  Korrespondenzen  zwischen  zwei  Ebenen. 


1.  Wir  legen  eine  Ebeue  tc^^  ,  Welche  die  Karve  fUufcer  Khisse: 


(1) 


Uq  :  u^:  u^  — Jq  \f^  :f^ 


enthàlt  und  eine  Ebene  t:^.  mit  der  koniugierten  Kurve  fiinften  Grades; 


(la) 
zu  Grunde. 


^0  '  J?i  :  ^,  =  %  :  9i  :  9^ 
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Eine  Gerade  (r)  ìq  ic^^  tragt  irn  Allgemeinen  eìnen  eìnzigen  Quadrisekan- 
tenraum  Q.  Legt  man  durch  Q  iind  «^  eiuen  S^ ,  so  Wird  dieser  Z^  die  Normal- 
kurve  aasBer  in  den  Knrvenpuiikten  von  Q  nodi  in  einem  Puukte  mit  dem 
Parameter  v  schneiden.  Bedentet  Q{v\\)  die  mit  den  v,  geranderte  Quadrise- 
kantenform  des  Netzes  f  so  ist  der  Punkt  v  dargestellt  durch  die  lineare 
Form  : 

(2)  B  =  [Q(t;|X)  ,  n 

Wenn  /  die  Form  irgend  eiues  nicht  auf  (t?)  liegenden  Puiiktes  von  TZf^  be- 
dentet. Die  Gerade  (v)  schneidet  die  Gerade  l  der  Ebeue  iCf^  (Gerade  (F))  in 
eiuem  Pankte  Py,  dessen  Beriihrform  leicht  zu  ermitteln  ist.  Die  Form  (Xv)«Qx* 
gehort  den)  Netze  an,  ist  also  apolar  zu  der  zu  l  gehorigen  Form  : 

Daraus  ergibt  sich  aber,  dass  PyPx"  apolar  ist  zu  Q,  der  zugebòrige  Punkt 
also  im  Qnadrisekantenrailm  Q  liegt.  Da  er  gleicbzeitig  auf  der  Geraden  l 
iiegt,  so  ist  er  mit  dem  Schnittpnnkt  von  (v)  und  l  identiscb  (^)  Alle  Gera- 
den (v)y  Welche  l  in  demselben  Punkt  Pv  schneiden,  liefern  auf  N'^  denselbeu 
Pnnkt  V  und  alle  S^  durch  v  und  P^^  liefern  die  Gerade  (v)  durch  P,.. 

Der  Punkt  Py  ist  ubrigeus  identiscb  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen 
bestimmten  Punkt  Ky.  Die  eineindeutìge  Zuordnung  zWischen  den  Punkten 
Pv  von  Z  und  den  Punkten  v  der  Normkurve  oder  der  ebenen  Kurve  K'^  moge 
durch  E  bezeichnet  werden.  Der  Q  und  t:^  enthaltende  S^  schneidet  nun  die 
zWeite  Ebene  «e  in  einer  Geraden  (t?').  Die  von  C  o  n  n  e  r  (*)  geometrisch  stu- 
dierte  Korrespondenz  T  bedentet  die  Korrespondenz  zWischen  den  Geraden  (v) 
und  {v').  Die  Schnittform  des  Ii^  durch  Q  und  ic^^  ist  : 

QB, 

Wir  konnen  also  die  Korrespondenz  T  durch  die  Gleichung  darstellen  : 

(3)  Q-B  =  r>o  +  <?i  +  ^>e 

Zu  bestimmten  Verhaltnissen  der  r,  gehoren  bestimmte  Verhàltnisse  der  v\. 
I8t  dagegen  die  Gerade  (v)  in  ic^  gegeben,  also  ein  bestimmtes  Schnittquintupel 
auf  C^ ,  so  kaun  fUnfmal  durch  vier  Punkte  des  Quiutupels  auf  N^  ein  S3(Q) 
gelegt  Werden  und  jeder  solcher  Eaum  liefert  eine  Gerade  (v)  in  ir^.  Die  Kor- 
respondenz T  ist  also  eine  (5,  1)  Korrespondenz.  Die    fiinf  der    Geraden   (v^) 


{})  Ygl.  W.  Sta  hi;  Zur  Erzeugung  der  ration,  Baumkurve    Math.  Add.    40,  8.   37;   Dia- 
seri.  S.  56. 

(*)  a.  a.  O.  8.  70. 
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durcb  T  zngeordaete  Geraden  (v)  bilden  die  Seiten  dea  zum  Quintapel 

2t?',-  fi  =  0 

der  Fundamestalevolation  der  Kurve  K*  gehòrigen  Fuufseits,  dessen  zehn 
Eckpnnkte  die  stationareii  Punkte  der  gemischten  kabischen  Oskulanten  der 
zehn  Paare  von  Involutionsparameter  sind. 

Jedem  Eanme  p,  der  v^  eDthàlt,  entspricht  ein  PuDkt  (x)  in  «^,  dem  l^. 
Biischel  dnrch  {x)  entspricht  der  Geradenbiiscbel  durch  (x),  Drebt  8icli  die 
Gerade  (t?')  ìd  tc^  ^^  den  PuDkt  (x),  so  beschreibt  die  durch  die  Korrespon- 
denz  T  ihr  zugeordnete  Gerade  (v)  die  Karve  Np^-ic^^.  T  i6t  also  eine  kabische 
Korrespondenz.  Um  den  asalytischen  Ausdrnck  fiir  die  Abhangigkeit  der 
Kurve  Np^'^r;^  vom  Punkte  (x)  in  ic^  zu  erhalten,  brauchen  Wir  nur  dasm§5 
entwickelte  KanderungsgeBetz  anzuWenden.  Au8  §  7,  3  folgt  nàmlich  mitbaclr- 
sicht  auf  die  Forineln  (14)  dea  §  5  folgende  Darstellung  furNp^'%.  Setztman 

zv,  =  A  A'  +  3B.X*  +  30,X  +  D, 

so  Wird  z.  B.  fiir  i  =  0  : 

Ao  =  5a,J,x01)  —  10ft^{aK)2)  +  10a3(:r03)  —  5a^(x04)  +  a^(x05) 

(4)  3B^  =  100a,(ir23)  —  ajl0(x03)  +  50(a7l2)(  +  a^\^{x^\)  +  50(a?13)( 

—  ajj(a?05)  +  25(a:14)^  +  ha^{x\h) 

3Co  =  —  5(x04)  +  a^\{x^^)  +  25(irl4)^  —  aj5(xl5)  +  50(j?24)(- 

^-  a,  \  10(a?25)  +  50(a?34)  \  -  l^a^xZ^) 

Do  =  --  a,(ir05)  +  Mlx\h)  —  \^alx2.^)  +  10a^(a'35)  -  halx^h\ 

Die  Ausdrucke  fiir  A^B^C^D^  ;  A^B^C^D^  erhalt  man,  Wenn  man  a  mit  ì>, 
resp.  0  verta  uscbt. 

Liegt  der  Punkt  (a?)  auf  C^  und  kommt  ihm  der  Parameter  (jl  zu,  oder 
setzt  man  : 

\ày  ist  allgemein  die  Beriihrform  eines  nicht  in  t:^  liegenden  Punktes  von  ?■. 
so  zerfallt  die  Kurve  Np^«%  in  den  Kegelschnitt 

Q(t?|ji)  =  0 


X  16»  X 
and  den  Punkt 

P(i;|ji)  =  0 
auf  der  Oeraden  l  (oder  (F))  mit  der  Beriihrform 

i>^l>x^  =  (F  ,  B) ,     Wo     B  =  (Q./)* 

(vgl.  §§  6,  7  und  8  Anfang). 

Wenn  der  Eaum  p  eine  Sehne  von  N^  enthalt,  oder,  Wass  dasselbe  besagt, 
Weon  der  PuDkt  (a)  in  einen  Doppelpunkt  von  C^  fàllt,  so  bestehf  die  Invo- 
lation  der  Schnittgeraden  darcb  {x)  aus  «  neutralen  »  Panktepaar  and  einer 
Involation  dritter  Ordnung. 

Haben  die  Sehnenpankte  die  Parameter  |i ,  v  und  die  drei  iìbrige  Scbnìtt- 
imiìkte  eines  1^  dnrch  p  mit  N^  die  Parameter  X^  ,  X^  ,  Xg ,  so  geben  die  drei 
Geraden  pX^X^-ic  dnrcb  den  Scbnittpnnkt  Z  der  Sehne  (jiv)  mit  «c^t  ;  dieser 
Ponkt  Z  ist  ein  «  zykliscber  Punkt  »  {%  in  bezug  auf  K'  mit  der  Eigenschaft, 
dass  seine  Beriihrform  als  Summe  zWeier  fiinfter  Potenzen  : 

KM'  +  ^,(Xv)^ 

(ìarstellbar  ist  (vgl.  §  1). 

Die  Gerade  {tX^X^Xg-ir  schneidet,  Wie  am  Anfang  des  Paragraphen  gezeigt 
ist,  die  feste  Geradé  (F)  in  einem  Punkt  Py  mit  der  Bertihrlorm  PyPx^  ;  ebenso 
schneidet  die  Gerade  vX^X^Xg-ir  die  Gerade  (F)  in  einem  Punkt  P^  mit  der  Be- 
nihrform  Py^px".  Dreht  sich  der  S^  um  p,  so  erbai ten  wir  durcb  T  im  %  drei 
kStrahlenbiischel  mit  den  Punkten  Z,  P^^  und  Py  als  Zentren. 

Uin  Doppelpunkt  von  C^  in  iz^  {r^sp.  der  StraMenìAischel  durch  ihn)  wird 
aho  durch  die  Transformation  T  iibergefUhrt  in  drei  Strahlenhiiachel,  von  denen 
zicei  auf  der  Oeraden  (F)  liegen,  der  dritte  in  dem  dem  Doppelpunkt  enispre- 
chenden  zyklischen  Punkt  Z  fdllt. 

J^d  C^  sechs  Doppelpunkte  hat,  so  giht  es  im  Netze  der  Kurven  N^»%  sechs 
^urven,  welehe  aus  drei  Punkten  bestehen. 

Die  Punkte  P^  und  Py  auf  (F)  jedes  Doppelpunktes  sind  die  dem  Dop- 
pelpunkt durch  die  Korrespondenz  E  zugeWiesenen  Punkte.  Die  sechs  zy- 
klischen Punkte  von  K*^  werden  spàter  eine  weitere  Eolle  spielen. 

Unter  den  Geraden  (i?')  in  «^  ist  die  Gerade  (F)  ausgezeichnet,  denn  durch 
8>e  gehen  cxd*  Quadrisekantenraume.  Nach  §  2  bilden  diese  Eaume  Q  einen 
'^egel  zweiten  Grades.  Der  Geraden  (F)  iu  t:^  entspricht  also  durch  T  ein 
Kegelschnitt.  Das  Schnittquadrupel  eines  Eaumes  Q  durch  (F)  sei  V-  Durch  Q 


(^)  ▼gì.  J.  B.  Conner,  a.  a.  O.  8.  69. 
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durch  T  zugeordnete  Geraden  {v)  bilden  die  Seiten  des  zum  Quintapel 

der  Fandamentalevointion  der  Kurve  K^  gehòrigen  Fliufseits,  dessen  zehn 
Eckpnnkte  die  stationaren  Punkte  der  gemischten  kubischen  Oskulanten  der 
zehn  Paare  von  Involationsparameter  sind. 

Jedem  Eaame  p,  der  TCf,  eDthàlt,  entsprìcht  ein  Pankt  (x)  in  ic^ ,  dem  \, 
Btischel  durch  (x)  entsprìcht  der  Geradenbiischel  durch  {x),  Dreht  sich  die 
Gerade  (v')  in  tc^  ^^  ^^^  Punkt  (x),  so  beschreibt  die  durch  die  Korrespon- 
denz  T  ihr  zugeordnete  Gerade  (v)  die  Knrve  Kp^'ic^^.  T  ist  also  eine  kabiBcbe 
Korrespondenz.  Um  den  analytischen  Ausdruck  fiir  die  AbhiiDgigkeit  der 
Kurve  Np^«ic^  vom  Punkte  (x)  in  «^  za  erhalten,  brauchen  Wir  nur  dasin§5 
entwickelte  Kanderungsgesetz  anzuWenden.  Au8  §  7,  3  folgt  nànilich  mitbnci:- 
sicht  auf  die  Formeln  (14)  des  §  5  foigende  Darstellung  furNp^'Wj^.  Setztman 

tr,  =  A.X^  +  3B.X*  +  3CU  +  D, 

so  Wird  z.   B.  fiir  i  =  0  : 

A^  =  5a^(x0l)  ~  10a^(x02)  +  10a3(;r03)  —  òaJi^xOé)  +  a^(x05) 

(4)  3B,  =  100a,(a-23)  —  ajl0(a:03)  +  m(x\2)\  +  a^)ò{x{ì^)  +  50(xl3)( 

—  a^ysMb)  +  25(arl4)^  +  òa^{x\b) 

30^,  =  —  5(^-04)  +  a3)(j?04)  +  25(irl4)(  —  a^)b{x\ò)  +  60(x24)( 

+  aJ10(a?25)  +  60(ir34)j  -  lOaJ^xZb) 

Do  =  —  a,(aK)5)  +  òaplò)  —  l()a^{x2b)  +  10a,(ir35)  -  5ao(x45). 

Die  Ausdrucke  fiir  A^B^C^D^  ;  A^B^C^Dj  erhàlt  man,  Wenn  man  a  mit  h. 
resp.  e  verta uscht. 

Liegt  der  Punkt  {x)  auf  C^  und  kommt  ihm  der  Parameter  (jl  zo,  oder 
setzt  man  : 

^,  =  —  1     ,     d^  =  [i  .  .  .  d^  =  ji^ 

[^dx  ist  allgemein  die  Beriihrform  eines  nicht  in  ic^^  liegenden  Punktes  von  p . 
so  zerfallt  die  Kurve  Np^«%  in  den  Kegelschnitt 

Q(t?|(i)  =  0 
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nnd  den  Pnnkt 

è 

F(v\iL)  =  0 
aof  der  Geraden  l  (oder  (F))  mit  der  Beriihrfonn 

i>^l>x' =  (F  ,  B) ,     Wo     B  =  (Q./)* 

(vgl.  §§  6,  7  und  8  Anfanar). 

Weun  der  Eauin  p  eine  Sehne  von  Nsentbàlt,  oder,  Wass  dasselbebesagt, 
Wenn  der  PoDkt  (x)  in  einen  Doppelpnnkt  von  C^  fallt,  so  bestehf.  die  Invo- 
lation  der  Schnittgeraden  durcb  {x)  aus  <<  neutralen  »  Punktepaar  and  einer 
Involution  dritter  Ordnung. 

Haben  die  Sehnenpankte  die  Parameter  |i ,  v  und  die  drei  iibrige  Scbnitt- 
imnkte  eines  1^  durcli  p  mit  N*  die  Parameter  \  y\j\y  so  geben  die  drei 
Geraden  pX^X^.ir  durcb  den  Scbnittpunkt  Z  der  Sebne  (p)  mit  «c^;  dieser 
Pankt  Z  ist  ein  «  zykliscber  Punkt  »  (%  in  bezug  auf  K'  mit  der  Eigenscbaft, 
dass  Beine  Beriìbrform  als  Summe  zWeier  fììnfter  Potenzen  : 

darstellbar  ist  (vgl.  §  1). 

Die  Gerade  [i-X^X^Xg-ir  schneidet,  Wie  am  Anfang  des  Paragrapben  gezeigt 
ist,  die  feste  Geradé  (F)  in  einem  Punkt  Pv  uiit  der  Beriibrlorm  pyPx"  ;  ebenso 
schneidet  die  Gerade  vX^X^Xg-ic  die  Gerade  (F)  in  einem  Punkt  P^  mit  der  Be- 
riibrform  p^iPx"»  Drebt  sicb  der  2^  um  p,  so  erbalten  wir  durcb  T  im  7Cf^  drei 
Strahlenbiiscbel  mit  den  Pnnkten  Z,  P^^  und  Pv  als  Zentren. 

Mìi  Doppélpunkt  von  C^  in  «^  (resp.  der  Strahlenhuschel  durch  ihn)  wird 
also  durch  die  Transformation  T  ilbergefUhrt  in  drei  Strahlenbilschel,  von  denen 
zwei  auf  der  Oeraden  (F)  liegen,  der  dritte  in  dem  dem  Doppelpunkl  entspre- 
chenden  zykliachen  PunJct  Z  fàllt. 

Da  G^  sechs  DoppelpunJcte  hai,  so  giht  es  im  Netze  der  Kurven  N'-ir^  sechs 
Kurven,  welche  au^  drei  Punkten  bestehen. 

Die  Purikte  P^*  und  Py  auf  (F)  jedes  Doppelpunktes  sind  die  dem  Dop- 
pélpunkt durcb  die  Korrespondenz  E  zugeWiesenen  Punkte.  Die  secbs  zy- 
kliscben  Punkte  von  K°  werden  spater  eine  weitere  Bolle  spielen. 

Unter  den  Geraden  (v')  in  iCf^  ist  die  Gerade  (F)  ausgezeicbnet,  denn  durcb 
sie  geben  oo^  Quadrisekantenraume.  Nacb  §  2  bilden  diese  Bàume  Q  einen 
fCegel  zweiten  Grades.  Der  Geraden  (F)  in  ic^  entspricbt  also  durcb  T  ein 
fCegelschnitt.  Das  Scbnittquadrupel  eines  Raumes  Q  durcb  (F)  sei  ^x^.  Durch  Q 


(^)  ygl.  J.  B.  Conner;  a.  a.  O.  S.  69. 
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and  TCf,  lasst  sìch  ein  £^  legen,  der  N^  in  dem  funften  Pnnkt  |i  schneidet.  Fragen  wir 
uun  nach  solchen  £^  durch  einen  die  Ebene  %  enthaltenden  £3 ,  p.  Einem  p 
durch  TCf,  entspricht  in  der  Ebene  ic^  ^>n  Punkt  (a?)  ;  den  S^  durch  p  entspre- 
clien  Gerade  durch  (x).  Ist  f^  die  Form  eines  ausserhalb  Xj^  gelegenen  Ponktcs 
von  p,  so  ist  nach  friiherem  : 

Da  zunachst  die  Form  dx*  apolar  ist  zu  F=j>>^,  so  haben  wir  drei  Be 
diugungsgleichungen  fiir  die  Koeffi/ienten  von  d.  Ferner  ist  aber,  wenn  der 
Punkt  (/g)  mit  Q,  der  Ebene  i:^  und  dem  Punkt  |i  auf  N^  in  einem  2^  liegen 
soli, /g  =  <?x^  "Dd  (?x*j  d.  h.  die  Form  eines  nicht  auf  (F)  liegenden  Punkt^s 
von  1C4  apolar  zu  ^x^'C^H*)?  also  d^^^x*^  und  c^Cx*  apolar  zu  ^x^  Wir  haben  also 
fiinf  Bedinguugsgleichnngen  fur  die  ^,  und  die  Elimination  der  Koeffizieut^n 
ergibr,  wenn  wir  X  statt  {t  einfdbren  : 


(5) 


W^=: 


Po    Pi     Pi    Ps    Pi 


Pi 


•    •    • 


•    •    • 


ft 


'6 


=  0 


<^0^  +  ^,     •     •     •    «^4^4-^5 

Durch  p  gehen  also  in  der  Tat  zwei    S^ ,    welcbe   einen   Quadrisekanten 
raum  Q  durch  (F)  enthalten.  Denkt  nian  sich  die  viergliedrigen  Determinanten 
(Qi2i-\-i^k^i)  ^rsetzt  durch  die  mit  a?,  gerànderten  entsprechenden  Determinant^Ti 
des  Netzes  9,  so  hat  man  in  (5)  den  zu  C^  in   tc^   perspektivischen    Strahien- 
biischel  zweiter  Ordnung  (^). 

Die   Lime  l    in    tc^    entspricht    also  durch  die  Trans/ormation  T  in  z^  der 
perspelctivische  Kegelschnitt  vón  C^. 

Symbolisch    lasst   sich  die  Gleichung  (5)    zunachst   folgenderuiassen  dar 
stellen  : 

*'  =  l^'  =  (i^l>'Al>Ì^")'(i>>'0*(l>o)(i?'c)(jp"e)(jpd){li'df)(  v''dlcd)oxd^  =  0 

wenn   p\=p\=p'\  ist. 

Um  W  durch  Ueberschiebungen  darzustellen,  miissen  wir    ansgehen   ron 
der  Kovariante 


•^       6 


wo  A  =  (F  ,  F)«  ,  <  =  (F  ,  if  bedeutet  (vgì.  §  2,  3). 


0  W.  S  t  a  h  1 ,  Mat.  Ann.  38  S.  655  und  579. 


){  Ì6l  )' 
!?nn  i8t  (vgl.  Dissert.  8.  38): 


iPP'f{pp")\p'p")%v'^p\pxp\p'\  =j,'jx*  -  -^-W^l».)* 


Darà  US  folgt  : 


W=(icf(idf(cd)c,d^  -  ^(lc)(ld)(cdfc,d,. 


Fiibren  wir  aber  die  Fuiulamentalkombinanteu  voii  r.x^  und  dx^  ein  : 
8()  eigibt  sicb  aus  : 

« 

r/  n'  =  (Cd)  <v'  <J,'  c,(fx  +  -^  V  ().[t;- 
«/  «a'  ~  {cdf  c^  rf^  c>  rf.v  -f  -  gr  fX|Ji)' 
foljjender   Ausdruck  fiir  4"  : 

Die  Gleicbnng  des  Kegelscbnitts,  der  voii  di?n  Strablen  dea  Biincliels  U'* 
"niliiillt  wild,  erlialt  man  durcb   Rildnng  dt^r  Diskiinìinante  von  9**. 

2.  Zwiscbeu  der  iiii  6.  Paragraplien  aufgeHtellten  Form  H  (.r|X),  die  dem 
Punkf,e  (x)  in  w^ ,  resp.  dem  Raume  p  dnrch  ir^  zugeordiiet  ist  und  dem  zu  C^ 
perspektiviscben  Strablenbiiscbel  besteiit  nun  ein  bemeikenswerter  Zusammen- 
bang.  Seìen  |j,  und  v  die  beiden  Wnrzeln  von  W=iO  nnfi  dx*  und  ^V  die  beiden 
ziigehòrigen  Quadrupel,  so  folgt  aus  dtr  Apobiritat  von  ft  und  (X[i.)*\*  einer- 
svits  nnd  W  und  (Xv)*V  andererseits,  dasa  aucb  die  Form  siebenter  Ordnung 
w^Mx'  zu  ^x*  und  die  Form  n^nyj  zu  ^V  apolar  ist.  Darnua  ergibt  sieh  aber, 
(lass  die  Form  secbster  Ordnung  : 

w^WvWx*     oder     (H  ,  ^*f 

apolar  ist  zu  den  beiden  Quadrupedi  dx*  und  ^V ,  J-  l»*  ^^  »8t  bis  auf  einell 
Faktor  : 

(9 ,  ^y  =  F. 

Folarisiert  man  also  die  Form  6  nacb  den  zwei    Paramctern    der   festeil 

▼OL.  liX.  21 
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Pnnkte  von  C^ ,  welclie  den  durch  (x)  ^ebeuden  Strahleu  des  perspfktivischen 
Biischels  zweiter  Ordiiiiug  zukommen,  so  erhàlt  man  die  Form  F  =r^/.  zìi  tler 
jener  Biistlii'l  gehòrt  oder  der  die  singulare  Gerade  /  in  der  Ebene  «*  eut- 
spricht.  Diese  Polare  ist  also  apolar  zu  alien  geraden  Schnittformen  f  „.  Daìier 
wird  aucb  die  Gleichung  der  in  §  4  betraebteten  Kurve   dritter  Ordnnng  D^: 

fiir  jeden  Wert  X  identiscb  erliilit  sein.  Alle  Kvrven  D'  durch  die  beideu  festen 
Pnnkte  p.  und  v  von  C^  haben  aho  die  Schnittputilcte  (y)  der  heiden  durch  aie 
ersten  Punkte  gehenden  und  ihnen  entsprechendin  Strahlen  des  zu  G^  perspektiti 
schen  BilncìieU  zxceiter  Ordnung  gemein,  {y)  ist  der  neunte  Grundpnnkt  des  i»er- 
spektiviscben  Knrvenhii-'Cbels  D' ;  die  acbt  anderen  Grnndpnnkte  sind  die 
Pnnkte  jt  und  v  und  die  secbs  Doppeipnnkte  von  C^ 

Liegen  die  beidon  Punkte  [i,  v  mit  einem  Doppeipnnkt  in  einer  Geradefi^ 
die  C'^  ansserdem  nocb  in  x  scbneidet,  so  zerfallt  die-  D' ,  die  durcb  x  gelit, 
in  die  Gernde  g  und  einen  Kegelscbnitt  D'  dureb  die  sechs  Doppeipnnkte. 
Das  Punktetrìpel  ji,  v,  x  entbalt  aber  drei  Punktepaare  und  zu  jedem  Paok- 
tepaar  gebort  ein  Punkt  (y)  ;  die  zu  den  Paann  [ix  und  vx  geborigen  Punkte 
niogen  (y')  und  (y")  boissen.  Die  Punkte  (y)  ,  (y')  ?  (y")  liegen  anfeinem  Kegeì- 
8cbnitt.  Die  Kiirveni»n!»kte  [i,  v,  x  der  Geraden  g  liegen  auf  den  Seiten  dt-s 
Dreiecks  (y)  ,  (y')  ,  (y"),  die  gUiebzeitig  deni  zu  0*'  perpektiviseben  Strahlenbii 
scbel  zweiter  Oidnung  angeboren.  Da  es  duicb  die  D(»ppelpunkte  von  C^  -^ 
(rerade  gibt,  so  ergibt  sieb  (^)\ 

Dem  durch  fiinf  Doppelpunkte  von  C^  gelegten  KegeUchnitt  k'ònnen  oc'  Jìrtierke 
cinge  ftchriebcn  iverdcn,  welche  dem  zu  C^  perspekivinchcn  Strahlenbii  achei  ziceiter 
Ordnung  umgeschrieben  sind. 

Fallen  zwei  der  Punkte  \l,  v,  x,  z.  B.  [jl  und  v  zusauunen,  wird  die  Ge- 
nwle  g  also  zur  Tiingente,  so  fàllt  der  Punkt  (y)  auf  den  perspektiviscben 
Kegelscbnitt  und  die  Gerade  dureb  (y)  und  (y')  wird  zu  einer  gemei  usa  iiien 
Tangente  der  Kegelscbnitte  I)'^  und  ^\  Da  nun  dureb  einen  Doppelpunkt  von  C 
vier  Tiingenten  jin  die  Kurve  niiigliib  sind,  so  geboren  zu  jedem  Doppelpunkt 
vier  ausgezeicbnete  Punkte  anf  dem  perspektiviseben  Kegelscbnitt,  die  vier 
Sebnitrpunkte  mit  di^m  durcb  die  funfiibrigen  Doppelpunkte  gelegten  Kegel 
sebnitt  DK   Wir  baben  aiso  : 

Die  JSchnittpunkte  des  durch  fiinf  Doppelpunkte  von  0^  gehenden  Kegelschnittt 
mit  dem  perspektivischen  Kegelschnitt  ^  sind  die  vier  Punkte  auf  W,  welche  zu  den 
Beriihrungspunkten  der  vier  von  dem  sechsten  Doppelpunkt  an  O*  gezogenen  T<i«- 
genien  perspektiv  liegen. 


0)  Stahl,  Matb.  Anu.  38,  a.  a.  0.  8.  584. 
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Eiu  gaiiz  entsi>reclieutler  Satz  ^ìlt   voii  dea  vier  gemeinsamen  Tangenten 
der  Kurven  ^*  und  D'  : 

Die  gemeinsamen  Tangenten  i\m  U'  und  D'  liegen  perspekliv  zìi  dem  fìlnften 
Schnittpunkten  der  vier  Tangenten  dcs  vorigen  Satzes  ìnit  der  Quintili. 

Es  gibt  ex.' ,  d.  II.  ein  Xetz  vou  rationaleii  Kurven  fiiiifter  Orduiing, 
welche  sechs  gegebene  Punkte  zu  Doppelpiinkteii  haben  ;  denn  eine  allge- 
meiiie  C^  ist  durcb  20  Piiukte  bestiiumt  und  da  jeder  Punkt  ala  Doppelpunkt  . 
(Irei  lineare  Bedingungen  absorbiert,  so  sind  au8ser  den  sedia  J>oi)polpunklen 
noch  zwei  Punkte  willkiirlich  zn  wahlen,  daniit  die  Kurve  festgelegt  ivst.  Die 
vsechs  diirch  je  fiinf  Doppelpunkte  gelegten  Kegelschnitte  stellen  bekanntlidi  (*)• 
die  Jakobische  (oder  Hessesc-be)  Kurve  des  Netzes  dar. 

3.  Die  vorstehende  Betrairlitung  liisst  sich  sofort  auf  den  (ìnalen  Filli 
iiljcrtragen.  Jeder  Punkt  (y)  der  Ebene  u^  bestinmit  durcb  die  von  ihm  aus 
{Tilienden  T^  vou  N'^  oder  die  fiinf  Tangenten  an  K"^  ein  Quintupel  der  Fun- 
àiiieiitalinvolution  von  (J^  in  der  Ebene  tt^.  Jeder  Raum  durch  «^  t^ntliiilt 
eiiic  (lerade  «,  die  in  vier  1\  von  N  enthalten  ist  (vgl.  §  2).  Diese  Gerade  8 
sclineidet  tCc  in  einem  Punkt  (x)^  dem  ein  Beriihrquintuiiel  von  N^  entspriclif, 
al8o  ein  Punkt  (y)  in  r^.  Uingckehrt  entsprechen  eineui  Punkt  {y)  fiinf 
Piiiikte  (x).  Diese  fiinf,  dem  Punkte  (y)  zugiordneten  Punkte,  bilden  die  Ei:k- 
puiikte  des  zum  Qnintupel 


z 

2 
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di T  fiiiidamentalen  Involution  der  Kurve  C*'  geliorigen  Fiinfeeks,  dessen  zi  hn 
Sfiten  die  Wemdetangenteu  der  gemischten  kubischeu  Oskulanten  der  zehn 
Paare  von  Involutionsparametern  sind. 

Wenn  der  Punkt  (y)  langs  einer  geraden  Linie  ri  sich  bewegt,  so  be- 
sclireibt  der  korrespondierende  Pnnkt  (x)  eine  rationale  kubisfhe  Kurve  ^^'-tTc* 
Ditse  Kuiven  befinden  sicb  in  einem  zweifaeh  ausgedebnten  ìinearen  System 
uiul  haben  den  Punkt  (4>)  zum  gemeinsam  Doppelpunkt. 

Wenn  ein  Tangente  von  K^  in  X  ist,  so  zerfallt  die  kubìsche  Kurve  Ttj 
in  <lie  Gerade 


V(XK) 


•^0 

«« 

«4 

^i 

0 

?. 

X, 

Ti 

\  —  0 

Xx„ 

«. 

«5 

Lt, 

p. 

h 

XXf 

T. 

T» 

(')  vgl.  Cremona,  BinltUung^  in  die  Theorie  der  algehr.  Kurven ^  Gretfswald  1865. 
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und    deu    Stalilselien    Kegelscbiiitt    Q(J'|X),    desst^n    Qleìcbuiig    bereits   friilier 
(§  6,  8)  aufgestellt  wiirde. 

Weiui  Y|  cine  Doppeltangeuten  v<m  K^  ist,  so  transfoimiert  sie  sich  diirrh 
T  in  (irei  Geraden,  zweì  Geradou  P^j  uud  Pv  diirclj  (4>)  uiid  eiiier  zyklisvbtn 
Geradeu  etc. 


^  9.   Einige  kOTariaiite  Kaniugobilde  and  die  Korrespondenz  U. 

1.  Nacli  §  4,  2  bildeii  die  Bi:»ekanU*n  der  N^  eine  dreidimeusiunale  M:ni 
iiigfahigkeit  G  von  dt*r  Oidming  (>.  Die  Kurve  Gj>,  iu  der  diesis  Gebilde  eimii 
Kaiiin  p  sehiieidet,  lassi  sicli  iiìkIi  ^  7  mifì'.isseii  als  Ort  der  statioDareu   Pui.kre 
allei- ersten  Oskiilanteii  der  Kauuik.i.\v-  fiiufter  Klasse  K^p.  Hrisst  die  ])ar>ii-. 
lung  von   K'  : 

"o  •  '*!  •  ^t  '  ''s  ^^^/o  -/i  •/*  -/a 
und  setzt  man  die  Beriibrforiii  eiues  liauinpunktes  (x): 

'o/o  +  ^i  fi  -r  •»".  A  -r  Jj/,  =  5\ 
8o  lauteii  die  Gleichungen  von  G-p 

I   i    €.    ^    c.  Il 

I  •  i 

Bin  1^  durch  p  sdineidet  N^  In  Jiinf  Pniikttn  1,  2,  3,4,  5.  Jed«  \>ibiudu«tr^ 
geiade  z\veit*r  Piuibte  diescs  Quiutiipois  scbneìdet  p  in  eineiii  Punktevon  «ì / 
Die  Ebi'ne  dun-b  je  dm  solcber  Punkte  ist  uach  deu  friibeien  Eulwirkeluu 
gen  Scbmieguugsebene  der  Kurve  dritter  Kiasse  : 

pw.  =  14(r./y  +  5(«,/,)'. 

Die  Kurve  G«p  sechgter  Orduung  lasHt  aho  ^k.*  eingeschriehene.r  Fnnfflaiht  zr. 
deren  Ubvnen  Schmiegunffxebenen  der  Xormknrn'  Xp'  aind  (*). 

Jetle  Tri.sekautenlinie  vnn  G-p  ist  die  Si>ur  einer  Trisikautenebi'iie  tl»r 
Normkurve  N^.  Jeder  X^  duiob  p  entliiilt  zebn  Trisekanteuebenen  dunb  «ì  ' 
zebù  Tripel  des  Quintupels  1,  2,  3,  4,  5.  Die  Gesauitbeit  der  Trisekaiit*- 
von  G«p  oder  der  singulàren  Linien  /,  welebe  in  einer  Trisrkantenebene  v-- 


(*)   vgl.  J.  R.  ('ouuer,  a.  a.  O.   S,  66. 
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N^  liegeii,  bildet  eiiie  Kegelfliiclie  K,  die  uacli  deui  bisherigeu  einfach  zn  be- 
stimiiìen  ist.  Die  pjrzeugeiiden  vou  R  habeu  in  Bezug  aiif  die  Kurve  "Sf?  die 
Bedeutuug  von  Aclisen.  Siiid  die  Foriiien  /  als  dritte  Polareu  einer  Form 
H=:Wx**  darzusteileii,  su  lantet  die  Gleìchuug  liir  die  zu  einer  solebeu  Achse 
pehòrigeu  Parauieter  [i,  v  : 

^  *'''  =  n/n/  -  ?  S,Sv^(|i.v)«  +  1  G(|iv)^  :zz  0  (vgl.  §  2,  6) 

oder  iiiit  Einfrilining  der  Elementaikombiuanten  des  Systems  der  /  (§2,  15): 

(3)  r/'-v*  4-  5  *h'*v*(|i.v)'  -t-  ^  giv-^Y  =  0. 

Diese  Gleichuiig  driickt  iu  der  Tat  aiis,  dass  die  zur  Achse  (ii.,v)  gehorige 
St^xtik  : 

F  =  w^Wv«x* 

«Is  Summe  dreier  Potenzen  daretellbar  ist    oder    eine    kubische   Apolare    be- 

sitzt. 

Wir  kòiinen  aber  die  <Tleichnng  der  Regelflacbe  R  aiicb  direkt  eiiialten. 
Sei  eine  Ebeiie  (u)  in  p»  gegebeii.  Zìi  ihr  ^^eliort  eiii  Formc»nnetz  y,  welelies 
(leu  diueh  cp^  uiid  (p^  bestinimteu  zu  den  /»  apolaren  Biiscbel  entlialt  iind  ein 
«polares  Formeimetz  /.  Sei  'f ^  eine  dritte  (linear  unaaliangige)  Form  des  ers- 
teren  Netzes.  so  habeu  wir  : 

0".-  =  (fi  ,  ?,)' 

uiitir  Voraiissetzung  der  obeu  (§  1)  eingeiiibrten  Teiniinologie.  Dcm  Netze  y 
l«t  die  apolare  Sextik  : 

zugeorduet,  die  vermoge  jener  Substitutionen  iu  den  ?i,  vom  zweiten  Grade 
ist  und  abgekiirzt  F(/r'iX'*)  genanitt  werden  kanu.  Dann  stellt  die  Katalekti- 
kante,  die  in  den  u  vom  aehten  Grade  ist,  die  linke  Seite  der  Gleichung  der 
fraglieben  Kegelflaehe  in  ebenen   Koordinate  en  dar  : 

Die  Geraden  eines  Kaumes  p,  die  atif  Trisekantenebenen   von  N*  liegen  oder 
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die  Truekanten  der  Kurce  Hechter  Ordnung  G-p  beschreiben  al$o  eine  Regelflàcke 
achier  Ordnung  und  achter  Klasne,  icelche  die  Kurve  G*p,  aUdrei foche  Kurre  haf, 

Nacb  der  Zenthensclien  Fot  mei  fur  den  Grad  {m)  der  Flaehe  der  dreifachen 
Sekanten  einer  Rainkiirv  n-ter  Ordniiiig  (*)  liat  die  Kurve  G-p  sieben  scheìiibare 
Doppelpunkte.  Durch  jeden  Punici  ron  p  gibt  es  also  gieben  Gerade,  welckc  Bi- 
èekanten  ron  N^  treffen,  G«p  hat  daher  das  Oeschlecht  3. 

Setzt  man  in  (2)  {i  =  v,  so  erc^ibt  sicb  : 

Es  gibt  ackt  Erzeugende  der  Regelfliiche  U  welche  gleichzeitig  Tangenten  ron 
ton  Np*  silid,  oder  die  Regelflaehe  R  hat  mit  der  Abicickelbaren  ron  X^*  acht 
Erzeugende  gemein,  deren  Parameter  die    Wurzeln  dir  Kntariante  II  (resp.  r)  gind. 

2.  Sei  min  wieder  eine  die  Kurve  K^  enibaltende  Ebene  r^  ^egebeii,  so 
bentimint  die  Kegelflacbe  Rp ,  die  zn  einem  durcb  ir^  gehendcn  Uauni  p  geliort. 
in  t:^  eine  Kurve  acbter  Ordnung  Rp^it^.  Die  Bedeutung    dieser,    dem    !Xetze 
v^n  Biiuuien  p  zugeordiieten  Kurven  fiir  die  Kurve  funfter  Klasse  K'*  t^rbeììt 
au8  den  Betrachtungen  des  §  7.  Ein  £^  durcb  p  bestitumt  auf  X^   die  Punkte 
1,    2,    3,    4,    5,    eines    Quintupels    der    fundatnentalen    Involution    von   K'. 
Die   Geraden    iklmic   be  cbreiben   die  Kurve   dritter    Klasse   Np'-ir,    wenn   der 
£^  durch  p   alle    lagen  durchlanft.  Die  zebn    Eckpunkre    iklic   des    darch   eia 
solches  Quintui)el  bestimmiten  Fiinfseits  sind  die  slationaren  Punkte  der  zebù 
geiniscbten  kubischen  Osfknlanten  R^/,v.i  ;  diese  Eckpnukte  beschreiben,  wenn  das 
Quintupel  eineu  Buscbei  der  fnndauientalen  Involution  von  K^  durcblàuft,  die 
Kurve  Rp'itf,.  In  jeder  Ebene  gibt  es  cx>*  Kurven  lìp'it^  Durch   zwei    Punkte 
(x)  und  iy)  gebt  eine  solche  Kurve.  Denn  durch  (-r-)  und  (y)    gibt    es  je   eine 
Tripelsekantenebene  ic^    uiid    t:^;  durch  ic^  und  ^:^  ,  cbenso   durch    ^r^    und  r. 
geht  eine  £^  ;  beiile  I^  schneiden  sich  in    einem    Rautu    p,    dem    cine    Kurve 
Rp-itjt  zugeordnet  ist. 

Die  Bedeutung  der  scchs  zyklischen  Punkte  von  K*  (nier  dersèchsSeb* 
nentreffpunkte  auf  tt^  fiir  Rp'ir^  ergibt  sich  aus  der  Tatsaihe,  dass  G«p  drei- 
fache  Kurve  voii  Rp  ist.  Die  sechs  cyklitfchen  Punkte  von  K^  sind  dreifack 
Punkte  fiir  alle  Kurven  des  Netzes  Rp-ic^. 

3.  Die  Korrespondenz  U  ist  die  Korrespondenz  zwisclien  einem  Punkte 
(y)  der  Bbene  tc^  und  der  Geraden  {u)  der  Bbene  tc^  ,  welche  mit  %i^  und  der 
Trisekantenebene  von  (y)  in  einem  \  liegt.  Jedem  Punkt  (y)  von  ir,^  entsprieht 
eine  Gerade  («)  in  ir,  weil  (y)  eine  Trisekantenebene  triigt  und  durcb  diese 
p]bene  und  ;c;^  ein  2^  gelegt  werden  kann.  Die  Beriibrform  des  Punktes  \^ 
beisse  i\\  ^  dann  Ì8t  die  Schnittform  dos  (ir)  enthalteii  den  S^  : 

jry'{ab)(jaf(ybfay]by 


(1)  vgl.  Annali  di  mat.  (2),  3,  1870.  £s  ist. 

m-(n-2)(*-"-<"-=-^-)) 
wo  h  die  Zahl  der  schoinb.  Doppelp. 
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nenn  Ox^  nnd  b\  zwei  Formen  (ìes  Netzes  /  bedeuteii,  welche  von  tj>^  lineai* 
imabhiingig:  siud  und  j^  die  knbisdie  ApoUiie  von  yjx^  isb.  Die  Korrespondenz 
L'  kaiin  also  dar^esteìlt  werden  durcli  : 


Jn(ab)(jay(fbfaxbx  =  u^%  +  u,f,  +  u^f^, 

rieder  Geraden  (w)  in  ir^  siiid  zehn  Punkte  (y)  in  ic^  zugeordnet,  namlich  die 
zHin  Eckpnnkte  dos  dem  Scbnitt  quintnpel  von  («)  aiif  0*  zugeordneten  Fiinf- 
mts  oder  die  zehn  Sehnìttpunkte  der  der  Geraden  {n)  vermòge  der  Kones- 
|K)ndenz  T  zugewieseiien  Geraden  (e).  Die  Korrespondenz  U  ist  also  eìne 
{JO,  1)  Korrespondenz.  Ihrc  Ordnung  erliellt  aus  den  oben  stebenden  Entwi- 
ekelungen  unniittelbar.  Drelit  sich  iianìlich  (w)  uni  einen  Punkt  (x)  der  Ebene 
-, ,  so  beschreiben  die  Punkte  {y)  die  Kurve  acbter  Ordnung  Rp«ir^  (p  ent- 
spricht  (a?)  nacb  Maassgabe  der  friiheren  Paragrapben).  Die  Korrespondenz  U 
ut  alno  con  der  achten  Ordnung, 

4.  Scbneidet  der  Kaum  p  N^  im  Punkte  [i,  so  zerfailt  bekanntlicb  die 
(vulnk  Np^'TZ^  in  einen  Punkt  P^  anf  (F)  und  einen  Kegelschnitt  Q.  Bewegt 
sidi  der  Punkt  \l  auf  der  Kurve  N^  ,  so  erbalteii  wir  in  ic^  alle  Punkte  von 
(Pj  mid  einen  Kegidscbnittbiiscbel  vierter  Oninun^^,  dessen  ludividuen  (F)  als 
^<Miieiiisan)e  Tangente  liaben.  Die  Knrven  N^'^-tc^^  baben  init  ei.neni  Kegel- 
Rtlinitt  Q  ansser  (F)  vier  Tangonton  genieiu,  \vi*lc>be  ii.it  elner  Geraden  durcb  PjX 
eiiie  Fiinf  seit  der  Fnndanientalinvolution  bildiMi.  Die  Srbnitt punkte  des  Tan- 
JTPiitenquadrupels  von  Q  erzeugeii  eìne  Kurve  dritter  Ordnung  G^^  Zwei  dieser 
Knrven  C^  baben  <lie  Ecken  des  D.eiec  ks  geniein,  dessen  Seiten  die  gemein- 
sainen  Tangenten  der  zngebòrigen  Kegelsclinitte  Q  sind  und  folglicb  noeb 
^pi'lis  Punkte».  Das  sind  aber  die  sechs  eykliscìien  Punkte  in  bezug  auf  K\ 
Miìiì  siebt  isamlicb  unniittelbar,  dass  die  Ebene  ir^  niit  detn  Punkt  \l  von  N^ 
unì  den  Pulikten  {l'v'  einer  t:^  tn  flVnden  Bisekante  in  einem  S^  liegen  und 
<»l;;li<-b   der  zur  Sebn  ({i.V)  geborige  zykliscbe  Punkt  auf  C\i?  liegt. 

Die  Knrre  Rp-irj^  zerfailt  alno  in  nnserem  Falle  in  cine  Kurve  dritter  Ord 
\unz  durch    die    cyklittchen  Punkte  Z  und  cine   Kurve    fiinf  ter    Ordnung ,    welche 
'ie  eykìischen  Punkte  ron  K^  zu  Doppelpunkten  hat. 

Nacli  §  4  erbalt  man  die  Gleicbung  der  0^,  wenn  man  die  Apolare  dritter 
biinung  der  Berilìirform  des  Punktes  [x)  in  tZj,  init  Ui  und  r,  randert,  wobei 
/;  und  (r)  zwei  sieb  in  [x)  scbneidende  Geraden  vorseìlen  oder  wenn  man  die 
j>eftìzienten  d,  dieser  Form  dy^  dureb  die  Detenninanren  : 


«•        ^0        ^i 


w<     i\      hi 


=  a.a?o  -f  biX^  +  c^, 
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ersttzt.  Wir  hahen  alsn  zìi  bilden  : 

Mit  den  iii  der  DÌ8sertatioii  ()  5,  S.  31)  ein};fluhrteii  Kezeicliaiingen  erhaiten 
wir  daher  far  die  Gleit-bnuf;  der  C„'  : 

{i)  -r  3x/x,  A/y;  -i-  3x^x* \fj, 

-r-  3x.'T,  A/,/,  -  :ìx^x/  a/,/.  =  0 
wo 

gesetzt  ist. 

Diircli  jeden  Pnnkt  (x)  <ìer  Ebeue  ijebeii  drei  Kiirveii  eiitsprechemi  »ieii 
drei  Schnittpankten  der  Trisekantenebene  von  X'  dnrcli  ix\  Die  Knrve  Cj. 
kann  in  Bezicdiung  zìi  N^  aneli  angesehen  werdeii  als  Schnitt  derjeiiigeii  vì«m 
dinteiisioiialeii  Kegelflacbe  niit  ^r^  ,  weìrhe  von  alien  dnrcii  den  festen  Knr 
venpnnkt  a  gehenden  Tristkantenebene  gebildet  wird.  Die  Punkte  von  <'. 
babt'U  weiter  die  Eigensebiift.  dass  das  Tangenteuquadrui>el  von  ihnen  an  d  ' 
erste  Oskulante  K^*  barmoniscb  ist.  Es  niòge  ini  Ansehliiss  an  diese  Bemerkiau 
die  verwandte  Knrve  zweiter  Ordnung  angefiiliit  werden  als  Ort  der  Pnnk». 
von  denen  ein  aequiriDharaioniscbes  Tiin<i:entenqn}idrnpel  an  die  erste  Osknlan> 
Ru*  geht.  Sie  hat  die  Gleiclmng  : 

I,.  =  jr^'i^  +  ^/^'V,  +  ^2%  +  2a',.r,(/,/;y  -I-  2x,r^^fJ^y  ^-  2x^x^(fjj^  =  (). 

Beide  Knrven  sebueiden  sieb  in  seobs  Punkten.  den  secbs  stationsiren  Pnnk 
ten  der  Osknlante.  Die  Osknlante  seibst  ìiaf  in  Punktkoordinaten  die  Gbi 
cbuug  : 

t'  —  «/  =  0  (*). 

Die  Gleicbnng  der  Knrve  fiinfter  Ordnung  (  V,  welebe  Cu^  zu  einer  Knrve  dt  * 
Xetzes  Rp'TCa  ergiinzt,  erbiilt  man  durcb  Aufstellnng  dir  Fornì  des  Punktpi  ^ 
res,    in    welcbeui  •  der  S*  durcb  r^  nnd  das  Punkttripel  jf     der   Tnsekaiit«-nr 

bene  X*  ausserdem  nocb  sobneidet. 


(')  Andere  korariante  Kurven,  die  mit  deti  Kovariaiiteu  der  Form  £/»r|>  in  Bezieiinng  n*" 
heo,  sind  naoh  ^  12  der  DissertatioD  leicht  aufzustellen. 
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Nach  ^  2,  1  erhiilt  man  : 

(6)         {ab){ajr{bjra^b^  =  (i^TWTr,»  -  ^  {smsjyjj'^  +  *  (»;)(»;")(Ì>X* 


3^ 
20 


-K7:9-Uiyj^J'^  =  0. 


Zanachst  stellt  diese  Gleìchaug,  ìm  iunfdimensionaleu  Raain  gedeutet, 
eiiie  Kegelflàcbe  sechster  Ordnung  mit  der  Geraden  (/q/\)  als  Aclise  dar;  sie 
ist  (ìer  Ort  der  Punkte,  deren  Trisekantenebene  mit  der  Geradeii  {fo/^)  nnd 
(lem  Punkt  Xauf  N^ineineiD  I^  gelegen  ist.  Liegt  min  aber  (/o/J  in  der  Bbene 
^ijk^ir^,  so  sclineidet  diese  vierdimensionale  Flaehe  diese  Ebene  ausser  in 
f^f^  y  in  eiiier  Karve  fiinfber  Ordnung,  und  da*  ist  die  gesuchte  Kurve. 

Setzt  man  fiir  j  den  Ausdruck  (4)  in  (5)  ein,  so  mns8  also  die  Gleicbiing 
5)  x^  als  Faktor  enthalten,  d.  h.  alle  Glieder,  welclie  an  x,^  frei  sintì,  miissen 
wschwinden,  wie  man  aucb  dnrch  eine  etwas  iimstandliclie  Reclinung  direkt 
zeigen  kann. 

Wie  (5)  zeigt,  gehen  «lardi  jeden  Punkt  der  Ebeue  zwei  Knrven  der 
ScLar  Cx^  Dureh  zwei  Piiukte  gebt  eine  Kurve.  Die  ScbarCV  ist  also  identiscb 
mit  (leni  Netz  rationaler  Kurven  fiinfter  Ordnung,  welclu*  die  secbs  eycklisben 
Punkte  Z,  (in  Bezug  auf  K*)  zu  Doppelpunkten  babeu. 

Die  Diskriniinante  der  Form    (5)    gleicb    Xull    gesetzt    reprasentiert   eine 
Kiirre  10.   Ordnung,   den   Ort  der  luflejrionspunìcte  der  Kunpidaloskulanten  drifter 
Klasse  {OakuhàTìteu    dritter    Klasse    uiit    Hilckkebrpunkt)  ;    sie    bat  die    zykli 
scheu    Punkte    zu    vierfaeben    Punkten.  Denn  zwei  Inflixiouspunkte  der  mit 
zwei  Parametern  Jy^  genommenen  Okulanten  R\  ^^    fallen  zusamuien.  Die  Dis- 

kriminaiite  der  Wendeform  der  Oskulante  : 

C  =  (TX)' 

verscbwindet  und  damit  fallen  aucb  die  beiilen   Beriibrungspunkte    der   Dop 
peltangente  von  R\  \     zusammen  in  den  Riickkebrpunkt  der  Kurve. 

Wendet  man  die  Transformation  U  auf  die  Kurve    10.    Ordnung    an,    so 
erbalt  man  G^  als  Klassenkurve. 

6.  Fiir  einen  Doppelpunkt  von  C^ ,  dem  die  Paranieter  |i,v  zukommen,  zer- 
fdWt  Np^-iCfc  in  zwei  Punkte  P^    und  P      auf  der  Geraden  (F)  mit  den  Bertibr- 

fonuen  p^^^px^um\  p^  Px^  und  einen  cykliscben  Punkt  Z^.  Sind  "k^k^X^  die    drei 

weiteren  Scbnittpunkte  eines  durcb  i:^  und  die  Bisekante   (|i,v^)   gebenden   I^ 
mit  N^,  so  sind  X^X^Xgji^ic  und  X^X^XgV^ic  zwei  Gerade  cìiircb   1\    und  P      ,  und 

X,Xa|1jVj7c  (i ,  &  m:  1 ,  2  , 3)  drei  Gerade  durcli  Z,.  Drebt  sieb  der    S^    um    p,    so 

VCL.   LX,  32 


)(  108  )( 
ersfctzt.  Wir  haben  also  zn  bilden  : 


•Vo«o+/,a^i+/2^2        •(/>. 


Mit  den  in  der  Dissertutiou  (§  5,  S.  31)  einj»:einhrteii  Rezeichnnngeu  eiball*?!) 

I  s 


wir  daber  fiir  die  Gleicbuug  der  C»'  : 


(4)  +  Sx,%  A//,  -f  3x^x,'  ùifj, 

wo 

geftetzfc  Ì8t. 

Durcb  jeden  Punkt  (j?)  der  Ebene  gebeu  drei  Kiirveu  entspreeliend  tleu 
drei  Scbnittpunkten  der  Triaekantenebeiie  von  N^  dnrcli  (x).  Die  Kiirve  C/. 
kann  in  Beziebung  zu  N^  aiicb  angeseben  werden  als  Subnitt  derjenigen  vier 
diniensionulen  Kegelflacbe  mit  tc^  ,  web;]ie  von  alien  dnrcli  den  festen  Kur 
ven punkt  \i  gebenden  Tristkantenebene  gebiklet  wird.  Die  Punkte  von  C/ 
babin  weiter  die  Eigenscbaft,  dass  das  Tangentenquadrupel  von  ibnen  an  «In- 
erate  Oskulante  R/  barmoniscb  ist.  Ks  nioge  ini  Anscbluss  an  diese  Bemerknn:, 
die  verwandte  Knrve  zweiter  Ordnung  angefiibrt  werden  als  Ort  der  Puiik:<'. 
von  denen  ein  aeqnianbarmoniscbes  Tangentenqnadrnpel  an  die  erste  Osknl;\n:t 
R^*  gebt.  Sie  bat  die  Gleiclinng  : 

Beide  Kurven  sdineiden  sicb  in  secbs  Punkten,  den  secbs  stationiiren  Punk 
ten  der  Oskulante.  Die  Oskulante  selbst  liat  in  Punktkoordinaten  die  (tIiì 
chung  : 

e  _  e/  =  0  (*). 

Die  Gleicbung  der  Knrve  filnfter  Ordnung  (^S  welcbe  ij/  zu  einer  Kurve  tì^^ 
Netzes  Rp-ff^  ergiinzt,  erbiilt  raan  dureli  Anfstellung  der  Forni  des  Punktpaa 
res,    in    welcbem    der  P  durcb  t:^  und  das  Punkttripel  ù     der   Trisekantwie 

bene  ^*  ausserdem  nocb  schneidet. 


(^)  Audere  kovariante  Kurven,  die  mit  den  Kovarianten  der  Form  2/ijr«  in  Bezìehmig  «te* 
heD,  sind  naoh  )  12  der  DisBertation  leioht  aufzustellen. 
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Nacb  $  2,  1  erh&lt  man  : 

(6)         (àbtaSm'faJb^  =  {rjnrj'fr*  -  ^  («,•)«(«,•')% JV  +  y  (9)(»;")(Ì;>/  - 

Zuniichst  stellt  diese  Gleichuiig,  im  fdnfdiaieiisionaleu  Rauin  gedeutet, 
cine  Kegeiflache  sechster  Ordnung  mit  der  Geraden  (/q/j)  als  Achse  dar;  sie 
ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Trisekantenebene  mit  der  Geraden  ì/q/^)  und 
(lem  Punkt  X  auf  N^in  eineiD  X^  gelegen  ist.  Liegt  min  aber  (/o/J  in  der  Ebene 
«4  =  ic^,  80  sclineidet  diese  vierdimensionale  Flache  diese  Ebene  aasser  in 
fJ^ ,  in  einer  Kurve  fiinfter  Ordnung,  nnd  da«  ist  die  gesnchte  Kurve. 

Setzt  man  fiir  j  den  Ausdruck  (4)  in  (5)  ein,  so  uiiiss  also  die  Gleichung 
(5)  jj  als  Faktor  enthalten,  d.  h.  alle  Glieder,  wilclie  aii  .r^  frei  sind,  milssen 
verschwinden,  wie  man  aneli  dnrch  eìne  etwas  unistandliche  Redmnng  direkt 
zeigen  kann. 

Wie  (5)  zeigt,  gehen  durcli  jeden  Punkt  der  Ebei.e  zwei  Knrven  der 
ScLar  Cx*.  Diireh  zwei  Pmikte  gelit  eine  Kurve.  Die  8charCx*  ist  also  identiscb 
mit  dein  Netz  rationaler  Kurven  fiinfter  Ordnung,  welclie  die  sechs  cyi-klislien 
Pnnkte  Z,  (in  Bezug  auf  K*)  zu  Doi)i)elpunkten  habeii. 

Die  Diskriminante  der  Form  (5)  gleich  Nuli  gesetzt  reprasentierl  eine 
Kurve  10.  Ordnung,  den  Ort  der  Inflexionainnilcte  der  Kunpidalotslulanten  drifter 
A7(iMe  (Oskulanten  dritter  Klasse  mit  Riickkehrpunkt)  ;  sie  bat  die  zykli 
sche»  Punkte  zu  vierfachen  Punkten.  Denn  zwei  Inflixionspunkte  der  mit 
zwi*i  Parametern  jy^  genommenen  Okulanten  R\  5^  fallen  zusammen.  Die  Dis- 
kriminante der  Wendeform  der  Oskulante  : 

C  =  (ti)* 

verschwindet  und  damit  fallen  aucb  die  beiden  Beriihrungspunkte    der   Dop- 
|)eltangente  von  R\  -^     zasammen  in  den  Riickkehrpunkt  der  Kurve. 

Wendet  man  die  Transformation  U  auf  die  Kurve  10.  Ordnung  nn,  so 
erhalt  man  C^  als  Klassenkurve. 

6.  FUr  einen  Doppelpunkt  von  C^ ,  deni  die  Parameter  |i,v  zukommen,  zer- 
fàllt  Np^'ic^  in  zwei  Punkte  P^    und  P      auf  der  Geraden  (F)  mit  den  Beitihr- 

formen  |>^4  l>x*  und  jp^  Px^  und  einen  cyklischen  Punkt  Z^.  Sind  X^X^X,  die    drei 

weiteren  Schnittpnnkte  eines  durcli  tc^  und  die  Bisekaiite   (|i,v^)   gehenden   S^ 
mit  N^,  so  sind  X^XgXgii^ic  und  X^XjXgVjir  zwcm  (rerade  diinli   P^^  und  P^^  ,  und 

^i^A^Vi^  (i  yk=zl  y2  ,3)  drei  Gerade  durcli  Z..  Drebt  sich  der    I^    um    p,    so 
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erhalten  wir  zwèi  projektivische  Strahlenbtischel  durch    P^    und  P^^   und  eine 

Strahleninvolntion  dritter  Ordnung  diirch  Z^. 

Die  zusamntengehorigeD,  d.  li.  einem  (i^v  euthaltenden  Qaiatupel  der  Fan- 
damentalinvolutìon  vod  K^  eiitspreclienden  ftìnf  Strableu  werden  aneli  als  die 
fttof  von  den  Punkten  P^PvZ^  an  eine  Kabik  Np^-ic^  gezogenen  (von  (F)  ver- 
Bchiedenen)  Tangenten  erbalten. 

Die  zttgeborigen  Strablenpiiare  durcb  P       und    P^     erzeagen   nun  einen 

Kegelscbnitt  A^ ,  welcber   durcb    P     und  P^    bindnrcbgeht  ;  er   ÌBt   ein   Teil 

der  durcb  die  Korrespondenz  U  dem  Doppelpunkt  (jt^vj  zugeordncten   Kurve 
Rp  iCf,.  Seien  jX^Vj  Parameter  eines  anderen  Doppelpunktes  von  C*,  dem  in  z^ 
der  cykliscbe  Punkt  Z^  entspricbt,  so  liegen  im  2-    die   beiden   Sebneii  (pL,v,i 
und  ((tgVj)  rnit  ic^  in  einem  It^  (der  N"^  nocb  in  einem    weiteren    Punkt   schnei 
det).  Daraus  folgt  aber,  dass  zwei  zugebòrige  Strablen  durcb    P     undP^  ire- 

ben,  die  sicb  in  Z,  scbneiden. 

Der  Kegelschniit  A^  geht  aUo  durch  alle  cyklisehen  Punkte  Z,  ausgeiiùmviet 
Z^,  oder: 

Der  Kegelèchnitt  durch  funf  in  hezug  auf  K*  cyJcHsche  Punkte  geht  durcìi 
diejnigen  beiden  Punkte  der  Geraden  (V),  welche  in  der  Korrettpondenz  E  drm 
Doppelpunkt  von  C*  entspricht,  der  zu  dem  sechftten  cgkliftchen  Punkt  gehiirt, 

Mit  anderen  Worten: 

IJin  eykli/tcher  Punkt  Z  und  die  beiden  Schnittpunkte  d^r  Geradrn  (F)  mit 
dem  Kegehchnitt  Ùl^  durch  die  fiinf  libri gen  zyklischen  Punkte  biìden  eine  zerfallernh 
Kurve  des  Netzes  I^^'T:^, 


§  10.   Das  Netz  rationaler  Knbiken  mit  geiueinsamen  Doppelenient 

nnd  die  Jakobische  Kurre. 

1.  Wir  kebren  zu  dem  Netz  Np^-Tc^  der  rationalen  Kurven  dritter  Klasse 
zurilek,  weU*be  die  (ìerade  (F)  nis  gemeinsame  Doppel tangente  baben.  Jedem 
dreidimensionalen  Kaiim  p  durcb  tc^  war  eine  Netzkurve  geordnet,  und  zwar 
erbalt  man  die  erzeugenden  Tangenten  dies?r  Kurven,  wenn  man  durch  p  den 
Bllscbel  von  E^  legt  und  die  S,  durcb  die  fiinf  Punktquadrupel,  die  in  dea 
Scbnittquintupein  jeuer  £^  mit  N^entbalten  siud,  mit  der  Ebene  iC;^  zum  Sclmitt 
bringt. 

Bemerkenswert  ist  die  Jakobische  (Hessesche)  Kurve  secbster  Klasse  unseivs 
Netzea.  Xacb  allgemeinen  Siitzen  (*)  ist  diese  Kurve  der  Ort  der  Geraden. 
deren  lineare  Pobireu  fiir  das  Netz  eine  gemeinsame  Tangente  baben  oder  «lei 


(0  ^gl*  Clebsch-Liudemann,  Geometrie,  ì,  S.  380  ff. 
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Ort  der  Dopi>eltangenten  der  Net/kJiivou.  Sie  hat  die  Gerade  (F)  ala  fiinffache 
Tangente  (*),  ist  aìso  rational  (*). 

Ala  Doppeltangeuten  von  Np^-jr^t  komnien  ausser  der  anagezoichneten  Ge- 
radeu  (F)  die  gemeinaamen  Taiigeuten  der  zerfalleuden  ISTetzkurveii  in  betracht, 
also  die  voii  (F)  verschiedenen  Tangenten  der  auf  (F)  lìegendeu  Punkte  an  den 
ilm  zu  einem  Netzkurve  ergànzenden  Kegelachnitt  Q^ ,  sowie  die  zwolf  Ver- 
biiidungalinieri  der  aeclia  zyklischen  Punkte  Z^^y,  mit  den  entaprechenden 
Pnnktepaaren  P^  nnd  Py  auf  (F).  Da  der  Fall  der  drei  Punkte  eine  Si)eziali- 
slerung  dea  Fallea  der  Ellipa<'  und  dea  Punktea  iat,  indem  die  Elli|»8e  Q 
wi'iter  zerfiillt  in  den  oyklisclien  Punkt  Z  mid  den  Punkt  P^ ,  so  kann  die 
Jakobiscbe  Kurve  J  aufgefasat  werden  ala  Ort  der  Tangenten  von  deti  Puvkfen 
(hr  Geraden  (F)  an  die  entsprech  nden  Kegehchnitte  Q.  Da  (F)  eiu  fnnftarbe 
Tangente  aii  die  Sextik  iat,  ao  las.sen  aioli  von  P^  auaaer  dieain  beideu  Tan- 
gcnrenkeine  weiteren  Tangenten  zii-ben. 

Die  Gleichung  der  Sextik  in  Linfenkoordinateu  erhalt  man  durcb  Flinii- 
natlon  dea  Parametera  jx  zwiscbeu  den  Gleichungeii 


(I) 


P(t)|{i)  =  0 


Q(p|{t)  =:.  0. 


Legt  niaa  nun  der  Einfacbhoit  balber  <lie  KoordinatenpoDkte  v^^=Q,  v^=^(i 
anf  die  Gerade  (F).  zu  der  die  Forra  F=px*gehort,  so  gehen  die  Gleichungen  (1) 
iiber  ili  : 


m 


Q(»|(i)  ^- 


"«'        ì\V-^Vi    ■    ■   PtV-+P4 


Vi      PiV-  +  Pt    •    •  PtV'  +  Pi 


V. 


P2V-+P»    •    •    PiV-  +  Pt 


"O^t  "ol*'  +  «1       •      •      0»V-  +   04 


r,»,      o,|i  +  e,    .    .    c,ti  +  e, 


=  0 


Die  Eiiinination  vou  [i  ergibt  fiir  die  Jakobiscbe  Kurve  die  Oleichang  : 


(3) 


V 

;'o»i 

-Pi^o 

•   •  l'a^'i 

—  Pi^o 

»0«'l 

Pi>^i 

Pt% 

•   •  P*^i 

Pi^O 

< 

Pt^i 

Pt^o 

•   •  Ps*, 

P,% 

"o". 

Co", 

Ci% 

•   •   <'»«i 

«4»0 

"."» 

0,», 

Vo 

•   •   "«». 

-  Oi% 

=  0 


O  a.  A.  O.  S.  383.  vgl.  anch  Cremona,  Einleitung,  S.  130-135  f. 

O  Eine  rationale  Sextik  ist  durch  drei  Scbnittfornien  sechster  Ordnnng  und  vier  apolare 
linear  uuabhangige  Formen  charakterisiert.  Sind  diese  4  Formen  Polaren  eiiier  Form  9.  Ord- 
nnng, so  hat  die  Knrve  einen  5  fachen  Punkt.  Jede  Form  9.  Ordnnng  bat  eine  apolare  Quintik. 
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Muu  sielit  aus  der  Form  dietser  Gleiehung  uninittelbar,  cbiss  <1ie  Geiade 
r^j  =  0  ,  r^  =  0  i'utilìarhc  Tangente  ì>t  ;  denn  v^  koinmt  nur  iu  der  eraten  Po- 
teuz  vor. 

2.  Bekanutlii'h  erhalteu  wir  dann  zerfallende  Kurven  in  dein  Kurveunetz, 
wen  der  Eaum  p  einen  Punkt  jj.  der  Xorinkurve  K'^  entbalt.  Da  jeder  Punkt 
eiues  Quìntiipcis  aaf  eìneni  diircb  p  j):eheuden  1^  als  Pankt  {jl  augeseben 
werden  kaun,  so  geboren  zn  jedem  Quintu|>el  ftiaf  Kegels^cbnitte  Q  und  fiinf 
entsprecbende  Punkte  P.  Die  X3  dmcli  je  vier  Punkte  des  Quintu|»els  licfern 
auf  %  fiinf  gerade  Liuien  ;  jede  Ljnie  kann  als  Strabl  durcb  P^  angesehcu 
werden,  der  erganzeude  Kegebseb-iitt  Q  ist  dann  eindeutig  bestìmmt  durcb  die 
iibrigen  vier  Geraden  und  die  (i    -a  k*  (F)  als  Tangenten. 

Uuter  deu  Quintupein,  die  ;j.  gemeinsaui  haben,  findeu  sicb  nuu  zwei 
ausgezeicbnete,  welcbe  je  einen  Quadrisekantenraani  durcb  (F)  entbaben: 
wàbreud  der  Quadrisekantenraum  des  «ìr.en  Quintupels  f^  den  Punkt  a  als 
den  einen  Schnittpunkt  luit  N^.hat,  scbneidet  der  Quadrisekantenninm  tkr 
anderen  Quintupels  f^  N*in  den  von  jjl  verscbiedenen  Punkten.  XeunenVirX 
einen  vou  jjl  verscbiedenen  Sebuittpunkt  des  S,  durcb  (F)  niit  N*  ,  im  Qaiu- 
tupel  fj ,  so  baben  wir  als  Form  der  \  : 


(4)     (  py'n  pp"n  p'p'jp^p'^  p"^  Px  p\  p'\  =j/h' 


10 


ìM^v-f  ('). 


Das  ist  bekanntlirb  (')  die  kubicbe  A])olare  zn/)^2)x*-  Man  konstruiert  liie 
Punkte  derselben,  indeni  man  durcb  P^  die  Trisekantenebene  ziebt  und  dunb 
sie  und  (F)  den  £3  legt,  der  S^  durcb  dieseu  Ranni  und  7if^  scbneidet  N*  iu 
deni  iiinften  Punkt  des  Quintupels  fp^. 

Neunen  wir  im  zweiten  Quintupel  'f^  einen  Punkt  des  Quadrisekamen- 
raumes  durcb  (F)  X,  so  baben  wir  liir  die  Yerbindungsform  dx*  der  X,  weUìit- 
zu  F^Pa*  und  zu  c^c/  ai-olar  ist,  die  Determinantendarstelluug  : 


è.* 


I 


Po 

Pi 
Pi 


— X     X' 


Pa 


Pr 


Pe 


(*)  j\^  und  /.\2  siud  die  frilher  ($  1,   6)  eìngefùbrteu  Kovarianteu  dei   Sextìk. 
(*)   vgl.   Di»seit;ition,   S.   38. 
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oder,  von  einem  Faklor  abgeselien  ; 

V = (pp'npp"np'p"npoKp'o){p"cKoxPxP\p'\. 

VoD  (leu  vier  Tangc^nteu  an  Q^  deB  Qaìntapels  f^  fallt  eine  mit  der  Geraden 
(F)  zasammen.  Das  Quìotapel  f,  liefert  einen  mit  (F)  koinzidierenden  Stmhl 
des  Strahlenbiischela  durcb  P^.  Der  Tangente  von  P^  au  den  Kegelschuitt  Q^ 
eDtspricht  auf  der  jS'ormkoryc  ein  Qaintupel  f,,  das  in  (i  einen  Doppelpiinkt 
bat.  Die  drei  iibrigen  Punkte  dieses  Qniutupeis  haben  die  Form  : 

(oa  )  /x*  =  (ab){a4;){bc)  a^*6^ V«  A<?x 

oder 
(56)  J?  =  {ppy{po){p'c)p^Y^\'pyp\c, 

(jx^  Ì8t  die  zu  den  drei  Foriiiea 

a|K)lare  Form) 

Die  Jàkobische  Kurve  des  Netzes  Np'-ic^  Ut  also  (in  Be.iehung  zur  NoriU' 
kurce)  der  Ori  der  Oeraden,  deren  QuadriseìcantenràHme  mit  der  Tangente  in  ei- 
ntm  der  Sekanienpunkte  in  eiìiem  £^  durch  ic^  liegen. 

Es  gibt  nuu  bekanntlicli  acht  bertLhreude  Quadrisekautenràuwe  darch  (F), 
deren  Bertihmngspunkte  dnrch  die  Hessesche  Form  : 

h  =  (/>p')VpV 

gegeben  sind. 

J  h€U  aUo  acht  ausgezeichnete  Tangenten,  die  zu  einem  solcktn  Filnfseit  der 
Undainentalen  Involution  gehòren,  dessen  eine  Seite  mit  (F)  zusammenfàllt. 

Diesen  Tangenten  entsi>recben  aciil  Kegelschnitte  Q. 

Die  acbtzehn  gemeinsameu  Tangenten  der  Kurve  J  und  einer  Netzknrve 
setzen  sieh  zusammen  aus  der  zehnfach  zàhlenden  Geraden  (F)  und  den  aclit 
den  Dopi>elpunkten  der  durch  p  bestimmten  Fundamentalinvolution  1,  Stufe 
entsprecbenden  Tangenten.  Diese  Dopi^elpunkte  sind  aber  dureb  die  Kova* 
riante  : 

dargeetellt  (vgl.  §  6,  1).  Den  acht  von  dem  Punkte  (x)  an  die  C*  in  der  Mene 
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«<.  auMgehenden  Tangenten  (die  man  durch  Bànderung  ron  r  mit  den  a?,  erhàli) 
entsprechen  durch  T  (nehen  anderen  Oeraden)  die  acht  von  (F)  verschiedenen 
gemeinsamen  Tangenten  von  J  mit  Np'«ir^. 

Diese  acht  Tangenten  selbst  erhàlt  man,  wenn  man  in 

nm = 0 

fìlr  X  die  Warzeln  von  r  =  0  substituiert. 

Ebenso  lassen  sich  die  gemeinsamen  Tangenten  \oii  J  mit  eìnem  Eegei 
schnitt  Q^^  nnschwer  feststellen.  Denn  zuniichst  liaben  beide  Kiirven  die   Ge- 
rade  (F)  fanftach  gemein.  Dann  gibt  es  ein  Quintupel  f^  mit   (jl   ala   Doppel- 
punkt,  das  in  tc^  eine  weitere  gemeinsame  Tangente    liefert.    Im    qaaternàren 
BUscheJ,  das  mit  dem  Punkt  (i  ein  qninares  Biischel  der  Fundamentalinvoln- 
tion  (von  K*)  bestimmt,  gibt  es  aber  entsprechend  der  Ordnung  der  Hesse^cbeo 
Form  sechs  Quadrupel  mit  Doppelpunkten  ;  jedes  Quadrupel   gibt   Aniass  eh 
einer  Tangente  in  tc^,  die  J  und  Q^  gemeinsam  ist.  Damit    sìnd    in   der  Tat 
die  zwolf  gemeinsamen  Tangenten  von  J  und  Q^  konstatiert.  Der  Pnnkt  (x)  in 
liegt  in  ditsem  Falle  auf  G^ 

Die  Doppelpunkte  der  Qaintupel  der  Fundamentalinvolution  geben  -  nocb 
za  einigen  Bemerkungen  Aniass,  die  ankniipfen  an  §  9,  4.  Bezeichnen  wir  die 
drei  einfachen  Punkte  eines  soleben  Qaintupels  9,  mit  [i  als  Doppelpankt  mit 
X^X^X,  oder  kurz  mit  1,  2,  3  so  bat  die  reine  kubisclie  Oskuhinte  R^  %  die  lo- 

flexionspunkt^    [!*!•«  ,  |i.*2«ic  ,  |i*3«it,    die    paarweise    sich  verbinden    lassen 
durch  die  Geradeii  [i.*i2-ic  ,  (jl*13«ic  ,  |i*23'ic.  Die  knbische  Oskulante  R\x   hai 

einen  luflexionspunkt  in  123-it  und  einen  Eiickkebrpunkt  in  |i'ia*ic   mit   der 
Biickkehrtangente  [i.U2*it.  Wir  haben  also  z.  B.  die  Satze  : 

Die  Diskriminante  der  Form  Q{u\\)  4,  Orades  in  X  uud  2.  Ordnung  in  u 
stellt  =  0  gesetzt,  eine  Kurve  12.  Klasse  dar  als  Ort  der  Sciten  der  Inflexions- 
dreieeke  alter  reinen  kubiseken  Oskulanten  von  K*  oder  als  Ort  der  RUkkehrtan- 
genten  der  gemisckten  kubischen  Kuspidaloskulanten,  Die  Jakobiscìie  Kurve  J  de* 
kubischen  Knrvennetzes  kann  angesehen  werden  als  Ori  der  VerbindungsUnien  der 
Inflexionspunkte  mit  den  RUkkehrpunkten  alter  Oskulanten  dritter  Klasse  und 
dritter  Ordnung  von  K*. 

3.  Wir  wollen  jetzt  die  Gleichung  (3)  der  Jakobischen  Kurve  noch  dahin 
vereinfachen,  dass  wir  einen  der  zyklischen  Punkte  Z  als  Koordinateneckpunkt 
nehmen  ;  es  wird  dann  : 


)(  Ì7^  )( 
Die  Gleicbnng  (3)  geht  dann  nach  geringer  Vereinfachung  uber  in  : 


(4) 


J  = 


K 

Pa^i—Pi^o 

Vi 

!>,»,— J>,fo 

< 

P.^i     Ì',»o 

av. 


— V  V' 


^5^1— P«^ 


—\L  |1.«  — |i^ 


0 


V» 


wo  a=z 


(1—  V 


,   ft=z 


0([1  —  v) 


gesetzt  Ì8t. 


Setzt  man  v^^-\-v^=zOj  so  wird  J  erfullt  mit  r^  =  0.  Man  sieht  also 
wieder,  dass  die  Jakobisclie  Kurve  von  den  12  Vcrbindungalinien  der  cykli- 
sclien  Pankte  Z  mit  den  Punkten  P^  und  Py  beruhrt  wird. 

Eine  weitere  Vereinfacbnng  der  Gleicbung  (4)  tritt  ein,  wenn  wir  das 
I)rei(H'k  Z^^yV^^Py  als  Koordinatendreicek  wahlen,  J  tilso  auf  eine  in  drei  Punkte 
zerfallende  Netzkurve  als  Koordiiiatendaeieek  bezicheii.  Den  btiden  Geraden 
PuZuv  und  PyZ^v  8i"d  dami  die  Parameteiwerte 

(inzO     ,     V  =  oo 
zngewiesen  und  /^  kann  also  auf  die  Form  : 

gebracbt  werden.  Bei  geringer  Reduktion  geht  der   Ausdruck    J    iiber  in  die 
dreigliedrige  Determinante 


(5)     J  = 


'^o\ÌPo'^ì-Pì^o)—'^ì\{P3'^ì—Pa^o)'-'Po\  1  Pi^i-P%%  »  Pi^—Pt^^ 

%\iPi^i—Pt'^o)'-^i\{Pi'*^i—P5'^o)—'^oW^    PtP—P^^    J    Pb'^—Pa^. 

%\(Vt^i—Pz^ò—^S{P^'^\—P^%)—%^^  J  Ps^ì-Pa^o  1  l^^i—Ps^o 


£s  iuteressieren  nun  die  Beriibrnngspunkte  der  fdnffachen  Tangente   der 
Jakobiscben  Kurve»  Wir  erbalten  sie  durch  Nullsetzen  des  Faktors  von  v^  in 

V 

der  Oleicbung.  Bs  ergibt  sich  fiir  die  Gleichnnsforin  (2)  wenn  man *-=X 


setzt  : 


K  17»  X 


Xx'  = 


1     c^X  -|-  c^  .  .  .  (J3X  ■-{-  c^ 

^^A      vjA     I     Cj    •    •    •    C.A     I     Vj 


0 


0    p^  +  Pt  •     •  Pi^+P» 


oder  in  syinboliache  Form  gesetzt  : 

(6)  ■)i/={pp'npp"np'p"f{pc){p'c)ip"c)pyp\  p'w = (MVaV-  ^  (icM*- 

Dìese  Form,  welcbe  die  Parameter  der  Bertihruugspnnkte    lìefert,    ist   Dìcbts 
anderes  wie  die  Quintìk,  welche  der  fllr  unsere  spezielle  Kurve  sechster  Klasse 
grundlegenden  Form  9.  Orduu ng  oder  za  deii  00*   Polaren   dieser   Form,  die 
den  00^  Schnittformen  tp  konjngiert  8ind,  als  einzige  qiiinàre  Apolare  zageoriket 
ist.  Sie  geht  aiis  der  Form  (5)  liervor,  wenii  man  X  =  jx  setzt  : 

Bei  Zagrandelegung  der  Gleicbung  (6)  erbalten  wir  ftir  die    Berulirangs- 
pnnkte  von  (F)  : 


(') 


oder 


^o^ÌPì^ì-P2^'.)-^ì%Pa^—P5%)  »  Pt^i—Pz^o  ?  Pz^'ì-Pa^'o 

<{P2^\—P2'\)-^\\Pf.'^i—P^^o)    »    Ps'\—Pa^O    1    Pa'\—P^^O 


0 


tJo»     r,«       0      0 


^3     ^0     -^i     -^i 


•^^M  -^^i  *  ■^^i 


A,     A. 


.      A. 


=  0, 


wenn 


Pk  «\  —  Pk-^^  »o  =  ^* 

gesetzt  wird. 

AusrechQung  ergibt  mit  Benatzung  der  AbklirziiDg  ! 


Pi        Pk 


Pi 


Pi-\-i 


=  («*0 


PiH 


i  1?7  K 


und  mit  Eiuflibrung  von    X  = -: 


«0 


(7o)    xx*  =  (123)X»— (124)X*— [(012)— (134)]X'+[(013)— (234)]X»— (023)X+(123) 

Um  die  Parameterdarstellnng  von  J  za  erhalten,  brauchen  wir  nocli  die 
durch  die  Parameter  X  aasgedriickten  sechs  Tangenten  von  dem  Punkte  (/^. 
Wir  erhalten  fiir  dìese  Beriihrform  nach  (3)  : 

(8)  Cx«  =  (  ppji  pc\  p'ci  KX  p'o'){c&)W  V\cyfi\ 

und  als  Darstellnng  von  J  : 

5.  Die  vorstehende  Betrachtang  des  in  der  Eben^  der  Knrve  fiinfter 
Klasse  gelegenen  Netzes  von  Elassenkabiken  lasst  sich  nun  dnal  iibertragen 
aaf  den  Fall  des  Netzes  von  Earven  dritter  Ordnang  rait  gemeinsamem  Dop- 
pelpiinkt  (^)  in  der  Ebene  ir^  der  Ordrinngskurve  0*. 

Geht  man  von  einem  solclien  Netz  von  Kiirven  dritter  Ordnung  mit  ge- 
meÌQsamen  Doppelpunkt  (f)  ans,  so  ist  in  einer  konjagierten  Ebene  ic^  eine 
Karve  funfter  Klasse  K^  eìndeutig  bestimint.  Denn  sind 

die  ternaren,  syaibolischen   Gleichungen   dreier    linear    iinabbangiger    Karven 
des  Netzea,  so  lautet  die  Transformation  T  : 

Die  Knrve  K^  ist  dann  nack  den  oben  durcbgefuhrten  Eiitwiekelnngen  der 
Ort  der  Qeraden,  die  sich  durch  T  in  zerfallende  Kuroen  des  Netzes  transfortnieren. 
Den  sechs  Geradentripeln  des  Netzes  entsprechen  die  sechs  Doppeltangenten  von  K^. 

Aaf  jeder  [N'etzknrve  N^-ir^  gibt  es  einen  Biischel  von  Qnintupeln,  die  als 
Sclinitte  mit  den  anderen  Karven  des  Systems  erhalten  werden  (dnrch  eine 
Ebene  in  einem  S^  gibt  und  co*  £3). 

Die  za  K^  kon^jigierte  Karve  C^  ist  dann  eindeutig  bestimmt  durch  eine 
solche  Netzkurve,  denn  fiir  jeden  Punki;  (x)  auf  O  muss  die  Polare  nx^n^^^  der 
Form  achter  Ordnang  nx* ,  welche  jedem  Biischel  von  Qnintupeln  zngeordnet 
ist,  apolar  sein  za  den  Schnitttripeln  aller  Geraden  dnrch  (^r),  welcheanfder 
Netzkurve  ausgeschnitten  werden. 

Die  nicht  durch  (4>)  gehenden  Geraden  der  volikommen  zerfallendcn  Netz- 
kurven  sind  die  zyklischen  Linien  in  bezug  auf  C*.  Das  Netz  ist  f&i'ner-  ein- 
ieutig  bestimmt  durch  den  Punkt  (4>)  uud  die  sechs  zyklischen  Linien.  Denn  von 
len  27  Bedingnngen,  welche  zar  Festlegung  eines  kubiscben  Netzes  eiforderlich 
jind,  werden  drei  von  dem  Punkt  (<p)  und  von  jeder  zyklischen  Linie  vier 
Bedingungen  absorbiert. 
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In.   ABSCHNITT  —  SPEZIELLE   KUEVEN   FiiNFTEN   ObADES 

UND   FÙNPTEB   KLASSE  {*). 

§  11.  Die  Karren  mit  dreifachem  and  Yierfachem  Punkt. 

1.  LasBt  sich  die  Form  seclister  Ordnung 

welche  dem  Netze  der  geradeii  Schnìttformen  apolar  ist  als  Suinme  von  (Irei 
sècLsteh  Potenzen  liirearer  Formen  darstellen,  versoliwÌDdet  also  die  Katalek- 
tikànte  : 

(F  ,  F)« 


^-ì 


-(i,tr  =  ÌA*-B 


80  liegt,  wie  aiis  §  1  folgt,  die  Gerade  {  von  n^  in  einer  Trist-kaiitenebene  *Wr 
Nonukurve;   die   Ebene   C   liat   also   einen   dreifocben' Punkt,    desseii  l'ara- 
ineter  die  Wurzeln  der  zu  F  apolaren  kubischen  Kovarlante  sind. 
Sei 

F  =  (X|i.)«  +  (kyf  +  (Xp)" 

so  haben  wir  fiir  die  wicbtigsten  Korarianten  nnd  Invariantoo  vou  F  fulgende 
Ausdriìcke  : 

H  =  (F  ,  F)'  =  2[(vp)«(Xv)*(Xf>)*  -f  (pti.)'(Xp)*(Xjii)«  +  (|iv)*(X{i/{Xv)*J 
i=z  {¥,¥)*  =  3[(Xpr(Xv)»(Xp)'  +  (p|i)«(Xp)»(X|i)*  +  ({tv)*(X|t)*^Xv)  | 
A  =  (F  ,  Vf  =  2f(vp)«  -i-  (ppL,«  +  {(iv)«l 

j  =1  A.F  -  (F  ,  if  =  6(p)«(p|i)*(vp)'(X|i)'{Xv)'(Xp)* 

\  .■  /  =  (F  ,  t)«  =r  2(itv)'{pti)'(vp)'[vp)«(Xp.)*  +  (pt«.)*(Xv)*  +  (tiv)'(Xp",'l 
Bezeiclinen  wir  die  Form  (X(i.XM()^P)  mit  (p  ibre  Hessesche  mit  t  uiid  ibn 

•  *  •  ♦ 

Diskriniinaiìté  (t  ,  t)*  mit  R,  so  baben  wir 


t       ■• 


(2)-   ■.  "-•  •^''''  i  =  9R.(I^*         ,         i  =  — 27R,t. 


-. — \\i  .*■■ 


•(')  <»g*'  O.  lioria,  Spezielle  aìgébr.  u.  iranaz,  Kurven,  Leipsig.  1910^  I,  S,  à38  t,   Kc 
cykl.  d.  math.  Wìsb.,  Bd.  Ili  e,  f^b,  S.  575-579  wo  weitere  Literatar  ange^bwi. 


•rf  — 
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Die  Koyariante  sechster  Ordnnn^  j  wird  also  ein  Qaadrat  und  zwar,  ab- 
gesehen  von  eìnem  Faktor,  des  Qnudrat  der  zn  F  apolaren  Kubìk. 

Projiziert  man  N^  von  der  Geraden  (F)  auf  einen  S3  so  erhalt  man  (nach 
S.  78  der  Diss.)  eine  Kaurakuive  fuiifter  Ordnung  zweiter  Spezies,  welche  auf 
einem  Kegel  liegt,  dessen  Scheitel  fur  die  Rauinkarve  ein  dreifaclier  Pankt  ist. 
Projiziert  man  diese  «  rà!imliche  Stropboide»  von  einem  Raumpunkt  auf  eine  Ebene, 
so  ergibt  sich  die  ebene  C^  mit  dreifachem  Pnnkt.  Der  perspektivische  Strah- 
leubiischel  zweiter  Ordnang  artet  aus  za  einem  zvreimal  zàblenden  Biìschel 
erster  Ordnang  mit  dem  Mittelpankt  im  dreifacfaen  Pankt,  Die  aafC^  dadurch 
bestimmte  Invointion  zweiter  Ordnang  oder  die  Gleicbang  des  perpektivisclien 
Doppelbiischels  erbalt  man  nacb  dem  vorigen  Paragraphen  aas  dem  Polaren- 
ausdruck  : 


;Vix'  -^h  H^)' 


Nach  (1)  und  (2)  bat  man 


// j,3  =  9R 


(Vfx'-^t,tx(X|i)') 


Wir  erbalteu  also  fur  den  Biiscbel  V  nacb  §  8,  6  : 

^vie  man  aacb  anmittelbar  dem  §  1,  4  entnimmt. 

Nimmt  man  d^^  ^=^  (Xjjl)*    den  Punkt  (d)  im  S^  auf  N^J  so  wird  : 

Die  Involution  der  Punktpaare  (tX,  die  mit  dem  dreifacben  Punkt  in  einer 
Geraden  liegen,  ist  also  aucb  danjìi  : 

(^cfc^e^,  =  0. 

gegeben.  Die  beiden   aus   dem  dreifachen  Punkt  an  C*  gezogenen    Tangenten   he- 
riikren  also  in  den  Punkten  der  dritten   Ueherschiébung  : 

der  Forinen  ^x    und  c^, 

2.  Verscbwindet  die  Form  F 

12  25  R  2 

F  --rr  45(W  ,  W)«  +  15(W  ,  V)*  +  _  (  w  ,  Uf  +  -  (W  ,  V)«  -  -  (U  ,  V)  -  -  U» 


ISO  X 


identisefa,  so  gìbt  es  oc}  Formen  seehster  Ordnang.  welcbe 
dem  Formenetse  f.  Dann  gìbt  es  im  allgemeinen  wenigBt 
Xetze  apoiare  Fonn  9iebenter  Onloiuig  /;  denn  ava  den 
Matrix 


zc 


drr 


0 


!    0 


i!  0 


OOL, 


•> 


a,    0 


!    ?s     5?4  •  •  •  ?.     0 


57«  •  •  •  T,    0  •; 


Pi  •  •  • 


•     •     • 


T.  ii 


folgt  das  Venchwinden  der  Matrix 


«s    5«« 


«.0    0! 


?. 

5?« 

•  •  •  r'o 

0    0: 

ii 

1 

1 

5T. 

•  •  •  T. 

U     0    ' 

1 

0 

«3 

•  •  • 

1  i 

u 

h 

•  •  • 

1 

0 

•  •  • 

T.    0 

0 

0 

«i 

a       •       • 

«• 

0 

0 

?. 

•      •       • 

A 

0 

0 

T, 

•       •       ■ 

7. 

Umgekelirt  wird  die  Existenz  einer  za  dea  9  apolaren  Form  sìebeoter 
OrdnoDg  des  Verschwinden  der  ersten  Matrix  (der  Form  F)  zur  Folge  haben. 
Die  Formen  secbster  Ordnang  werden  im  allgemeinen  ala  erate  Polaren  der 
Form  siebenter  Ordnang  darstellbar  sein,  nnd  daa  Formenetz  /  SUt  in  dem 
Falle  znsammen  mit  dem  Netze  der  zweiten  Polaren^der  Septik.  Sei 


X  =  «3^\ 


80  konnen  wir  setzen  : 


(4) 


f^  =  a^ay^     ,     f^  =  afl^ax'     ,     f^  =  a^ax\ 


Die  Ebene  ir^,  die  wir  aueh  als  Ebene  (y)   l>ezeiohDen   konnen,    hat    di^ 
spezifische  Eigenscbaft,  in  einem  Quadrisekantenranm  zn  liegen,  die  Formen  f' 
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haben  iiàinlich  eine  apolare  Quartìk  ;  das  ìst  die  zu  der  Form  ^  apolare  Ko- 
variante  «  vierten  Grades  und  vierter  OrdnuDg.  Das  Verschwinden  der  Form 
F  oder  der  ersten  Matrix  ist  iibrigeus  gleicbbedeutend  mit  den  (zweì)  Bedin- 
gangen,  welche  die  Existenz  dieaer  biquadratiscben  Apolaren  ausdriicken  : 


a^    a. 


a. 


a. 


a. 


z=  0  (a,  ,'  bi ,  Ci  sind 

die  Koeffizienten  von  /) 


Die  ebene  G^  mit  dem  geraden  Scbnittnetz  tp  hat  in  diesem  Falle  einen 
vierfachen  Punkt,  dessen  Parameter  die  Wurzeln  von  ic  siud  :  denn  das  Netz 
7  enthàlt  einen  Biiscbel  mit  einer  festen  Form  vierter  Ordiiung  (^). 

Geht  man  von  einer  Form  siebenter  Ordnung  ^  =  ax'  aus,  so  ist  jeder 
solchen  Form  eine  Eurye  funfter  Ordnung  mit  eìnem  vierfacben  Punkt  zage- 
ordnet,  deren  fnndamentale  Involntion  darch  das  Netz  der  zweiten  Polaren 
der  Form  y  reprasentiert  ist.  Torausgesetzt  ist  dabei  nur,  das  die  Kovariante 

w  =  (ab)\aonhc)WhW 

nicbt  verschwindet.  Denn  im  Falle  w  ^0  sind  die  zweiten  Ableitangen  von  / 
nicht  mehr  linear  nnabbàngig  voneiander  (% 
Fiibren  wir  die  Bezeichnungen  : 

«  =  (XX)*        j        '*  =  (XX)' 

eia,  so  lasst  sicb   die   besagte  Kovariante    ic    folgendermassen    durcb    Ueber- 
schiebungen  darstellen  (vgl.  Dissert.  S.  59)  : 


(5) 


«  = 


-  (ssY  + 1  K^hf  +  A  yi^ 


Wir  versnchen  zanS^cbst  diese  Form  nocb  in  etwas  anderer  Weise   darzustel- 
kn,  indem  wir  von  der  Hesseschen  I^'orm 


H  =  {ab)Wh' 
aus((ehen,  nm  gleichzeitig  eine  nene  Syzygante  zu  gewinnen. 


(ax'  =  ftx'  =  Cx") 


(^)  vg\,  z.  B.  B.  K  ali  din,  Ueher  die  Eigenschafien  der  ehenen  Kurven  5.  Ordit,  m'U 
vierfaekem  JPiml^f,  Wioner  Berichte  119,  S.  1351-1379;  ebenso  E.  N.  Barinien,  Tniermédiaire 
det  matkématieien8,  Bd.  VII  (1900),  8.  57,  Bd.  Vili  (1902),  S.  88. 

O  StephanoB,  Annalee  Ecole  norm,,  S.  363  f. 


^ 
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identisch,  so  gibt  es  oo^  Formen  sechster  Ordnung,  welche  apolar  sind  zu 
dem  Formenetze  tp,  DaDD  gibt  es  iin  allgemeinen  wenigstens  eine  diesem 
Netze  apolare  Form  siebenter  Ordnung  x  >  denn  aus  dem  Verschwinden  der 
Matrix 

a^     5a^  .  .  .  a^     0 
P5     5p,  .  .  .  p,     0 


0 


0 


0 


Og  .  .   . 


Ps    •    •    • 


l5    • 


a. 


p« 


To 


folgt  das  Yerschwinden  der  Matrix 


0 
0 
0 
0 
0 
0 


5a^ 

«3 

Ps 

0 
0 
0 


...  a,     0     0 


...  Po     0     « 
.  .  .  To     0     0 


•     •     • 


•      •      • 


OL.    •    •    • 


k  '  •  ' 


•    •    • 


«0     0 


Po    0 
To    0 

«0 

Po 
Yo 


Umgekehrt  wird  die  Existeuz  einer  zu  den  y  apolaren  Form  siebenter 
Ordnung  des  Verschwinden  der  ersten  Matrix  (der  Form  F)  zur  Folge  haben. 
Die  Formen  secbster  Ordnung  werden  im  allgemeinen  als  erste  Polaren  der 
Form  siebenter  Ordnung  darstellbar  sein,  und  das  Formenetz  /  ffiUt  in  dem 
Falle  zusammen  mit  dem  Netze  der  zweiten  Polaren"ìier  Septik.  Sei 


X  =  <> 


so  konnen  wlr  setzen  : 


(4) 


fo  =  (^iW     ,     f\  =  aflji^     ,     f^  =  a^ay,\ 


Die  Ebene  TCf^  die  wir  aiich  als  Bbene  (/)   bezeìchnen   konnen,    hat  di<* 
speziflsche  Eigenschaft,  in  einem  Quadrisekantenraum  zn  liegen,  die  Formen  f 
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haben  iiainlich  eine  apolare  Quartìk  ;  das  Ì8t  die  zu  der  Form  x  apolare  Ko- 
variante  ic  vierten  Grades  uncl  vierter  Ordnung.  Das  Yerschwinden  der  Form 
F  oder  der  ersten  Matrix  ìst  iibrigeus  gleichbedeatend  mit  den  (zwei)  Bedin- 
gangen,  welche  die  Existenz  dieser  biqiiadratischen  Apolaren  ausdriicken  : 


«0 

a, 

•          i 

• 

«s 

«l 

•          t 

• 

«5 

K 

• 

>          • 

K 

*. 

• 

0 

h 

«0 

• 

•          • 

«« 

«1 

• 

•          • 

«» 

=  0  (a, ,'  bi ,  €i  sind 

die  KoeflBzienten  von  /) 


Die  ebene  &  mit  dem  geraden  Schnittnetz  tp  bat  in  diesem  Falle  einen 
nerfachen  Pnnkt,  dessen  Parameter  die  Wurzeln  von  ic  sind  :  denn  das  Netz 
7  enthalt  einen  Biisckel  mit  einer  festen  Form  vierter  Ordnung  (^). 

Gebt  man  von  einer  Form  siebenter  Ordnung  x  =  ^\  ^^^^  s^  ^^^  jeder 
solchen  Form  eine  Enrve  fìinfter  Ordnnng  mit  einem  vierfacben  Punkt  zuge- 
ordnet,  deren  fnndamentale  Involntion  durcb  das  Netz  der  zweiten  Polaren 
der  Form  ^  reprasentiert  ist.  Torausgesetzt  ist  dabei  nur,  das  die  Kovariante 


w  =  {ab)\acf(b€)WbxW 

nicht  verschwindet.  Denn  im  Falle  w^O  sind  die  zweiten  Ableitungen  von  x 
nicbt  mebr  linear  nnabbàngig  voneiander  (% 
Ftìbren  wir  die  Bezeichnungen  : 

«  =  (XX)*        j        '*  =  (XX)* 

eia,  so  làsst  sich   die  besagte  Kovariante    ic    folgendermassen    durcb    Ueber- 
schiebungen  darstellen  (vgl.  Dissert.  S.  59)  : 


(5) 


«  = 


-  (**)*  +  l  K^hf  +  A  k'. 


Wir  versncben  znnachst  diese  Form  nocb  in  etwas  anderer  Weise  darzustel- 
kUy  indem  wir  von  der  Hessescben  Form 


H  =  (ab)Wbx' 
au8((eben,  nm  gleichzeitig  eine  nene  Syzygante  zu  gewinnen. 


(ax'  =  ftx'  =  cx^) 


O  ^gl*  z.  B.  B.  Kalicnn,  Ueher  die  Eigernckaften  der  ebenen  Kurven  5.  Ordn.  mit 
tierfachem  Funl^f,  Wiooer  Berichte  119,  S.  1851-1379;  ebenso  E.  N.  BarÌRÌen,  Tniermédiaire 
det  matkématiciens,  Bd.  VII  (1900),  S.  57,  Bd.  Vili  (1902),  S.  88. 

(')  StephanoB,  Annales  Ecole  norm,,  S.  863  f. 
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Zu  dem  Zwecke  stellen  wir  mit  Hilfe  der  Formeln  (10)    voa   S.   59  der 
Dissert.  folgeiide  PolnrenanKdrìieke  anf: 


H/H/Hi*=  (abfa^\Wbr'ayh  +  ^  fV»v^Xv)*  -}-  »,««^*(Xit)*J+  ?  V'vVlXji)'  - 


(6) 


-  ^  l*M*M*(Xv)»  +  AvVXjiAltv)*]  -  ^  AxW 


(6«) 


H/Hx'  =  (aft)  V  V«A  +  I  »A'^P-f 


m 


H /Hx*  =  {àbfa*b*axh'  —  ^ 


$^\XK^f--h^*0^)* 


non  ist  (Dissert.  S.  59)  : 

K  —  {ab)\ac)*(a4f{bci\bd)*(cd)*axbxc^dx 

v  gebt  also  aus  dein  ersteu  Ausdiuck  der  rechlen  Seite  von  (6)  dadurch  her- 
vor,  dass  ma»  jji,  :  {t,  durch  e,  :  —  e^  und  v,  :  Vj  durcb  <f ,  :  —  d^  ersetzt  und 
mit  (cdfcydx  multipliziei  t.  Gs  wird  daber  : 


«  =  (Hc)\Bd)'lh\cdfcxdx—  ^  [(«c)*(«rf)'(cd)«Mx'  +  {»e)\8d)*(ed)Wexdx]  — 


-^[h*-hMkc)\ed)'cA*]- 


Aus  (6a)  folgt  ferner  : 


und  aus .  (6ò)  : 


(HcY(Ud)\cd)mx*Cxdx  =  (H  ,  H)»— -  (H  ,  »f 


{»c)\»dned)*exdx'  z=  (H  ,  «)•+  ^  («)«-  ^  (A  ,  »)*. 


Beacbtet  man  ferner  die  bereits  zitierteu  Belationen  (IO).  iS.  59  der  Di8s«rt.. 
so  kommt  : 


(7) 


.  =  (H,H)»-Ì(H,.)«-?(..)^+±(.,*)*  +  ^fc«. 


GleicbsetzuDg  der  Ausdriicke  (5)  und  (7)  gibt  die  lielatiou  : 


(8i 


(HH)*-  ^  (H  ,  «)*+  ^  {HsY  -  ^  (« ,  A)«  -  ^  A*  =  0. 


Es  interessiert  welter,  fiii  don  in  Redo  stehenden  Fall  die  fiindamentalen 
Kombinanten  WV  >  Vx^  >  W  des  Formenetzes/ durcb  Kovarianten  der  Form  / 


){ id3  )( 

aoszadriicken.  Zun^chst  ergibt  sich  anniittelbar,  wenn  man  in  die  Ansdrìicke  (1 
de8  §  4  die  Formen  (4)  einfuhrt  : 

/ 

Wx»  =  l  (a6)*(ac)«(6o)  WftxV  =  ^  m* 
^^^  yx'=7  (abY{aenbc)*axhCx'  =  l  »x' 

4  ^ 

Fiir  die  Form  tr,  die  gleich  Nuli  gesetzt  die  Wendepunkte  von  O*  liefert 
ist  bereits  der  Aasdruck  gefanden  : 

« 

(10)  rc  =  ^h.x-(«,X?- 

Aus  den  Polsrenausdriicken  fiir  «  and  h  ergibt  sicb  aber,  wenn  man  die 
aas  der  Beilienentwickelnng  (ytu)  (')  resiiltierende  Kelation  : 


{»,xy  =  -^(A,x)' 


in  betracbt  zieht  : 


(11)  Y,'  =  ^tj:^=^(sr/y 

\Jx^=zrx^  ist  identisch  mit  der  Kovariante  dritter  Ordming    iiiid    dritten    Ge- 
rades  von  x  • 

(12)  rx»  =  («,X)^ 

Nacb  §  4,  2  niuss  die  Form  tx^  apolar  seiii  zu  y.  Das  kann  leiclit   nach- 
gepriìft  werden.  Bs  ist  namlieb  : 

((«  ,  yf  ,  X)'  =  (ab)\bc)\a€nad)(bd)(odfdX\ 
Auf  Griind  der  Identitat  : 

(bc)dx  =  {bd)ex  -  (cd)bx 
folgt  : 

(  (* ,  X)' ,  X)'  =  -  (abY{ac)\b€){ad)(bd)(cd)%dx. 

Vertauscht  man  rechts  a  und  e,  ebeiìBO  b  iind  <7,  so  andert  der  Aasdruck 
sein  Zeicben,  ohiie  sonst  scine  Form  zu  andern  :  er  ist  daher  ^  0. 

(^)  vgl.  Gordan,   Ueber  d.  Formensystem  bin,  Formen,  S,  11,  Formel  III  und    Die    Dit- 
hriminanU!  der  Farm  a^S  Math.  Ano.,  fid«  31,  S.  572;  ygl.  auch  Dissert.  8.  60. 
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Au8  den  llelatioueu  (5)  des  §  4  ergebcn   sich    folgende  Beziebungen  zwiseheu 
deu   Kovarianten  «Jx*  ?  ^x^  >  >'x'  den  binareii  Forui  siebenter  Ordnung: 


(13) 


{mcy^^t'+^(fV,r)=0 


35(M? ,  ty  +  Ur  =  0 


7(w  ,  tf  +  S(t  jrf=2  0 


(U},cf  -  J  (UY  +  ^  (rrf  =  0. 


Mit  Hilfe  dei*  Fornien  fv  j  t  ^  r  lasst  sich  die  Form  ic  min  auch  in  einfa- 
cber  Weise  darstellen.  Aus 


ergibt  sicli  namlieh  nnmittelbar,  wenn  man  fiir  jii  :  (tj  ,  d^i^—d^  setrA  nnd  mit 
dx  muUipIizicrt  : 


(14) 


7r  =  (u?,7/-j(«,xV-..^(r,x)\ 


Weiter  làsst  sich  das  za  den  Formen  /  apolare  Schnittformenetz  leielit 
konstruieren.  Da  das  Produkt  von  ic  mit  leder  linearen  Form  Ix  za  deu  / 
a[>olar  ist  und  die  Form  t\^  im  Netze  f  enthalten  ist,  so  lasst  sich  das  For- 
monetz  cp  in  folgender  Form  darstellen  : 


Jx-ic  +  l,h'  =  {l„\  +  l,)  «x*  +  IJ,'  =  h 


(«' .  yf  -  j  (* ,  X)'  +  ^  (»• .  xv 


8 


-i-he 


2*X 


Bine  Koordinatendarstellnng  der  C^  mit  vierfaehem  Punkt  ist  also   z.  B. 


(15) 


^0  •  ^l  ••  ^8  =  ^^  •  ^  •  ^X*^' 


Die  vierfache  Punkt  liegt  dann  in  dem  Eckpunkt  {x^ ,  a?J  des  Koordina- 
tendreiecks  und  jeder  Punkt  der  Dreiecksseite  ar^  =  0  hat  die  Bigenscbafr. 
dass  die  dureh  ilin  hiiidnchgelienden  Geraden  die  Kurve  in  apolaren  Punkt- 
quintupeln  schneiden. 
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l)ie  deu  Formeu  f^JJi  zugeorduete  apolare  Form  sechster  ()rdnung  wird 
als  Deteruiiuaiìte  : 


(10)      * 


^         — 6X^ 


r^\^ 


15X 


— 20X^ 


15X'         —  GX 


a. 

.1 

Ort^ 

«« 

•"^^5 

1 

5^, 

0 

^s 

0 

^fi 

0 

fl. 

^r 


a. 


a. 


0 
0 
0 

^., 
«1 

Nacli   §  4  (7),  driickt  sieli  4>  dureli  die  Kovarianton  w  ^  / ,  r  der  Form  -/ 
(lann  so  aiis  : 


(17)    4>  =  2r)0 


"ì  ^  5  25  5  2 

-  {^ncf+  ^  (n- ,  »f  _  -  (,r  ,  /)«  -  -  («)«  +  ^  (,-,/)_  -  ,-, 


Mit  Hilfo  der  dritten  Relation  (!.'{)  ergìbt  sicli  liieraus  z.  lì.  : 


(17^0 


4>:=r250 


11 


0 


77  (^rirr+  77T  (^^'  ^  ^f  —  7  (^^"0*  -1-  7^  (rt)  ~  —i 


.« 


21 


28 


49 


3.  Fnlofeinle  Beziehnngen  entneliinen  wir  dem  §  4. 

Die  Bedingnng,  dass  drei   Puiikte  X|xv  von  C'  in  einer  Geradeii  Linie  He- 
Ijon,  ist  : 

(18)      /r^^/r/ffv^-  ^  [(P)*^/v/a-'^  +  (vX)'^/x^-^  +  (X(i)«<x/^/v1  + 

+  ^  ]  (>^(^)^>^v)r,r,^  +  (Xv)«(X|Ji)rvV  +  (P-v)«((iX)rvrx*  + 

+  [{li.X)'{jtv)rx.v*  ^-  (vX)'(vii)rxV  -|-  (vii.)>X)v,*l  —  0. 

Voin  Punkt  X  der  Kurve  gehen  8echs  Tungenten  ans,  dereu  Beriiliruiigs 
pnnkte  (i.  der  Glei<;hun}j  geniigeti  : 


d») 


W\W^ 


j  tx«/(Xtt)'+  ^  >v=\X|i.f  =  0. 

4  t>i) 


Daraus  leitet  man  die  Gleichung  far  die  Parameter  der  aelit  von  einem 
Punkte  [x)  der  Ebene  ausgehenden  Tangenten  von  C^  a&,  indem  man  cine 
Form  /j,  wìe  sie  im  §  5,  3  bestimmt  wnrde,  iiber  die  Gleichung  srliiebt  : 


(iiO) 

VOL.   LX. 


K  =  {»C  ,//-  \  (t  ,/,)  +  A  y.f^  =  0. 


24 
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•  Bei  festem  |t  Btellt  K  =  0  die  Gleichung  der  Tangente  iui  Punkie  jt  vor. 
Durch  den  Puukt  (/,)  im  £^  and  dem  Quadrisekanteuraiim  (;:)  gebt  ein  X^  der 
N^  noeh  in  einem   Punkte  |t  schneidet,  der  aus  : 

(21)  n  =  (tt , /,)v<3,,  =  0 

7AI  berechnen  ist.  (21)  kann  als  Gleicbang  des  zu  C^  g<*hòrigen  perspektivi- 
Bclien  Strahlenbiischels  erster  Ordnimg  augesehen  Werden.  Uni  die  Gleichnng 
in  gewolinlicber  Form  za  erhalten,  hat  man  nach  §  5,  (11)  und  (12)  iiur  die 
Determinanten  der  Formen  /  durch  die  proportionalen  mit  den  j*.  geranderten 
Deterniinanten  der  Formen  ^  zìi  ersetzen. 

Zu  dem  ^-ff^fif^f:)  ^^^^  zu  dem  Punkt  (*r)  der  Ebone  geliorfc  cine  Form 
achter  Ordnung  H  ^=1  n*,  Heissen  nun  die  Sebuittpunkte  des  (jinadrigokanten- 
ranme»  durcb  ZfiX^^).}.^  und  igt  (i  der  5.  Sebnittpukt  des  2^  diirob  ^.  uml 
(/j)  so  baben  wir  : 


n^ 


.nji^  w.   M.   n.   =:  0      ,      nhiJì.   ik   n.   ».    =  0 

*      '^    Àj      Aj      A3      À^  ^i      ^"8      ^3      ^4 

n,n^' =0      ,      n^^ =0 

(X|i)«i:x*  ist  apolar  zu  H,  also  w^nV  apolar  zu  tcx*. 

Man  erhalt  aìso  die  Form  /  =  «x^  siehenter  Ordnuìig,  wenn  man  die  Form 
S^x\\)  nach  dem  Parameier  |i  polarìitiertf  der  dem  fiinften  Sehnittpunht  dei'  (ìt- 
raden  durch  (x)  und  den  vierfachen  Punlt  mit  der  Kurre  C^  zugeordnet  iìst. 

Die  Kurve  vierter  Ordnung  : 

»(^|X)  =  0 
hat  den  aclitfach  zu  zahleuder  Punkt  von  C^  zum  dreifachen  Punkt. 


§  12.  Die  za  der  Qnintiks  mit  Tierfachem  Pankt 
nnd  Tierfacher  Tangente  kon|ugierten  Kurreiu 

1.  Die  in  §  1  betrachtete  Kongruenz  der  in  einem  Sg  liegenden  (leraden  ^ 
welcbe  00*  Quadrisekantenranme  von  ìs"  tragen,  liat  alle  diejenigen  Ebeneii 
zu  singuHlren  Ebenen,  welcbe  in  einem  Quadrisekautenraume  entbalten  siml* 
fiir  deren  Beriibrformenetz  also  die  zu  Anfang  des  vorigeu  Paragraphen  aiif 
gestente  Bedingung  erfùllt  ist.  Denn  die  Beriibrfo**menschar  /  fàllt  im  Allgi'- 
meinen  zusammen  mit  der  Sebar  der  zweiten  Polaren  einer  Form  siebeiiter 
Ordnung 

und  die  00^  ersten  Polaren  a^a/  von  •/  reprìisentieren  ebenso  viele  Geraden  / 
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in  (ler  Ebene  (f^f^f^  oder  der  Ebene  (y).  Die  Kongruenz  der  Geraden  l  in 
einem  Sg^p  entbàlt  eine  oo'-Schar  voii  singularen  Ebenen  entsprecbeud  den  oc* 
ersten  Polaren  der  deui  Banm  p  zngeordneten  Form  achter  Ordnung  ©.  Die 
Geraden  l  in  diesen  Ebenen  bilden  einen  Busehel  zweiten  Gerades;  denn  durch 
eiueu  Pankt  der  Ebeue  (/),  die  durch  die  Polare 

bestiinmt  ist,  gehen  zwei  Geradeu  Z,  die  den  Parametern  eutsprechen,  nach 
denen  y  polaiisiert  werden  niuss,  um  die  Beriihrforni  des  Panktes  zu  ergeben. 
Die  ^.*-Scbar  von  Ebenen  (y)  in  p  bilden  aber  eine  Kurve  dritter  Klasse, 
deun  der  Punkt  (u^nvWjtW/)  liegt  in  drei  Ebenen  (y),  deren  Formen  sìntl  : 

Schneidet  man  nnn  eine  Ebene  y  mit  den  Tg  der  Nornikurve,  so  erbalt  man 
die  Kurve  fUnfter  Klasse,  deren  GleiehuDgen  durcli  eine  Kollineation  auf  die 
Form  gebracht  werden  konnen  : 

(1)  ^0  •  ^'i  •  ^2  =  ^\^^  •  ^1^2^^^  •  ^2*^x*- 

Die  Geraden  l  in  (y)  umhiilleu.dann  den  Kormkegelschnitt  N^*: 

(2)  Wq  :  Wj  :  Wj  =  1  :  —  X  :  X* 

oder  : 

(3)  x^^  :  JT^  :  X,  =  X*  :  2X  :  1. 

Die  Kurve  (1)  entsteht  aus  der  Kaunikurve  D^-p  oder  Kp^,  indem  man 
di$  Ebenen  dicaer  Kurve  mit  einer  Ebene  /  von  ^p^  zum  Schnict  bringt.  Die 
Ebenen  von  I^p'^  bestimmen  dann  auf  (y)  den  Noruikegelschnitt  N  *.  Alle  Kurven 

A. 

der  §  5  und  6  betrachteten  Kurvenscbar  Q(w|X)  ==  0,  sowie  alle  Geraden  K^ 
fiillen  in  unserem  Falle  in  die  Normkurve  Ì^-J  zusainmen,  wie  sìch  auch   so- 

fort  annlytisch  ergibt,  wenn  wir  in  die  Determinante  des  §  7,  3  fiir  «x^ ,  bx^  ,  c^ 
die  Ableitungen  fljV  >  ^^fl^f^x  ?  (^^^x    der  Form  y  =  a^    einfìibren. 

Der  Kurve  N..*  sind  also  alle  die  Funfseite  umbeachrieben^  deren  zehn  Ucìcen 

A. 

die  sfationàren  Piinkte  der  zu  einem  Quintupel  der  Fundamentalinvolution  gehd- 
yenden  gemischten  kubischen  Oskulanten  sind, 

2.  Jeder  Punkt  der  Ebene  iz^  ist  durcb  das  Parameterpaar  (jlv  der  von 
ibiiì  iuisgebonden  Tangenten  von  K.*  bestimmt.  Die  Verhaltnisse   der  Koor- 

diualen  driicken  8ich  durcb  die  symmetrisebe  Funktionen  dieser  Parameter  in 
liiiearer  Weise  wie  folgt  aus  : 

(^)  vgl.  die  geometr.  Betraclitungeu  v.  M  arietta,  a.  a.  O.  S.  100. 
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Ebenso  habeo  wir  fiìr  die  Koordinaten  einer  geraden  Linie  : 


(5) 


tn 


wenn  die  Si  die  syrnmetriscben  Funktiouen  der  Parameter  der    Schaittpunkte 
von  (m)  mit  N^*  bedeuten.  Des  von  (x)  an  K*^   gebeuden   Beriihrquiutupel  ist 

dargestellt  duich  : 

Das  Beruhrquintupel  ìst  alno   die    Polare    (Ics    Tangentenpaares    der   Kurrc 
IH ^  inbezug  auf  die  Form  y=zax'   oilcr  aiich    die    zweite   Uberscbiebuug  der 

Schnittform  O-x*  der  Geraden  (m)   inbezug    auf  N^*  iiber  dier  Form  y. 

Liegt  {x)  auf  N  '  so  ist  |jl  ==  v  zu  setzen. 

.Das  Tangentenquintupel  eines  Punktes  (i  auf  N./ anK^ergibt8Ìchal80iu\> 


(7) 


^u^x' 


0. 


Darans  folgt  die  Bedeutung  der  Punkte  /  =  «x^- 

5(  =:  0  stelli  die  sieben  Punkte  auf  K^  dar,  deren  Tangenten  durch  die  gltich 
namigen    Punkte    von    N^^  hindurehgehen. 

Die  Gleicbung  des  Kurvenpunktes  X  ist: 


Ur 


u, 


w.. 


a^^ay^     a^ajix^     a^a^a^^ 


^i\h'     Kb.Vj,'      &,V 


41»  4 


=  afi^ay*bx 


%     ^h 


u. 


a^     afl^    a/ 


K'   K\  K 


-0 


Driickt  man  die  w,  nacb  (5)  durcb  die  Parameter  der  Schuitfpuukte  von 
(u)  mit  IS J^  aus,  so  erbìilt  man  : 


41.  4 


2afijXy,'by, 


8 


».        — 


a, 


K 


a. 


K 


=  {abfaaayax%*  ::=  0 


oder  : 


(abf(anb^)ax%'  =  0 


wenn  ^x*  die  Scbuittform  von  (n)  inbezug  auf  N..*  bedeutet, 
.    Nun  ist  : 

(ab)\b,ax%'  =  H^UvHx«  -  ^  sAm'^y) 

wenn  II  und  a  die  i?n   vorigon  Parngraplien  eingefìibrton  Kovarianton  von  / 
8ind. 


K  l«9  )( 

I>ie  acht  SchnittpunMe,  der  inhezvg  auf  ÌS*  duroh  die  Schhittform  ò={Xu.)(kv) 

dargestellten  Oeraden  {u)  mit  K^  ergeben  sich  also  aus  einer  der  folgenden    Glei- 

chungen  : 


n,HvUx«  -  ^  «v^X|t)(Xv)  =  0 


(8) 


(H»mx«-?«x'.d,*  =  0. 


Welter  ergibt  sich  als  Bedingnng  datilr,  ilass  der  Puiikt  X  vou  K^  aui 
lUr  Tangente  von  N^*  iu  (i  liegt  : 

Setzt  mail  (i  z=:  X,  so  siebt  man,  dass  es  zebn  Puukte  auf  K'^  gibt,  welche  auf 
(len  gleiebnamigen  Tangenten    von   N  *  liegen.  Ibre  Parameter  sind  die  Wur- 

zeln  der  Hessischeu  Kovariante 

H  i=  (XX)*. 

Zuglcicb  aber  erkennt  man,  dass  die  Pnnkte  von  H  =  0  die  gmneiiisanien  Tan- 
geìiten  von  N  *  und  K*  liefert)  die  zehn  Tangenten  von   N  * ,  welche  K*    in   den 

gleichnamigen  Punkten  treffen,  sind  alio  auch  Tangenten  von  K^. 

Damit  die  beiden  Punkte  [i  von  (9)  znsammenfallen,  niuss  die  zweite 
Uebersebiebung  der  linken  Seite  verscbwinden.  Schieben  wir  aber  (9)  zweimal 
iiber  sicb   selbst,  so  kommt  : 

« 

(10)  (H,H)*  — Ì«.H  =  0; 

y 

Dieìfe  Gleichung  befttinnnt  also  die  nechszehn  Schnittpunkte  von  K*  und  N  *. 

Sei  (x)  ehi  Punkt  der  Ebene,    (u)  die  Polare  von  (jp)  als  Poi  inbezug  auf 

^^-"  so  ist  : 

Hir  die  Koor  Jiuaten  eines  Punktes  X  von  K^  baben  wir  : 

x'^  :  x^  :  x^  =  {ab)\b^ax%*  :  (abf{aj}^^  +  aj}^)ax^bx^  :  {ab)\b^ax%*  ; 
fiir  dio  Polare  diesoR  Pnnktoa  inbezug  auf  N  '  : 

Wy  :  u^  :  w^  =  {abfa^bjax'^bx*  :  —  (ab)\b^ax%*  :  {ab)\bfix%^ 


X  i»o  X 

die  Polaren  der  Pankto  ron  K^  inbezug  auf  Ny*  umliUllen  eiae  Karve  funft«r 
OrdnuDg  mit  den  GrleicbuDgen  : 

(11)  x^:  j\  :  x^  =  a^^ax^  :  —  2a^a^aì^  :  a^^a^K 

Jede  Gerade  durch  deu  Tunkt  (f),  der  deni  Beriibrquiiitupel 

vou  K^  zugeordnet  ist,  bat  die  Eigenscbaft,    dass    die    Tangeiiteu    aus   ihieu 
Punkten  in  apulareu  Qiiintupeln  beriibreu.  Wegea 

liefert 

h(y:,f  =  0 

die  Parameter  der  beideii  vun  [t)  an   N..*  gehendeu  Tangeuten. 
Die  KooidiDaten  des  Punktes  {i)  8ind  : 

Xq  ',  x^i  x^i       Ith^  :  /i-y. 

Die  Koordiiiateii  der  Polaren  vou  [t)  : 


.▼    5 


Sind  |x  und  v  die  rarameter  der  Sdinittpuiikte  <iieser  Geradeu  mit  y.. 
so  babeli  wir  riac^b  (S)  tur  die  Scbaittpuukte  X  mit  K^  die  Gleicbung  : 


HuHvH>«  — ^«xW)(>^v)zz:0 


odep  auf  Gruud  vou  (5): 


3.  Die  Gleichuug  einer  zur  Normkurve  apolareu  Kurve   dritter  Ordnun^ 
oat  bekanntlieh  (^)  die  Gestalt 

a^iiy^  --  0 
wo 

zu  ersetzen  i»t.  Zu  jeder  Form  secbster  Ordnung  a^^   gebiirt    eine   Kurve  C^ 

(*)  Vgl.  etva  Fr.  Meyer,  ApoìaritiU,  »S.    222    f.;    S  e  h  l  e  «  i  n  g  f>  r  ,    Konjugirrte    binare 
Fvrmen,  Matb.  Ann.  22,  S.  524. 


K  Idi  K 

(Iritter  Ordnuug,  die  N*  «^tiitzt  »  und  mit  ibr  das  Punktesexstupel  «/  gemein 
bat.  Killer  oo''-Schar  vou  Formeu  sechster  Ordaung  steht  eiiie  oo^"'^  Schar  vou 
jipolaren  Formeu  gegeniiber. 

Also  eutsprechen  den  oc''  Kiirven  dritter  Ordaung,  deren  Schnittpunkte 
mit  N*  die  Wurzeln  jener  Formeu  zu  Parametern  habeD,  auch  oo*~*  Kurven 
(Iritter  Klasse,  welche  apolar  sind  zu  der  Ordnuugsschar  und  auf  N*  «  ruhen  ». 

Irgend  ein  inbezug  auf  eine  zn  N*  apolare  0^  konjugiertes  Punktetripel 
bestimmt  vermittels  der  an  N*  gezogeneu  Tangenteu  ein  Polsechsheit  von  C^ 
Es  gibt  eine  cx)^-Schar  solcher  N^  unibeschriebener  Polsechsseite,  die  darge- 
stellt  sind  durch  die  cxj'^-Sekar  der  zu  /  =:  ax®  apolaren  Formen  sechster  Ord- 
iiung,  also  mit  den  Geradensextupel  identisch  sind,  welche  die  zu  der  Kurve 
C'  apolare  Schar  von  Knrven  K^  mit  N*  gemeiusam  hat.  Die  Polfiiiifseite 
sind  bestimmt  durcli  die  zur  Sebar  der  ersten  Polaren  von  /apolaren  Formen 
fiinftor  Ordnung. 

Legen  wir  nun  die  Schar  der  ersten  Polaren  der  Form  /  =.  a^'  als,  For- 
men /  zu  Grande  : 

so  sind  die  Knrven  G'*^,  die  mit  N-  die  Soxtnpel  a.^nx^  gemeinsam   haben  ent- 
lialteii  in  : 

und  die  diesen  C^  gemeinsamen  PolfUnfseite  haben  die  Parameter  der  zu  der 
Qnintik 

geliorenden  Fundamentalinvolution  zu  Parametern.  Diese  Involution  enthalt 
aber  eine  Involution  erster  Stufe  mit  der  festen  bìquadratischen  Form  ic  (der 
apolaren  vierten  Ordnung  zu  "/=zza\).  Wir  haben  aUo  ein  alien  kubisehen  Kurven 
('^  gemeinsames  Polvierseii  auf  N* ,  dessen  Parameter  durch  : 

ilargesfellt  sind. 


«■*■  - 


Là  ■ 


'2i 
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§  13.  Die  KiirTen  fQnfter  Ordnung  mit  Hyperoskulationspunkten, 
insbeRondere  die  Kurye  mit  drei  Hyperoskulatioiispunkten. 

« 
1.  Liegt  die  Ebene  %f  von  der  ans  N^  aus  eine  Ebene  ale  C?  sich  proji- 
gìert,  in  einem  T^  von  N*^  oder  triflPt  die  konjugierte  Ebene  «^  die  Normknrve 
in  einen  Pankt  |i,  so  enthìilt  das  Formnetz  ^^  -|-  k^rf^-\-  Ic^^^  eine  fiinfte  Potenz 
und  die  Kurve  C*  hat  eine  funfpnnktig  beriihrende  Tangente,  deren  Beriihr- 
pnnkt  als  «  Hyperoskulationapunkt  ^  (^)  bezeichnet  wird.  Macht  man  die  Tan- 
gente zur  Koordinatendreiekslinie  x^  =:  0,  so  ist  C^  darstellbar  durcb  : 

Das  Formenetz  /  ist  dadurcb  ausgezeichnet,  dass  alle  Fornien  den  gemeia- 
aamen  linearen  Faktor  (k\L)  haben.  Man  kann  dieses  Netz  leielit  konstruiereiì. 
Wenn  namlich  (X|i.)^x*  eine  Forni  /  iat,  so  mijssen  die  Polaren 

p^p/  und  Y^7x* 

apolar  sein  zu  q\. 

Man  hat  also  nur  das  zìi  dem  durcb  p^px*  nnd  y^Yx*  bestinimten  biqna- 
dratischen  Biiscbel  apolare  Formenetz  vierfcer  Ordnung: 

zn  sachen,  nnd  seine  Formen  mit  (X[i)  zn  multiplizieien. 

Wie  man  siebt,  ist  in  unserm  Fall  die  zu  dem  Netz  der/ apolare  Form  4) 
die  sechtse  Potenz 

*  =  {X(i)«. 


(^)  Diese  Bezeichnung  kommt  von  B  e  r  t  i  n  i  ;  vgl.  Quand*è  che  due  curte  piane  delio  sUu 
ordina  Danilo  le  sieste  prime  polari.  Atti  R.  Accad.    delle    ncienze^    Torino,    voi.    XXXIII,  Il 
pag.  6. 
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bio  Strablen  des  Strahlen-bilschels  (^)  yereinigen  sich  io  d«r  Tangente 
in  |t.  Ala  die  za  G^  koDJugierte  Eurve  kann  die  Kurve  viertei-  Belasse 


u^:u^:n^  —  ^o'^i'^% 


angesehen  werden. 


2.  Liegt  Vf  in  zwei  T^  mit  deii  Parametern  |i.  und  v  oder  trifft  7t^  die 
Norinkiirve  in  zwe!  Pnnkten,  so  hat  die  zagehorige  Qnintik  G^  zwei  Hyperos. 
kalationspunkte.  Die  Ebene  ic<p  ist  in  einem  Quadrisekantenraum  entlialten, 
wie  man  daraiis  siebt,  dass  die  kubische  Karve,  welcUe  durch  Projektion  von 
N^  ans  7c^  auf  eine  andere  Ebene  entstelit,  einen  Doppelpunkt  liat,  also  eine 
Bìsekante  existiert,  welche  ic^  triftt. 

Heissen  die  Formen  ^  : 


%  =  O^V'f        Ti  =  ÌM         ft  —  ÌTx' , 


so  lasBt  8lch  leicbt  das  apohire  Formenetz  /  konstrnieren. 

Da  jede  Form  f  den  quadratisclien  Faktor  (X{i)(Xv)  hesìtzt,  so  liat  sie  die 
Forni  : 

Ans  der  Apolaritat  von  (X{i.){Xv)<I>x'  und  YxS  folgt  die  Apolaritat  von  <px* 
und  TfjjifvTx'-  ^Vir  erbalten  also  das  Netz  /  indem  wir  das  zu  YmTvTx'*  apolare  ^etz 
dritter  Ordnnng  konstruìeren,  das  durch  die  drei  Formen  %^i^2  fe8tg<?l^g^t  sei: 

Die  Form  Y^YvYx^  hat  cine  apolare  quadratisclie  Form  (ihre  Hessesche  Ko- 
variante)  : 

t  =  (Xx)  (Xife)  =  (7T') WTvY'vYxY'x  -  Hh'Hv^Hx»  ^  ^  [i/^Xv)»  +  iV(Xp.)*  +  iVlp)*] 


[H  =  (nOV-rV  ,  i  =  (yy')*yxt'x] 


tind  lasst  sich  darsiellen  als  : 


\(\ìCf  +  fc,(XA)l 
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baraus  folgt  aber  wieder;  dass  die  Form 

ìm  Netze  f  enthalten  ist. 

Die  Form  4>  verscliwindet  identisch  oder  ergibt  oo*  Formen  sechster  Ord- 
nnng,  welche  zu  den  Formen  /  polar  sind  (vergi.  §  9),   namlieh  alle  Formen  : 

Trotzdem  baben  wir  Dur  eìnen  (uneìgentlicben)  Punkt  (<^),  da  die  Fola- 
renblisehel  aller  jener  Formen  sechster  Ordnang  zasammenfallen  ;  dieser  Pankt 
ist  der  Sehnittpankt  der  Hyperoskalationstangenten. 

3.  Lasst  sich  die  Form  •/  siebenter  Ordnung,  welclie  zu  deni  FormeneU/ 
apolar  ist  (4>  ^  0)  als  Sumnìe  von  drei  siebenten  Potenzeu  dsirstelhn,  v(*rscìi- 
windet  also  die  apolare  Kovariante  vierten  Grades  und  vierter  Ordnnng: 


z  =  -(*«)^  +  ?(^,/o^  +  Aa«  = 


=  {n^ ,  X)'- 1  (t ,  x/  +  ^  (r ,  X)'  (§  12,  3; 


so  liegt  die  Ebene  iCf  die  den  Formen  /  als  Berìilirformen  zugewiesen  ist,  in 
drei  T^  der  Normkiirve  ;  die  Ebene  t:^  wird  zur  Trisekantenebene.  y  liat  Aie 
Form  : 

(3)  X  =  (J^H-f  -+-  O^f  +  (^P? 

die  zu  X  apolare  kubische  Form 

(4)  ^  =  O^vòiM^p) 

ist  zngleich  die  Verbindungsform  der  Eurvenpunkte  der  Trisekantenebene  v 
Die  aus  N^  durch  Projektion  aus  iZf  zu  konstruierende  C*  ist  dann  darstellen 
dureh  : 

(5)  ;r.  :  0?^  :  0?  =  (k^f  :  (Xvf  :  (Xp)*. 


/ 
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Da  das  Fornienetz  /  die  Form  f^  «Is  festen  kubischeu  Faktor  bat,  80 
werden  die  zu  C*  konjiigierte  Kur\  on  zu  Kurven  zweiten  Grades  und  zweiter 
Klasse. 

Die  Kurve  (5)  hat    drei    Hyperoskulatiouspunkte  ;    die    Puukte    sind    die 
WurzelpuDkte  der  Form  ^  (*). 
Wegen 


0  (p)  ((ip) 
{v|i)  0  (vp) 
(p(i)     (pv)0 


=  0 


liefjfen  die  drei  HypevoHkulationspunkfe  in  einer  geraden  Linie^  wie  iibrigens  a^ich 
uniiiittelbar  aus  den  Betrachtuiigen  im  S^  (§  1,  3)  folgt,  denn  die  beideii  Ebe- 
neu  7Cf  nnd  :c^  liege  in  einem  S^  der  N^  in  den  drei  Punkten  jx,  v,  p  schneidet. 
Das  Schnittformenetz  der  Geraden  der  Ebene 

/lat  die  Forra  ^  zar  apolaren  kubischen  Kovariante;  bis  aiif  einen  Faktor  ist 
daher 

Da  jedc  Gerade  in  einer  Trisekantenebene  voa  N^  (in  ic^)  eine  Gerade 
resp.  jeder  £3  durcb  eine  Ebene  in  drei  T^  (durch  ic^)  einen  Baam  L  repra- 
sentiert  (§  3)  so  ist  aiich  jedein  Punkt  {x)  der  Ebene  inbezug  auf  0^  eine 
Form  seclister  Ordnang  zngeordnet,  deren  erste  Polarenscbar  mit  der  Sebar 
der  Schnittformen  der  Geraden  durcb  {x)  identiscb  ist. 

Die  Form  beisst  : 


Die  erste  Polare  fiir  X   beisst  : 


a:,x,(vp)(X»(Xttf  +  x,xj,p\L)(k\)(\y)'  +  ar,x,(|iv)(X'p)(Xp)». 


(*)  ^'fi^'  <li<^  Arlieiten  Ton  L.  Brnsotti,  Sulle  eurve  piane  raiionali  dotate  di  ire  punH 
ì'  ijuronculazione'j  Rond.  R.  Ist.  Lombardo,  ser.  II,  voi.  87,  S.  888  f.  ;  E.  Ciani,  Sopra 
ile  uni  gruppi  linean  quaternari  dotati  di  quartica,  0  di  quiniiea  gobba  ra$ionale  invariante,  K6n4« 
i.   I.   st,  Lomb.,  ser.  II,  voi*  37,  S.  347, 
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]>araus  folgt  aber  wieder^  dass  die  Form 

ìm  Ketze  f  enthalten  ist. 

Die  Form  4>  verschwindet  identisch  oder  ergibt  oo*  Forinen  sechster  Ord- 
nung,  welche  zu  den  Formen  /  pelar  8ind  (vergi.  §  9),   namlich  alle  Formen  : 

KM'  +  V^vf. 

Trotzdeni  haben  wir  Dur  einen  (uneigentlicben)  Puiikt  ($),  da  die  Fola- 
renbiiscbel  aller  jener  Formen  sechster  Ordnang  zusammenfalieu  ;  dieserPankt 
ist  der  Schnittpankt  der  Hyperosknlationstangenten. 

3.  Lasst  sich  die  Forra  x  siebenter  Ordnung,  welcbe  za  dem  Formeiìetz/ 
apolar  ist  (4>  ^  0)  als  Summe  von  drei  siebenten  Poteiizeii  darstellcii,  verseli 
windet  also  die  apolare  Kovariante  vierteii  Grades  und  vierter  Ordnnng: 


7:  =  - (.«)*  +  ?(*, /0M-^^'  = 


=  (^,X)^-j(^xr  +  ^(*T/f  (§  12,:? 


so  liegt  die  Ebene  iCf  die  den  Formen  /  als  Beriilirformen  zngewiesen  ist,  in 
drei  T^  der  Normkurve  ;  die  Ebene  7:<j,  wird  znr  Trisekantenebene.  y  bat  dif 
Form  : 

(3)  X  r=:  (X(l)^  +  (Xv)^  +  (Xp)' 

die  zu  X  apolare  kubiscbe  Form 

(4)  ^  =  (X|t)(Xv)(Xp) 

ist  zngleicb  die  Verbindungsform  der  Kurvenpunkte  der  Trisekantenebene  v 
Die  aus  N^  durcb  Projektion  aus  iCf  zu  konstruierende  C*  ist  dann  darsteller 
dnrcb  : 

(5)  x^ix^ix  =  (k^f  :  (k^f  :  (Xp)*. 


/ 
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]Ja  das  Formenetz  /  die  Form  »{;  «Is  festen  kubischeu  Faktor  bat,  so 
werden  die  zu  C*  konjiigierte  Kur\  i»n  za  Kurven  zweiten  Grades  und  zweiter 
Elasse. 

Die  Kiirve  (5)  hat    drei    Hyperoskulatiouspimkte  ;    die    Puukte    sind    die 
Wiirzelpunkte  der  Form  (|>  (*). 
Wegeii 


0  ({IV)  ({ip) 
(V|i.)  0  (vp) 
(p|i.)     (pv)0 


=  0 


Uegen  die  drei  Hìfperoffkulationupiinkte  in  einer  geraden  Lini€j  wie  iibrigens  a^ich 
uiimittelbar  aas  den  Behacbtnngen  im  S^  (§  1,  3)  folgt,  denn  die  beidcn  Ebe- 
ueììTCf  iiud  i:^  liege  in  eiuem  I,^  der  K^  in  den  drei  Punkten  |i,  v,  p  schneidet. 
Das  Schuittformenetz  der  Geraden  der  Ebene 

bat  die  Form  ^  zur  apolaren  kubìschen  Kovariante  ;  bis  auf  einen  Faktor  ist 
daher 


^^  =   —  [?«   J  (9n  ,   9u)T' 


Da  jede  Gerade  in  einer  Trisekantenebene  voa  N^  (in  iCp)  eine  Gerade 
resp.  jeder  £3  durcb  eine  Ebene  in  drei  T^  (durch  «/)  einen  Baam  L  repra- 
sentiert  (§  3)  so  ist  anch  jedem  Punkt  {x)  der  Ebene  inbezug  auf  O'^  eine 
Form  sechster  Ordnung  zngeordnet,  doren  erste  Polarensebar  mit  der  Sebar 
ler  Schnittformen  der  Geraden  durcb  {x)  identiscb  ist. 

Die  Form  beisst  : 

^  =  a?,a?,(vp)(X[i.)*  +  a?^,(p|i)(Xv)«  +  a?^,(pX>^p)«. 
Die  erste  Polare  flir  X'  beisst  : 

x,x,(yp)(\'^){\^f  +  a?,d?,(PttXX'v)(Xv)»  +  ^o^i(p)(X'p)(Xp)^ 


(*)  \>1.  die  Arlifìiten  Ton  L.  Brnsotti,  Sulle  eurve  piane  ragionali  dotate  di  ire  punH 
'ijuroncuìazione-y  Rend.  R.  Ist.  Lombardo,  ser.  II,  voi.  87,  S.  888  f.  ;  E.  Ciani,  Sopra 
IcHììi  gruppi  lineari  quaternari  dotati  di  quartica,  0  di  quintiea  gobba  ragionale  invariante,  K6ii4t 
U  1.  8t.  Lomb.,  Ber.  II,  voi.  37,  S.  347, 
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Die  Eoordinaten  der  entsprechenden  Geraden  Bind  : 

In  der  That  Ì8t  die  Gleichang: 

fUr  jeden  Wert  von  X'  erfUllt. 

Die  Elementarkombinanten  des  zutii  Pankt  {x)  gehorigen  Schnittformeu 
biischels  werden  vertreten  darch  die  geraden  Ueberschiebnngen  der  Form  <^ 
ttber  sich  selbst  : 


r  =  lH=i(*,4>)Sf  =  l(4>*)Sj  =  i(*4>)*. 


Die  HeBsesche  Form  : 

H  =  2a?^,a?,(|i.v)(vp)(p,i)far,(vp)(Xv)*(Xp)*  +  a?,(p|i)(Xp)*(Xji.)*  +  a?,(li.v)(X^mv)*l 

liefert  die  Beriibrungapunkte  der  acht  von  {x)  an  C  gezogenen  Tangenten.  Ans 
ihr  ergibt  sich  dann  anch  unmittelbar  die  Liniendarstellang  der  Karve: 


u,:u,  :  u^  =  (vp)(Xv/(Xp)*  :  (pti)(Xp)*(X|i)*  :  (p)(X|i)HXv/ 

die  iibrigens  anch  direkt  darch  BilduDg  der  Jakobischen  Funktionen  der  paar 
weise  konibinierten  Forineu  foTiTt  ^rbalten  wird. 

Ist  (<^4>)*=:0  80  sind  die  geraden  Schnittquintapel  durch  (x)  nnter  licfa 
apolar.  £8  ist  aber: 

(**)•  =  2dP,x^a?,(p)(vp)(p(i)[j:o(vp)*  +  a?,(pti)*  +  xj,^^f] 

die  Punkte,  fiir  die  (4>4>f  =  0  erfiillen  also,  wic  bekannt,  eiue  Gerade  mit  der 
Gleichung: 
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Die   fandamentalen   Kombinanten  dea  Formenetzus   f   erhalteu    die   Gè 
stalt: 


W  =  -  (vpXp|».)(Hiv)(Xii)»(Xv)»(Xp)' 


V  =  -  i  (vp)(ptJ.)(jiv){X|i.)(XvXXp)  [(vp)*(X|ii)»  +  (pii^Xv)'  +  (iiv)'(Xp)*] 


U  =  —  (vp)(p|J.)(tiv)[(vpAviiX>^pXXlt)*  +  (V(j.)»(vp){X(iXXp)*  + 


+  (pti)*(pvXXttX>^v)»  +  (pv)«{ptt)(Xv)(XH.)*  +  ({Lv)*(tip)(Xv)(Xp)'  4- 


+  ({ip)(p)(Xp)(Xv)*]. 

Sie  driicken  sicb  ia  einfacber  Weise  dnrcb    die   Invarianten    and  Kova- 
rìanten  der  kubiscben  Form  <|)  =  (X|i.)(Xv)(Xp)  aas.  Setzt  mau  namlich  : 

:  =  (^)*  ,  Q  =  (4. ,  t)  ,  —  (vp)(pttKp)  =  0,        (  di«  Diskrimìnante  E  =  ^  C*j 
80  wird 


W  =  C.(«I»)»=W 


U  =  — 270.Q  =  U. 


Die  Kombinante  neunter  Ordnung  wird  also,  abgesehen  von  einem  Falciar,  die 
dritte  Potenze  der  Form  ^,  Die  neun  Wendepunkte  von  C*  rilehen  zu  je  dreien  in 
die  Hypero8kulation»punkte>  Die  gerade  Linie,  welche  die  Hyperoskulationspunkte 
verbindet,  schneidet  G^  ausserdem  in  den  Punkten  der  Hesseschen  Form  z  (vergi. 
§  1,  3).  Die  Punkte  dei*  Kombinante  U  fallen  zusammen  mit  den  Punkten  der 
Kovariante  drifter  Ordnung  von  ^. 

Aus  der  Theorie  rter  bìnaren  kabiscbon  Form  ergibt  sicb  nodi  :  die  Hy- 
peroskalationspnnkte  steben  zneinander  in  zykliscber  Projektivitsif,  deron  Dop- 

pelemente  die  Pankte  t=:0  8ind, 


;(  1M0( 

Die  Form  F,  welcbe  dem  Formenetz  tp  apolar  ist,  wird  in  unsenn  Falle 
zum  Quadrat  von  '}.  Dorch  sie  wird  eine  Gerade  (F)  in  der  Ebene  Hf  der  zn 
C*  konjugierten  Kurve  K*  reprasentìert,  deren  Punkte  die  Polaren  von  F  zu 
Berulirformen  beziiglieh  K'  besitzen. 

Die  Form  ^  ìàsst  sich  im  allgemeinen  als  Samme  der  drìtten  Potenzen 
von  zwei  linearen  Ausdriicken  darstellen,  welche  den  Linearfaktoren  der  Form 
t  =  (f{) ,  <[>)'  pro[K)rtional  sind.  Darch  eine  Parametertransformation  konnen  wir 
dann  ^  auf  die  Form  bringen  : 


^  =  X*^l; 


damit  werdeu  die  beideu  Kovarìanten  : 


T  =  — 2X  ,  Qzz:-(X»+1) 


iiud  die  Fuudameutaikombinanten,  von  einem  Faktor  abgeseheE  : 


\V=:W  =  (X*— 1)» 


y  =  —  y=z  9X(X*  —  1) 


U  =  U  =  27(X»  -f  1). 


Concorso  nazionale  al  Premio  Cesare  Arzelà, 

La  Classe  di  Scienie  Fisiche  della  R.  Accademia  delle  Scienze  dell'Istituto  di  Bolopa 
bandisce  il  1.  ctmcorso    si    premio  qninqaennale  «Cesare  Arzelà  »   per   Tanalìsi  matematica. 

Il  premio  (di  circa  L.  4000)  sarà  conferito  al  miglior  lavoro  fatto  da  un  gioTane  laareatv 
nelle  università  italiane,  nel  iirìmo  quinquennio  della  sua  laurea,  su  argomento  di  anali$> 
matematica,  e  a  preferenza  sulla  teoria  delle  funzioni  di  variabili  reali. 

La  8i*a<leiiza  t*  «stabilita  al  31  Dicembre  1923. 

1  lavori  presentati  non  dovranno  ensere  di  data  posteriore  di  più  di  einqne  anni  a  »jn*..i 
della  laurea  e  per  questo  primo  eoncorso  viene  cnleolato  il  quinquennio  a  partire  dal  l*  Grs* 
uaio  dell'anno  1919. 
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SUL  NUMERO  DELLE  RADICI 
DI  UXTOUAZIOXE  ALGERRICA  IX  UX'AREA 


VOTA 


DI 


MICHELE  BOSCO  (a  Napoli) 


È  noto  il  nìetodo  ili  C  a  n  e  li  y  ,  conosci ato  sotto  il  nome  di  teoria  degli 
indici^  mediante  il  quale  «i  può,  con  regolare  procedimento  di  calcolo,  deter- 
minare il  numero  delle  radici  di  un'equazione  algebrica  razionale  intera,  con- 
tenute in  un'area  semplice,  purché  limitata  da  segmenti  di  curve  razionali.  Il 
metodo  suddetto  consiste,  in  sostanza,  nel  calcolo  del  cosiddetto  indice^  tra 
«lue  limiti,  di  una  funzione  razionale  ed  a  ciò  si  perviene  con  procedimento 
analogo  a  quello  indicat<»  dal  teorema  di  S  t  u  r  m  ,  per  la  determinazione  del 
numero  delle  radici  reali,  tm  due  limiti,  di  un'equazione  algebrica  a  coeflScienti 
reali. 

SI  ha,  allora,  che  il  numero  delle  radici  dell'equazione,  nell'area  predetta, 
è  nguale  semplicemente  alla  semisomma  degl'indici  relativi  a  ciascuno  dei  seg- 
menti, che  ne  formano  il  contomo  (*), 

Il  calcolo  del  numero  di  dette  radici  è  stato  ricondotto  (*),  per  il  solo  caso 
«li  un'area  circolare  e  mediante  considerazioni  dirette,  al  problema,  detto  del- 
l' H  u  r  w  i  t  z ,  relativo  alla  determinazione  del  numero  delle  radici  reali  nega- 
tive e  di  quelle  complesse  a  parte  reale  negativa  (% 

Scopo  di  questa  Xota  è  di  far  vedere  come  ciò  si  possa  fare  i»er  il  caso 
di  un  contorno  qualunque^  purché  formato  da  segmenti  dì  curve  razionali,  al* 
meno  per  casi  abbastanza  estesi. 

A  tal  fine  cominceremo  con  lo  stabilire  alcune  proprietà  delPindice  di  una 


(^)  Ciinchy,  Journal  de  l'Écoìe  poìyUcnique,  Cali.  35,  pag.  176,   1837. 
8tnrm  e  Lìonville,  Journal  de  LiotàvUle,  1  pag.  920,   1836. 
Picard,  Traité  d'Analyse,  Voi.  II,  pag.  185  e  Begg. 

{*)  A  n  d  r  e  o  1  ì ,  Sul  modulo  delle  radici  comple$te,  ecc.  Rend.  Acc.  delle  Scienze  Fis.  •  Mat. 
di  Napoli  (3)  Voi.  XIX,  1918. 

(^)  Nel  legai to,  per  brevità,  diremo  solamente  radici  a  parte  reale  negativa. 
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funzione  razionale  (§  1,  n.  1  e  2),  allo  scopo  di  ricondurre  la  sua  determina- 
zione al  detto  problema  dell'  H  a  r  w  i  t  z  (n.  3),  e  poi  ricondurremo  allo  stesso 
problema  il  calcolo  del  numero  delle  radici  dell'  equazione,  nel  contomo  pre- 
detto, (§  2)  ;  il  caso  di  un  contorno  circolare  presentandosi  come  un  caso  par- 
ticolarissimo, suscettibile  di  un'eccezionale  semplificazione  (§  3). 

Come  esempio,  applicheremo  il  procedimento  trovato  a  contorni  ellittici 
(§  3)  e  troveremo,  poi,  come  applicazione  del  metodo  per  il  calcolo  dell'indice, 
delle  condizioni  necessarie  e  sufficienti,  diverse  da  quelle  note,  perchè  una 
equazione  algebrica  abbia  tutte  le  sue  radici  reali  oppure  reali  e  positive  (§  4). 

^  1.  8ul  calcolo  dellMndice  di  una  funzione  razionale. 

1.  Consideriamo  la  funzione  razionale 

f(t)  =  ^ 

della  variabile  reale  t  in  un  intervallo  {t^^ ,  t^)  e  supponiamo  che  le  due  fìmziom 
u  e  V  sieno  due  poliuomii,  a  coefficienti  reali,  primi  fra  loro.  È  noto  (')  che 
l' indice  I,  secondo  C  a  u  e  h  y  ,  della  funzione  7,  f ra  t^  e  ^^ ,  è  ugnale  alla 
dìfierenza  fra  il  numero  delle  volte  che  la  f,  al  crescere  continuo  della  ^,  da 
t^  fino  a  t^ ,  passa  dall'infinito  positivo  al  negativo  e  quello  che  la  stessa  9, 
nelle  medesime  condizioni,  passa  dairinfinito  negativo  al  positivo.  È  noto  an 
Cora  che  si  ha  : 

(^)  /     1  Lltm'^^  —  »rctang.9(f,)  —  arctang.y(g  -|-  ic  I , 


intendendo    che    la   funzione   arctang.^    sia    sempre    compresa  nell'intervallo 
j  —  -,  -j,  estremi  inclusi  (*). 

Osserviamo,  prima,  che  nell'ipotesi  che  il  wronskiano  to: 


w=zuv'  —  u'v 


delle  due  funzioni  ii  e  t^  sia  diverso  da  zero  e  di  segno  costante  por  tutti  i 
valori  di  t  dell'intervallo  (t^ ,  t^),  si  può  dire  che  la  funzione  f  avrà  la  derivata 
di  segno  costante  e  diversa  da  zero  in  tutti  gl'intervalli,  estremi  esclusi,  de- 


(*)  Picard,  loc.  cii.,  pag.  18t. 

(*)  Picard,  Ibid.  V.  anche  Cesato,  Elementi  di  Calcolo  UfiniteeifMle  (1897)  p.  365. 
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iìniti  da  due  radici  reali  consecutive,  necessariamente  semplici,  dell'equazione i 


(2) 


U(t)z=z0 


purché  appartenenti  all'intervallo  {t^ ,  /^).  Ne  segue  che  la  (p(t)  sarà,  allora,  sein- 
pre  crescente  o  sempre  decrescente  in  tutti  i  predetti  intervalli  e  che  quando 
la  t  percorre,  crescendo,  l'intervallo  (t^ ,  t^)  e  passa  per  ognuna  di  queste  radici, 
la  funzione  9  passerà  sempre  dall'  infinito  positivo  al  negativo  o  viceversa  a 
seconda  che  w  conservi  segno  positivo  o  negativo. 

Se  ne  conclude  facilmente  che,  nelle  dette  ipotesi,  Vindice  I  della  funzioìie 
f,  fra  t'Q  e  t^,  sarà  uguale  al  numero  delle  radici  reali  della  (2),  in  (t^  ,  t^),  e 
che  il  segno  di  1  è  lo  stesso  di  quello  di  te. 

2.  Supponiamo,  ora,  che  il  wronskiano  w  non  conservi,  o  non  si  sappia  se 
conservì,  in  (^^ ,  /J  valore  non  nullo  e  segno  eostante,  e  consideriamo  la  fun- 
zione complessa  : 

m = u{t)  +  iv(t) 

(Iella  variabile  reale  t  in  (f^  ^  t^).  Supponendo  che  la  f(i)  si  possa  spezzare  nel 
prodotto  di  V  funzioni,  certamente  complesse  : 


(3) 


U  -f  iv  =  (U^  +  ÌV^)(U^  +  iV^)  .  .  .  (Wv  +  *'^•) 


(love  w,„  e   r„j  sieno  funzioni  razionali  intere  della   variabile   reale   tj   necessa 
riamente  prime  fra  loro,  e  ponendo: 


avremo  identicamente  : 


tv,,,  =  u^  v/^  —  u\^  v^ , 


w 


m«— 0 


^2; 


w 


m 


2       J 
»i 


come  si  vede  subito  derivando  i  due  membri  della  (3)  ed   eguagliando  1  coef- 
ficienti delie  parti  immaginarie.  Se  poniamo  : 


V 


m 


^•»=ir' 


'm 


quest'ultima  si  può  scrivere  i 


f  _ 


m«*iJ 


1+9*       Jm^i  +  f 


2r 


9' 


rn 


2 


m 
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e  per  la  (1),  osservando  che  v  è  uu  ninnerò  intero  finito  : 

(4)         arctang.y(^  J  —  arctang.y(/,j)  +  «I  = 

dove  con  I«  si  è  indicato  l'indice,  fra  t^  e  t^j  della    funzione  y^  e  dove  con 
arctang.9(f)  s'intende  sempre  l'arco  avente  fp(t)  per  tangente  e  compreso  nello 

intervallo    (  —  «>  ò)  estremi  inclusi. 

Possiamo,  intanto,  scrivere  dalla  (3)  : 


!#»— r 


argom.(M  -f  ir)=^argom.(ti^  +  ivj  -f  2irA- 


j»i^i 


essendo  ìc  un  arbitrario  numero  intero,  ossia  : 


ni— r 


(5)  arctang.^  =  ^arct-ang.y^,  +  wfc, 


f«i_i 


ma  ora  l'intero  k  deve  esser  tale  che  il  secondo  membro  di  questa  eguaglianza 

sia,  come  abbiamo  supposto  per  il  primo  membro,  compreso   in    (  —  ;- ,  ^l  «*• 

stremi  inclusi. 
9e  poniamo  : 

5t 


an 


•tang.y«  =  -  </», ,     eon     \g„,\  <  1 , 


le  condizioni  alle  quali  deve  soddisfare  l'intero  k  sono  : 


m=^  V  »a--«V 

-i(.+2,.)*^^i(i-2..), 

alle  quali  si  ]n\o  soddisfare  prendendo  per  k  il  valore  : 


n  / 


dove  il  secondo  membro  rappresenta  il  massimo  intero  contenuto  nelPespn»?- 
sione  in  parentesi  quadre  e  con  l'avvertenza  che,  ove  il  valore  di  detta  espres- 
sione fosse  uguale  ad  un  numero  intero  positivo,  si  dovrebbe,  diminnire  di  nna 
unità  il  secondo  membro. 
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Determinato  così  il  numero  intero  k,  abbiamo,  per  la  (5)  : 

arctang.y(^j)  —  arctang.(p(<Q)  z=z 


m— V 


2(arctang.y„,(#J  —  arctang.(p^(gj  +  (  ^  —  IcA-'k 


e  per  la  (4)  : 

(6)  i=2i„  +  e 


w™! 


dove  si  è  posto  : 


b  =  k.  —k.. 


h         '^ 


Se  per  indice  della  funzione  complessa  f(t)  intendiamo  IMndice,  nel  senso  di 
Caneliy,  della  frazione  razionale  che  ha  per  numeratore  il  coefficiente 
lìella  parte  immaginaria  e  i>er  denominatore  la  parte  reale,  la  formola  (6) 
(lìce  semplicemente  che  Viiidice  di  un  prodotto  è  uguale,  a  meno  di  6,  alla  somma 
degl'indici  dei  fattori^  come  facilmente  si  poteva  prevedere,  giacché,  in  un  certo 
senso,  il  detto  indice  non  è  che  una  parte,  a  meno  di  un  fattore,  dell' ine{/ca- 
tore  logaritviico  di  Cauchy, 

Supponendo,  infine,  che  il  wronskiano  to^  conservi  segno  costante  e  non 
8i  annulli  in  {t^ ,  t^  ed  indicando  con  r^  il  numero  delle  radici  reali,  nel  detto 
intervallo,   dell'equazione  : 

possiamo,   per  quanto  si  è  detto  nel  numero  precedente,    ed    a    causa   di    (6), 
scrivere 

(7)  I  =2^m  sign.w,,,  +  e. 

3.  Consideriamo,  in  particolare,  le  s  radici  : 

«i  +  i^i  ;  «2  +  ^^2  ;•••;««  +  «'^. 

necessariamente  non  reali,  dell'equazione  : 

(8)  m = 0 

di  grado  s  in  ^ 

Si  ba,  allora,  identicamente 

f(t)  =  A(f  —  ttj  —  ib^){t  —  a^  —  i\) ...  (t  —  a,  —  ih,) 
dove  il  numero  A  =  a^  -{-  ib^ ,  in  generale  complesso,  è  indipendente  da  U 
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Osservando  che  il  wronskiano  w^  delle  funzioni  t  —  a^e  —  ò^  ,  è  in  qaesto 
caso,  uguale  a  b.^  ,  ed  è  perciò  di  segno  costante  e  diverso  da  zero,  e  che 
1'  equazione  : 

t  —  a^  =  0 
ba  Punica  radice  reale  a^ ,  avremo  per  la  (7)  : 

(9)  1=2*"*  +  ^ 

nella  quale  formola  si  è  posto  : 

6„j  =  0  se  a^  non  appartiene  all'intervallo  (t^ ,  t^ 
8^  =  1  se  a„»  appartiene  a  {t^ ,  t^)  e  6^  è  positivo 
6^  =  —  1  se  a^  appartiene  a  (^^ ,  t^)  e  b„  è  negativo. 

In  questo  caso,  poi,  il  6  ha  l'espressione  : 


m«« 


(10) 


e  =  [l(l  _  2  „ctg.  ^  -  ?y  arctg.  -^ 
[2\         it         **   flo        «^  «»  — V 

m— 1 


W=»"» 


nual 


Ne  segue  che,  indicando  con  p  il  numero  delle  radici  della  (8),  le  cui 
parti  reali  sieno  comprese  in  (/© ,  t^)  ed  i  cai  coefficienti  della  parte  immap- 
naria  sieno  positivi  e  con  ^  il  numero  delle  analoghe  radici  a  coefficienti,  dellA 
parte  immaginaria,  negativi  avremo  : 

(11)  I  z=z  p  —  ?[)  +  e. 

Conviene,  ora,  pel  nostro  scopo  introdurre,  in  vece  di  p  e  <{>  il  numero  f». 
delle  radici  a  parte  reale  negativa  e  quello  ^  delle  radici  a  parte  reale  posi- 
tiva, dell'equazione  : 

(12)  f[-^it)=zO. 

A  tal  fine  osserviamo  che  se  il  numero  complesso  a  -\-  ib  è  radice  della 
equazione  (8J,  il  numero  —  ft  +  ^^  ^  radice  della  equazione  (12)  e  viceversa. 
Possiamo  perciò  e  per  la  (11)  scrivere: 

(13)  i  =  p'  -f +  e. 
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Concludiamo,  quindi,  che  Vindice  della  funzione  razionale  ^(f),  fra  Ìq  e  t^^ 
è  uguale,  a  meno  di  6,  alla  differenza  fra  il  numero  p'  delle  radici  a  parte  reale 
negativa  e  quello  Y  ^^'^^  radici  a  parte  reale  positiva,  delVequazione  (12),  i  cui 
coefficienti  delle  parti  immaginarie  appartengano  alV intervallo  {t^ ,  t^). 

Il  primo  membro  della  (12)  è  una  funzione  razionale  intera,  in  generale 
complessa,  della  variabile  reale  t  ;  ma  l'equazione  : 

(14)  f{-^it)'f(it)  =  0 

è,  però,  sempre  a  coefficienti  reali.  E  ix)icbè  le  radici  di  questa  sono  quelle 
della  (12)  e  le  loro  coniugate,  potremo,  infine,  concludere  che  Vindice  predetto 
è  uguale,  a  meno  di  6,  alla  semidifferenza  fra  il  nunheto  delle  radici  a  parte 
reale  negativa  e  quello  delle  radici  a  parte  reale  positiva,  delV  equazione  (14),  i 
cui  coefficienti  delle  parti  immaginarie  sieno  compresi  neW intervallo  (fo  ,  t^)  o  nel- 
Valtro  intervallo  ( —  t^  ,  —  Ìq). 

§  2.  Numero  delle  radici  di  un'equazione  in  un  contorno. 
Sia  ora  : 


(15)  ¥(z)=z^aj,z''-^  =  0 


jh=0 


un'equazione  algebrica  razionale  intera  di  grado  n,  a  coefficienti  reali  o  com- 
plessi, e  sia  (1  il  numero  delle  sue  radici  contenute  in  un  contorno  0,  formato 
da  segmenti  di  curve  razionali,  supponendo  cbe  nessuna  radice  cada  sul  con- 
torno stesso.  Poniamo  : 

zz=  x-l-iy 

e  sia  C,.  uno  dei  segmenti  predetti,  ottenuto  col  variare  del  parametro  t,  da 
cni  per  le  ipotesi  fatte  x  ed  y  dipendono  razionalmente,  sempre  nello  stesso 
senso,  da  t=za^  a  t  =  pr  con  a^  <[  p,..  La  f(z)y  sul  segmento  C^ ,  assumerà,  a 
meno  di  un  fattore  reale,  la  forma  : 

(16)  fAt)  =  n^t)  +  iv^t) 

dove  Ur  e  i\.  sono  due  funzioni  reali,  razionali,  intere  della  variabile  reale  t 
e  prive  di  zeri  comuni  nell'intervallo  (a^ ,  p^). 

Se  indichiamo  con  ^^  il  numero  delle  radici  a  parte  reale  negativa  e  con 
pr  quello  delle  radici  a  parte  reale  positiva  dell'equazione  : 

(17)  fri-  it)  =  0 

i  cui  coefficienti  della  parte  immaginaria  sieno  compresi  in  (a^ ,  p^),  oppure  la 
metj\  dei  corrispondenti  numeri  delle  analoghe  rcidici  dell'equazione  : 

(18)  fx-ityfMt)  =  o 
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i  cui  coefficienti  predetti  apparteDgano  alPuno  o   all'altro   dei    <loe   intervalli 

(a^ ,  p^)  ed  ( —  p^  ,  —  a^),  avremo,  per  la  (13),  che  V  indice  della  funzione  — , 

n 

fra  a^  e  p^ ,  sarà  uguale,  a  meno  di  6,  a  r[»^  —  p^ 

È  noto,  intanto,  che  il  numero  |i.  delle  radici  dell'equazione  (15),  contenute 

nel  contorno  C,  è  uguale  alla  semisomma  degli  indici  delle  -^,   tra   i   limiti 

a^  e  ^^  (*).  Possiamo,  perciò,  per  quanto  è  detto  in  fine    ai    precedente   para- 
grafo, scrivere  : 


(19) 


1    '^K'*^ 


dove  2r  indica  l'unità  iv>sitiva  o  la  negativa  a  seconda  che  il  seguieuto  i\ 
risulti,  al  variare  di  t  da  a^  fino  a  ^^ ,  i^ercorso  positivamente  (lasciando,  cioè, 
l'area  a  sinistra;  o  negativamente  e  dove  il  sonnnatorio  s' intende  esteso  a 
tutti  i  segmenti,  formanti  il  contorno  predetto.  Il  6^,  |h»ì,  ci  è  dato  dalla  ilO) 
dove  ^0  4  f&o  rappresenta  il  coefficiente  di  più  alto  grado  s  in  t,  nella  (16ì,  ed 
a,«  +  ib^  (wi  =:  1  ,  2  , . . . ,  «)  sono  le  s  radici  dell'equazione  : 

Osservando,  ora,  clic  l'equazione  (17)  (oppure  la  (18))  non  può  avere  ra- 
dici nulle  e  che  perciò  il  p,.  si  può  subito  esprimere  mediante  ^^  ^d  il  grado 
dell'equazione  stessa,  ]>ossiamo  dire  che  la  formola  (10)  risolverebbe  il  pro- 
blema propostoci,  se  si  conoscesse  il  valore  di  Xs^O^ ,  che  in  sostanza,  dipende 
dalle  radici  dell'ultima  equazione  : 

m  =  0. 

Non  sembra,  tuttavia,  che  la  determinazione  di  questo  valore  si  |K)Ssa 
ottenere  senza  uno  studio  sulla  natura  delle  curve  razionali,  alle  quali  appar- 
tengono i  segmenti  Cv ,  formanti  il  contorno  O,  e  su  questo  punto  ci  ripromet- 
tiamo di  ritornare. 

V'è,  però,  un  caso  in  cui  detto  valore  si  può  subito  determinare  ed  è 
quello  di  un  contorno  C  formato  da  un  solo  arco  di  curva  razionale  (un'  el- 
lisse p.  es.),  che  sia  percorso  positivamente  al  crescere  continuo  della  t  da 
—  oo  a  -|-  oc. 

Risulta,  allora,  dalla  (10),  poiché  le  b  sono  tutte  fluite  e  non  nulle  : 

e  =  o 

e  poiché,  in  questo  caso,  è  s  =  1,  avremo  per  la  (10): 


(1)  Picard,  loc.  cit.f  pag.  190. 
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e  cioè:  «7  numero  delle  radici  della  (15),  nel  contorno  predeUo,  è  uguale  alla 
mnidìfferenza  tra  il  numero  delle  radici  a  parte  reale  negatica  e  quello  delle 
radici  a  parte  reale  positiva  d^Wequazione: 

n-  it)  =  0 

oppure  alla  quarta  parte  della  differenza  tra  i  numeri  delle  analoghe  radici  del- 
r  altra: 

f{^it)r/{it)  =  0. 

§  3.  Applicazioni  a  contorni  ellittici  o  circolari. 

L'ultima  ipotesi  si  verifica,  p.  es.,  e  come  abbiamo  già  accennato,  nel  caso 
si  voglia  calcolare  il  numero  delle  radici  della  (15),  situate  in  un'area  a  con- 
torno ellittico. 

Supponendo  di  assumere  un  fuoco  dell'  ellisse  come  origine  degli  assi 
ortogonali  e  l'asse  focale  come  asse  delle  ascisse,  le  equazioni  parametriehe  di 
«letta  ellisse  di  asse  maggiore  2a  e  di  eccentricità  e,  possono  (*)  essere  : 


1  — < 


8 


x=r±ae-^a—j^      ;       y  =  2a\fì --e* -j-j-Jz 

«love  il  doppio  segno  corrisponde  rispettivamente  ai  due  casi  in  cui  1'  altro 
fuoco  si  trovi  sul  semiasse  positivo  o  su  quello  negativo  delle  ascisse.  È  fa- 
cile verificare  cbe  ciascuna  delle  due  ellissi  risulta  i>ereorsa  positivamente  al 
variare  continuo  della  t  da  — oo  a  +  ^^* 

Nell'ipotesi  cbe  la  (15)  sia  a  coefficienti  reali,  si  avranno,  dopo  di  aver  di- 
viso pel  fattore  reale  (1  + /^)"",  e  dopo  di  aver  cauìbiato,  in  /*(/),  la  t  in  — /f, 
le  equazioni  : 


P'^n 


'  I  U    —  \2(n-p) 

dove  bisogna  considerare  i  segni  superiori,  pel  caso  di  un'ellisse,  o  quelli  in- 
feriori per  l'altra. 

Il  numero  ^  delle  radici  di  (15)^  in  ciascuna  di  dette  ellissi^  ci  sarà  dunque 
dato  dalla  (20)  in  cui  ([»  e  p  sono  relativi  a  ciascuna  delle  (2})  e  poiché  il 
grado  di  queste  è  uguale  a  2w,  avremo,  poiché  esse  non  possono  avere  radici 
nulle,  4^  +  P  =  2n  e  quindi  : 

la  quale  ci  dice  cbe  il  numero  ^  predetto  è  uguale  al  numero  delle  radici  a 
parte  reale  negativa  della  corrispondente  equazione  (21),  diminuito  del  grado  della 
data  equazione. 


(*)  Picard,  loo.  cit.,  Voi.  Il,  pag.  501. 
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t^er  e  =  0  ciascuua  delle  due  ellissi  diventa  ana  circouferenza  di  raggio  a 
e  col  centro  nell'origine  degli  assi.  Le  (21)  prendono,  allora,  l'unica  forma: 


j>— n 


.(1  +  «)"2''*  «""'(1  +  *)""'  (1  —  *)"  =  <> 


PmmO 


e  poiché  qnesta  ha  già  n  radici  a  parte  reale  (radici  reali)  negativa,  prove- 
nienti dal  fattore  (1  +  O'S  possiamo  concludere  che  il  numero  delle  radici  di 
(15),  a  coefficienti  reali,  nella  circonferenza  di  raggio  a,  è  uguale  al  numero  delle 
radici  a  part^  reale  negativa  delV equazione: 


p— n 


(22)  V  a^,  a''-*(l  +  <)"-''(l  —  tY  =  0 


jh^ 


che  è  di  grado  uguale  a  quello  della  data  {% 

Per  V  ellisse  di  semiassi  a  e  &,  col  centro    nell'  origine    degli    assi   e   di 
equazioni  pam  metriche  : 


1  —  f  ,     21 


percorsa  positivamente  al  crescere,  con  continuità,  della  t  Ab,  — co  a  +  ^^^  • 
si  otterrà,  con  ragionamento  analogo  al  i)recedente,  che  il  numero  delle  radici 
di  (15),  a  coefficienti  reali,  contenute  in  detta  ellisife  è  uguale  al  numero  dtlk 
radici  a  parte  reale  negativa  deWeqtiazione: 


ji— ti 


(23)  2  [<*(^  +  **)  +  ^i']"""'  (1  —«*)•'=  0 


|><=sO 


diminuito  del  grado  della  data  equazione  (15), 

Quest'ultima  (23),  per  b  =  a,  dopo  aver  diviso  pel  fattore  (1  -1- 0"?  licade 
nella  (22),  come  doveva  essere. 

Finalmente  per  un'area  a  contorno  ellittico,  di  semiassi  a  e  &,  prendendo 
per  assi  coordinati  rettangolari  rispettivamente  l'asse  focale  e  la   tangente  in 


(^)  À  n  4  r  e  o  1  i ,  loc,  oiU 


K  20d  K 

ano  degli  estremi  di  questo  asse,  e  di  equazioni  parametriche  : 


.      2a  2bt 


—  1  +  e'       '       """i+t*' 

dove  il  doppio  segno  corrisponde  rispettivamente  ai  due  casi  in  cui  il  centro 
della  curva  è  situato  sul  semiasse  positivo  o  su  quello  negativo  delle  ascisse, 
percorso,  in  ciascun  caso,  positivamente,  al  crescere  continuo  di  t  da  —  cx)  a 
-j-  oo ,  otterremo  che  il  numero  delle  radici  della  data  equazione,  in  ciascuna 
ielle  due  aree,  ci  è  dato  rispettivamente  dal  numero  delle  radici  a  parte  reale 
negativa  dellhtna  o  délValtra  delle  equazioni: 


j>=*n 


(24)  V2"-^  aj^a  +  htf'^-{\  —  t^y  =  Q 


p_0 


jr— n 


(25)  V2"-'»  a.p  r-^  {at  +  hf-^  •  (1  ^fY  =  0 


2>«0 


Sminuito  del  grado  n  delVequazione  data. 

Per  &==:«,  cioè  per  i  casi  di  due  aree  a  contorno  circolare,  di  diametro 
d  =  2a,  con  i  eentri  enl  semiasse  positivo  o  su  quello  negativo,  rispettiva* 
niente,  delle  ascisse  e  tangenti  all'asse  delle  ordinate,  la  (24)  pel  primo  caso 
e  la  (25)  pel  secondo  diventano,  dopo  di  aver  diviso  per  il  fattore  (1+0^  ^^® 
dà  già  n  radici  a  parte  reale  negativa  : 


j>— n 


(26)  V«^  d"-»- .  (1  —  «)«-  —  0 


■Dio-U 


j)-=n 


(27)  "Vffp  r-"  r-^ .  (1  —  /)p  =  0 


p^jn 


notevoli  per  il  modo  semplice  con  II  quale  si  ricavano  dalla  data  equazione. 
Concludiamo  che  il  numero  delle  radici  di  (15),  a  coefficienti  realij  nelV  una  o 
neWaltra  delle  due  predette  circonferenze,  è  uguale  rispettivamente  al  numero  delle 
radici  a  parte  reale  negativa  della  (26)  0  della  (27). 


VOL*  Lx.  at 
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§  4.  Condizioni  perchè  nn' equazione  abbia  tntte  le  radici  reali. 

Vogliamo,  infine,  fare  un'altra  applicazione  della  formola  (13)  per  ricercare 
(Ielle  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perchè  un'equazione: 


p'-n 


(28)  2 


a^  z''"^  =  0 


p-jo 


algebrica  razionale  intera,  di  grado  n,  abbia  tutte  la  sue  radici   reali  oppnre 

tutte  reali  e,  p.  es.,  positive. 

Osserviamo,  a  tal  fine,  che,  dalla  definizione  stessa,  risultn    clie   l'imUce 

¥'(z) 
della  funzione  razionale .  ^  ,    tra   z^  e  z^j  con   Zq<Cz^^    nell'ipotesi  cbe 

le  radici  reali  della  (28)  sieno  semplici,  è  precisamente  uguale,  in  valore  as 
soluto,  al  numero  di  dette  radici  in  {zq  ,  z^) ,  giacché  la  F'(2;)  tra  due  radici 
reali  consecutive  della  (28)  si  annulla  un  numero  dispari  di  volte.  Il  seguo  di 

detto  indice  sarà  poi  uguale  a  quello  di ^vT"* 

t  (Zo) 

Segue  subito  dalla  (13)  che  quando  questo  segno  è  il  positivo,  il  numero 
|x  delle  radici  reali  in  {z^ ,  z^) ,  della  (28),  è  dato,  a  meno  di  6,  dalla  diffe- 
renza tra  il  numero  delle  radici  a  parte  reale  negativa  e  quello  delle  radici  a 
parte  reale  positiva  dell'equazione  : 


(29)  F(—  iz)  —  i  F'(—  iz)  =  0 

i  cui  coefficienti  della  parte  immaginaria  appartengano  a  (2^0 ,  z^),  mentre  detta 
differenza  dovrebbe  essere  cambiata  di  segno,  se  il  segno  di  cui  sopra  fosse 
il  negativo. 

F'(:  ) 
Nel  caso  deirintervallo  ( —  00  ,  -{-  oo),  si  ha  6  =  0  e  poiché  la =;^ 

per  00  ==*  —  00,  è  positiva  potremo  concludere  che  il  numero  delle  radici  reali, 
èufpo9te  semplici,  della  (28)  è  precisamente  uguale  alla  differenza  tra  il  numero  ^ 
delle  roMei  a  parte  reale  negativa  e  quello  p  di  quelle  a  parte  reale  poniim 
della  (29). 

ISe  il  primo  membro  di  questa  lo  poniamo  sotto  la  forma  tt(2)-(-tr(c),  con 
U  e  V  funzioni  reali,  possiamo  dire  che  il  detto  numero  è  uguale  alla  semidif 
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ferenza  tra  gli  analoghi  nauieri  delle  radici  di  : 

(30)  {u  -\-  iv){u  —  tv)  =  0 

che  è  sempre  a  coeflBcienti  reali. 

Poiché  la  data  equazione  (28)  è  di  grado  n  e  poiché  la  (29)  non  può,  per 
le  ipotesi  fatte,  avere  radici  nulle,  si  ha  :  ^  -\-  p:=:n  e  quindi  : 

[1  zz:  2(I>  —  n  , 

la  quale  dice  che  il  numero  delle  radici  reali,  supposte  semplici,  deMa  {2S)j  a 
coefficienti  reali  o  complessi,  è  uguale  al  doppio  del  numero  delle  radici  a  parte 
reale  negativa  della  (29),  oppure  al  semplice  numero  delle  analoghe  radici  di  (30), 
dimìmiito  del  grado  delV equazione  data. 

Ne  segue  che  perchè  la  d^ta  equazione  (28)  abbia  tutte  le  sue  radici  reali 
t  semplici  è  necessario  e  suficiente  che  la  (29),  o  la  (30),  abbia  tutte  le  sue  ra 
dici  a  parte  reale  negativa. 

Applichiamo,  da  ultimo,  questo  risultato  per  trovare  delle  condizioni  ne- 
cessarie e  sufficienti  perchè  Tequazione  : 

(31  )  F{z)  =  «0  z''  +  «i  ^"-^  +  . . .  +  «„-i  z-\-a,  =  0  (a„  4=  0) 

a  coefficieuti  reali,  abbia  tutte  le  sue  radici,  supposte  semplici,  reali  e  ]>08i- 
tive.  Ponendo  z=zf^  risulta,  da  quanto  sopra,  che,  essendo  necessario  e  suffi- 
ciente che  Pequazione  : 

<|>(t)  =  M^"  +  a,<^<"-*>  +  . .  .  +  a,^,t^  +  a,  =  0 

abbia  tutte  le  sue  radici  reali,  perchè  la  (31)  le  abbia  tutte  reali  e  positive 
occorre  e  basta  che  Pequazione  : 

4>(—  it)  —  i4>'(—  it)  =  0 
ossia  : 

ffo^'"  +  2»  aot^'"-'  —  af''"^  —  2(n  —  l)a^  t^""-^  +  . . .  +  a„  =  0 

abbia  tutte  le  sue  radici  a  parte  reale  negativa. 

Applicando  il  criterio  dell' Hurwitz  (*)  possiamo  concludere  che  j?eroW 


(')  V.  p.  es.  Orlando,  Sul  problema  di   Hurwiiz.  (Reud.  Acc.  Lincri,    V.    XIX,    1910) 
ed  anhe  Bompiani,  Sulle  condizioni  ecc.  (Giornale  di  Mat.  di  Battaglini,  1911). 
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la  (31)  abbia  tutte  le  sue  radici,  supposte   semplicij    reali   e   positive  occorre  e 
basta  che  i  minori  principali  del  determinante  di  ordine  2n  : 


noo 

a» 

0 

0 

...     0 

(»-iK 

— "i 

««0 

a« 

...     0 

(n-2K 

«» 

-(n-l)a. 

— »i 

...     0 

(n-3K 

-«3 

(«-2K 

«i 

...     0 

0 

0 

0 

0 

•  •  •  j:«n 

#ieno  ^tit^t  positivi,  supponendo,  come  è  sempre  lecito,  a^  positivo. 


Premio  Ernesto  Isè 


Il  Consiglio  Direttilo  del  R.  Politecnico  di  Napoli  assegnerà  un  premio  di  lire  1000  t^ 
Tantore  della  Memoria  o  delle  Memorie  originali  salla  Soienga  delle  coitruzioni  (manoscritte  o 
stampate,  ma  non  edite  prima  del  15  Febbraio  1922)  che  saranno  gindicate  più  meritevoli  à^ 
apposita  Commissione. 

Scadenza:  31  Dicembre  1923. 
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SULLA  TEORIA  ASTRATTA  DELLE  OPERAZIONI 


VOTA 


DEL 


Dott.  MARIO  MANARINI  (a  Bologna) 


In  questa  Nota  vogliamo  occaparci  di  una  catena  indefinita  di  operazioni 
per  le  qaali  valgono  le  leggi  commutativa  ed  associativa  e  per  ciascuna  vale 
la  proprietà  distributiva  rispetto  all'operazione  precedente. 

1.  —  Chiameremo  operazione  di  primo  grado  l'operazione  di  addizione  dei 
due  numeri  qualunque  a  e  b.  Questa  operazione  ordinariamente  viene  indicata 
con  la  scrittura  a-^-b. 

Indichiamo  con  Q^  un  simbolo  operatorio  che  applicato  ad  a  e  ft  dia  per 
risultato  la  somma  di  questi  due  numeri. 
Sarà  dunque: 

Q^  (a,fc)  =  a  +  6. 

La  scrittura  Q^  (a,&)  rappresenterà,  ad  un  tempo,  l'operazione  di  addizione 
applicata  ad  a  e  A  ed  il  risultato  di  questa. 

L'addizione  è  un'operazione  a  risultato  unico  e  per  essa  valgono  le  pro- 
prietà commutativa  ed  associativa. 

La  prima  viene  espressa  dalla  relazione 

fi,  (a,&)  =  Q,  (6,a) 
e  la  seconda  dall'uguaglianza: 

Q,)Q,(a,b),c\  =  Q^)a,Q,(b,c)\ 

i  cui  due  membri  si  potranno  quindi  sostituire  con  la  scrittura  Q^  (ttjbjC).  Mo- 
dulo od  invariante  dell'operazione  di  addizione  è  il  numero  a^  =  0  poiché  è: 

Q^  (a,0)  =  a. 

2.  —  Chiameremo  operazione  di  secondo  grado  l'operazione  di  moltiplica- 
zione applicata  ai  due  numeri  a  e  b.  Comunemente  si  scorge  questa  operazione 
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i  cui  coefficienti  predetti  appartengauo  all'uno  o   all'altro   dei    due   iuterrallì 

(a,, ,  p^)  ed  ( —  pr  5  —  «r)?  avremo,  per  la  (13),  cbe  l' indice  della  funzione  —, 

u, 

fra  oLr  e  p,. ,  sarà  uguale,  a  meno  di  6,  a  f^^  —  p^. 

È  noto,  intanto,  cbe  il  numero  (jl  delle  i*adici  dell'equazione  (15),  contenute 

V 

nel  contorno  C,  è  uguale  alla  semisomma  degli  indici  delle  -^,   tra  i   limiti 

OL,.  e  p,,  (*).  Possiamo,  perciò,  per  quanto  è  detto  in  fine  al  precedente  para- 
grafo, scrivere  : 

(19)  {i  =  ^2^,.(^'--P"+®^) 

dove  e,,  indica  l'unità  positiva  o  la  negativa  a  seconda  cbe  il  segmento  C\ 
risulti,  al  variare  di  t  da  a^  fino  a  p^ ,  percorso  positivamente  (lasciando,  cioè, 
l'area  a  sinistra;  o  negativamente  e  dove  il  sommatorio  s' intende  esteso  a 
tutti  i  segmenti,  formanti  il  contorno  predetto.  Il  6,.,  poi,  ci  è  dato  dalla  (IO) 
dove  <io -|  i6o  rappresenta  il  coefficiente  di  più  alto  grado  s  in  f,  nella  (16),  ed 
^m  -{-'^Ki  (w  r=z  1  ,  2  , . . . ,  «)  sono  le  «  radici  dell'equazione  : 

M)  =  0. 

Osservando,  ora,  cbe  l'equazione  (17)  (oppure  la  (18))  non  può  avere  ra- 
dici nulle  e  cbe  perciò  il  p,.  si  può  subito  esprimere  mediante  ^r  ed  il  grado 
dell'equazione  stessa,  possiamo  dire  cbe  la  formola  (19)  risolverebbe  il  pro- 
blema propostoci,  se  si  conoscesse  il  valore  di  X6,.6^,  che  in  sostanza,  dipende 
dalle  radici  dell'ultima  equazione  : 

m  =  0. 

Non  sembra,  tuttavia,  cbe  la  determinazione  di  questo  valore  si  possa 
ottenere  senza  uno  studio  sulla  natura  delle  curve  razionali,  alle  quali  appar- 
tengono i  segmenti  Cv ,  formanti  il  contorno  0,  e  su  questo  punto  ci  ripromet- 
tiamo di  ritornare. 

Ve,  però,  un  caso  in  cui  detto  valore  si  può  subito  determinare  ed  è 
quello  di  un  contorno  G  formato  da  un  solo  arco  di  curva  razionale  (un'el- 
lisse p,  es.),  cbe  sia  percorso  positivamente  al  crescere  continuo  della  t  da 
— ^  oo  a  -|-  CX5, 

Risulta,  allora,  dalla  (10),  poiché  le  b  sono  tutte  finite  e  non  nulle: 

6  =  0 
e  poiché,  in  questo  caso,  è  e  =  1,  avremo  per  la  (19)  : 

(20)  (x=:Ì(,I>-p) 


(1)  Picard,  loc,  cit.f  pag.  190. 
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e  cioè:  il  numero  delle  radici  della  (15),  nel  eontorao  predella ^  è  uguale  alla 
aemidifferenza  tra  il  numero  delle  radici  a  parte  reale  negaiica  e  quello  delle 
radici  a  parte  reale  positiva  delV equazione: 

n-  it) = 0 

oppure  alla  quarta  parte  della  differenza  tra  i  numeri  delle  analoghe  radici  del- 
V  altra: 

f{^it).f{it)  =  0. 

§  3.  Applicazioni  a  contorni  ellittici  o  circolari. 

L'ultima  ipotesi  si  verifica,  p.  es.,  e  come  abbiamo  già  accennato,  nel  caso 
8i  voglia  calcolare  il  numero  delle  radici  della  (15),  situate  in  un'area  a  con- 
torno ellittico. 

Supponendo  di  assumere  un  fuoco  dell'  ellisse  come  origine  degli  assi 
ortogonali  e  l'asse  focale  come  asse  delle  ascisse,  le  equazioni  parametriclie  di 
(Ietta  ellisse  di  asse  maggiore  2a  e  di  eccentricità  e,  possono  (*)  essere  : 

a?  =  +a€+a^--p^      ;       y  =zz  2^1 -e^.-j-pp 

dove  il  (loppio  segno  corrisponde  rispettivamente  ai  due  casi  in  cui  1'  altro 
fuoco  si  trovi  sul  semiasse  positivo  o  su  quello  negativo  delle  ascisse.  È  fa- 
cile verificale  che  ciascuna  delle  due  ellissi  risulta  jiercorsa  positivamente  ni 
variare  continuo  della  t  da  — oo  a  +  ^^* 

Nell'ipotesi  che  la  (15)  sia  a  coefficienti  reali,  si  avranno,  dopo  di  aver  di- 
viso pel  fattore  reale  (1  + /^)"",  e  dopo  di  aver  cambiato,  in  f{t),  la  t  in  — /^, 
le  equazioni  : 

(21)  2  a,  a"-^(l  +  ir-^  ^1+y  Y+e'^J         •(1~^')'=  ^ 

dove  bisogna  considerare  i  segni  superiori,  pel  caso  di  un'ellisse,  o  quelli  in- 
feriori per  l'altra. 

Il  numero  \l  delle  radici  di  (15),  in  ciascuna  di  dette  ellissi,  ci  sarà  dunque 
dato  dalla  (20)  in  cui  (j^  e  p  sono  relativi  a  ciascuna  delle  (21)  e  poiché  il 
grado  di  queste  è  uguale  a  2n,  avremo,  poiché  esse  non  possono  avere  radici 
nulle,  <p  +  p  =  2n  e  quindi  : 

la  quale  ci  dice  che  it  numero  |jl  p^-edetto  è  uguale  al  numero  delle  radici  (t 
parte  reale  negativa  della  corrispondente  equazione  (21),  diminuito  del  grado  delta 
data  equazione. 


(t)  Picard,  loo,  c«.,  Voi.  Il,  pag.  501. 
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t^er  6  =  0  cìascuua  delle  dae  ellissi  diventa  una  circouferenza  di  raggio  a 
e  col  ceutro  nell'origine  degli  assi.  Le  (21)  prendono,  allora,  l'unica  forma: 


j>— n 


•d  +  tr^«p  «"-"(1  + 1)"-"  (1  -')*=<> 


PmjO 


e  poiché  questa  ha  già  n  radici  a  parte  reale  (radici  reali)  negativa,  prove- 
nienti dal  fattore  (1  +  0%  possiamo  concludere  che  il  numero  delle  radici  di 
(15),  a  coefficienti  reali j  nella  circonferenza  di  raggio  a,  è  uguale  al  numero  delle 
radici  a  parte  reale  negativa  delV equazione: 


p—n 


(22)  V  a^  a''-^(l  -}-  tf-^{l  —  iY  =  0 


l)-=0 


che  è  di  grado  uguale  a  quello  della  data  (^). 

Per  V  ellisse  di  semiassi  a  e  &,  col  centro    nelP  origine    degli    assi   e  di 
equazioni  parametriché  : 


1  —  <*  ,     21 


•v  =  «  ^    ,   .2         ;         y  =  ^> 


percorsa  positivamente  al  crescere,  con  continuità,  della  t  da  —  oo  a  -+■  ^^  • 
si  otterrà,  con  ragionamento  analogo  al  i)recedente,  che  il  numero  delle  radici 
di  (lo),  a  coefficienti  reali,  contenute  in  detta  ellisite  è  ugnale  al  mtmero  delie 
radici  a  parte  reale  negativa  delV equazione: 


p=n 


(23)  2  Wi  +  <*)  +  aft*]"-"-  (1  —  i^f  ~  0 


j>=^0 


diminuito  del  grado  della  data  equazione  (15). 

Quest'ultima  (23),  per  b  =  a,  dopo  aver  diviso  pel  fattore  (1  +  t)%  ricade 
nella  (22),  come  doveva  essere. 

Finalmente  per  un'area  a  contorno  ellittico,  di  semiassi  a  e  6,  prendendo 
per  assi  coordinati  rettangolari  rispettivamente  Passe  focale  e  la    tangente  in 


(})  À  n  4  r  e  o  1  i ,  loc»  oitt 


X  20d  K 

ano  degli  estremi  di  questo  asse,  e  di  equazioni  parametricbe  : 

I   _2«_  _    2bt 

dove  il  doppio  segno  corrisponde  rispettivamente  ai  due  casi  in  cui  il  centro 
della  curva  è  situato  sul  semiasse  positivo  o  su  quello  negativo  delle  ascisse, 
percorso,  in  ciascun  caso,  positivamente,  al  crescere  continuo  di  t  da  —  oo  a 
-{-  oo ,  otterremo  che  il  numero  delle  radici  della  data  equaaioTke,  in  ciascuna 
delle  due  aree,  ci  è  dato  rispettivamente  dal  numero  delle  radici  a  parte  reale 
negativa  delVvna  o  delValtra  delle  equaaioni: 


p=*n 


(24)  V2»»-''  aj^a  +  6<)«-*.(l  —  t^y  =  0 


p-O 


|)— w 


(25)  ^^2"-"  a^  r-^  {at  +  b)"*"^  •  (  1  ^ty  =  0 


p-mO 


diminuito  del  grado  n  delV equazione  data. 

Per  6  =  a,  cioè  per  i  casi  di  due  aree  a  contomo  circolare,  di  diametro 
d  =  2a,  con  i  centri  snl  semiasse  positivo  0  su  quello  negativo,  rispettiva* 
mente,  delle  ascisse  e  tangenti  all'asse  delle  ordinate,  la  (24)  x>^l  primo  caso 
e  la  (25)  pel  secondo  diventano,  dopo  di  aver  diviso  per  il  fattore  (1+*)",  che 
dà  già  n  radici  a  parte  reale  negativa  2 


fj—n 


(26)  Vff^  W'-^  .(\~tY  —  (S 


t>~0 


p— n 


(27)  ^fl,  d"-p  e"~'.(L  —  tYzziQ 


Pvmfì 


notevoli  per  il  modo  semplice  con  il  quale  si  ricavano  dalla  data  equazione. 
Concludiamo  che  il  numero  delle  radici  di  (15),  a  coefficienti  reali^  neW  una  0 
neWaltra  delle  due  predette  circonferenze,  è  uguale  rispettivamente  al  numero  delle 
radici  a  parte  reale  negativa  della  (26)  o  d^lla  (27). 


VCL*  LX.  9f 
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§  4.  Condizioni  perché  nn' equazione  abbia  tutte  le  radici  reali. 

Vogliamo,  infine,  fare  un'altra  applicazione  della  formola  (13)  per  ricercare 
delle  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perchè  un'eqnazione  : 


p^n 


(28)  2 


«p  «'■-"  =  0 


{>-=0 


algebrica  razionale  intera,  di  grado  n,  abbia  tntte  la  sue  radici   reali   oppnre 

tutte  reali  e,  p.  es.,  positive. 

Osserviamo,  a  tal  fine,  che,  dalla  definizione  stessa,  risn1t:i    che   l' indice 

¥\z) 
della  funzione  razionale .  .   ,    tra   z^  e^  z^^  con   Zq<C,z^^    neli'ipoteM  cbe 

le  radici  reali  della  (28)  sieno  semplici,  è  precisamente  uguale,  in  valore  as 
soluto,  al  numero  di  dette  radici  in  (^^o ,  z^ ,  giacché  la  V\z)  tra  due  radi<'i 
reali  consecutive  della  (28)  si  annulla  un  numero  dispari  di  volte.  11  segno  di 

detto  indice  sarà  poi  ugnale  a  quello  di ^}  ,  . 

F(2?o) 

iSegue  subito  dalla  (13)  che  quando  questo  segno  è  il  positivo,  il  numero 
|i  delie  radici  reali  in  (2:0  >  ^J  9  della  (28),  è  dato^  a  meno  di  6,  dalla  diffe- 
renza tra  il  numero  delle  radici  a  parte  reale  negativa  e  quello  delle  radici  a 
parte  reale  positiva  dell'equazione  : 


(29)  F(—  iz)  —  i  P'(—  iz)  =  0 

i  cui  coefficienti  della  parte  immaginaria  appartengano  a  (2^0 ,  z^^  mentre  detta 
differenza  dovrebbe  essere  cambiata  di  segno,  se  il  segno  di  cui  sopra  fosse 
il  negativo. 

Nel  caso  delPintetvallo  ( —  00  ,  -I-  00),  si  ha  6  =  0  e  poiché  la ~ 

^  '    '        '^  F(rc) 

per  2^0  =^  —  00,  é  positiva  potremo  concludere  che  il  numero  delle  radici  rtaW, 
BUfpo6ie  semplici,  della  (28)  è  precisamente  uguale  alla  differenza  tra  il  numero  ^ 
delle  radici  a  parte  reale  negativa  e  quello  p  di  quelle  a  parte  reale  posifirn 
della  (29). 

Se  il  i)rimo  membro  di  questa  lo  poniamo  sotto  la  forma  u{z)-\-ìr{z),  con 
U  Q  V  funzioni  reali,  possiamo  dire  che  il  detto  numero  é  uguale  alla  semidif 


il 
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ferenza  tra  gli  analoghi  numeri  delle  radici  di  : 

(30)  {u  +  iv){u  —  il?)  z=  0 

che  è  sempre  a  coeflBcienti  reali. 

Poiché  la  data  equazione  (28)  è  di  grado  n  e  poiché  la  (29)  non  può,  per 
le  ipotesi  fatte,  avere  radici  nulle,  si  ha  :  (]^  -j-  p  =  n  e  quindi  : 

\iz=z2f^  —  n  , 

la  quale  dice  che  il  numero  delle  radici  reali,  supposte  semplici,  della  (28),  a 
coefficienti  reali  o  complessi,  è  uguale  al  doppio  del  numero  delle  radici  a  parte 
reale  negativa  della  (29),  oppure  al  semplice  numero  delle  analoghe  radici  di  (30), 
dimimiito  del  grado  delV equazione  data. 

Ne  segue  che  perchè  la  data  equazione  (28)  abbia  tutte  le  sue  radici  reali 
e  semplici  è  necessario  e  sufficiente  che  la  (29),  o  la  (30),  abbia  tutte  le  sue  ra 
dici  a  parte  reale  negativa. 

Applichiamo,  da  ultimo,  questo  risultato  per  trovare  delle  condizioni  ne- 
cessarie e  sufficienti  perchè  l'equazione  : 

(31  )  F{z)  =  ao  z^'  +  a,  z'^"'  +  . . .  +  «n-i  z-\-a,,  =  0  (a„  4=  0) 

a  coefficieuti  reali,  abbia  tutte  le  sue  radici,  supposte  semplici,  reali  e  posi- 
tive. Ponendo  «  =  (*,  risulta,  da  quanto  sopra,  che,  essendo  necessario  e  suffi- 
ciente che  Pequazione  : 

*(«)  =z  a-ot*"  +  a,e*<'-*)  +  . . .  +  a^^f  +  a„  z=z  0 

abbia  tutte  le  sue  radici  reali,  perchè  la  (31)  le  abbia  tutte  reali  e  positive 
occorre  e  basta  che  l'equazione: 

4>(_  it)  _  t4)'(_  it)  —  0 

ossia  : 

a^t^-  +  2n  aot^*^'  —  af"'^  —  2{n  —  1)  a^  f'^^  +  ...±  a„  =  0 

abbia  tutte  le  sue  radici  a  parte  reale  negativa. 

Api)licando  il  criterio  dell' Hurwitz  (*)  possiamo  concludere  che j^crc/t^ 


(^)  V,  p.  68.  Orlando,  Sul  prohltma  di  Hurwiiz,  (Read.  Acc.  Linori,    V.    XIX,    1910) 
ed  aube  Bompiani,  Sulle  condizioni  ecc.  (Qiornale  di  Mat.  di  Battagliui,  1911). 
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la  (31)  abbia  tutte  le  sue  radici,  supposte   semplici^    reali    e   positive    occorre  e 
basta  che  i  minori  principali  del  determinante  di  ordine  2n  : 


in-lX 
{n-2)a, 

(n-3K 
0 


«0 


— a. 


0 


na. 


a,       — (n— l)a, 


— fl.       (n— 2)a, 


0 


0 


0     .  •  .     0 

00     •  •  •     0 
— a^     ...     0 


«2     ...     0 


0     ...  +a,» 


«ìeno  tutti  positivi,  supponendo,  come  è  sempre  lecito,  a^  positivo. 


Premio  Ernesto  Isè 


Il  Consiglio  Direttilo  del  R.  Politeouioo  di  Napoli  asaegoerà  un  premio  di  lire  1000  al- 
l'antore  della  Memoria  o  delle  Memorie  originali  sulla  Scienza  delle  coetruzioni  (inaioscrìtt«  o 
stampate,  ma  non  edite  prima  del  15  Febbraio  1922)  che  saranno  giudicate  piìl  merit^iyoli  da 

apposita  Commissione. 

Scadenza:  31  Dicembro  1923.  j 
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SULLA  TEORIA  ASTRATTA  DELLE  OPERAZIONI 


VOTA 


DEL 


Dott.  MARIO  MANARINI  (a  Bologna) 


In  questa  Nota  vogliamo  occuparci  di  una  catena  indefinita  di  operazioni 
per  le  quali  valgono  le  leggi  commutativa  ed  associativa  e  per  ciascuna  vale 
la  projirietà  distributiva  rispetto  all'operazione  precedente. 

1.  —  Obiameremo  operazione  di  primo  grado  l'operazione  di  addizione  dei 
due  numeri  qualunque  a  e  &.  Questa  operazione  ordinariamente  viene  indicata 
con  la  scrittura  a  -{-  b. 

Indichiamo  con  Q^  un  simbolo  operatorio  che  applicato  ad  a  e  b  dia  per 
risultato  la  somma  di  questi  due  numeri. 
Sarà  dunque: 

La  scrittura  Q^  {afi)  rappresenterà,  ad  un  tempo,  l'operazione  di  addizione 
applicata  ad  a  e  ft  ed  il  risultato  di  questa. 

L'addizione  è  un'operazione  a  risultato  unico  e  per  essa  valgono  le  pro- 
prietà commutativa  ed  associativa. 

La  prima  viene  espressa  dalia  relazione 

Q,  (a,6)  =  a,  (&,a) 
e  la  seconda  dall'uguaglianza: 

i  cui  due  membri  si  potranno  quindi  sostituire  con  la  scrittura  Q^  (a^^^o).  Mo- 
dulo od  invariante  dell'operazione  di  addizione  è  il  numero  a^  =  0  poiché  è: 

fl^  (a,0)  =  a. 

2.  —  Chiameremo  operazione  di  secondo  grado  l'operazione  dì  moltiplica- 
zione applicata  ai  due  numeri  a  e  6.  Oomuneniente  si  scorge  questa  operazione 
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nella  scrittura  axb  e  facendo  uso  dei  simboli  operatori,  indichiamo  con  Q 
quell'operatore  che  applicato  ad  a  e  &  dà  per  risultato  il  prodotto  di  a  per  h 
cioè: 

Qg  (a,6)  =:axb  =  a*b. 

La  scrittura  Q^  (a,&)  sta  ad  indicare    ad    un  tempo  l'operazione  che  viene 
applicata  ai  due  numeri  entro  parentesi  ed  il  risultato  di  essa. 
Per  la  moltiplicazione  vale  la  proprietà  commutativa  : 

a,  (^M  =  Q.,  (6,a)  ; 
la  proprietà  associativa  : 

Q,  )  Q,  (a,6) ,  e  (  =  a  J  a  ,  Q,  (b,c)  {  =  Q^  (a,6,c)  ; 

ed  infine  vaie  ancora  la  ])roprietà  distributiva  rispetto  all'addizione: 

Q,)a,  i\  (b,c)  \  =  Q,)Q,  (a,b) ,  a,  (a,c)  (  . 

Modulo  od  invariante  dell'operazione  di  moltiplicazione  è  il  numero  o^zzl 
poiché  è  : 

a,  (a  ,  1)  =  a. 

3.  —  Cbìamerenio  operazione  di  terzo  grado  l'operazione  che  applicata  ad 
a  e  b  dà  per  risultato  il  numero  a^"''*  ove  ìogb  è  il  logaritmo  naturale  del 
numero  6.  Sarà  dunque,  defluendo  questa  operazione  col  simbolo  operatorio  2.: 

a3  (a,b)  =  a^'^  ^ 

Osserviamo  come  si  possa  anche  scrivere 

fi3(«,ft)  =  e'^(»»««'^*'«*>  (1 

ove  e  è  la  base  dei  logaritmi  naturali. 

Verifichiamo  che  per  questa  operazione  è  valida  la  proprietà  commutativa 
ossia  che  è  : 

83  {a,b)  =  83  (b,a).  U' 


Infatti  si  ha  per  definizione 


a 


3  (a,b)  =  e"»  <•*»«  "  '  ^°«  *)    ;    Q,  (b,a)  =  c^  ^'"^  '  '  '"«  "^ 


dalle  quali,  tenuto  conto  della  proprietà  commutativa  valida  per  la  moltiplica 
zione  e  della  proprietà  transitiva  dell'uguaglianza,  ne  discende  la  (1). 
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Per  questa  operazione  di  terzo  grado  vale  pure    la    proprietà  associativa: 

«3 \ Q, (a,6)  ,c\  =  Q,\a,i\  {b,c) \  (')  (2) 

Per  definizione  si  ha  infatti  : 

oso  f^  h\    ^i        o  i   ^ii^^'S^^^^èàh    l         aj)U8(loga,logfc),logc( 

ì\)a,Q^(b,c)\  =  QAa,e  \~^ 

dalle  quali,  tenuto  conto  della  proprietà  associativa  della  moltiplicazione  e 
(Iella  proprietà  transitiva  delPuguaglianza,  si  lia  la  (2).  Ciascuno  dei  due  membri 
(Iella  (2)  si  potrà  pertanto  rappresentare  con  la  scrittura  Q^  («,&,c). 

Per  questa  operazione  non  vale  la  proprietà  distributiva  rispetto  all'addi- 
zione, ossia  dico  che  in  generale  è  : 

Q,\a,Q,(b,c)\=^Q,\ii,(a,b)  ,  Q,(a,e)i. 

Infatti  per  definizione  si  ha: 

n  ko  /     i.\       o  /      \^        o  l    fio  (loj?  «  >  log  ^)      fi,  (ioga,  log  e) 

Se  valesse  la  proprietà  accennata  dovrebbe  aver  luogo  Tuguaglianza 

fi4  log  a  ,  log  tì,  (6,c)  \_^A   fig  (log  a  ,  log  h)      Q^  (log  a  ,  log  e)  ^ 
e  '  —  "1 1  e  >  ^  4 

che  con  l'ordinaria  scrittura  diverrebbe 

log  a  •  log  (b  +  e)  log  a  ^  log  ì  log  a  •  log  e 

0  zz:  e  -j-  a 


ossia  dovrebbe  essere 


log  (h  +  e)  log  h  log  e 


Ma  ciò  in  generale  non  è,  salvo  che  per  a  =  eé 


(  )    Cin»  la  «frittura  couiiim-.  l:i  proprÌMlù  associati  vii  di  qiU'Hfca  <i;>orazionfì  si  08prinierél>l>e5 


log  6 

a 


\   log  e  log  /      log  c\ 

j    =«   l^    ì 
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Invece  per  l'operazione  di  terzo  grado  vaie  la  proprietà  distributiva  ri- 
spetto all'operazione  di  secondo  grado,  ossia  rispetto  alla  moltiplicazione: 

Osserviamo  che  si  dovrebbe  verificare  la  proprietà  distributiva  destra, 
espressa  dalla  relazione  (3),  e  la  proprietà  distributiva  sinistra  : 

ma  la  validità  della  proprietà  commutativa  per  questa  operazione,  ci  ridoce 
il  compito  alla  sola  verifica  di  una  delle  due  proprietà  accennate,  ad  esempio 
della  (3).  Si  ha  allora: 

n   Q  o  /    7.\    n  f^  ^\)       n  \   fl«(^<*«  «  *  ^^S  ^)     fl.  (log  a ,  log  e) 

_    Q,  JQg  (log  a,  log  ft),Q^aog  a,  log  c)l 

dalle  quali  sfruttando  la  proprietà    distributiva    della    moltiplicazione  rispetto 
all'addizione  ne  discende  immediatamente  la  (3). 

Calcoliamo  ora  il  modulo  a^  di  questa  operazione.  Dovrà  essere  : 

n   ,  N  .  So  ^^^S  «  f  log  03)  log  a 

fig  (a ,  ttg)  ZZI  a  ossia  e  ^  z=:  a  =:€ 

per  modo  che  dovrà  verificarsi  la  relazione  fl,  (log  a ,  log  a^)  =:  log  a. 

Si  scorge  allora  che  log  a^  viene  ad  essere  il  modulo  dell'oi)erazione  di 
secondo  grado,  ossia  log  a^=z  aj^=zl  e  quindi  aL^z=ze, 

Concludendo  :  IJoperazione  di  terzo  grado  definita  d4il  simbolo  operatoiio  Qg 
god^  delle  proprietà  commutativa  ed  associativa^  della  proprietà  distributiva  ri- 
spetto alV operazione  precedente  di  secondo  grado,  ti  suo  modulo  è  il  numero  e 
base  dei  logaritmi  naturali. 

4.  —  Definiamo  ora  una  successiva  operazione  che  chiameremo  di  quarto 
grado,  definita  dall'operatore  Q^  mediante  la  relazione  : 

n  /    k\         fl,  (log  o ,  log  &) 

che  si  può  anche  scrivere  : 

logji  logjtt.logjb  1^«/1^«M 

fi,  (a,6)  =  e''«  "         =  e'  '^««-  =  *^«  (^^«'^  ^ 
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Per  questa  operazione  vale  intanto  la  proprìetà  commutativa  i 

Q,  (a,b)  =  Q,  (b,a)  (4) 

Infatti  si  ha  per  definizione  : 

Q,  (a,b)  =  e«3  ^'°«  "  '  '"«  '^  a,  (b,a)  =  e"3  ('««  *  '  »"«  "> 

da  cui,  ili  forza  della  proprietà  commutativa  valida  per  l'operazione  di  terzo 
grado  e,  come  al  solito,  della  proprietà  transitiva  deiruguaglianza,  ne  discende 
la  (4).  Vale  pure  la  proprietà  associativa: 

Infatti  si  ha 

dalle  quali  ne  deriva  immediatamente  la  (5). 

Infine  verifichiamo  che  per  questa  operazione  vale  la  proprietà  distributiva 
rispetto  all'operazione  di  terzo  grado  : 

Q J  a  ,  Q,  {b,c)  \  =  Q,)  Q,  (a,h) ,  fi,  (a,o)  (  (6) 

Valendo  per  l'operazione  in  parola  la  proprietà  commutativa,  basterà  di- 
mostrare soltanto,  ad  esempio,  la  proprietà  distributiva  destra  espressa  appunto 
dalla  relazione  (6).  Si  ha  per  definizione  : 

n    S        0^7.x^  S J  log  a  ,  log  a  (6,c)  ^  ftjlog  a  ,fì   (log  6  ,  log  c)( 

o  m  /     1^    n  f^  ^M        o    i  A  ^1<^K  «  ,  log  &)      a.  (log  fl,  log  e)] 

_.    i\  )  fi,  (log  <i ,  log  h) ,  Q^  (log  a  ,  log  e)  ( 

dalle  quali  con  facile  osservazione  ne  discende  immediatamente  la  (6). 

Si  potrebbe  verificare  invece  che  per  l'operazione  di  quarto  grado  non 
vale  la  proprietà  distributiva  rispetto  alle  operazioni  di  primo  e  di  secondo 
grado.  Calcoliamo  ora  il  modulo  ot^  di  questa  operazione.  Dovrà  essere  : 

1^    ,  ,  fi,  (log  « ,  log  a^)  log» 

«4  (^  j  ^4)  =  ^  ossia  :  e  ^  =  a  =  e 

e  quindi  : 

flj  (log  a  ,  log  aj  =  log  a 
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il  che  ileuota  essere  : 


log  a,  =  a. 


da  cui 


a«  e 

7,^  =  6    =  e  . 


Concludendo  :  ^operazione  di  quarto  grado  definita  dall'operatore  Q^  godt 
delle  proprietà  commutativa  ed  associativa,  e  della  proprietà  distributiva  rispetto 
aWoperazione  precedente  di  terzo  grado.  Il  suo  modulo  è  il  numero  e*. 

5.  —  Da  quanto  precede  risulta  che  per  tutte  le  operazioni  fin  qui  de- 
finite valgono  le  proprietà  commutativa  ed  associativa  e  la  proprietà  distribu- 
tiva vale  soltanto  rispetto  all'operazione    di    grado    immediatamente  inferiore. 
Si  scorge  inoltre  facilmente  la  legge  con   la   quale  queste  operazioni  vengono 
successivamente  definite   prendendo    come    operazione    iniziale  o  fondamentale 
l'operazione  di  addizione.  Cioè  ognuna  di  esse,  dalV operazione  di  secondo  gra^t) 
in  poi,  è  definita  da  una  potenza  die  ha   per    base  il  numero  e  e  per  esponente 
il  risultato  delV operazione    di  grado  immediatamente  inferiore  applicata  ai  loga- 
ritmi naturali  dei  numeri  sui  quali    si    vuole    applicare  Voperazione  iu  discordo. 
Inoltre  il  modulo  di  ogni  operazione,  dalla  moltiplicazione  in  poi,   è  dato  dai  nu 
mero  che  si  ottiene  innalzando  il  numero    e    ad  un  esponente  uguale    al   modulo 
dilV operazione  di  grado  immediatamente  inferiore. 

In  generale  potremo  dimostrare  la  seguente  pro])OSizione  : 

Chiamata  operazione  di  primo  grado  Voperazione  di  addizione  definita  dallo 
operatore  iì^  applicato  ai  numeri  qualunque  a ,  b  rimane  determinata  una  snrceif' 
sione  indefinita  a  destra,  di  operazioni  definite  dagli  operatori  tì^ ,  fi^ ,  U3  , . . .  Q„ , . . . 
per  le  quali  valgono  le  proprietà  associativa  e  commutativa,  mentre  la  proprirtii 
distributiva  vale  soltanto  rispetto  aWoperazione  di  grado  immediatamente  inferiore. 
La  legge  per  la  formazione  di  questa  successione  è  la  seguente  : 

L'operazione  iìn(^M  di  grado  n  è  definita  da  una  potenza  che  ha  per  ìmmc 
il  numero  e  e  per  esponente  il  risultato  dell'operazione  di  grado  (u  —  1)  applicata 
ai  logaritmi  naturali  di  o,  e  h.  Il  modulo  di  ciascuna  operatone  è  dato  dal  nu- 
mero e  innalzato  ad  un  espoìiente  uguale  al  modulo  delV operazione  di  grado  im 
mediatamente  inferiore. 

Avendo  verificata  questa  proposizione  per  le  operazioni  di  secondo,  terzo 
e  quarto  grado  supponiamola  dimostrata  sino  all'operazione  di  grado  n  —  le 
verifichiamo  che  essa  risulta  verificata  pure  per  l'operazione  di  grado  n.  Cioè 
facciamo  l'ipotesi  che  per  l'operazione  : 

ìln^^  (a,b)  =  e    ^ 
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siano  valide  le  proprietà  commutativa,   e   associativa  e  valga  la  pro[)rietà  di- 
stributiva rispetto  air  operazione  fi,,_ ,  (a,ò}. 

Vogliamo  provare  che  pure  per  Poperazione  di  grado  n  vale  la  proprietà 
commutativa  : 

a,  (a,6)  =  a,  (M).  (7) 

Infatti  è  per  definizione 


ma  in  forza  dell'ipotesi  fatta  è: 

a,»-!  (log  a  ,  log  b)  =  a,..j  (log  b  .  log  a) 

onde  la  (7)  ne  discende  per  la  proprietà  transitiva  dell'uguaglianza. 
Verifichiamo  ora  che  vale  la  proprietà  associativa: 


a„  )  a,  (a,b) ,  e  (  z==  a,  )  a ,  a„  (b,o)  \.  (S) 


Infatti  si  ha: 


e  tenendo  conto  dell'ipotesi  che  per  l'operazione  di  grado  n  —  1  valga  la  pro- 
prietà associativa  si  ha: 

a«_,  \  a,,^^  (log  a ,  log  6) ,  log  e  (  =  a„-,  )  log  a  ,  a,._,  (log  b  ,  log  e)  \ 

ed  allora  in  forza  della  proprietà    transitiva   dell'uguaglianza  potremo  conclu- 
dere con  la  (8)  i  cui  due  membri  li  potremo  scrivere  semplicemente  a„  (a,ò,c). 
Verifichiamo  infine  che  per  Poperazione  di   grado  n  vale  la  proprietà  '  di- 
stributiva rispetto  all'operazione  di  grado  n  —  1  : 

a„  \  a  ,  a,_,  {b,c)  \  =  iì^_^  \  a„  (a,b) ,  a„  (a,c)  \  (9) 

Si  dovrebbe  verificare  la  proprietà  distributiva  destra  e  la  proprietà  distri- 
butiva sinistra,  ma  poiché  vale  la  proprietà  commutativa  il  nostro  compito  è 
ridotto  a  verificarne  una  soltanto,  ad  esempio,  la  destra  che  è  appunto  espressa 
dalla  relazione  (9), 
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Abbiamo  per  definizione  : 

^    ,        ^  i        ^    V       Q        (log  2> ,  log  e)  )  Q        5  log  a ,  Q„      (log  h ,  log  e)  ' 

M        i  n    /     I.X     n    /      X  ^        n        Ì   ^n-i  ^^^S  «  »  log  6)      Q        (log  a  ,  log  e)  J 

_    a„^,  5  Sì,,_,  (log  a  ,  log  b) ,  Q^_^  (log  a  ,  log  e)  ( 

Avendo  supposto  che  per  l'operazione  di  grado  n  —  1  valga  la  proprietà 
distributiva  rispetto  all'operazione  di  grado  n  —  2  sarà  : 

2n-i  \^oga,  a„»3  (log  b ,  log  e)  \  =  iK-^  )  a„_,  (log  a  ,  log  6) ,  a„>^  (log  a ,  log  e)  ( 

per  la  quale  immediatamente  ne  discende  la  (9). 

Fatta  l'ipotesi  che  per  l'operazione  di  grado  n  —  1  non  valga  la  proprietà 
distributiva  rispetto  all'operazione  di  grado  n  —  3  od  inferiore,  sarebbe  Mie 
verificare  che  per  l'operazione  di  grado  n  non  vale  la  proprietà  distributiva 
rispetto  all'operazione  di  grado  n  —  2  od  inferiore. 

Veniamo  ora  all'ultima  parte  del  teorema,  cioè  a  verificare  che  se  a„_j  e 
il  modulo  dell'operazione  di  grado  n  r—  1,  il  modulo  dell'operazione  di  grado 
n  è  il  numero  : 


a„  :=  e 


OC- 


•n 


• 


Infatti  il  numero  a,,  deve  essere  tale  da  verificare  l'uguaglianza 
ossia 

Q,,_,  (log  a ,  log  O  log  a 

e  "  1  =  a  zzi:  e 


per  la  quale  necessita  che  sia 

iì„_^  (log  a  ,  log  a„)  =  log  a 

dal  che  se  ne  deduce  che  log  a„  deve  essere  il  modulo  dell'operazione  di  grado 
n  —  i,  ossia 

...(n — 2)  volte 
e 
log  a  =  a„_^         onde  risulta         a„  =  e  **"*=« 

Osservazione  :  Xegli  sviluppi  precedenti  abbiamo  usato  come  sistema 
logaritmico  i  logaritmi  naturali.  Scogliendo  corno  base  dei  logaritmi  il  numero 
positivo  m  qualunque    si    otterrebbero   analoghe   conclusioni   bastando  mutare 
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soltanto  il  numero  e  nel  numero  me  log.  nel  log^ .  I  successivi  moduli  delle 
operazioni  risulterebbero  dati  dai  numeri  : 


a/  /         fxj  ,         a/         m 


...(w — 2)  volte 


....  a«  =  m  **    *  =  m 


6.  —  In  tal  modo  abbiamo  ottenuto  una  successione  indefinita  a  destra 
di  operazioni,  definite  dagli  operatori  Q^  ,  Q^  >  ^^3  >  •  *  -  ^^»  , . . .  . 

Vediamo  ora  come  codesta  catena  si  i)ossa  prolungare  indefinitamente 
anche  a  sinistra.  Per  analogia  indicheremo  con  i\  ,  JL^  ,  tì_^  , . . .  ft_^  , . . . 
risi»ettivamente  gli  operatori  che  applicati  ad  a  e  &  definiscono  successivamente 
Toperazione  precedente.  Osserviamo  pertanto  il  modo  con  cui  possono  venir 
altrimenti  definite  le  operazioni  studiate. 

log  «2  («"j  ^")  =  log  (t\  t-'O  =  a  H-  h  =  iì^  (a,b) 
log  ih  (e%  e")  =  ìL  (a,fe) 


log  a,  (e«,  e^)  z=z  log  j «""-i       j  =  »„.,<"'*> 

Ossia  il  risultato  di  un'operazione  applicata  ad  a  e  6  coincide  col  lo- 
garitmo del  risultato  dell'operazione  seguente  applicata  ai  numeri  e""  ed  e^.  Ei- 
manendo  così  definita  una  operazione  in  funzione  dell'operazione  seguente,  de- 
finiamo  nello  stesso  modo  l'operazione  precedente  all'operazione  di  primo  grado 
il  cui  simbolo  operatorio  relativo  lo  indicheremo  con  Q^ . 

Poniamo  per  definizione  : 

H,  (a,6)  =  log  Q,  (e%  e'). 

Vale  evidentemente    la    proprietà    commutativa: 

Q,  (a,b)  =  ft,  (b,a) 

poiché    detta  proprietà  vale  per  l'operazione   di  primo  grado.  Verifichiamo  che 
vale  la  proprietà  associativa  : 

Q„)a,Q^{b,e)\  =  Q,\(a,b),ci  (10 

Per  definizione  è  : 

flj  fl. ,  SJ„  (b,c)  $  =  aj  rt  ,  log  Q,  {e",  e")  (  =  log  S.  )  «.",  Q.  (e",  f.')  < 

Q,  )  Q,  {a,b) ,  e  { =  a  J  log  Q,  (e",  e») ,  e  (  =  log  ii,  )  Q,  {e",  e") ,  e'  ( 
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e  di  qui,  per  la  proprietà  asBocìativa  valida  per  l'operazione  di  primo  grado 
ne  discende  la  (10). 

Veriflcbiamo  ora  che  per  Foperazione  di  primo  grado  vale  la  proprietà 
distribativa  rispetto  a  quest'ultima  operazione  che  potremo  chiamare,  per  ana- 
logia, operazione  di  grado  zero  : 

Q  J  a ,  a,  (6,0)  (  =  flo  )  «i  («»^)  1  »!  («>^)  \  •  (11) 

» 

Infatti  per  definizione  è  : 
Q  J  o ,  a,  (b,c)  I  =  a.  I  a ,  log  3.  (e\  e')  \  =  log  Q,  \  e",  fi.  (c\  e')  ( 
a,  \  a,  (a,b) ,  a,  {a,c)  i,  =  a„  )  log  a,  {ef,  e") ,  log  a,  {e%  ^)  ^  =  log  a  J  a,  {ef,  e-) ,  %  (e-,  e'ìi 

V 

dalle  quali,  valendo  la  proprietà  distributiva  (lell'o[>erazione  di  secondo  gr^lo 
rispetto  a  quella  di  primo,  ne  discende  immediatamente  la  (II).  Si  potrebbe 
dimostrare  che  l'operazioue  di  secondo  grado  non  è  distributiva  rispetto  a 
questa  operazione  di  grado  zero. 

Determiniamo  il  modulo  «^  di  questa  operazione.  Dovrà  essere: 


2o  (<*  >  «o)  =  « 


quindi  sarà  : 


e  quindi 


Q,  (a  ,  a,)  =  log  i\  (  / ,  A  j  ^  a  =  log  (e*) 


da  cui 


e^^  ZZI  a,  =  0 


ed  ancora 


a  =  log  0  =z  —  CXI), 


7.  —  Definiamo  l'operazione  ft_j  (a,6)  come  l'operazioue  precedente  alla 
operazione  2^(^,6)  e  che  chiameremo  02>er(i^ìone  di  grado  — 1.  Porremo  i)er  ile 
finizione 


il.,  (a,&)  =  log  a,  {e%  e% 


i 
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Si  vede  subito  cbu  vale  per  questa  uperazioue  la  proprietà  commiitatira, 
giacché  vale  detta  proprietà  per  l'operazione  snccessiva  di  grado  zero,  ossia  è: 

a_,  («,6)  =  a.,  (b,a). 

Verificbiamo  che  vale  la  proprietà  associativa: 

a,,  )  Q^,  (a,6)  ,e\  =  SL,  )a,Q^,  (6,c)  (  (12) 


Per  definizione  è  : 

a_,  )  a_,  (a,6) ,  e (  =  Q- J  log  a,  {e%  e'),c\  =  log  Q, \  Q,  (e%  e') ,  e^  \ 
Q_,  \  a  ,  fl_,  (6,0  (  =  2- J  a  ,  log  fl_,  (e^  ^  (  =  log  »«  )  «^  ^o  «  ^^  I 

e  valendo  la  proprietà  associativa  per  Toperazione  di  grado  zero  la  (12)  ne 
discende  facilmente.  Verifichiamo  che  per  l'operazione  di  grado  zero  vale  la 
propriet/i  distributiva  rispetto  all'operazione  di  grado  —  1,  ossia  che  dovrà 
aversi  : 

lì  J  a  ,  iì^,  (6,c)  (  r=  a_,  \  a,  (afi) ,  iì,  {a,c)  \  (13) 

Infatti  per  definizione  è  : 

Q  J  a  ,  a-,  (6,c)  \  =  Sìo  )  a  ,  log  Q,  (e^'',  e")  \  =  log  fi,  \  e",  fi,  (.'^,  O  < 

Q_,  )  a,  (a,6) ,  a,  (a,c)(=a,,  )  log  a,  (e%  e') ,  log  a,  (e%  e^Ì=\og  a,  )  a,  (e\  e") ,  a,  (e%  €^)  \ 

e  valendo  la  proprietà  distributiva  per  l'operazione  di  primo  grazio  rispetto 
all'operazione  di  grado  zero,  né  discende  immediatamente  la  (13).  Determiniamo 
il  modulo  a_^  di  questa  operazione.  Dovrà  essere 

a_,  (a  ,  a^^)  =  a 
ossia  : 

fi_^  {a ,  a_J  =  log  Qje^y  e*""*  \  =  a  =  \og  (e*) 


per  «lodo  che  sarà  pare 
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ossia 


e     *  =  ttg  z=  —  oc. 


da  cui  a^^  =  log  ( — co),  namero    coiuplesso   avente  inttnita   la   parte   reale  « 
(2  Jc  -{- 1)  ni  la  parte  immaginaria. 

8.  —  Supponendo  ora  di  aver  definito  successivamente  le  operazioni, 
mediante  gli  operatori  S,  fino  all'operazione  di  grado  — (n — 1)  definita  dairope- 
ratore  iJ-,,-}.^  supporremo  che  per  quest'ultima  operazione  valgano  le  proprietà 
commutativa  : 

»_,+,  ((1,6)  =  Q^^,  (ò,«) ,  iU) 

associativa  : 

a__„+,  )  Q^„+j  (rt,6)  ,c\  =  a_«+,  )  a  ,  fi.„+j  {b,c)  (  =  2^+^  ((i,&,c)  (15) 

ed  ancora  supporremo  che  l'operazione  successiva  ossia  di  grado   — »+2,  sia 
distributiva  rispetto  ad  essa,  cioè  si  abbia  : 

fi.^,4,  )  a  ,  a_„+,  (6,0)  (  =  Q^,+,  \  2_,+,  (a,b) ,  S.,,^,  ((ì,c)  ( .  (Ifi' 

Modulo  di  questa  operazione  supporremo  che  sia  il  logaritmo  del  modulo 
dell'operazione  di  grado  superiore  il  quale,  come  è  facile  verificare  risulterebht* 
uguale  al  numero    log„_j(— co)  =  log^"~'^ '*'"'' log( — co). 

9.  —  Supposto  questo,  definiamo  un^  operazione  ohe  chiameremo  di  gra- 
do — n  ,  precedente  all'oi>erazione  di  grado  — n+l  ?  mediante  la  relazione  : 

a^,(a,6)=:log«_,4.,(e",c^)  . 

Per  questa  operazione  vale  la  proprietà  commutativa  : 

«.„  (a,6)  11=  fì>„  (6,a) 

in  forza  della  (14),  valida  per  ipotesi.  Vediamo  come  per  l'operazione  di  grado 
^n  valga  la  proprietà  associativa  : 

Q_„  \  fl_„  (a,b)  ,c\=Q-„\a,Q^  {h,e)  \ .  (17) 
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Intatti  pt*r  deiiuizione  è  : 

iì_„  )  iì_„  {a,b)  ,c\  =  iì-„\  log  a_„+,  (««,  e*) ,  e  (  =  log  «_„+,  |  a^+.  (e»,  «*) ,  e"  i 

a_.  ^  « ,  Q_,.  (ft,c)  (  =  iì_„  )  a  ,  log  Q_„+.  (e\  e"^)  ^  =  log  Q_„+,  J  e",  Q_„+.  {e",  e')  \  . 

Dalle  quali  in  forza  della  (15)  ne  discende  facilmente  la  (17).  Ugaalmente  vale 
la  prox>rietà  distributiva  dell'operazione  di  grado  — w+1  rispetto  a  questa  ope- 
razione di  grado  — n  : 

a_„+,  \  a ,  fi_„  (6,e)  (  =  Q  .,  )  «_,+,  (a,6) ,  fì_,+,  (a,c)  ^  (18) 

Infatti  come  al  solito  per  definizione  si  ba  : 

Q_+,  )  a  ,  fl^„  (6,c)  i  =  fi^,.+^  )  a  ,  log  a.,,4.,  (e^  O  \  =  log  fi^„+,  )  e%  fi_„+,  (e^  e^)  ^ 

y_,  )  Q^,+,  (a,6) ,  fl_,+,  (a,c)  (  =r.  «.„  )  log  Q_„+,  (e'S  c'O  ,  log  Ji-„+,  (e^  6^)(  = 

=  log  fi_„+,  J  Q_,+,  (f«,  e*) ,  a_„+,  (e«,  e^)  { 

dalle  qnali  in  forza  della  (16),  la  (18)  discende  immediatamente. 

Calcoliamo  ora  il  modulo  a_„  di  questa  operazione.  Esso  sarà  tale  da  dare  : 

Q_„  (a ,  a_„)  =  a 
ossia 

Q_„  (a  ,  a^J  =  log  fl_„4.,  ^  /',  e""-" j  =:  a  =  log  (.«) 


per  modo  che  dovrà  essere  : 


cioè  : 

da   cni 

a^  =  log  a_„+^  —  log„  (—  oc) . 

10.  —  Prolungata    cosi    indefinitamente    la    catena  di  operazioni    anche 
dalla  parte  sinistra,  possiamo  concludere  riassumendo  : 

Chiamata  operazione  di  primo  grado  V operazione  di  addizione^  definita  dal- 
vojL.  ut.  20 


)(  226  )( 

Voperatore  Q^  applicato  ai  numeri  a  e  h/ rimane  d^^terminata  una  catena  indefi- 
nita a  destra  e  a  ninistra  di  operazioni  mediante  la  successione  di  operatori  : 


fi_„  ,  iL„-fi  , Sì-2  y  Si-i ,  ^0  y^Ky^K  y ^-"-1  ?  --"  ?    •  •  • 


per  le  quali  valgono  le  proprietà  commutativa  ed  associatica,  mentre  la  proprietà 
distributiva  vale  soltanto  rispetto  all'operazione  di  grado  immediatamente  inferiore . 
Ciascuna  operazione  applicata   ad  a  e  h  può  definirsi  come  tale  da  dare  per  n- 
sultatOj  il  risultato  dell'  operazione  precedente  applicata  ah  numeri    log  a,     log  b; 
oppure  come  tale  da  dare  per  risultato   il    logaritmo  del  risultato  dell' operaziont 
seguente  applicata  ai  numeri    e",  e'\    Xa  prima    definizione    riesce    opportuna  per 
definire  le  operazioni    che    seguono  V operazione    di   addizione  e  la  seconda  inrecf 
per  definire  quelle  che  precedoìw  V  operazione  di  addizione.  Modulo  dell' operazione 
di  primo  grado  è  il  numero  zero  ;  modulo  di  ciascuna  altra  operazione  è  una  po- 
tenza del  numero  e  con  l'esponente  uguale    al   modulo  delV operazione  precedente  : 
oppure  è  il  logaritmo  del  modulo  deW operazione  seguente.   Le  operazioni  clie  prf- 
cedono  Voperazione  di  primo  grado,  ad  eccezione  della  prima  che  ha  per  modnUì 
— oo  ,  non  hanno  modulo  reale. 
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per  le  quali  valgono  le  proprietà  commutativa  ed  associatica,  mentre  la  proprietà 
distributiva  vale  soltanto  rispetto  all'operazione  di  grado  immediatamente  inferiorv. 
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